XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая лига, 2 тур, краткие решения.

1. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, координаты вершин которого — целые числа, а сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE найдется еще точка с целыми координатами, отличная от A и B.
Решение. Пусть утверждение задачи неверно. Рассмотрим четырехугольник ABCD, противоречащий условию, с минимальным числом узлов внутри или на границе. Не умаляя общности можно считать, что прямые AB и CD пересекаются на луче AB или параллельны. Отложим от точки B вектор BK = CD. Тогда точка K попадет внутрь или на границу угла DBA. Если она окажется вне или на границе четырехугольника ABCD, то 180( = (BCD+(CDK (  (BCD+(CDA, что противоречит условию. Тогда точка K должна попасть внутрь треугольника AED (т.к. она лежит вне треугольника AEB). Но тогда четырехугольник ABCK тоже будет контрпримером к задаче и будет иметь внутри или на границе меньше узлов, чем ABCD, что противоречит выбору ABCD.
2. На сторонах остроугольного треугольника ABC наружу построены подобные прямоугольники BCAcAb, ACBcBa, ABCbCa. Треугольники CCbCa, AAbAc, BBaBc в пересечении образуют шестиугольник. Докажите, что главные диагонали этого шестиугольника пересекаются в одной точке.
Решение. Обозначим стороны и углы треугольника ABC за a, b, c; (, (, (, также положим (AbCB = (. Расстояние от точки X до прямых BC, CA, AB будем обозначать da(X), db(X), dc(X) соответственно. Обозначим AAB(CCB = B', аналогично определим точки A' и C'.
Лемма. Прямые AA', BB', CC' пересекаются в одной точке. 
Для этого достаточно доказать, что da(B')(db(C')(dc(A') = dc(B')(da(C')(dc(B') (это одна из версий теоремы Чевы). Имеем: 
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. Выражая аналогично 
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, получаем требуемое.
Теперь выведем из леммы утверждение задачи. Это уже чисто проективное утверждение, о прямоугольниках можно забыть. Положим AAc(CCa = Y, CCb(BBc = X, AAb(BBa = Z. Рассмотрим треугольники AYA' и BXB'. Точки пересечения их соответственных сторон лежат на одной прямой — это равносильно лемме. Значит в силу теоремы Дезарга прямые AB, XY, A'B' пересекаются в одной точке. Рассмотрим теперь треугольники XC'Y и A'ZB'. По доказанному точки пересечения их противоположных сторон лежат на одной прямой. Значит, прямые XA', C'Z, YB' пересекаются в одной точке — опять по теореме Дезарга.
( Неразбор существенных случаев (при условии, что какие-то существенные случаи разобраны) — дыра до 4 баллов. В частности, пропуск случая параллельности в теореме Дезарга — дыра в 2 балла.
3. Найдите все функции f: R ( R, удовлетворяющие неравенству f(x)cos(x–y) ≤ f(y) при всех вещественных x и y.
Ответ: f ( const. Решение. Подставив x–y = (/2, получаем, что f(y) ( 0 при любом y. Далее, если f(y) = 0, то при |x–y| < (/2 получаем f(x) ≤ 0, то есть f(x) = 0. Значит, в этом случае f(x) ( 0. Далее мы считаем f(x) > 0 при всех x. Заметим, что 
cos(x–y)≤ f(y)/f(x) ≤ 1/cos(x–y). Зафиксируем x. Получаем, что график функции f(y) зажат между графиками функций f(x)cos(x–y) и f(x)/cos(x–y). Поскольку у обеих функций производная (по переменной y) в точке y = x равна нулю, мы получаем, что и f(y) дифференцируема в точке y = x, причем ее производная в этой точке равна нулю. В силу произвольности x, f'(x) ( 0, то есть f ( const.
4. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, у каждого из которых сумма делителей — точный квадрат.
Решение. Перенумеруем все простые числа в порядке возрастания. Достаточно доказать, что для любого N > 100 найдется искомое число, большее N. Пусть pk — простое число, большее 2N2. Рассмотрим все простые числа p1, …, pk. Пусть di = 
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 — наименьшая степень числа pi, превосходящая N; тогда 
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. Заметим, что
si ≤2
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 < pk при pi ≤ N. Если же pi > N, то si = pi+1, и все его делители меньше pk. В итоге получаем, что все простые делители чисел si меньше pk.

Рассмотрим 2k чисел вида 
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 Каждое из них представляется в виде произведения степеней чисел p1, …, pk–1. Значит, найдутся два числа из рассмотренных, у которых четность показателя степени каждого pi совпадает. Пусть эти числа соответствуют множествам индексов I = {i1, …, it} и I' = {i'1, …, i't}. Тогда в числе, соответствующем симметрической разности IΔI' этих множеств, все показатели четны, то есть оно является полным квадратом. Кроме того, оно — произведение множителей, бóльших N, поэтому оно само больше N.
5. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что любые 11 комиссий имеют общего члена. Докажите, что все комиссии имеют общего члена.
Решение. Рассмотрим любую комиссию A. Если утверждение задачи неверно, то для любого депутата из этой комиссии найдется комиссия, в которую он не входит. Тогда все эти комиссии вместе с A образуют набор из не более, чем 11 комиссий, не имеющих общих членов. Добавив к ним при необходимости нужное количество комиссий, получим набор из 11 комиссий, противоречащий условию задачи.
6. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y.
Ответ: t = 1, 2, 4. Решение. Легко видеть, что x2 < x(x+1) < x(x+2) < (x+1)2, x2 < x(x+4) < (x+2)2, но x(x+4) ( (x+1)2. Пусть теперь t ( {1, 2, 4}. Тогда t либо имеет нечетный делитель: t = (2k+1)m, либо делится на 8: t = 8m. В первом случае возьмем x = mk2, y = mk(k+1), во втором случае возьмем x = m, y = 3m.
( Ответ без обоснования не оценивается. Только ответ с обоснованием — дыра в 4 балла.
7. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
[image: image1.wmf](')(')(')

(')(')(')

ccb

aba

dBdBdB

dBdBdB

=

Решение. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Четырехугольник APKS гомотетичен с центром A и коэффициентом 1/2 четырехугольнику ABCD, так что его площадь равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.
8. Можно ли какой-нибудь клетчатый прямоугольник разбить на фигурки вида, изображённого на рисунке справа (клетка, объединённая с двумя равнобедренными прямоугольными треугольниками)? Фигурки можно поворачивать и переворачивать.

Решение. Предположим, что некоторый прямоугольник разрезать удалось. Соединим в каждой фигурке синими отрезками центр полной клеточки с серединами диагоналей в половинках. Тогда все синие отрезки объединяются в несмежные циклы; при этом объединение фигурок каждого цикла состоит из полных клеточек, и по каждой клетке проходит ровно один цикл. Рассмотрим тот цикл, внутри которого нет других. Значит, внутри него нет и ни одной клетки.

Раскрасив клетчатую плоскость в шахматном порядке так, чтобы все черные клетки в нашем цикле были целыми, а все белые — разрезанными. Назовём диагонали клеток, лежащие на границах фигурок и идущие из левого верхнего угла своих клеток, главными, а идущие из правого верхнего угла — побочными. Если идти по синим отрезкам, то пересекаемые ими главные и побочные диагональки будут чередоваться; значит длина цикла делится на 4 (число пересечённых диагоналек чётно, а между каждыми двумя соседними пересечёнными находится два синих отрезка). Раскрасим все белые клетки клетчатой плоскости в красный и зеленый цвета так, чтобы клетки одного цвета не граничили (то есть «в шахматном порядке»). Тогда любые две соседние в цикле диагональки направлены по-разному и расположены в клетках, имеющих общую вершину. Поэтому все главные диагональки будут в красных клетках, а все побочные — в зеленых. В тех клетках клетчатой плоскости, через которые не проходит наш цикл, тоже проведем соответствующие их цветам диагональки. Тогда каждая вершина клетки окажется концом ровно одной проведённой диагональки.

Отметим все вершины клеток, находящиеся внутри синего цикла. Соединим соседние из них желтым отрезком. Ясно, что в желтом графе нет циклов, поскольку иначе внутри синего цикла найдутся клетки. Кроме того, желтый граф, очевидно, связен; значит, он — дерево.

Заметим, что у любой из диагоналек, имеющих общие точки с синим цилом, один конец расположен внутри цикла, а другой — вне. Поскольку цикл пересекает пересекает четное число диагоналек, то вершин внутри цикла четное число, а ребер в желтом дереве, соответственно, нечетное число. 

Подсчитаем для каждой отмеченной вершины все ребра, из нее выходящие. Каждое желтое ребро мы посчитаем два раза; всего их будет посчитано не кратное четырем число, ибо количество желтых ребер нечетно. Все остальные ребра из отмеченных вершин пересекают синие отрезки, каждое — свой, причём каждый синий отрезок пересечён. Поэтому число таких ребер кратно 4. Итак, всего подсчитанное количество не кратно 4; однако мы для каждой вершины посчитали ровно 4 ребра. Противоречие.

9. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что для некоторых вещественных x и y выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy.
Решение. Утверждение задачи симметрично относительно b и c, поэтому мы будем считать, что |b| ( |c|. Можно считать, что a > 2 (иначе изменим знаки у a и c). Поскольку всегда b2+c2( 2bc, то abc+4 ( a2+2bc, откуда bc(a–2) ( a2–4, или bc ( a+2 > 4. Изменив, если надо, знаки b и c, можно считать их положительными. Тогда b > 2. Поскольку a,b > 2, существуют x, y такие, что a = x+1/x, b = y+1/y. Тогда относительно c имеем квадратное уравнение, двумя корнями которого являются xy+1/xy и x/y+y/x; при этом эти корни не совпадают, поскольку x,y ( 1. Значит, либо мы добились требуемого, либо мы его добьемся, заменив y на 1/y.
( Потеря случаев со знаками чисел a, b и c — дыра до 4 баллов.
10. Хроматическое число графа G равно k. Известно, что существует правильная раскраска вершин графа G такая, что вершин каждого цвета хотя бы две. Докажите, что существует такая раскраска в k цветов. (Хроматическим числом графа называется наименьшее число цветов, в которое можно правильно раскрасить вершины этого графа.)
Решение. Правильную раскраску вершин графа G такую, что вершин каждого цвета хотя бы две, назовем базовой. Рассмотрим какую-то правильную раскраску в k цветов. Если в ней найдется какая-то вершина A1 — единственная вершина своего цвета 1 (такие вершины будем называть плохими), то перекрасим в этой раскраске в цвет 1 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A1 в базовой раскраске. Пусть теперь найдется плохая вершина A2 цвета 2. Перекрасим в цвет 2 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A2 в базовой раскраске. При этом вершины цвета 1 не перекрасятся, потому что их множество есть множество всех вершин некоторого базового цвета. Продолжая этот процесс, через несколько шагов получим правильную раскраску в k цветов, в которой нет плохих вершин.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая лига, 2 тур, краткие решения.

1. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что любые 11 комиссий имеют общего члена. Докажите, что все комиссии имеют общего члена.
Решение. Рассмотрим любую комиссию A. Если утверждение задачи неверно, то для любого депутата из этой комиссии найдется комиссия, в которую он не входит. Тогда все эти комиссии вместе с A образуют набор из не более, чем 11 комиссий, не имеющих общих членов. Добавив к ним любые комиссии получим набор из 11 комиссий, противоречащий условию задачи.

2. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка M — середина стороны BC. Прямая MI пересекает сторону AB в точке D, а прямая, проходящая через B перпендикулярно AI пересекает отрезок CI в точке K. Докажите, что KD параллельно AC. (Crux 2004)
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Решение. Пусть BC = a, AC = b, AB = c . Обозначим точку пересечения AI и BC через A1 . Поскольку AI — биссектриса угла A получаем BA1/A1C = c/b, то есть BA1 = ac/(b+c). Заметим также, что поскольку прямая DI пересекает стороны AB и AA1 треугольника AA1B (в точках D и I соответственно) она должна пересечь продолжение его стороны BA1. Следовательно, точка M лежит между A1 и C, то есть A1C > BA1 и b > c. Обозначим точку пересечения BK и AC через L. Тогда треугольник ABL, очевидно, равнобедренный. То есть LC = b–c, и поскольку CK — биссектриса угла C, получаем BK/KL = BC/LC = a/(b–c). Вычислим теперь отношение BD/DA . Для этого заметим, что BM = a/2, A1M = BM–BA1 = a(b–c)/2(b+c) и, поскольку BI — биссектриса угла B, получаем A1I/AI = BA1/BA = a/(b+c). Тогда по теореме Менелая BD/AD = BM/MA1(A1I/AI = a/(b–c) = BK/KL, следовательно, KD параллельно AC.
3. Хроматическое число графа G равно k. Известно, что существует правильная раскраска вершин графа G такая, что вершин каждого цвета хотя бы две. Докажите, что существует такая раскраска в k цветов. (Хроматическим числом графа называется наименьшее число цветов, в которое можно правильно раскрасить вершины этого графа.)

Решение. Правильную раскраску вершин графа G такую, что вершин каждого цвета хотя бы две, назовем базовой. Рассмотрим какую-то правильную раскраску в k цветов. Если в ней найдется какая-то вершина A1 — единственная вершина своего цвета 1 (такие вершины будем называть плохими), то перекрасим в этой раскраске в цвет 1 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A1 в базовой раскраске. Пусть теперь найдется плохая вершина A2 цвета 2. Перекрасим в цвет 2 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A2 в базовой раскраске. При этом вершины цвета 1 не перекрасятся, потому что их множество есть множество всех вершин некоторого базового цвета. Продолжая этот процесс, через несколько шагов получим правильную раскраску в k цветов, в которой нет плохих вершин.

4. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что для некоторых вещественных x и y выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy.
Решение. Утверждение задачи симметрично относительно b и c, поэтому мы будем считать, что |b| ( |c|. Можно считать, что a > 2 (иначе изменим знаки у a и c). Поскольку всегда b2+c2( 2bc, то abc+4 ( a2+2bc, откуда bc(a–2) ( a2–4, или bc ( a+2 > 4. Изменив, если надо, знаки b и c, можно считать их положительными. Тогда b > 2. Поскольку a,b > 2, существуют x, y такие, что a = x+1/x, b = y+1/y. Тогда относительно c имеем квадратное уравнение, двумя корнями которого являются xy+1/xy и x/y+y/x; при этом эти корни не совпадают, поскольку x,y ( 1. Значит, либо мы добились требуемого, либо мы его добьемся, заменив y на 1/y.
( За доказательство того, что есть отличное от a число, не меньшее 2 — 4 балла. За доказательство в предположении, что такое число есть (без доказательства предположения) — 4 балла.
5. Найдите все функции f: R ( R, удовлетворяющие неравенству f(x)cos(x–y) ≤ f(y) при всех вещественных x и y.
Ответ: f ( const. Решение. Подставив x–y = (/2, получаем, что f(y) ( 0 при любом y. Далее, если f(y) = 0, то при |x–y| < (/2 получаем f(x) ≤ 0, то есть f(x) = 0. Значит, в этом случае f(x) ( 0. Далее мы считаем f(x) > 0 при всех x. Заметим, что cos(x–y)≤ f(y)/f(x) ≤ 1/cos(x–y). Зафиксируем x. Получаем, что график функции f(y) зажат между графиками функций f(x)cos(x–y) и f(x)/cos(x–y). Поскольку у обеих функций производная (по переменной y) в точке y = x равна нулю, мы получаем, что и f(y) дифференцируема в точке y = x, причем ее производная в этой точке равна нулю. В силу произвольности x, f'(x) ( 0, то есть f ( const.
( За доказательство непрерывности — 2 балла, дифференцируемости — 4 балла.
6. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(4 (прямоугольник можно прикладывать только по клеточкам, возможно, перегибая вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок?
Ответ: 8. Решение. Очевидно, клетки, отличающиеся переносом на кратное 4 вдоль любой из линий сетки куба, покрашены одинаково. Таким образом, покрасив квадрат 4(4, находящийся в углу одной из граней, мы однозначно зададим всю раскраску куба (или получим, что раскраски с такой покраской этого квадрата нет).

Рассмотрим три грани A, B и C, имеющие общую вершину, и квадрат 2(2 (назовем его K) в углу грани A, содержащий эту общую вершину. Пусть цвета его клеток называются a, b, c, d (a — клетка в углу грани, d — противоположная ей в квадратике 2(2, b и c — две оставшиеся клетки). Выделим по угловому квадрату 4(4, примыкающему к той же общей вершине, в каждой из граней A, B и C.

Перенесем K на четыре клетки в грани B и C — получатся соседние квадратики 2(2 в гранях B и C , образующие прямоугольник 2(4, то есть два прямоугольника 1(4: в одном клетки d, b, c, d , а в другом — b, a, a, c. Следовательно, a = d.

Покажем, что задав цвета клеток a, b, c произвольно, мы однозначно получим удовлетворяющую условию раскраску. Перенося цвета клеток квадратика K на четыре клетки различными способами внутри трех выделенных квадратов 4(4, мы легко можем покрасить все клетки этих квадратов, после чего раскраска распространится на все остальные клетки поверхности куба. В каждой полоске 1(4 мы получим две клетки цвета a и по одной клетке цветов b и c, таким образом, вне зависимости от присвоения значений цветам a, b и c мы получим раскраску поверхности куба, удовлетворяющую условию.
( Все примеры с обоснованиями без объяснения, почему нет других примеров — 4 балла. Только доказательство, что примеров не более 8 — 6 баллов, задача не решена. Только доказательство, что примеров не более 16 — до 2 балла.
7. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, координаты вершин которого — целые числа, а сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE найдется еще точка с целыми координатами, отличная от A и B.
Решение. Пусть утверждение задачи неверно. Рассмотрим четырехугольник ABCD, противоречащий условию, с минимальным числом узлов внутри или на границе. Не умаляя общности можно считать, что прямые AB и CD пересекаются на луче AB или параллельны. Отложим от точки B вектор BK = CD. Тогда точка K попадет внутрь или на границу угла DBA. Если она окажется вне или на границе четырехугольника ABCD, то 180( = (BCD+(CDK (  (BCD+(CDA, что противоречит условию. Тогда точка K должна попасть внутрь треугольника AED (т.к. она лежит вне треугольника AEB). Но тогда четырехугольник ABCK тоже будет контрпримером к задаче и будет иметь внутри или на границе меньше узлов, чем ABCD, что противоречит выбору ABCD.

8. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y.
Ответ: t = 1, 2, 4. Решение. Легко видеть, что x2 < x(x+1) < x(x+2) < (x+1)2, x2 < x(x+4) < (x+2)2, но x(x+4) ( (x+1)2. Пусть теперь t ( {1, 2, 4}. Тогда t либо имеет нечетный делитель: t = (2k+1)m, либо делится на 8: t = 8m. В первом случае возьмем x = mk2, y = mk(k+1), во втором случае возьмем x = m, y = 3m.

( За ответ с проверкой — 4 балла, за доказательство того, что другие не подходят — 4 балла.
9. Назовем натуральное число белым, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (не обязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем черными. Существует ли натуральное число, сумма белых делителей которого равна сумме его черных делителей?
Ответ. Нет. Решение. Дано натуральное число a. Разложим его на простые множители a = pkql…rm. Вычтем из суммы белых делителей числа a сумму его черных делителей. Заметим, что эта разность представляется в виде произведения (1+(–p)+(–p)2+…+(–p)k)((1+(–q)+(–q)2+…+(–q)l) … (1+(–r)+(–r)2+…+(–r)m). Действительно, если раскрыть скобки, то все одночлены будут делителями a, а знак будет “+” если суммарная степень (число простых сомножителей) четна или “–“, если нечетна. Произведение не 0, поскольку каждая скобка не 0: например, первая равна (1–(–p)k+1)/(1+p) по формуле суммы геометрической прогрессии. Поэтому суммы белых и черных делителей не равны.
10. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
Решение. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Четырехугольник APKS гомотетичен с центром A и коэффициентом 1/2 четырехугольнику ABCD, так что его площадь равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.

XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая лига, 2 тур, краткие решения.

1. Функция f на множестве вещественных чисел подобрана так, что для любых чисел x, y выполнено неравенство f(xy)+ f(y–х) ( f(y+х). Докажите, что все значения этой функции неотрицательны.
Решение. Если взять два числа х, у таких, что х+у = ху, то будет выполняться неравенство f(y–х) ( 0. Но легко видеть, что любое действительное число можно представить в виде разности двух чисел, сумма которых 

равна произведению

( 2 балла за доказательство того, что f(y–х) ( 0 для любых значений аргумента. 

2. Можно ли подобрать 2007 различных натуральных чисел так, что произведение любых двух из них будет делителем суммы всех оставшихся?
Решение. Нет, нельзя. Возьмём произвольный набор натуральных чисел х1, х2, …, х2007. Очевидны следующие неравенства: х1+ х2+…+х2005<2005 х2005< х2006 х2007.
3. Какую длину может иметь сторона равностороннего треугольника на координатной плоскости, у которого координаты всех вершин удовлетворяют равенству х3+3ху+у3=1? (Найдите все возможные значения длины и докажите, что других нет.)
Решение. Разложим выражение х3+3ху+у3–1 на множители: х3+3ху+у3–1 = (х+у–1)(х2–ху+у2+х+у+1) = (х+у–1)((х–у)2+(х+1)(1+у)). Вторая скобка обращается в нуль только при х = –1 = у (проще всего доказать это, сделав замену z = х+1, t = y+1). Значит, данное уравнение задаёт на плоскости прямую и точку, удалённую от этой прямой на расстояние 
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. Теперь ясно, что искомый треугольник единственный, причём его сторона равна 
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( 2 балла за нахождение нужного треугольника без обоснования единственности.

4. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(4 (прямоугольник можно прикладывать только по клеточкам, возможно, перегибая вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок?
Ответ: 8. Решение. Очевидно, клетки, отличающиеся переносом на кратное 4 вдоль любой из линий сетки куба, покрашены одинаково. Таким образом, покрасив квадрат 4(4, находящийся в углу одной из граней, мы однозначно зададим всю раскраску куба (или получим, что раскраски с такой покраской этого квадрата нет).

Рассмотрим три грани A, B и C, имеющие общую вершину, и квадрат 2(2 (назовем его K) в углу грани A, содержащий эту общую вершину. Пусть цвета его клеток называются a, b, c, d (a — клетка в углу грани, d — противоположная ей в квадратике 2(2, b и c — две оставшиеся клетки). Выделим по угловому квадрату 4(4, примыкающему к той же общей вершине, в каждой из граней A, B и C.

Перенесем K на четыре клетки в грани B и C — получатся соседние квадратики 2(2 в гранях B и C , образующие прямоугольник 2(4, то есть два прямоугольника 1(4: в одном клетки d, b, c, d , а в другом — b, a, a, c. Следовательно, a = d.

Покажем, что задав цвета клеток a, b, c произвольно, мы однозначно получим удовлетворяющую условию раскраску. Перенося цвета клеток квадратика K на четыре клетки различными способами внутри трех выделенных квадратов 4(4, мы легко можем покрасить все клетки этих квадратов, после чего раскраска распространится на все остальные клетки поверхности куба. В каждой полоске 1(4 мы получим две клетки цвета a и по одной клетке цветов b и c, таким образом, вне зависимости от присвоения значений цветам a, b и c мы получим раскраску поверхности куба, удовлетворяющую условию.

5. Депутатов парламента требуется разделить на палаты так, чтобы внутри каждой палаты не было врагов. Это можно сделать, если палат три, и нельзя сделать, если палат две. Президент потребовал, чтобы в каждой палате было не менее двух депутатов, и это требование удалось выполнить, разделив депутатов на четыре палаты, Докажите, что можно разделить депутатов и на три палаты так, чтобы это условие осталось выполненным.
Решение. Разделение депутатов на 4 палаты такое, что в каждой палате хотя бы два депутата, назовем базовым. Рассмотрим какое-то правильное (то есть такое, что внутри палат нет врагов) разделение на 3 палаты. Если в нем найдется палата 1 (такие палаты будем называть плохими), где только один депутат A1, то включим в палату 1 всех депутатов, заседавших вместе с A1 в базовом разделении. Если после этого найдется плохая палата 2 с единственным депутатом A2, то включим в неё всех депутатов, заседавших в базовом разделении вместе с A2. Наконец, при необходимости проделаем то же самое с плохой палатой A3.

6. Из точек А и В, лежащих вне окружности с центром в точке О, проведены касательные к окружности AU, AV, BR, BS. Хорды UV и RS пересекаются в точке К. Докажите, что отрезки АВ и ОК перпендикулярны.
Решение. Обозначим через М точку пересечения прямых АВ и ОК. Далее соединим центр окружности О с точками А и В. Отрезки ОА и ОВ перпендикулярны соответствующим хордам UV и RS. Поэтому, для того, чтобы угол АМК оказался прямым, нужно чтобы сумма углов МАР и МКР составляла 180(. Это эквивалентно равенству углов МАР и ОКР. Но четырёхугольник ОРКQ вписанный, поэтому равны углы ОКР и ОQР. Осталось доказать равенство углов МАР и ОQP. Это, в свою очередь, будет вытекать из подобия треугольников ОQP и АОВ «наизнанку». Поскольку эти треугольники имеют общий угол О, всё сводится к равенству ОР(ОА = ОQ(ОВ. А это равенство следует из рассмотрения прямоугольных треугольников AOU и BOS: ОР(ОА = OU2 = OS2 = ОQ(ОВ.

7. Учитель написал на доске приведённое квадратное уравнение х2+px+q=0 с целыми коэффициентами. Ученик Петя находит корни этого уравнения. Если оба корня окажутся целыми, то учитель составляет новое уравнение такого же типа, у которого вместо p и q стоят эти корни в том порядке, в каком захочет учитель. Если корни не целые или их нет вовсе, то Петя идёт домой. Учитель очень хочет, чтобы Петя не попал домой никогда. При каких значениях p и q ему это удастся?
Ответ: p = 1, q = –2 и q = 0, р — любое. Решение. Уравнение х2+x–2 = 0 имеет корни 1 и –2, которые учительница может именно в таком порядке подставить вместо p и q, получив то же самое уравнение. Уравнение х2+px = 0 имеет корни –р и 0, что позволяет получить уравнение х2–px = 0 с корнями 0 и р. Далее снова выписывается уравнение х2+px = 0 и процесс зацикливается. Докажем, что другие трёхчлены не годятся. Рассмотрим величину q2+p2. На следующем шаге она переходит в величину 
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, что меньше q2+p2 , если целое число q отлично от 0, –1, –2. Многочлены с такими коэффициентами, имеющие целые корни это: х2+рx = 0, х2+x–2 = 0 и х2–1 = 0. Но ясно, что эти многочлены могут получиться только, если на предыдущем шаге были уравнения всё того же вида х2+рx = 0, и х2+x–2 = 0. Значит, если начальные трёхчлены были не такими, то они и не появятся. Тогда ясно, что натуральное число q2+p2 всё время убывает. Это значит, что когда-нибудь процесс закончится, и Петя пойдёт домой.
( 2 балла за правильный ответ с обоснованием его пригодности; 6 баллов за ответ с обоснованием пригодности и идею полуинварианта. 

8. Докажите, что для любых положительных чисел выполнено неравенство
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Решение. Используем неравенство a3+b3≥ab(a+b). Заменяем в знаменателе каждой дроби сумму кубов на произведение указанного вида и приводим дроби к общему знаменателю.

9. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
Решение. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Так как РК – средняя линия в треугольнике АВС, площадь треугольника АРК составляет ¼ площади треугольника АВС. Аналогично, площадь треугольника АКS составляет ¼ площади треугольника АСD. Поэтому площадь четырехугольника APKS равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.

10. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что для любых одиннадцати комиссий найдётся человек, который входит во все эти комиссии. Докажите, что найдётся человек, который входит во все комиссии.
Решение. Рассмотрим любую комиссию A. Если утверждение задачи неверно, то для любого депутата из этой комиссии найдется комиссия, в которую он не входит. Тогда все эти комиссии вместе с A образуют набор из не более, чем 11 комиссий, не имеющих общих членов. Добавив к ним любые комиссии получим набор из 11 комиссий, противоречащий условию задачи.

XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая юниорская лига, 2 тур, краткие решения.

1. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y.
Ответ: t = 1, 2, 4. Решение. Легко видеть, что x2 < x(x+1) < x(x+2) < (x+1)2, x2 < x(x+4) < (x+2)2, но x(x+4) ( (x+1)2. Пусть теперь t ( {1, 2, 4}. Тогда t либо имеет нечетный делитель: t = (2k+1)m, либо делится на 8: t = 8m. В первом случае возьмем x = mk2, y = mk(k+1), во втором случае возьмем x = m, y = 3m.
2. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка M – середина стороны BC. Прямая MI пересекает сторону AB в точке D, а прямая, проходящая через B перпендикулярно AI пересекает отрезок CI в точке K. Докажите, что KD параллельно AC.
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2. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка M – середина стороны BC. Прямая MI пересекает сторону AB в точке D, а прямая, проходящая через B перпендикулярно AI пересекает отрезок CI в точке K. Докажите, что KD параллельно AC.

Решение. Пусть BC = a, AC = b, AB = c. Обозначим точку пересечения AI и BC через A1. Поскольку AI — биссектриса угла A, получаем BA1/A1C = c/b, то есть BA1 = ac/(b+c). Заметим также, что поскольку прямая DI пересекает стороны AB и AA1 треугольника AA1B (в точках D и I соответственно), то она должна пересечь продолжение его стороны BA1. Следовательно, точка  M лежит между A1 и C, то есть A1C > BA1 и b > c. Обозначим точку пересечения BK и AC через L. Тогда треугольник ABL, очевидно, равнобедренный. То есть LC = b–c, и поскольку CK – биссектриса угла C, получаем BK/KL = BC/LC = a/(b–c) . Вычислим теперь отношение BD/DA . Для этого заметим, что BM = a/2 , A1M = BM–BA1 = a(b–c)/2(b+c) и, поскольку BI — биссектриса угла B, получаем A1I/AI = BA1/BA = a/(b+c). Тогда по теореме Менелая BD/AD = BM/MA1(A1I/AI = a/(b-c) = BK/KL, следовательно, KD параллельно AC .

3. Трем смышленым девочкам Ире, Тане и Юле выдали по копии одного и того же графа. Юля и Таня раскрасили свои графы правильно, то есть так покрасили все вершины, что концы каждого ребра — разного цвета. Юля использовала меньше цветов, чем Таня, зато у Тани в каждый цвет покрашены минимум две вершины. Докажите, что Ира может правильно раскрасить свой граф так, чтобы использовать цветов не больше чем у Юли, и покрасить в каждый цвет не меньше двух вершин.
Решение. Рассмотрим Юлину раскраску. Если в ней найдется какая-то вершина A1 — единственная вершина своего цвета 1 (такие вершины будем называть плохими), то перекрасим в цвет 1 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A1 в Таниной раскраске. Пусть теперь найдется плохая вершина A2 цвета 2. Перекрасим в цвет 2 все вершины, совпадавшие по цвету с вершиной A2 в Таниной раскраске. Продолжая этот процесс, через несколько шагов получим правильную раскраску во столько цветов, сколько использовала Юля, в которой нет плохих вершин. Её и посоветуем Ире.
4. На клетчатой бумаге нарисован выпуклый четырехугольник ABCD с вершинами в узлах сетки. Сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE кроме точек A и B найдется еще узел сетки.
Решение. Пусть утверждение задачи неверно. Рассмотрим четырехугольник ABCD, противоречащий условию, с минимальным числом узлов внутри или на границе. Не умаляя общности можно считать, что прямые AB и CD пересекаются на луче AB или параллельны. Отложим от точки B вектор BK = CD. Тогда точка K попадет внутрь или на границу угла DBA. Если она окажется вне или на границе четырехугольника ABCD, то 180( = (BCD+(CDK (  (BCD+(CDA, что противоречит условию. Тогда точка K должна попасть внутрь треугольника AED (т.к. она лежит вне треугольника AEB). Но тогда четырехугольник ABCK тоже будет контрпримером к задаче и будет иметь внутри или на границе меньше узлов, чем ABCD, что противоречит выбору ABCD.

5. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета. Известно, что среди любых четырех клеток, которые можно накрыть бумажным прямоугольником 1(4, количество черных одно и то же. Сколько существует таких раскрасок? (Накрывая, можно перегибать прямоугольник через ребра куба).
Решение. Ответ: 8. Решение. Очевидно, клетки, отличающиеся переносом на кратное 4 вдоль любой из линий сетки куба, покрашены одинаково. Таким образом, покрасив квадрат 4(4, находящийся в углу одной из граней, мы однозначно зададим всю раскраску куба (или получим, что раскраски с такой покраской этого квадрата нет).

Рассмотрим три грани A, B и C, имеющие общую вершину, и квадрат 2(2 (назовем его K) в углу грани A, содержащий эту общую вершину. Пусть цвета его клеток называются a, b, c, d (a — клетка в углу грани, d — противоположная ей в квадратике 2(2, b и c — две оставшиеся клетки). Выделим по угловому квадрату 4(4, примыкающему к той же общей вершине, в каждой из граней A, B и C.

Перенесем K на четыре клетки в грани B и C — получатся соседние квадратики 2(2 в гранях B и C , образующие прямоугольник 2(4, то есть два прямоугольника 1(4: в одном клетки d, b, c, d , а в другом — b, a, a, c. Следовательно, a = d.

Покажем, что задав цвета клеток a, b, c произвольно, мы однозначно получим удовлетворяющую условию раскраску. Перенося цвета клеток квадратика K на четыре клетки различными способами внутри трех выделенных квадратов 4(4, мы легко можем покрасить все клетки этих квадратов, после чего раскраска распространится на все остальные клетки поверхности куба. В каждой полоске 1(4 мы получим две клетки цвета a и по одной клетке цветов b и c, таким образом, вне зависимости от присвоения значений цветам a, b и c мы получим раскраску поверхности куба, удовлетворяющую условию.

( Все примеры с обоснованиями без объяснения, почему нет других примеров — 4 балла. Только доказательство, что примеров не более 8 — 6 баллов, задача не решена. Только доказательство, что примеров не более 16 — до 2 балла.

6. Про функцию f(x) известно, что f(1) = 1, и для любых x, y выполнено тождество f(x+y) = 2xf(y)+3yf(x). Найдите явный вид f(x).
Решение. Подставив y = 1 и заменив затем y на x, получим f(1+x) = 2f(x)+3x. Из равенства 2x+3f(x)= 2f(x)+3x находим f(x)= 3x–2x. Легко проверить, что все условия выполнены.
7. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что существуют такие вещественные x и y, что выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy.)
Решение. Утверждение задачи симметрично относительно b и c, поэтому мы будем считать, что |b| ( |c|. Можно считать, что a > 2 (иначе изменим знаки у a и c). Поскольку всегда b2+c2( 2bc, то abc+4 ( a2+2bc, откуда bc(a–2) ( a2–4, или bc ( a+2 > 4. Изменив, если надо, знаки b и c, можно считать их положительными. Тогда b > 2. Поскольку a,b > 2, существуют x, y такие, что a = x+1/x, b = y+1/y. Тогда относительно c имеем квадратное уравнение, двумя корнями которого являются xy+1/xy и x/y+y/x; при этом эти корни не совпадают, поскольку x,y ( 1. Значит, либо мы добились требуемого, либо мы его добьемся, заменив y на 1/y.
( За доказательство того, что есть отличное от a число, не меньшее 2 — 4 балла. За доказательство в предположении, что такое число есть (без доказательства предположения) — 4 балла.

8. Назовем натуральное число черным, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (не обязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем белыми. Существует ли натуральное число, у которого сумма всех белых делителей равна сумме всех черных?
Ответ. Нет. Решение. Дано натуральное число a. Разложим его на простые множители a = pkql…rm. Вычтем из суммы белых делителей числа a сумму его черных делителей. Заметим, что эта разность представляется в виде произведения (1+(–p)+(–p)2+…+(–p)k)((1+(–q)+(–q)2+…+(–q)l) … (1+(–r)+(–r)2+…+(–r)m). Действительно, если раскрыть скобки, то все одночлены будут делителями a, а знак будет “+” если суммарная степень (число простых сомножителей) четна или “–“, если нечетна. Произведение не 0, поскольку каждая скобка не 0: например, первая равна (1–(–p)k+1)/(1+p) по формуле суммы геометрической прогрессии. Поэтому суммы белых и черных делителей не равны.
9. В школе работает несколько кружков, в каждом не более 10 учеников. Известно, что у любых 11 кружков есть общий участник. Докажите, что есть ученик, который участвует во всех кружках.
Решение. Рассмотрим любой кружок A. Если утверждение задачи неверно, то для любого ученика из этого кружка найдется кружок, в котором он не занимается. Тогда все эти кружки вместе с A образуют набор из не более, чем 11 кружков, не имеющих общих учеников. Дополнив их любыми кружками до 11, получим набор из 11 кружков, противоречащий условию задачи.

10. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника PQRS найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
Решение. Пусть точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно, O – точка пересечения диагоналей. Проведем через K прямую параллельно BD, а через L — параллельно AC. Докажем, что их точка пересечения X – искомая. Стороны четырехугольника PQRS параллельны диагоналям, поэтому PQRS — параллелограмм. Пусть диагональ BD пересекает стороны PQ и RS в точках M и N соответственно. LB = BD/2 > BO/2 = BM, аналогично LD > ND, поэтому L лежит на отрезке MN, то есть внутри параллелограмма. Аналогично, и K внутри параллелограмма. Точка X лежит на пересечении двух отрезков внутри параллелограмма, параллельных его сторонам, поэтому тоже внутри параллелограмма. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Четырехугольник APKS гомотетичен с центром A и коэффициентом 1/2 четырехугольнику ABCD, так что его площадь равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.

XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая юниорская лига, 2 тур, краткие решения.

1. Внутри треугольника ABC находятся точки M и N. Расстояния от точки M до сторон AB, BC и AC равны соответственно 1 см, 4 см и 25 см, а расстояния от точки N до тех же сторон (в том же порядке) равны 5 см, 7 см и 21 см. Найдите радиус вписанной окружности треугольника ABC.
Решение. Ответ: 13. Обозначив стороны за a, b и c, из сложения площадей треугольников ABM, BCM, ACM и соответствующих треугольников для точки N получаем a+4b+25c = 5a+7b+21c, откуда 4a+3b = 4c. Поэтому 12c = 12a+9b, и a+4b+25c = 13a+13b+13c = 13(a+b+c), откуда получаем ответ.
2. Некоторые депутаты парламента враждуют друг с другом. Всех депутатов требуется разделить на палаты так, чтобы внутри каждой палаты не было врагов. Это удаётся сделать, если палаты три, но не удаётся сделать, если палат две. Президент потребовал, чтобы в каждой палате было не менее двух депутатов. Требование президента удалось выполнить, организовав в парламенте четыре палаты. Докажите, что это требование можно выполнить, организовав три палаты.
Решение. Разделение депутатов на 4 палаты такое, что в каждой палате хотя бы два депутата, назовем базовым. Рассмотрим какое-то правильное (то есть такое, что внутри палат нет врагов) разделение на 3 палаты. Если в нем найдется палата 1 (такие палаты будем называть плохими), где только один депутат A1, то включим в палату 1 всех депутатов, заседавших вместе с A1 в базовом разделении. Если после этого найдется плохая палата 2 с единственным депутатом A2, то включим в неё всех депутатов, заседавших в базовом разделении вместе с A2. Наконец, при необходимости проделаем то же самое с плохой палатой A3.
3. Клетки поверхности куба 9(9(9 раскрашены в черный и белый цвета. Известно, что среди любых трех клеток, которые можно накрыть бумажным прямоугольником 1(3, количество черных одно и то же. Сколько существует таких раскрасок? (Накрывать можно ровно три клетки, разрешается перегибать прямоугольник через рёбра куба).
Ответ: 2. Решение. Заметим, что если некоторые клетки можно накрыть полоской 1(4, то крайние клетки этой полосы одинакового цвета. Будем называть это соображение правилом. Рассмотрим три квадрата 2(2, примыкающие к одной вершине куба. Если все три клетки, примыкающие к углу —одного цвета, то легко установить, что в любой полоске 1(3 все три клетки должны быть именно этого цвета, а тогда с помощью правила легко установить, что весь кубик покрашен в один цвет. Если среди трех клеток, примыкающих к одной вершине куба, две белых и одна черная, то легко видеть, что в каждой полоске 1(3 тоже должно быть две белых и одна черная клетка. В этом случае легко получить противоречие, не выходя за пределы тех трёх квадратов 2(2, которые мы взяли в начале решения. Таким образом, если такая раскраска существует, то все клетки должны быть одного цвета, а, значит, таких раскрасок существует ровно две. 

4. Про функцию f(x) известно, что f(1) = 1, и для любых x, y выполнено тождество f(x+y) = 2xf(y)+3yf(x). Найдите явный вид f(x).
Решение. Подставив y = 1 и заменив затем y на x, получим f(1+x) = 2f(x)+3x. Из равенства 2x+3f(x)= 2f(x)+3x находим f(x)= 3x–2x. Легко проверить, что все условия выполнены.
5. В школе работает несколько кружков, в каждом не более 10 учеников.  Известно, что у любых 11 кружков есть общий участник. Докажите, что есть ученик, который участвует во всех кружках.
Решение. Рассмотрим любой кружок A. Если утверждение задачи неверно, то для любого ученика из этого кружка найдется кружок, в котором он не занимается. Тогда все эти кружки вместе с A образуют набор из не более, чем 11 кружков, не имеющих общих учеников. Дополнив их любыми кружками до 11, получим набор из 11 кружков, противоречащий условию задачи.
6. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y.
Ответ: t = 1, 2, 4. Решение. Легко видеть, что x2 < x(x+1) < x(x+2) < (x+1)2, x2 < x(x+4) < (x+2)2, но x(x+4) ( (x+1)2. Пусть теперь t ( {1, 2, 4}. Тогда t либо имеет нечетный делитель: t = (2k+1)m, либо делится на 8: t = 8m. В первом случае возьмем x = mk2, y = mk(k+1), во втором случае возьмем x = m, y = 3m.

7. Определим "строки Фибоначчи" следующим образом: f0 = "b", f1 = "a", fn = fn-1+ fn-2 при n>1 (здесь + означает приписывание одной строки к другой). Например, f2 = "ab", f3 = "aba", f4 = "abaab". Обозначим через fn3 строку fn + fn + fn.  Докажите, что каждая строка fn3 при n>2 встречается в каждой строке, начиная с некоторого номера.
Решение. fn+4 = fn+3+fn+2 = fn+2+fn+1+fn+1+fn=(fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn+fn–1)+fn = (fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn–1+fn–2+fn–1)+fn = (fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn–2+fn–3+fn–2+fn–1)+fn = fn+1+fn+fn+(fn–1+fn–2)+fn–3+fn–2+fn–1+fn. Как легко понять, выражение в скобке равно fn, поэтому в строке fn+4 встречается строка fn3, поэтому она встречается и во всех следующих строках.
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S – середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника ABCD найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
Решение. Пусть точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно, O – точка пересечения диагоналей. Проведем через K прямую параллельно BD, а через L — параллельно AC. Докажем, что их точка пересечения X – искомая. Стороны четырехугольника PQRS параллельны диагоналям, поэтому PQRS — параллелограмм. Пусть диагональ BD пересекает стороны PQ и RS в точках M и N соответственно. LB = BD/2 > BO/2 = BM, аналогично LD > ND, поэтому L лежит на отрезке MN, то есть внутри параллелограмма. Аналогично, и K внутри параллелограмма. Точка X лежит на пересечении двух отрезков внутри параллелограмма, параллельных его сторонам, поэтому тоже внутри параллелограмма. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Четырехугольник APKS гомотетичен с центром A и коэффициентом 1/2 четырехугольнику ABCD, так что его площадь равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.
9. Назовем натуральное число черным, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (необязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем белыми. Существует ли натуральное число, сумма белых делителей которого равна cумме его черных делителей? (1 и само число тоже считаются делителями.)
Ответ. Нет. Решение. Дано натуральное число a. Разложим его на простые множители a = pkql…rm. Вычтем из суммы белых делителей числа a сумму его черных делителей. Заметим, что эта разность представляется в виде произведения (1+(–p)+(–p)2+…+(–p)k)((1+(–q)+(–q)2+…+(–q)l) … (1+(–r)+(–r)2+…+(–r)m). Действительно, если раскрыть скобки, то все одночлены будут делителями a, а знак будет “+” если суммарная степень (число простых сомножителей) четна или “–“, если нечетна. Произведение не 0, поскольку каждая скобка не 0: например, первая равна (1–(–p)k+1)/(1+p) по формуле суммы геометрической прогрессии. Поэтому суммы белых и черных делителей не равны.

10. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| ( 2, |b| ( 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что существуют такие вещественные x и y, что выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy.
Решение. Утверждение задачи симметрично относительно b и c, поэтому мы будем считать, что |b| ( |c|. Можно считать, что a > 2 (иначе изменим знаки у a и c). Поскольку всегда b2+c2( 2bc, то abc+4 ( a2+2bc, откуда bc(a–2) ( a2–4, или bc ( a+2 > 4. Изменив, если надо, знаки b и c, можно считать их положительными. Тогда b > 2. Поскольку a,b > 2, существуют x, y такие, что a = x+1/x, b = y+1/y. Тогда относительно c имеем квадратное уравнение, двумя корнями которого являются xy+1/xy и x/y+y/x; при этом эти корни не совпадают, поскольку x,y ( 1. Значит, либо мы добились требуемого, либо мы его добьемся, заменив y на 1/y.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая юниорская лига, 2 тур, краткие решения.

1. Внутри треугольника ABC находятся точки M и N. Расстояния от точки M до сторон AB, BC и AC равны соответственно 1 см, 4 см и 25 см, а расстояния от точки N до тех же сторон (в том же порядке) равны 5 см, 7 см и 21 см. Найдите радиус вписанной окружности треугольника ABC.
Решение. Ответ: 13. Обозначив стороны за a, b и c, из сложения площадей треугольников ABM, BCM, ACM и соответствующих треугольников для точки N получаем a+4b+25c = 5a+7b+21c, откуда 4a+3b = 4c. Поэтому 12c = 12a+9b, и a+4b+25c = 13a+13b+13c = 13(a+b+c), откуда получаем ответ.
2. Известно, что x1 = 1,  а xn+m = 2nxm+3mxn. Найдите, чему равно x100.
Решение. Подставив n = 1, m = 100 получаем x1+100 = x101 = 2x100+3100x1 = 2x100+3100. Теперь подставим n = 100, m = 1, получаем x100+1 = x101 = 2100x1+3x100 = 2100+3x100. Вычитая теперь одно равенство из другого, получаем x100 = 3100–2100. Очевидно, что ответ единственный, то, что он существует, следует из того, что данным условиям соответствует последовательность xn = 3n–2n.
3. Мальчик Вася учится считать. Берет число, вычитает из него единицу, после чего переставляет его цифры произвольным образом (но так, чтобы впереди не оказался ноль), потом прибавляет 1000, опять переставляет цифры, снова вычитает единицу и так далее попеременно то вычитает единицу, то прибавляет тысячу. Может ли Вася из десятизначного числа такими действиями получить пятизначное число?
Решение. Количество разрядов в числе может измениться только после вычитания 1. Тогда обязательно получится число из одних девяток, и число разрядов уменьшится максимум на 1. Но следующий шаг – прибавление 1000, и количество разрядов обязательно снова увеличится, поэтому мы из десятизначного числа можем получить минимум девятизначное число, но не пятизначное.
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4. Клетки поверхности куба 6(6(6 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(3 (возможно, перегнув вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок?
Решение. Обозначим цвета числами a, b, c (какие-то буквы обозначают одинаковый цвет). Пусть на передней грани в верхней строчке стоят цвета abcabc. Тогда аналогичные цвета стоят в верхней строчке задней и обеих боковых граней. Нарисуем развертку верхней грани и прилегающих строк (см.рис.). Тогда левый столбец восстанавливается однозначно. Возьмем третий столбец и однозначно расставим там буквы a и c. Тогда в верхнем и нижнем горизонтальном прямоугольнике стоят две буквы a и две буквы c, поэтому a и с означают один цвет. Но на следующей строчке есть две рядом стоящие буквы b, поэтому b означает тот же цвет, откуда получаем, что раскрасок всего две.
5. На доске написаны числа 102007 и 200710. Играют двое. За один ход разрешается заменить любое число на любой его натуральный делитель, не равный самому числу. Проигрывает тот, кто не может  сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его соперник?
Решение. 200710 = 22310∙320. Тогда первым ходом вместо 102007 напишем его делитель 210∙520, после чего будем повторять ходы второго игрока симметрично.
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S – середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника ABCD найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны.
Решение. Пусть точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно, O – точка пересечения диагоналей. Проведем через K прямую параллельно BD, а через L — параллельно AC. Докажем, что их точка пересечения X – искомая. Стороны четырехугольника PQRS параллельны диагоналям, поэтому PQRS — параллелограмм. Пусть диагональ BD пересекает стороны PQ и RS в точках M и N соответственно. LB = BD/2 > BO/2 = BM, аналогично LD > ND, поэтому L лежит на отрезке MN, то есть внутри параллелограмма. Аналогично, и K внутри параллелограмма. Точка X лежит на пересечении двух отрезков внутри параллелограмма, параллельных его сторонам, поэтому тоже внутри параллелограмма. Так как XK || PS, площади четырехугольников APXS и APKS равны. Четырехугольник APKS гомотетичен с центром A и коэффициентом 1/2 четырехугольнику ABCD, так что его площадь равна четверти площади ABCD. Аналогично площади трех других четырехугольников равны четверти площади ABCD.
7. Учитель написал на доске приведённое квадратное уравнение х2+px+q=0 с целыми коэффициентами. Ученик Петя находит корни этого уравнения. Если оба корня окажутся целыми, то учитель составляет новое уравнение такого же типа, у которого вместо p и q стоят эти корни в том порядке, в каком захочет учитель. Если корни не целые или их нет вовсе, то Петя идёт домой. Учитель очень хочет, чтобы Петя не попал домой никогда. Какое уравнение ему надо для этого написать вначале? Найдите все такие уравнения и докажите, что других нет.
Ответ: p = 1, q = –2 и q = 0, р — любое. Решение. Уравнение х2+x–2 = 0 имеет корни 1 и –2, которые учительница может именно в таком порядке подставить вместо p и q, получив то же самое уравнение. Уравнение х2+px = 0 имеет корни –р и 0, что позволяет получить уравнение х2–px = 0 с корнями 0 и р. Далее снова выписывается уравнение х2+px = 0 и процесс зацикливается. Докажем, что другие трёхчлены не годятся. Рассмотрим величину q2+p2. На следующем шаге она переходит в величину 
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, что меньше q2+p2 , если целое число q отлично от 0, –1, –2. Многочлены с такими коэффициентами, имеющие целые корни это: х2+рx = 0, х2+x–2 = 0 и х2–1 = 0. Но ясно, что эти многочлены могут получиться только, если на предыдущем шаге были уравнения всё того же вида х2+рx = 0, и х2+x–2 = 0. Значит, если начальные трёхчлены были не такими, то они и не появятся. Тогда ясно, что натуральное число q2+p2 всё время убывает. Это значит, что когда-нибудь процесс закончится, и Петя пойдёт домой.
8. Определим "строки Фибоначчи" следующим образом: f0 = "b", f1 = "a", fn = fn-1+ fn-2 при n>1 (здесь + означает приписывание одной строки к другой). Например, f2 = "ab", f3 = "aba", f4 = "abaab". Обозначим через fn3 строку fn + fn + fn.  Докажите, что каждая строка fn3 при n>2 встречается в каждой строке, начиная с некоторого номера.
Решение. fn+4 = fn+3+fn+2 = fn+2+fn+1+fn+1+fn=(fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn+fn–1)+fn = (fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn–1+fn–2+fn–1)+fn = (fn+1+fn)+(fn+fn–1)+(fn–2+fn–3+fn–2+fn–1)+fn = fn+1+fn+fn+(fn–1+fn–2)+fn–3+fn–2+fn–1+fn. Как легко понять, выражение в скобке равно fn, поэтому в строке fn+4 встречается строка fn3, поэтому она встречается и во всех следующих строках.
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