XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая лига, 1 тур, краткие решения.

1. Числа a1, …, an ( [0, 1) таковы, что 
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. Докажите, что
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Решение. Перейдем к переменным bi = ai2, b = a2 ( 1/3. Рассмотрим функцию 
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. Имеем: 
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. Таким образом, функция возрастает, выпукла вверх при 0 ≤ x ≤ 
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 и выпукла вниз при бóльших значениях x. Заметим, что касательная в точке x = 1/3 проходит через точку (0,0) и лежит под графиком нашей функции на промежутке [0,1). Поскольку при x ( [1/3, 1) функция выпукла вниз, то касательная в точке b ( 1/3 также лежит под графиком нашей функции на этом отрезке. Это означает, что точки (bi, f(bi)) лежат над этой касательной. Значит, и их центр масс также лежит над этой прямой. Этот центр масс имеет абсциссу 
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 и, следовательно, его ордината 
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 не меньше f(b). Это и есть требуемое неравенство.
2. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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. Докажите, что xyz ( 3600.
Решение. Приведем уравнение к виду (x2+y2)z2 = x2y2. Будем считать, что числа x, y и z взаимно просты в совокупности (иначе их можно разделить на их общий делитель, уменьшив xyz). Положим d = (x, y), x = dx1, y = dy1 (при этом z взаимно просто с d). Тогда окажется, что x12+y12 = x2y2/z2d2 = (dx1y1/z)2. Правая часть — целое число, являющееся квадратом рационального, а значит, и целого числа. Обозначим это число k = dx1y1/z. Числа x1, y1, k образуют пифагорову тройку (то есть x12+y12 = k2) и попарно взаимно просты (так как если два из них имеют общий делитель, больший 1, он должен оказаться общим делителем чисел x1 и y1). Так как k = dx1y1/z взаимно просто с x1y1, z должно делиться на x1y1, и так как d взаимно просто с z, z = x1y1. Итак, k = d и xyz = (dx1y1)2. Из уравнения x12+y12 = d2 перебором остатков при делении на 3, 5 и 8 можно установить, что среди чисел x1, y1 и d есть кратные 3, 4 и 5. Поэтому число dx1y1 делится на 3(4(5 = 60, а xyz = (dx1y1)2 делится на 3600, что и требовалось доказать.
3. Дана полуокружность с центром O и диаметром AB. На ней расположены точки P и Q (AP < AQ). Лучи AP и BQ пересекаются в точке R. Оказалось, что ортоцентр H треугольника PQR лежит на полуокружности. Чему может быть равен (AOH?
Ответ: (/2. Решение. Положим (PRQ = (. Тогда (PHQ = (–( (угол между прямыми QH и PH равен углу между перпендикулярными им прямыми AR и RB). Так как H лежит на полуокружности (очевидно, на меньшей дуге PQ), получаем, что (PAQ = (. Значит, треугольник ARQ — прямоугольный равнобедренный с острым углом (, откуда ( = (/4. Значит, (AQH = (/4, (AOH = 2(AQH = (/2.
( Ответ — 0 баллов. Неразбор существенных случаев — дыра в 4 балла.
4. Треугольники T и T0 подобны и одинаково ориентированы, причём ортоцентр треугольника T совпадает с центром описанной окружности треугольника T0. Каждая вершина треугольника T отражается симметрично относительно соответственной стороны треугольника T0. Докажите, что построенные таким образом точки или совпадают (все три), или образуют треугольник T', подобный исходному, причём T и T' имеют общий ортоцентр.
Решение. Обозначим вершины треугольников T и T0 через A, B, C и A0, B0, C0 соответственно. Пусть O — центр описанной окружности T0, а A1, B1, C1 — середины его сторон. Заметим, что у треугольников A1B1C1 общий ортоцентр — точка O, они подобны и одинаково ориентированы. Поэтому AO/A1O = BO/B1O = CO/C1O и (A1OA = (B1OB = (C1OC, и треугольники A1OA, B1OB, C1OC подобны. Пусть A2, B2, C2 — точки, получающиеся отражением A, B, C относительно соответственных сторон треугольника T0. Тогда (OA1A2 = (–(OA1A0, то есть (OA1A2 = (OB1B2 = (OC1C2; кроме того, A1A2:B1B2:C1C2 = A1A0:B1B0:C1C0 = A1O:B1O:C1O, то есть треугольники OA1A2, OB1B2 и OC1C2 также подобны и одинаково ориентированы. Отсюда и следует, что треугольник A2B2C2 получается поворотной гомотетией (с центром в O) из треугольника A1B1C1, то есть подобен ему и имеет с ним (а, значит, и с T) общий ортоцентр O.
( Неразбор существенных случаев (но разобран тоже существенный!) — дыра до 4 баллов.
5. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем можно проехать по каждой дороге ровно по одному разу, вернувшись в итоге в исходный город. Выяснилось, что если автомобилист, выехав из города Центральный, проедет по нескольким дорогам (по каждой — не больше одного раза), то он всегда может продолжить свой маршрут, проехав по всем оставшимся дорогам ровно по одному разу (не проезжая по старым). Докажите, что это возможно тогда и только тогда, когда любой замкнутый маршрут проходит через Центральный.
Решение. Переведем задачу на язык графов. В графе дорог существует эйлеров цикл (то есть степени всех вершин четны и граф связен). Требуется доказать, что любой реберно-непересекающийся путь с началом в вершине Ц продолжается до эйлерова цикла если и только если граф, образованный ребрами, не проходящими через Ц, есть лес (не содержит циклов). Назовем ребра, не проходящие через Ц, периферийными, проходящие через Ц — главными. Во-первых предположим, что найдется (простой) цикл, не проходящий через Ц. Удалим его ребра из графа. Рассмотрим компоненту, содержащую вершину Ц (и все главные ребра). Она будет эйлеровым графом, поскольку после выкидывания цикла все степени вершин остались четными. Обойдем его из вершины Ц. Тогда ребра выкинутого цикла не обойти, то есть этот путь (цикл) с началом в Ц не продолжить до эйлерова цикла во всем графе. Теперь предположим, что цикла по периферийным ребрам нет. Пойдем произвольным образом из вершины Ц и будем идти, пока дороги не повторяются. Предположим, что дальше продолжать наш путь невозможно. Это значит, что мы оказались в вершине Ц (из соображений четности степеней) и все главные ребра пройдены (иначе можно продолжить путь). Докажем, что при этом обойдены все ребра графа. Действительно, не обойденные периферийные ребра образуют граф, в котором степени всех вершин четны. Так как в этом графе нет циклов, получается, что все они просто равны нулю.
( Доказательство в одну (любую сторону) — 4 балла.

6. Найдите все функции f: R ( R такие, что для любых вещественных x, y выполняется соотношение f(xf(x) + f(y))  = (f(x))2 + y.
Решение. Подставляя x = 0, находим f(f(y)) = (f(0))2+y. Отсюда следует, что функция f принимает каждое вещественное значение (каждое вещественное число имеет вид (f(0))2+y для некоторого y), причем ровно один раз (если f(y1) = f(y2), то y1 = f(f(y1))–(f(0))2 = f(f(y2))–(f(0))2 = y2). Найдется такое b, для которого f(b) = 0. Полагая в условии x = b, получаем f(f(y)) = y. Так как при x = y = 0 условие дает f(f(0)) = (f(0))2, имеем f(0) = 0. Поэтому f(xf(x)) = (f(x))2. Подставляя в последнее равенство f(x) вместо x, получим f(xf(x)) = (f(f(x)))2 = x2, то есть f(x) = (x при всех x. Если существуют ненулевые x и y такие, что f(x) = –x и f(y) = y, то по условию f(y–x2) = x2+y, при том, что числа y–x2 и x2+y по модулю не равны. Таким образом, либо всегда f(x) = x, либо всегда f(x) = –x. Непосредственная проверка показывает, что обе найденные функции удовлетворяют условию задачи.
( Биекция — 2 балла. Инволюция — еще 2 балла.
7. На ребрах AB, BC, CD, DA тетраэдра ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно. Точки K', L', M', N' симметричны точкам K, L, M, N относительно середин ребер AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что объемы тетраэдров KLMN и K'L'M'N' равны.
Решение. Зафиксируем точки K, L, M и будем двигать точку N по отрезку AD. Заметим, что расстояние от N до плоскости (KLM) есть линейная функция от длины AN. Значит, линейной функцией от AN является объем тетраэдра KLMN. Так же линейной функцией от DN' = AN будет являться объем тетраэдра K'L'M'N'. Совпадение этих линейных функций достаточно проверять на концах отрезка, то есть ограничиться рассмотрением случаев N = A, N = D. Теперь зафиксируем одно из этих двух значений N и будем двигать точку M по ребру CD и так далее. Таким образом, сведем дело к случаю, когда каждая из точек K, L, M, N есть одна из вершин тетраэдра. В этом случае либо оба тетраэдра KLMN и K'L'M'N' вырождены, либо оба совпадают с тетраэдром ABCD. Так что их объемы равны.
( Внимательно следите за комбинаторикой многогранников! В ней легко запутаться.

8. Каждая сторона равностороннего треугольника разделена на 6 равных частей, через точки деления проведены прямые, параллельные сторонам, делящие исходный треугольник на 36 маленьких треугольничков. В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он поворачивает на 60 или 120 градусов. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка.
Решение. Допустим, это не так. Объединим 36 треугольничков в 9 треугольников вдвое большего размера и отметим вершины этих вдвое больших треугольников. Тогда за любые три шага любой жук сможет не более одного раза побывать в отмеченной точке (см. рис.). Значит, за три шага в этих точках побывает не более 28 жуков, а должно — 3(10 = 30.
9. Рассмотрим множество из 20 целых чисел {(a1, (a2, …, (a10}. Докажите, что из этого множества можно выбрать непустое подмножество S такое, что никакие два числа (ai не могут оба лежать в S, и сумма всех чисел из S делится на 1001.
Решение. Рассмотрим все 1023 суммы вида ai1+ai2+…+aik, где 1 ≤ i1<i2< … < ik ≤ 10. Тогда какие-то два из них дают одинаковые остатки от деления на 1001. Разность этих сумм  даст нам искомое подмножество.
( Из условия следует, что все числа ненулевые и различные.

10. Дано простое число p. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, … удовлетворяет условию an+1 = an+p
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 при n = 1, 2, 3, … Докажите, что среди членов последовательности есть p-я степень целого числа.
Решение. Рассмотрим какую-нибудь p-ю степень kp, бóльшую a1. Тогда для наименьшего члена последовательности an, большего kp, можно положить an = kp+r, где r < kp. Проверим, что число (k+1)p+r–1 также содержится в последовательности. Действительно, это число получается из an прибавлением некоторого кратного kp (так как (k+1)p+r–1–(kp+r)=(k+1)p–kp–1 делится на kp, в чем можно убедиться, например, применив к выражению (k+1)p формулу степени бинома), и, очевидно, является первым таким числом, не меньшим (k+1)p. Действуя таким же образом, убедимся, что последовательность содержит члены (k+2)p+r–2, (k+3)p+r–3, …, и, наконец, (k+r)p.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая лига, 1 тур, краткие решения.

1. Пусть B0 — середина стороны AC треугольника ABC. Обозначим через A1 центр вписанной окружности треугольника ABB0, а через A2 — центр его вневписанной окружности, касающейся стороны AB. Аналогично для треугольника CBB0 определим точки C1 и С2.. Докажите, что четырёхугольник A1A2C2C1 — вписанный.
Решение. Как известно, центры вписанных (вневписанных) окружностей являются пересечениями биссектрис внутренних (внешних) углов, а проведённые из одной вершины биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпендикулярны. Поэтому в четырехугольнике A1BA2C углы B и C — прямые, значит, он — вписанный. Тогда равны вписанные углы A1A2B и A1CB. Но CA1 — биссектриса, поэтому (MCA1 = (MA2B. Поскольку и MA1 биссектриса, то треугольники MCA1 и MA2B подобны по двум углам. Из равенства отношений MC/MA2 = MA1/MB следует, что MA1(MA2 = MB(MC. Аналогично, MB1(MB2 = MA(MC. Поскольку MA = MB, то MA1(MA2 = MB1(MB2. Это влечет подобие треугольников MA1B1 и MB2A2, откуда легко получить вписанность четырехугольника A1A2B2B1.
2. На ребрах AB, BC, CD, DA тетраэдра ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно. Точки K', L', M', N' симметричны точкам K, L, M, N относительно середин ребер AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что объемы тетраэдров KLMN и K'L'M'N' равны.
Решение. Зафиксируем точки K, L, M и будем двигать точку N по отрезку AD. Заметим, что расстояние от N до плоскости (KLM) есть линейная функция от длины AN. Значит, линейной функцией от AN является объем тетраэдра KLMN. Так же линейной функцией от DN' = AN будет являться объем тетраэдра K'L'M'N'. Совпадение этих линейных функций достаточно проверять на концах отрезка, то есть ограничиться рассмотрением случаев N = A, N = D. Теперь зафиксируем одно из этих двух значений N и будем двигать точку M по ребру CD и так далее. Таким образом, сведем дело к случаю, когда каждая из точек K, L, M, N есть одна из вершин тетраэдра. В этом случае либо оба тетраэдра KLMN и K'L'M'N' вырождены, либо оба совпадают с тетраэдром ABCD. Так что их объемы равны.
( Внимательно следите за комбинаторикой многогранников! В ней легко запутаться.

3. Пусть Р(х) – произвольный многочлен с целыми коэффициентами, причём известно, что многочлены Р(х) и Р(Р(Р(х))) имеют общий вещественный корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень.
Pешение. Пусть P(х0) = P(P(P(х0))) = 0. Тогда P(P(P(х0)))  = P(P(0))) = 0 и P(P(P(P(0)))) = P(P(0)) = 0. Таким образом, свободный член P(0) многочлена P(х) и есть искомый общий целый корень.
4. Докажите, что если a, b, c, d — натуральные числа и ad = b2+bc+c2, то число a2+b2+c2+d2 составное.
Решение. Отметим, что
a2+b2+c2+d2 = (a+d)2–2ad+b2+c2 = (a+d)2–2(b2+bc+c2)+b2+c2 = (a+d)2–(b+c)2 = (a+b+c+d)(a+d–b–c). Для завершения доказательства остается лишь показать, что a+d–b–c > 1. для этого заметим, что (a+d)2 ( 4ad = 4(b2+c2+bc) > 3(b+c)2, откуда a+d >
[image: image10.wmf]3

(b+c) > b+c+2 при b+c ( 3. Остается случай b = c = 1, тогда ad = b2+c2+bc = 3, откуда очевидно, что {a, d} = {1,3} и a2+b2+с2+d2  =  12 — составное число.

( Не доказано, что вторая скобка в разложении (a+b+c+d)(a+d–b–c) больше 1: 6 баллов и задача не решена.
5. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем любой циклический маршрут проходит через город Центральный. Выяснилось, что существует замкнутый циклический маршрут, проходящий по каждой дороге ровно один раз. Турист О выехал из города Центрального и проехал по некоторому пути, который не проходит дважды ни по одной из дорог. Докажите, что О может продолжить путь так, чтобы в итоге проехать по каждой дороге ровно один раз и вернуться в город Центральный.
Решение. Переведем задачу на язык графов. В графе дорог существует эйлеров цикл (то есть степени всех вершин четны и граф связен). По условию граф, образованный ребрами, не проходящими через Ц, есть лес (не содержит циклов). Требуется доказать, что любой реберно-непересекающийся путь с началом в вершине Ц продолжается до эйлерова цикла. Назовем ребра, не проходящие через Ц, периферийными, проходящие через Ц — главными.  Пойдем произвольным образом из вершины Ц и будем идти, пока дороги не повторяются. Предположим, что дальше продолжать наш путь невозможно. Это значит, что мы оказались в вершине Ц (из соображений четности степеней) и все главные ребра пройдены (иначе можно продолжить путь). Докажем, что при этом обойдены все ребра графа. Действительно, не обойденные периферийные ребра образуют граф, в котором степени всех вершин четны. Так как в этом графе нет циклов, получается, что все они просто равны нулю.

6. Каждая сторона равностороннего треугольника разделена на 6 равных частей, через точки деления проведены прямые, параллельные сторонам, делящие исходный треугольник на 36 маленьких треугольничков. В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он поворачивает на 60 или 120 градусов. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка.
Решение. Допустим, это не так. Объединим 36 треугольничков в 9 треугольников вдвое большего размера и отметим вершины этих вдвое больших треугольников. Тогда за любые три шага любой жук сможет не более одного раза побывать в отмеченной точке (см. рис.). Значит, за три шага в этих точках побывает не более 28 жуков, а должно — 3(10 = 30.
7. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C является объединением нескольких меньших комиссий, то председателем C должен быть один из председателей этих меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей?
Ответ: n!. Решение. Пусть мы пронумеровали членов и в каждой комиссии назначили председателем человека с наименьшим номером. Тогда все условия выполнены. Пусть, наоборот, председатели выбраны. Присвоим председателю всех номер 1, председателю всех без первого номер 2, и т.д. Покажем, что текущий выбор определяется именно этой нумерацией. Пусть в некоторой комиссии A наименьший номер k. Составим комиссию B из тех членов с номером не менее k, которые не вошли в A. Номер k — председатель объединения A с B, в B он не входит, значит, он председатель в A. Итак, число способов выбора равно числу способов нумерации, то есть n!

( Ответ без обоснования не оценивается.
8. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют неравенству abcd > a2+b2+c2+d2. Докажите, что abcd > a+b+c+d+8.
Решение. Заметим, что abcd > a2+b2+c2+d2 ( 4
[image: image11.wmf]abcd

, следовательно abcd > 16. Тогда в случае если a+b+c+d < 8 требуемое неравенство очевидно. Осталось разобрать случай a+b+c+d > 8. В этом случае abcd > a2+b2+c2+d2 ( (a+b+c+d)2/4 ( 2(a+b+c+d) > a+b+c+d+8.
9. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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Решение. Приведем уравнение к виду (x2+y2)z2 = x2y2. Будем считать, что числа x, y и z взаимно просты в совокупности (иначе их можно разделить на их общий делитель, уменьшив xyz). Положим d = (x, y), x = dx1, y = dy1 (при этом z взаимно просто с d). Тогда окажется, что x12+y12 = x2y2/z2d2 = \(dx1y1/z)2. Правая часть — целое число, являющееся квадратом рационального, а значит, и целого числа. Обозначим это число k = {dx1y1\over z}. Числа x1, y1, k образуют пифагорову тройку (то есть x12+y12 = k2) и попарно взаимно просты (так как если два из них имеют общий делитель, больший 1, он должен оказаться общим делителем чисел x1 и y1). Так как k = dx1y1/z взаимно просто с x1y1, z должно делиться на x1y1, и так как d взаимно просто с z, z = x1y1. Итак, k = d и xyz = (dx1y1)2. Из уравнения x12+y12 = d2 перебором остатков при делении на 3, 5 и 8 можно установить, что среди чисел x1, y1 и d есть кратные 3, 4 и 5. Поэтому число dx1y1 делится на 3(4(5 = 60, а xyz = (dx1y1)2 делится на 3600, что и требовалось доказать.
10. Дана полуокружность с центром O и диаметром AB. На ней отмечены точки P, Q и C. Прямые BP и AQ пересекаются в точке S. Известно, что C — ортоцентр треугольника SPQ. Чему может быть равен угол (POQ?
Ответ: 90(. Решение: Заметим, что точка S лежит вне круга, соответствующего нашей полуокружности. Действительно, в противном случае угол PSQ тупой, следовательно ортоцентр треугольника SPQ лежит внутри угла ASB, то есть не может лежать на нашей полуокружности. Тогда (ASB = 90( – (PQ/2. То есть (ASB = (PSQ — острый и, поскольку S ортоцентр треугольника SPQ, (PSQ+(PCQ = 180(. С другой стороны, (PCQ = 180(–(PQ/2, то есть 180(=(PSQ+(PCQ = 90(–(PQ/2+180(–(PQ/2 = 270(–(PQ. Таким образом, (POQ = (PQ = 90(.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая лига, 1 тур, краткие решения.

1. Последовательность x1, x2, x3,…,задана формулой xn = 2n(n+1). Какое наибольшее количество подряд идущих её членов могут быть точными квадратами?
Ответ: Два. Решение. Пример: х7 и х8. Два подряд идущих члена последовательности с номерами одной чётности одновременно квадратами быть не могут, потому что числа n и n+2 не могут одновременно быть квадратами (удвоенными квадратами). А значит, не могут быть квадратами три подряд идущих члена.
( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
2. Требуется расставить на шахматной доске ладьи четырёх различных цветов, так чтобы ладей всех цветов было поровну, и никакие ладьи разного цвета не били друг друга. Найти наибольшее число ладей, при котором это возможно.
Ответ: 16. Решение. Ладьи нужно ставить вдоль диагонали одноцветными квадратиками 2(2. Предположим, что удалось, соблюдая условия задачи, расставить по 5 ладей каждого цвета. Простой перебор показывает, что при этом не менее пяти горизонтальных и вертикальных рядов они держат под боем. При этом ладьи разных цветов не могут выбивать один ряд. Но тогда после расстановки первых трёх групп остаётся не более одного «непробитого» ряда, и четвёртая группа будет пробивать ряды, пробитые ранее. Но это и означает, что ладьи разного цвета бьют друг друга.

( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
3. Пусть В0 — середина стороны АС треугольника АВС. Обозначим через А1 и А2 центры вписанной и касающейся AB вневписанной окружности треугольника АВВ0. Аналогично для треугольника СВВ0 определим точки С1 и С2.. Докажите, что четырехугольник А1А2С2С1 — вписанный.
Решение. Как известно, центры вписанных (вневписанных) окружностей являются пересечениями биссектрис внутренних (внешних) углов, а проведённые из одной вершины биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпендикулярны. Поэтому в четырехугольнике A1BA2C углы B и C — прямые, значит, он — вписанный. Тогда равны вписанные углы A1A2B и A1CB. Но CA1 — биссектриса, поэтому (MCA1 = (MA2B. Поскольку и MA1 биссектриса, то треугольники MCA1 и MA2B подобны по двум углам. Из равенства отношений MC/MA2 = MA1/MB следует, что MA1(MA2 = MB(MC. Аналогично, MB1(MB2 = MA(MC. Поскольку MA = MB, то MA1(MA2 = MB1(MB2. Это влечет подобие треугольников MA1B1 и MB2A2, откуда легко получить вписанность четырехугольника A1A2B2B1.
4. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C разбивается на две меньшие комиссии, то председателем C должен быть один из председателей меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей?
Ответ: n!. Решение. Пусть мы пронумеровали членов и в каждой комиссии назначили председателем человека с наименьшим номером. Тогда все условия выполнены. Пусть, наоборот, председатели выбраны. Присвоим председателю всех номер 1, председателю всех без первого номер 2, и т.д. Покажем, что текущий выбор определяется именно этой нумерацией. Пусть в некоторой комиссии A наименьший номер k. Составим комиссию B из тех членов с номером не менее k, которые не вошли в A. Номер k — председатель объединения A с B, в B он не входит, значит, он председатель в A. Итак, число способов выбора равно числу способов нумерации, то есть n!

( Только ответ не оценивается.
5. Пусть Р(х) – произвольный многочлен с целыми коэффициентами, причём известно, что многочлены Р(х) и Р(Р(Р(х))) имеют общий корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень.
Pешение. Пусть P(х0) = P(P(P(х0))) = 0. Тогда P(P(P(х0)))  = P(P(0))) = 0 и P(P(P(P(0)))) = P(P(0)) = 0. Таким образом, свободный член P(0) многочлена P(х) и есть искомый общий целый корень.
6. В остроугольном треугольнике АВС проведена высота AD, а из точки D опущен перпендикуляр DE на сторону АС. Докажите, что отрезок, соединяющий произвольную точку F отрезка DE с вершиной А, перпендикулярен отрезку ВЕ тогда и только тогда, когда выполняется равенство 
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Решение. Перпендикулярность отрезков ВЕ и AF эквивалентна равенству углов FAD и DBE. Условие 
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 можно проинтерпретировать следующим образом. Проведём через точку F отрезок FM, параллельный стороне ВС (точка М лежит на отрезке АС). Тогда 
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. Это означает, что отрезки ВЕ и МD тоже оказываются параллельными. Значит, равны углы ЕВС и МDC, и нужно доказывать совпадение углов FAD и МDС. Для этого рассмотрим треугольники АDF и MDC. В них равны углы АDF и MСD как дополняющие до 90 градусов один угол FDC. Равенство нужных нам углов следует из подобия треугольников, которое в свою очередь эквивалентно равенству 
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. Но в силу подобия треугольников CDE и CDA 
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7. Правильный треугольник разбит на 36 одинаковых маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то 2 жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка.
Решение. Допустим, это не так. Объединим 36 треугольничков в 9 треугольников вдвое большего размера и отметим вершины этих вдвое больших треугольников. Тогда за любые три шага любой жук сможет не более одного раза побывать в отмеченной точке (см. рис.). Значит, за три шага в этих точках побывает не более 28 жуков, а должно — 3(10 = 30.
8. Некоторые натуральные числа покрашены в зелёный цвет так, что: а) среди любых 2007 последовательных чисел есть хотя бы одно зелёное и б) если число n > 1 зелёное, то и 
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 тоже зелёное. Докажите, что все натуральные числа зелёные.
Решение. Пусть число х не покрашено. Тогда не покрашены и числа 2х, 2х+1. Значит, не покрашены и числа 4х, 4х+1, 4х+2, 4х+3 и т.д. В конце концов, получаем ряд длины более 2007, в котором все числа не покрашены.
( Если не обосновано, что на каждом шаге получается сплошной ряд чисел вдвое большей длины — 6 баллов и задача не решена.
9. У Кирилла есть много палок всевозможных длин. Кирилл должен выдать 11 из них Мефодию, а тот — разрезать их всего на n частей. Палки выдаются и режутся по одной. Мефодий выиграет, если в конце сложит из всех частей n-угольник. При каком наименьшем n Мефодий может выиграть, как бы не играл Кирилл? (Получив палку, Мефодий на глазах Кирилла режет ее или оставляет целой. Только после этого Кирилл выбирает размер очередной палки. Предыдущую палку или ее части Мефодию резать уже нельзя.)
Решение. При n < 22 выигрывает Кирилл. Каждый раз, когда Мефодий ломает палку, Кирилл выдает ему следующую палку длиннее суммы всех предыдущих. Какую-то из палок Мефодий обязан оставить целой. Она длиннее суммы всех остальных частей. После этого Кирилл выдает только короткие палочки, так чтобы сумма из с уже имеющимися частями оставалась меньше длины несломаной палки. При n = 22 выигрывает Мефодий. Сломав каждую палку на две равные части, он может составить центрально-симметричный 22-угольник.
( Ответ без обоснования не оценивается. Верная стратегия без обоснования — 8 баллов.
10. Найдите все натуральные n > 1 такие, что для любого набора действительных чисел x1, x2, …,xn выполнено неравенство 
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Ответ: n = 2, 3, 4, 5. Решение. Перенесём всё в левую часть и будем рассматривать полученное выражение как квадратный трёхчлен относительно переменной xn. Тогда утверждение задачи эквивалентно тождественной неположительности дискриминанта 
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. Проверим это условие сразу для случая n = 5: 
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. Если же n ≥ 6, то дискриминант будет положительным, если положить все входящие в него переменные равными единице.
( Только ответ не оценивается. Ответ с обоснованием, но без оценки n < 6 — 6 баллов и задача не решена. Только оценка — 2 балла.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая юниорская лига, 1 тур, краткие решения.

1. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C является объединением нескольких меньших комиссий, то председателем C должен быть один из председателей этих меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей?
Ответ: n!. Решение. Пусть мы пронумеровали членов и в каждой комиссии назначили председателем человека с наименьшим номером. Тогда все условия выполнены. Пусть, наоборот, председатели выбраны. Присвоим председателю всех номер 1, председателю всех без первого номер 2, и т.д. Покажем, что текущий выбор определяется именно этой нумерацией. Пусть в некоторой комиссии A наименьший номер k. Составим комиссию B из тех членов с номером не менее k, которые не вошли в A. Номер k — председатель объединения A с B, в B он не входит, значит, он председатель в A. Итак, число способов выбора равно числу способов нумерации, то есть n!
( Только ответ не оценивается.
2. На доске 8(8 стоят ладьи, причем есть как белые, так и черные. Известно, что ладьи разного цвета друг друга не бьют. Какое наибольшее число ладей может стоять на краю доски?
Ответ: 24. Решение. Пример. На правом и левом краю по 6 черных ладей, на верхнем и нижнем краю — по 6 белых, углы и не крайние поля пусты. Оценка. Заметим, что ладьи на одной вертикали или горизонтали — одного цвета. Если ладей не менее 25, то пустых полей на краю не более 3, поэтому минимум одна ладья стоит в углу. Пусть это белая ладья Л в правом нижнем углу. Из 8 пар противолежащих полей на правом и левом краях есть пара без пустых клеток. Одна из ладей в этой паре стоит на одной вертикали с Л, поэтому она тоже белая. Но тогда и вторая ладья пары — белая. Значит, все ладьи на правом и левом краю — белые. Аналогично, белые они и на верхнем и нижнем краях. Рассмотрим теперь 4 крайних клетки на одной вертикали и горизонтали с какой-нибудь черной ладьей. Они пусты, значит ладей на краю не более 24.
( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
3. Правильный треугольник разбит на 36 одинаковых маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то 2 жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка.
Решение. Допустим, это не так. Объединим 36 треугольничков в 9 треугольников вдвое большего размера и отметим вершины этих вдвое больших треугольников. Тогда за любые три шага любой жук сможет не более одного раза побывать в отмеченной точке (см. рис.). Значит, за три шага в этих точках побывает не более 28 жуков, а должно — 3(10 = 30.
4. Найдите все натуральные n > 1 такие, что для любого набора действительных чисел x1, x2, …,xn выполнено неравенство 
[image: image23.wmf](

)

222

12121

......

nnn

xxxxxxx

-

+++³+++

.
Ответ: n = 2, 3, 4, 5. Решение. Перенесём всё в левую часть и будем рассматривать полученное выражение как квадратный трёхчлен относительно переменной xn. Тогда утверждение задачи эквивалентно тождественной неположительности дискриминанта 
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. Проверим это условие сразу для случая n = 5: 
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. Если же n ≥ 6, то дискриминант будет положительным, если положить все входящие в него переменные равными единице.
( Только ответ не оценивается. Ответ с обоснованием, но без оценки n < 6 — 6 баллов и задача не решена. Только оценка — 2 балла.
5. Последовательность x1, x2, x3,…,задана формулой xn = 2n(n+1). Какое наибольшее количество подряд идущих её членов могут быть точными квадратами?
Ответ: Два. Решение. Пример: х7 и х8. Два подряд идущих члена последовательности с номерами одной чётности одновременно квадратами быть не могут, потому что числа n и n+2 не могут одновременно быть квадратами (удвоенными квадратами). А значит, не могут быть квадратами три подряд идущих члена.
( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
6. У Кирилла есть много палок всевозможных длин. Кирилл должен выдать 11 из них Мефодию, а тот — разрезать их всего на n частей. Палки выдаются и режутся по одной. Мефодий выиграет, если в конце сложит из всех частей n-угольник. При каком наименьшем n Мефодий может выиграть, как бы не играл Кирилл? (Получив палку, Мефодий на глазах Кирилла режет ее или оставляет целой. Только после этого Кирилл выбирает размер очередной палки. Предыдущую палку или ее части Мефодию резать уже нельзя.)
Решение. При n < 22 выигрывает Кирилл. Каждый раз, когда Мефодий ломает палку, Кирилл выдает ему следующую палку длиннее суммы всех предыдущих. Какую-то из палок Мефодий обязан оставить целой. Она длиннее суммы всех остальных частей. После этого Кирилл выдает только короткие палочки, так чтобы сумма из с уже имеющимися частями оставалась меньше длины несломаной палки. При n = 22 выигрывает Мефодий. Сломав каждую палку на две равные части, он может составить центрально-симметричный 22-угольник.
( Ответ без обоснования не оценивается. Верная стратегия без обоснования — до 8 баллов.
7. Пусть В0 — середина стороны АС треугольника АВС. Обозначим через А1 и А2 центры вписанной и касающейся AB вневписанной окружности треугольника АВВ0. Аналогично для треугольника СВВ0 определим точки С1 и С2.. Докажите, что четырехугольник А1А2С2С1 — вписанный.
Решение. Как известно, центры вписанных и вневписанных окружностей лежат на пересечении биссектрис внутренних и внешних углов, а проведенные из одной вершины биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпендикулярны. Поэтому в четырехугольнике A1BA2C углы B и C — прямые, значит, он – вписанный. Тогда равны вписанные углы A1A2B и A1CB. Но CA1 — биссектриса, поэтому (MCA1 = (MA2B. Поскольку и MA1 биссектриса, то треугольники MCA1 и MA2B подобны по двум углам. Из равенства отношений MC/MA2 = MA1/MB следует, что MA1(MA2 = MB(MC. Аналогично, MB1(MB2 = MA(MC. Поскольку MA = MB, то MA1(MA2 =  MB1(MB2. Это влечет подобие треугольников MA1B1 и MB2A2, откуда легко получить вписанность четырехугольника A1A2B2B1.
8. Натуральные числа x, y, z таковы, что 
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Решение. Приведем уравнение к виду (x2+y2)z2 = x2y2. Будем считать, что числа x, y и z взаимно просты в совокупности (иначе их можно разделить на их общий делитель, уменьшив xyz). Положим d = (x, y), x = dx1, y = dy1 (при этом z взаимно просто с d). Тогда окажется, что x12+y12 = x2y2/z2d2 = (dx1y1/z)2. Правая часть — целое число, являющееся квадратом рационального, а значит, и целого числа. Обозначим это число k = {dx1y1/ z}. Числа x1, y1, k образуют пифагорову тройку (то есть x12+y12 = k2) и попарно взаимно просты (так как если два из них имеют общий делитель, больший 1, он должен оказаться общим делителем чисел x1 и y1). Так как k = dx1y1/z взаимно просто с x1y1, z должно делиться на x1y1, и так как d взаимно просто с z, z = x1y1. Итак, k = d и xyz = (dx1y1)2. Из уравнения x12+y12 = d2 перебором остатков при делении на 3, 5 и 8 можно установить, что среди чисел x1, y1 и d есть кратные 3, 4 и 5. Поэтому число dx1y1 делится на 3(4(5 = 60, а xyz = (dx1y1)2 делится на 3600, что и требовалось доказать.
9. Треугольники T и T0 подобны и одинаково ориентированы, причём ортоцентр треугольника T совпадает с центром описанной окружности треугольника T0. Каждая вершина треугольника T отражается симметрично относительно соответственной стороны треугольника T0. Докажите, что построенные таким образом точки или совпадают (все три), или образуют треугольник T', подобный исходному, причём T и T' имеют общий ортоцентр. (Ортоцентр — это точка пересечения высот.)
Решение. Обозначим вершины треугольников T и T0 через A, B, C и A0, B0, C0 соответственно. Пусть O — центр описанной окружности T0, а A1, B1, C1 — середины его сторон. Заметим, что у треугольников A1B1C1 общий ортоцентр — точка O, они подобны и одинаково ориентированы. Поэтому AO/A1O = BO/B1O = CO/C1O и (A1OA = (B1OB = (C1OC, и треугольники A1OA, B1OB, C1OC подобны. Пусть A2, B2, C2 — точки, получающиеся отражением A, B, C относительно соответственных сторон треугольника T0. Тогда (OA1A2 = (–(OA1A0, то есть (OA1A2 = (OB1B2 = (OC1C2; кроме того, A1A2:B1B2:C1C2 = A1A0:B1B0:C1C0 = A1O:B1O:C1O, то есть треугольники OA1A2, OB1B2 и OC1C2 также подобны и одинаково ориентированы. Отсюда и следует, что треугольник A2B2C2 получается поворотной гомотетией (с центром в O) из треугольника A1B1C1, то есть подобен ему и имеет с ним (а, значит, и с T) общий ортоцентр O.

10. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем можно проехать по каждой дороге ровно по одному разу, вернувшись в итоге в исходный город. Выяснилось, что если, выехав из города Центральный, проехать по нескольким дорогам (по каждой — не больше одного раза), то всегда можно после этого вернуться в Центральный, проехав по всем оставшимся дорогам ровно по одному разу. Докажите, что тогда любой замкнутый маршрут проходит через Центральный.
Решение. Ясно, что из каждого города выходит четное число дорог. Допустим, есть замкнутый маршрут, не проходящий через Центральный. Временно запретим ездить по дорогам этого маршрута. По-прежнему, из каждого города выходит четное число дорог. Выйдем из центрального и будем ходить, не повторяя дорог, пока возможно. После прихода в любой город кроме Центрального из него выходит нечетное число оставшихся дорог, поэтому там мы не остановимся. Значит, наш путь закончится в Центральном. Но теперь все дороги из Центрального пройдены, и, сняв временный запрет, мы не сможем обойти все оставшиеся дороги.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая юниорская лига, 1 тур, краткие решения.

1. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C разбивается на две меньшие комиссии, то председателем C должен быть один из председателей меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей?
Ответ: n!. Решение. Пусть мы пронумеровали членов и в каждой комиссии назначили председателем человека с наименьшим номером. Тогда все условия выполнены. Пусть, наоборот, председатели выбраны. Присвоим председателю всех номер 1, председателю всех без первого номер 2, и т.д. Покажем, что текущий выбор определяется именно этой нумерацией. Пусть в некоторой комиссии A наименьший номер k. Составим комиссию B из тех членов с номером не менее k, которые не вошли в A. Номер k — председатель объединения A с B, в B он не входит, значит, он председатель в A. Итак, число способов выбора равно числу способов нумерации, то есть n!

( Ответ без обоснования не оценивается.
2. На доске 8(8 стоят ладьи, причем есть как белые, так и черные. Известно, что ладьи разного цвета друг друга не бьют. Какое наибольшее число ладей может стоять на краю доски?
Ответ: 24. Решение. Пример. На правом и левом краю по 6 черных ладей, на верхнем и нижнем краю – по 6 белых, углы и не крайние поля пусты. Оценка. Заметим, что ладьи на одной вертикали или горизонтали – одного цвета. Если ладей не менее 25, то пустых полей на краю не более 3, поэтому минимум одна ладья стоит в углу. Пусть это белая ладья Л в правом нижнем углу. Из 8 пар противолежащих полей на правом и левом краях есть пара без пустых клеток. Одна из ладей в этой паре стоит на одной вертикали с Л, поэтому она тоже белая. Но тогда и вторая ладья пары – белая. Значит, все ладьи на правом и левом краю – белые. Аналогично, белые они и на верхнем и нижнем краях. Рассмотрим теперь 4 крайних клетки на одной вертикали и горизонтали с какой-нибудь черной ладьей. Они пусты, значит ладей на краю не более 24.

( Только пример — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
3. Сколько подряд идущих членов последовательности xn = 2n(n+1) могут быть точными квадратами?
Ответ: Два. Решение. Пример: х7 и х8. Два подряд идущих члена последовательности с номерами одной чётности одновременно квадратами быть не могут, потому что числа n и n+2 не могут одновременно быть квадратами (удвоенными квадратами). А значит, не могут быть квадратами три подряд идущих члена.

( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
4. Верно ли, что неравенство 
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 выполняется для произвольных действительных чисел x1, x2, x3, x4, x5?
Ответ: Верно. Решение. Перенесём всё в левую часть и будем рассматривать полученное выражение как квадратный трёхчлен относительно переменной x5. Тогда утверждение задачи эквивалентно тождественной неположительности дискриминанта этого трёхчлена, то есть неравенству: 
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. А оно выполнено, так как 
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( Ответ без обоснования не оценивается.
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5. Фигура состоит из маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями (возможно, и навстречу друг другу по одному отрезку). Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка.
Решение. На верхней и нижней полосах сидит в сумме 10 жуков. Если после начала движения 5 или более из них поползут на среднюю линию, на которой всего 4 места, то на ней два жука попадут в одну вершину. Если же пять или более жуков останутся на своих крайних линиях, то на втором ходе им придется поворачивать, следовательно, через ход все эти жуки все равно окажутся на средней линии.
6. Кирилл дает Мефодию палочку. Мефодий может оставить ее целой или разрезать на несколько частей. Затем Кирилл дает Мефодию вторую палочку (Кирилл сам выбирает ее длину). Мефодий опять может оставить ее или разрезать на несколько частей, и так далее до тех пор, пока Кирилл не выдаст пять палочек. Мефодий выиграет, если число частей будет равно девяти, и из них можно будет сложить девятиугольник. Может ли Мефодий выиграть, как бы ни играл Кирилл?
Ответ: Нет. Решение. Пусть каждый раз, когда Мефодий ломает палку, Кирилл выдает ему следующую палку длиннее суммы всех предыдущих. Какую-то из палок Мефодий обязан оставить целой. Она длиннее суммы всех остальных частей. После этого Кирилл выдает только короткие палочки, так чтобы сумма из с уже имеющимися частями оставалась меньше длины несломаной палки.
( Ответ без обоснования не оценивается. Верная стратегия без обоснования — до 8 баллов.
7. В треугольнике ABC (B > 90(. На стороне AC отмечены точки P и Q так, что (ABP = (PBQ. Оказалось, что AC∙PQ = AP∙QC. Найдите (PBC.
Ответ: 90(. Решение. Проведем прямую, параллельную AB, через точку Q. Она пересечет прямую BC в точке F. Тогда AC/QC = BC/FC . С другой стороны, из условия следует, что AC/QC = AP/PQ, а из свойств биссектрисы в треугольнике ABQ следует, что AP/PQ = AB/BQ, поэтому BC/FC = AB/BQ. С другой стороны, из подобия треугольников ABC и QFC получаем, что BC/FC = AB/QF, откуда QF = BQ. (QBF = (BFQ, (BQF= 2(PBQ, поэтому 2(PBQ + 2(QBF = 180(, (PBQ + (QBF =(PBC = 90(.
8. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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Решение. Приведем уравнение к виду (x2+y2)z2 = x2y2. Будем считать, что числа x, y и z взаимно просты в совокупности (иначе их можно разделить на их общий делитель, уменьшив xyz). Положим d = (x, y), x = dx1, y = dy1 (при этом z взаимно просто с d). Тогда окажется, что x12+y12 = x2y2/z2d2 = (dx1y1/z)2. Правая часть — целое число, являющееся квадратом рационального, а значит, и целого числа. Обозначим это число k = {dx1y1/z}. Числа x1, y1, k образуют пифагорову тройку (то есть x12+y12 = k2) и попарно взаимно просты (так как если два из них имеют общий делитель, больший 1, он должен оказаться общим делителем чисел x1 и y1). Так как k = dx1y1/z взаимно просто с x1y1, z должно делиться на x1y1, и так как d взаимно просто с z, z = x1y1. Итак, k = d и xyz = (dx1y1)2. Из уравнения x12+y12 = d2 перебором остатков при делении на 3, 5 и 8 можно установить, что среди чисел x1, y1 и d есть кратные 2, 3 и 5. Поэтому число dx1y1 делится на 2(3(5 = 30, а xyz = (dx1y1)2 делится на 900, что и требовалось доказать.
( Если доказано, что xyz  делится на какие-то из чисел 2, 3 и 5, но не на все, то по 2 балла за каждую из делимостей.
9. Пусть n > 2 – целое число. Какая цифра стоит после запятой в десятичной записи числа 
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Ответ: 6. Решение. Легко видеть, что (n+0,7)3 = n3+2,1n+1,47n2+(0,7)3 > n3+2n2+n. В то же время n3+2n2+n > (n+0,6)3=n3+1,8n2+1,08n+(0,6)3, так как после возведения в степень и сокращения получаем квадратное неравенство 0,2n2 > 0,08n+0,2, которое легко доказывается любым методом.
( Ответ без обоснования не засчитывается.
10. В треугольнике ABC AB > AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке E. Точка F — основание перпендикуляра, опущенного из E на прямую AB. Докажите, что 2AF = AB – AC.
Решение. Проведем прямую, параллельную AB, через точку Q. Она пересечет прямую BC в точке F. Тогда AC/QC = BC/FC . С другой стороны, из условия следует, что AC/QC = AP/PQ, а из свойств биссектрисы в треугольнике ABQ следует, что AP/PQ = AB/BQ, поэтому BC/FC = AB/BQ. С другой стороны, из подобия треугольников ABC и QFC получаем, что BC/FC = AB/QF, откуда QF = BQ. (QBF = (BFQ, (BQF= 2(PBQ, поэтому 2(PBQ + 2(QBF = 180(, (PBQ + (QBF = (PBC = 90(
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая юниорская лига, 1 тур, краткие решения.

1. Сколько подряд идущих членов последовательности xn = 2n(n+1) могут быть точными квадратами?
Ответ: Два. Решение. Пример: х7 и х8. Два подряд идущих члена последовательности с номерами одной чётности одновременно квадратами быть не могут, потому что числа n и n+2 не могут одновременно быть квадратами (удвоенными квадратами). А значит, не могут быть квадратами три подряд идущих члена.
( Только ответ — 0 баллов, только ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.
2. Пусть n  – натуральное число. Какая цифра стоит сразу после запятой в десятичной записи числа 
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Ответ: 4. Решение. Легко показать, что n+0,4 ≤ 
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 < n+0,5.
( Ответ без обоснования не засчитывается.
3. В треугольнике ABC  AB > AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке E. Точка F — основание перпендикуляра, опущенного из E на прямую AB. Докажите, что 2AF = AB – AC.
Решение. Проведем прямую, параллельную AB, через точку Q. Она пересечет прямую BC в точке F. Тогда AC/QC = BC/FC . С другой стороны, из условия следует, что AC/QC = AP/PQ, а из свойств биссектрисы в треугольнике ABQ следует, что AP/PQ = AB/BQ, поэтому BC/FC = AB/BQ. С другой стороны, из подобия треугольников ABC и QFC получаем, что BC/FC = AB/QF, откуда QF = BQ. (QBF = (BFQ, (BQF= 2(PBQ, поэтому 2(PBQ + 2(QBF = 180(, (PBQ + (QBF = (PBC = 90(
4. Некоторые натуральные числа покрашены в зелёный цвет так, что среди любых 100 последовательных чисел есть хотя бы одно зелёное и если число n > 1 зелёное, то 
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 тоже зелёное. Докажите, что все натуральные числа – зелёные.
Решение. Пусть число х не покрашено. Тогда не покрашены и числа 2х, 2х+1. Значит, не покрашены и числа 4х, 4х+1, 4х+2, 4х+3 и т.д. Сделав 7 таких шагов, получаем ряд длины 128, в котором все числа не покрашены.
( Если не обосновано, что на каждом шаге получается сплошной ряд чисел вдвое большей длины — 6 баллов и задача не решена.
[image: image37.wmf] 

5. Фигура состоит из маленьких треугольников (см. рис). В каждой из вершин этих треугольников сидит жук. Жуки одновременно начинают двигаться по линиям с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольника, он обязательно поворачивает на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине.
Решение. На верхней и нижней полосах сидит в сумме 10 жуков. Если после начала движения 5 или более из них поползут на среднюю линию, на которой всего 4 места, то на ней два жука попадут в одну вершину. Если же пять или более жуков останутся на своих крайних линиях, то на втором ходе им придется поворачивать, следовательно, через ход все эти жуки все равно окажутся на средней линии.
6. Пусть f(х) = ax2+bx+c – квадратный трехчлен, причем a, b, c – целые числа. Известно, что трехчлен f(х) и многочлен f(f(f(х))) имеют общий корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень.
Решение. Пусть f(х0) = f(f(f(х0))) = 0. Тогда f(f(f(х0)))  = f(f(0))) = 0 и f(f(f(f(0)))) = f(f(0)) = 0. Таким образом, свободный член f(0) многочлена f(х) и есть искомый общий целый корень.
7. В треугольнике ABC (B > 90(. На стороне AC отмечены точки P и Q так, что (ABP = (PBQ. Оказалось, что AC∙PQ = AP∙QC. Найдите (PBC.
Решение. Проведем прямую, параллельную AB, через точку Q. Она пересечет прямую BC в точке F. Тогда AC/QC = BC/FC . С другой стороны, из условия следует, что AC/QC = AP/PQ, а из свойств биссектрисы в треугольнике ABQ следует, что AP/PQ = AB/BQ, поэтому BC/FC = AB/BQ. С другой стороны, из подобия треугольников ABC и QFC получаем, что BC/FC = AB/QF, откуда QF = BQ. (QBF = (BFQ, (BQF= 2(PBQ, поэтому 2(PBQ + 2(QBF = 180(, (PBQ + (QBF = (PBC = 90(
8. Найдите все такие пары чисел p, q, что все числа p, p+6, p+10, q, q+4, q+10, p+q+1 – простые и p < 100.
Ответ: q = 3, p = 7, 13, 37, 97. Решение. Число q не может давать остаток 2 при делении на 3, так как тогда числа q+4, q+10 делятся на 3. Пусть q ≡ 1 (mod 3). Тогда числа p, p+10, p+q+1 дают три разных остатка при делении на 3, но тогда из простоты p следует, что p = 3. В этом случае p+6 = 9, противоречие. Отсюда следует, что q = 3. В этой ситуации числа 7 и 13 тоже простые. Теперь простыми должны числа p, p+4, p+6, p+10. Перебором легко убедиться, что подходят только p = 7, 13, 37, 97.
( Доказано только, что q = 3 — 6 баллов и задача не решена. За потерю одного или двух значений p снимается 4 балла (но задача решена), а трёх или более — 6 баллов и задача не решена.
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