Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Казань, 1–8 декабря 2007 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.07. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом A проведена высота AH. Из точки H опустили перпендикуляры HK и HL на катеты AB и AC. Оказалось, что AH2 = 4AK(AL. Найдите острые углы треугольника. Ответ не должен содержать обратных тригонометрических функций! (MandY-2007)
2. 100 человек устраиваются работать на 100 различных вакантных мест. Каждый из двух агентов по трудоустройству предложил каждому из этих 100 человек одно определённое место, причём разным людям — разные места. Каждый из 100 претендентов принял одно из двух предложений, и оказалось, что все места заполнены. Докажите, что если бы каждый принял другое предложение, все места тоже оказались бы заполненными. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2007)
3. Известно, что ab+bc+ca ( a+b+c >0. Каково наименьшее возможное значение a+b+c? (Сообщил С. Берлов)
4. Шахматная фигура «прожектор» бьет один из  углов, на которые делят доску проходящие через нее горизонталь и вертикаль, включая примыкающие к углу клетки горизонтали и вертикали. (Например, прожектор в левом нижнем углу может бить либо одну клетку, либо нижнюю горизонталь, либо левую вертикаль, либо всю доску). Какое наибольшее число прожекторов можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга? (А. Шаповалов)
5. Натуральные числа a и b удовлетворяют условию a2+b2 = (a–b)3. Докажите, что число b+1 — cоставное. (С. Берлов по мотивам классики)
6. Последовательность A1, A2, … точек на плоскости такова, что при всех натуральных n точка An+3 является центром описанной окружности треугольника AnAn+1An+2. Для каких k может оказаться, что An+k = An при всех натуральных n? (Сообщил Ф. Петров)
7. m и n — натуральные числа, причём 1 < m < n–1. В компании из n человек некоторые знакомы друг с другом, причём среди любых m человек из этой компании одно и тоже количество пар знакомых. Сколько пар знакомых может быть среди всех n человек? (J.A.Bondy, U.S.R.Murty, Graph Theory with Applications, 1.4.5)
8. Существует ли пара многочленов с целыми коэффициентами f(x), g(x) степени выше первой, удовлетворяющих тождеству f(g(x)) = x3375+3375x3374+2x+1? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2007)
9. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Докажите, что он является вписанным тогда и только тогда, когда AB(BC(AC+AD(DC(AC = AB(BD(AD+BD(DC(BC. (Сообщил Ф.Петров)

Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Казань, 1–8 декабря 2007 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.07. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Сколько решений имеет уравнение x[x]{x}=0,5 на отрезке 0( x (2007? (Здесь [x] – целая часть x, {x}=x–[x] – дробная часть x).

2. У теннисного стола выстроилась очередь из 8 человек. Сперва сыграли первый и второй из очереди. Затем каждый раз проигравший становился в конец очереди, а выигравший играл с первым из очереди. Игра прекратилась, когда Петя первым из всех выиграл в седьмой раз (не обязательно подряд). Это произошло в 37-й партии. Каким по счету был Петя в первоначальной очереди?

3. Шахматная фигура «прожектор» бьет один из  углов, на которые делят доску проходящие через нее горизонталь и вертикаль, включая примыкающие к углу клетки горизонтали и вертикали. (Например, прожектор в левом нижнем углу может бить либо одну клетку, либо нижнюю горизонталь, либо левую вертикаль, либо всю доску). Какое наибольшее число прожекторов можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга? (А. Шаповалов)
4. Известно, что ab+bc+ca ( a+b+c>0. Каково наименьшее возможное значение a+b+c?

5. Диаметром выпуклого многоугольника называется любой соединяющий его вершины отрезок, длина которого не меньше длины любого другого отрезка, соединяющего вершины этого многоугольника. Центром назовем отличную от вершины точку пересечения двух или более диаметров. Может ли у многоугольника быть ровно 2007 центров? (С. Волченков)
6. Через вершину C прямоугольника ABCD проведена окружность, касающаяся сторон AB и AD в точках P и Q. В треугольнике CPQ высота CH = 1. Найдите площадь прямоугольника ABCD.

7. В компании из 20 человек некоторые знакомы друг с другом. Оказалось, что среди любых 13 человек этой компании число пар знакомых одно и то же. Сколько всего пар знакомых может быть во всей компании? (Специализация задачи 7 для сеньоров)
8. Натуральные числа таковы, что a2+b2=(a–b)3. Докажите, что число b+1 — не простое. (С. Берлов по мотивам классики)
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Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом A проведена высота AH. Из точки H опустили перпендикуляры HK и HL на катеты AB и AC. Оказалось, что AH2 = 4AK(AL. Найдите острые углы треугольника. Ответ не должен содержать обратных тригонометрических функций!
Ответ: 15(, 75(. Решение. Положим (ACB = (. Тогда 4AK(AL = 4AH2sin(cos( = 2AH2sin2(, откуда sin2( = 1/2, то есть 2( = 30( или 2( = 150(.
Задача 2. 100 человек устраиваются работать на 100 различных вакантных мест. Каждый из двух агентов по трудоустройству предложил каждому из этих 100 человек одно определённое место, причём разным людям — разные места. Каждый из 100 претендентов принял одно из двух предложений, и оказалось, что все места заполнены. Докажите, что если бы каждый принял другое предложение, все места тоже оказались бы заполненными.
Решение. Поскольку каждый из двух агентов заполнил своими предложениями все вакансии, на каждую вакансию приходится ровно два предложения. Поскольку принятых предложений на каждое место приходится ровно по одному, то и не принятых — тоже, что и требовалось доказать.

Задача 3. Известно, что ab+bc+ca ( a+b+c >0. Каково наименьшее возможное значение a+b+c? 
Ответ: 3. Решение. (a+b+c)2 = a2+b2+c2+2(ab+bc+ca) ( 3(ab+bc+ca), откуда (a+b+c)2 ( 3(a+b+c). Следовательно, a+b+c ( 3. С другой стороны, при a = b = с = 1 условие задачи выполнено и a+b+c = 3.
Задача 4. Шахматная фигура «прожектор» бьет один из  углов, на которые делят доску проходящие через нее горизонталь и вертикаль, включая примыкающие к углу клетки горизонтали и вертикали. (Например, прожектор в левом нижнем углу может бить либо одну клетку, либо нижнюю горизонталь, либо левую вертикаль, либо всю доску). Какое наибольшее число прожекторов можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга?
Ответ: 16. Решение. Пример на 16 прожекторов: прожекторы на полях a4, b3, c2, d1 смотрят влево-вниз, на полях e1, f2, g3, h4 — вправо-вниз, на полях h5, g6, f7, e8 — вправо-вверх и на полях d8, c7, b6, a5 — влево-вверх. Теперь заметим, что два прожектора, направленные вправо (а вверх или вниз — неважно) не могут стоять в одной горизонтали, как и два прожектора, направленные влево. Поэтому и тех, и других на доске не больше, чем по 8, а вместе — не больше 16.
Задача 5. Натуральные числа a и b удовлетворяют условию a2+b2 = (a–b)3. Докажите, что число b+1 — cоставное.
Решение. Положим d = НОД(a,b), b = nd, a = md, k = m–n. Тогда равенство из условия переписывается в виде d2(n+k)2+d2n2 = d3k3 ( 2n2 = dk3–2nk–k2 (*) Получается, что 2n2 делится на k. Но n и k взаимно просты (потому что m = n+k и n взаимно просты), поэтому 2 делится на k, то есть k = 1 или k = 2. Пусть k = 1. Тогда из (*) получаем d = 2n2+2n+1, откуда b+1 = nd+1 = n(2n2+2n+1)+1 = (2n2+1)(n+1). Поскольку 2n2+1 > 1 и n+1 > 1, число b+1 — составное. Пусть k = 2. Тогда из (*) получаем 8d = 2n2+4n+4 ( 4d = n2+2n+2. Получается, что n чётно. Но тогда n2+2n+2 не делится на 4 и не может равняться 4d. Таким образом, случай k = 2 невозможен.
Задача 6. Последовательность A1, A2, … точек на плоскости такова, что при всех натуральных n точка An+3 является центром описанной окружности треугольника AnAn+1An+2. Для каких k может оказаться, что An+k = An при всех натуральных n?
Ответ: Для k, кратных 8. Решение. Все треугольники AnAn+1An+2 (n ( 2) — равнобедренные, и основание каждого равно боковой стороне предыдущего, а боковая сторона — радиусу описанной окружности предыдущего. Пусть углы треугольника AnAn+1An+2 равны (, (, (–2(. Тогда углы треугольника An+1An+2An+3 равны, как легко проверить, (/2–(, (/2–(, 2(, углы треугольника An+2An+3An+4 — снова (, (, (–2(, и в дальнейшем указанные наборы углов чередуются. Допустим, k нечётно. Тогда треугольник AnAn+1An+2 с углами (, (, (–2( должен быть равен треугольнику An+kAn+1+kAn+2+k с углами (/2–(, (/2–(, 2(, откуда (–2( = 2( ( ( = (/4. Но тогда все треугольники AnAn+1An+2 — прямоугольные равнобедренные и каждый следующий подобен предыдущему с коэффициентом 1/2, что исключает равенство треугольников AnAn+1An+2 и An+kAn+1+kAn+2+k. Рассмотрим случай чётного k. По доказанному выше при всяком n треугольники AnAn+1An+2 и An+2An+3An+4 подобны. Коэффициент подобия p при этом равен отношению их оснований, то есть отношению a/R основания треугольника AnAn+1An+2 к радиусу описанной около него окружности. Тогда треугольники AnAn+1An+2 и An+kAn+1+kAn+2+k.подобны с коэффициентом pk/2. Но они равны. Поэтому p = 1, то есть a = R = 2asin((–2() = 2asin2(. Отсюда sin2( = 1/2 ( 2( = (/6 или 2( = 5(/6, то есть ( = 15( или ( = 75(. Несложные построения показывают, что точки An в обоих случаях повторяются с периодом 8.
Задача 7. m и n — натуральные числа, причём 1 < m < n–1. В компании из n человек некоторые знакомы друг с другом, причём среди любых m человек из этой компании одно и тоже количество пар знакомых. Сколько пар знакомых может быть среди всех n человек?
Ответ: n(n–1)/2. Решение. Надо показать, что в данной компании каждый знаком с каждым. Заметим для начала, что если взять любую группу из m+1 человека, у каждого из её членов будет одно и то число же знакомых среди остальных членов этой группы (назовём это число степенью группы). В самом деле, кого бы ни убрать из группы, общее число знакомств среди m оставшихся по условию будет одним и тем же.
Допустим, в компании есть люди, не знакомые между собой. Тогда, поскольку по условию в компании есть и знакомые, найдётся группа L из m+1 человека, среди которых есть как не знакомые между собой люди A и B, так и хотя бы двое знакомых между собой. Поскольку m < n–1, найдется человек C, не входящий в L. Заменим в группе L человека A на C. Получится новая группа M. При замене L на M число знакомых человека B среди членов группы не уменьшилось, поэтому степень у M не меньше, чем у L. С другой стороны, после удаления A и добавления C число знакомых у тех, кто был знаком с A, не увеличилось. Поэтому степень у M не больше, чем у L. Стало быть, степени у M и L равны. Поэтому C знаком в L точности с теми же людьми, что и A: ведь при переходе от L к M им надо восполнить потерю знакомства с A.
Пусть D — один из этих людей. Заменим в L человека D на С. Получим некоторую группу N. Поскольку D знаком в L не со всеми (так как не со всеми знаком в ней A), рассуждая так же, как выше, убеждаемся, что степени групп L и N равны. Но это невозможно, так как при переходе от L к N мы теряем все знакомства человека D, а восполнить можем только на одно меньше, ибо теряем также знакомство С c D. Полученное противоречие показывает, что незнакомых в данной компании быть не может.
Задача 8. Существует ли пара многочленов с целыми коэффициентами f(x), g(x) степени выше первой, удовлетворяющих тождеству f(g(x)) = x3375+3375x3374+2x+1?
Ответ: Нет. Решение. Продифференцировав равенство из условия, получим f'(g(x))(g'(x) = 3375x3374+3375(3374x3374+2. Рассматривая полученное равенство по модулю 2 (то есть над Z2), получаем f'(g(x))(g'(x) = x3374. Таким образом, по модулю 2 оба сомножителя в произведении f'(g(x))(g'(x) являются степенями x. Это означает, что у многочленов f'(g(x)) и g'(x) все коэффициенты, кроме коэффициента при старшем члене, чётны. Но если оба многочлена f'(g(x)) и g'(x) — не константы, это невозможно, ибо тогда произведение их чётных свободных членов должно равняться 2. Если же один из них — константа, то один из многочленов f или g линеен.
Задача 9. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Докажите, что он является вписанным тогда и только тогда, когда

AB(BC(AC+AD(DC(AC = AB(BD(AD+BD(DC(BC.
Решение. Обозначим AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = m, BD = n. Во-первых, если четырехугольник ABCD вписан в окружность радиуса R, то abm+cdm = 4R(S(ABC)+S(ADC)) = 4RS(ABCD) = bcn+adn. Пусть теперь четырехугольник ABCD не вписанный. Предположим, что abm+cdm = bcn+adn. Рассмотрим вписанный четырехугольник A'B'C'D' со сторонами a, b, c, d и диагоналями m', n' соответственно (такой существует из соображений непрерывности: двигая шарнирный четырехугольник с данными длинами сторон можно добиться того, чтобы сумма противоположных углов была равна (). По доказанному abm'+cdm' = bcn'+adn', стало быть m'/n' = (bc+ad)/(ab+cd) = m/n. Если m' = m, n' = n, то очевидно четырехугольники ABCD и A'B'C'D' равны. Если, например, m' < m, n' < n, то все углы четырехугольника A'B'C'D' меньше соответствующих углов четырехугольника ABCD (скажем, cos(B'A'D' = (a2+d2–m'2)/(2ad) > (a2+d2–m2)/(2ad) = cos(BAD). Это невозможно, так как суммы углов обоих четырехугольников равны 2(. Аналогично рассматривается случай m' > m, n' > n.
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Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Сколько решений имеет уравнение x[x]{x}=0,5 на отрезке 0( x (2007? (Здесь [x] – целая часть x, {x}=x–[x] – дробная часть x).
Ответ: 2006. Решение. Положим f(x) = x[x]{x} = [x]{x}2+[x]2{x}. Пусть 1 ( n (2007 — целое число. На промежутке n ≤ x < n+1 f(x) = n{x}2+n2{x}. Решая уравнение n{x}2+n2{x} = 0,5, получаем два корня, один из которых, как легко проверить, лежит между 0 и 1, а другой отрицателен. Поэтому на каждом из промежутков n ≤ x < n+1 (1 ( n (2006) наше уравнение имеет ровно одно решение, а всего таких решений столько же, сколько промежутков, то есть 2006. На промежутке 0 ≤ x < 1 решений нет, ибо там f(x) = 0.
Задача 2. У теннисного стола выстроилась очередь из 8 человек. Сперва сыграли первый и второй из очереди. Затем каждый раз проигравший становился в конец очереди, а выигравший играл с первым из очереди. Игра прекратилась, когда Петя первым из всех выиграл в седьмой раз (не обязательно подряд). Это произошло в 37-й партии. Каким по счету был Петя в первоначальной очереди?
Ответ: Четвертым. Решение. Заметим, что человек, проигравший партию, в следующий раз окажется у стола через 6 партий, то есть цикл «проигрыш+ожидание» состоит из 7 партий. Поскольку Петя одержал 7 побед, то будь он в очереди первым или вторым, его седьмая победа случилась бы в партии, номер которой делится на 7. Стало быть, в первоначальной очереди Петя был k-ым, где k > 2. Поэтому впервые он оказался у стола через k–2 партий. Поскольку количество партий от первой партии, где участвовал Вася, до 37-й, где он победил в седьмой раз, кратно 7, k–2 = 2, то есть k = 4.
Задача 3. Известно, что ab+bc+ca ( a+b+c >0. Каково наименьшее возможное значение a+b+c? 

Ответ: 3. Решение. (a+b+c)2 = a2+b2+c2+2(ab+bc+ca) ( 3(ab+bc+ca), откуда (a+b+c)2 ( 3(a+b+c). Следовательно, a+b+c ( 3. С другой стороны, при a = b = с = 1 условие задачи выполнено и a+b+c = 3.
Задача 4. Шахматная фигура «прожектор» бьет один из  углов, на которые делят доску проходящие через нее горизонталь и вертикаль, включая примыкающие к углу клетки горизонтали и вертикали. (Например, прожектор в левом нижнем углу может бить либо одну клетку, либо нижнюю горизонталь, либо левую вертикаль, либо всю доску). Какое наибольшее число прожекторов можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга?
Ответ: 16. Решение. Пример на 16 прожекторов: прожекторы на полях a4, b3, c2, d1 смотрят влево-вниз, на полях e1, f2, g3, h4 — вправо-вниз, на полях h5, g6, f7, e8 — вправо-вверх и на полях d8, c7, b6, a5 — влево-вверх. Теперь заметим, что два прожектора, направленные вправо (а вверх или вниз — неважно) не могут стоять в одной горизонтали, как и два прожектора, направленные влево. Поэтому и тех, и других на доске не больше, чем по 8, а вместе — не больше 16.

Задача 5. Диаметром выпуклого многоугольника называется любой соединяющий его вершины отрезок, длина которого не меньше длины любого другого отрезка, соединяющего вершины этого многоугольника. Центром назовем отличную от вершины точку пересечения двух или более диаметров. Может ли у многоугольника быть ровно 2007 центров?
Ответ: Да. Решение. Опишем окружность с центром в вершине B равностороннего треугольника ABC и радиусом AB. На меньшей из её дуг CA выберем (в указанном порядке по направлению от C к A) точки D1, …, D2007. Диаметрами 2010-угольника ABCD1…D2007 будут отрезки AC и BD1, …, BD2007, а центрами — точки пересечения диаметров BD1, …, BD2007 с AC.
Задача 6. Через вершину C прямоугольника ABCD проведена окружность, касающаяся сторон AB и AD в точках P и Q. В треугольнике CPQ высота CH=1. Найдите площадь прямоугольника ABCD.
Ответ: 1. Решение. Пусть O — центр данной в условии окружности. Легко видеть, что OPAQ — квадрат со стороной, равной радиусу R окружности. Продолжим прямую PQ до пересечения с прямыми BC в точке M и CD в точке N. Треугольники PAQ, MCN, MBP и NDQ — прямоугольные равнобедренные. Заметим, что PB2+QD2 = OK2+OL2 = OC2 = OP2 = AP2, где K и L — основания перпендикуляров, опущенных из O на BC и CD соответственно. Это значит, что
S(MBP)+S(NDQ) = (PB2+QD2)/2 = AP2/2 = S(PAQ), откуда
S(ABCD) = S(MCN)–S(MBP)–S(NDQ)+S(PAQ) = S(MCN) = CH2 = 1.
Задача 7. В компании из 20 человек некоторые знакомы друг с другом. Оказалось, что среди любых 13 человек этой компании число пар знакомых одно и то же. Сколько всего пар знакомых может быть во всей компании?
Ответ: 190. Решение. Надо показать, что в данной компании каждый знаком с каждым. Заметим для начала, что если взять любую группу из 14 человек, у каждого из её членов будет одно и то число же знакомых среди остальных членов группы (назовём это число степенью группы). В самом деле, кого бы ни убрать из группы, общее число знакомств среди 13 оставшихся по условию будет одним и тем же.

Допустим, в компании есть люди, не знакомые между собой. Тогда, поскольку по условию в компании есть и знакомые, найдётся группа L из 14 человек, среди которых есть как не знакомые между собой люди A и B, так и хотя бы двое знакомых между собой. Возьмем человека C, не входящего в L, и заменим в группе L человека A на C. Получится новая группа M. При замене L на M число знакомых человека B среди членов группы не уменьшилось, поэтому степень у M не меньше, чем у L. С другой стороны, после удаления A и добавления C число знакомых у тех, кто был знаком с A, не увеличилось. Поэтому степень у M не больше, чем у L. Стало быть, степени у M и L равны. Поэтому C знаком в L точности с теми же людьми, что и A: ведь при переходе от L к M им надо восполнить потерю знакомства с A. Пусть D — один из этих людей. Заменим в L человека D на С. Получим некоторую группу N. Поскольку D знаком в L не со всеми (так как не со всеми знаком в ней A), рассуждая так же, как выше, убеждаемся, что степени групп L и N равны. Но это невозможно, так как при переходе от L к N мы теряем все знакомства человека D, а восполнить можем только на одно меньше, ибо теряем также знакомство С c D. Полученное противоречие показывает, что незнакомых в данной компании быть не может.
Задача 8. Натуральные числа a и b удовлетворяют условию a2+b2 = (a–b)3. Докажите, что число b+1 — cоставное.
Решение. Положим d = НОД(a,b), b = nd, a = md, k = m–n. Тогда равенство из условия переписывается в виде d2(n+k)2+d2n2 = d3k3 ( 2n2 = dk3–2nk–k2 (*) Получается, что 2n2 делится на k. Но n и k взаимно просты (потому что m = n+k и n взаимно просты), поэтому 2 делится на k, то есть k = 1 или k = 2. Пусть k = 1. Тогда из (*) получаем d = 2n2+2n+1, откуда b+1 = nd+1 = n(2n2+2n+1)+1 = (2n2+1)(n+1). Поскольку 2n2+1 > 1 и n+1 > 1, число b+1 — составное. Пусть k = 2. Тогда из (*) получаем 8d = 2n2+4n+4 ( 4d = n2+2n+2. Получается, что n чётно. Но тогда n2+2n+2 не делится на 4 и не может равняться 4d. Таким образом, случай k = 2 невозможен.















