Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Высшая лига.

1. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся. (Япония?)
2. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На луче BO выбрана точка P. Описанные окружности треугольников CPB и APB пересекают стороны AB и BC в точках K и L соответственно. Докажите, что середина отрезка KL равноудалена от вершин A и C. (Источник)
3. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Точки P, Q, R, S — точки пересечения биссектрис углов A и B, B и C, C и D, D и A соответственно. Четырехугольник PQRS вписан в окружность с центром T. Докажите, что диагонали четырехугольника ABCD и прямая OT пересекаются в одной точке. (Crux–200?)
4. Даны натуральные a>1 и n>1. Докажите, что любой простой делитель числа an–1 не превосходит (a+1)((n). (Здесь ((n) — количество натуральных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с ним.) (Ф. Петров)
5. Дано натуральное число k > 1. При каком наибольшем n можно окрасить все числа от 1 до n в черный и белый цвета так, чтобы для любых (возможно, совпадающих) a1, …, ak+1 ( {1,2, …, n} таких, что a1+a2+ … +ak = ak+1, среди a1, … , ak+1 нашлись бы числа обоих цветов?

6. Даны два семейства (1 и (2, состоящие из подмножеств n-элементного множества X. Известно, что если A ( B ( X и A ( (i, то и B ( (i. Докажите, что 2n∙|(1((2|(|(1|(|(2|. (Здесь |(|, как и раньше, обозначает число различных множеств в семействе (.) (D.J.Kleitman)
7. В таблице 2n(2n несколько клеток окрашены в черный цвет, а остальные — в белый. Разрешается перекрашивать в противоположный цвет все клетки какого-то столбца или какой-то строки. Докажите, что такими перекрашиваниями можно добиться того, что количество белых клеток будет больше количества черных не менее, чем на 
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. (KoMaL-1994)
8. Последовательность (an) задана условиями a1 = x ( (, 3an+1 = an+1 при n ( 1. Найдите
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 . (Источник)
9. Найдите все функции f: ( ( (, удовлетворяющие следующим условиям:  (1) f(0) = 1; (2) f(x+f(y)) = f(x+y)+1 для всех x, y ( (; (3) существует такое рациональное нецелое x0, что число f(x0) — целое. (Монголия, 1999)
10. На плоскости проведены 100 прямых. Докажите, что среди частей, на которые они делят плоскость, не может оказаться трех 70-угольников.
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Первая лига.

1. Неориентированный граф G имеет нечетный цикл. Его ребра ориентировали так, что после этого из любой вершины можно попасть в любую другую, двигаясь по ребрам в соответствии с их ориентацией. Докажите, что в полученном графе есть ориентированный цикл нечетной длины. (Bondy, Murty, 10.3.4)
2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Точки P, Q, R, S — точки пересечения биссектрис углов A и B, B и C, C и D, D и A соответственно. Четырехугольник PQRS вписан в окружность с центром T. Докажите, что диагонали четырехугольника ABCD и прямая OT пересекаются в одной точке. (Crux–200?)
3. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, удовлетворяющие условию P(a2)–P(a) = P(b2)–P(b) для всех таких вещественных чисел a и b, что a+b = 1. (Польша, сборы на ММО, 2006)
4. Дано натуральное число k > 1. При каком наибольшем n можно взять kn карточек, по k с каждым числом от 1 до n, и покрасить их в черный и белый цвета так, чтобы все карточки с одинаковыми числами были одного цвета и выполнялось следующее условие: в любом таком наборе карточек с числами a1, a2, …, ak+1 (не обязательно различными), что a1+a2+…+ak = ak+1, есть карточки обоих цветов? (Среднеевропейская олимпиада, 2007)
5. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На луче BO выбрана точка P. Описанные окружности треугольников CPB и APB пересекают стороны AB и BC в точках K и L соответственно. Докажите, что середина отрезка KL равноудалена от вершин A и C. (Источник)
6. Последовательность {an} задана условиями a1 = x ( (, 3an+1 = an+1 при n ( 1. Найдите
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 . (Источник)
7. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся. (Япония 2007?)
8. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ≤ 3. (KOMAL–2007)
9. Дана трапеция ABCD такая, что AD || BC и AB = BC = CD. На дуге AD ее описанной окружности, не содержащей точки C, отмечена произвольная точка P. Отрезок PB пересекает отрезок AC в точке E, а отрезок PC пересекает отрезок BD в точке F. Докажите, что площадь четырехугольника BCFE не зависит от выбора точки P. (Crux 2005)
10. Есть множество A = {1, 2, …, n}. Изначально в Сережиной коллекции есть все n одноэлементных подмножеств A. За один ход Сережа может взять любые два непересекающиеся множества из своей коллекции и добавить туда их объединение. За какое наименьшее число ходов Сережа сможет поместить в свою коллекцию все
(n–1)-элементные подмножества множества A? (С. Грибок)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Вторая лига, бои за 1-4 места.

1. Неориентированный граф G имеет нечетный цикл. Его ребра ориентировали так, что после этого из любой вершины можно попасть в любую другую, двигаясь по ребрам в соответствии с их ориентацией. Докажите, что в полученном графе есть ориентированный цикл нечетной длины. (Bondy, Murty, 10.3.4)
2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Точки P, Q, R, S — точки пересечения биссектрис углов A и B, B и C, C и D, D и A соответственно. Четырехугольник PQRS вписан в окружность с центром T. Докажите, что диагонали четырехугольника ABCD и прямая OT пересекаются в одной точке. (Crux–200?)
3. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, удовлетворяющие условию P(a2)–P(a) = P(b2)–P(b) для всех таких вещественных чисел a и b, что a+b = 1. (Польша, сборы на ММО, 2006)
4. Дано натуральное число k > 1. При каком наибольшем n можно взять kn карточек, по k с каждым числом от 1 до n, и покрасить их в черный и белый цвета так, чтобы все карточки с одинаковыми числами были одного цвета и выполнялось следующее условие: в любом таком наборе карточек с числами a1, a2, …, ak+1 (не обязательно различными), что a1+a2+…+ak = ak+1, есть карточки обоих цветов? (Среднеевропейская олимпиада, 2007)
5. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На луче BO выбрана точка P. Описанные окружности треугольников CPB и APB пересекают стороны AB и BC в точках K и L соответственно. Докажите, что середина отрезка KL равноудалена от вершин A и C. (Источник)
6. Последовательность (an) задана условиями a1 = x ( (, 3an+1 = an+1 при n ( 1. Найдите
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 . (Источник)
7. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся. (Япония?)
8. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ( 3. (KOMAL–2007)
9. Дана трапеция ABCD такая, что AD || BC и AB = BC = CD. На дуге AD ее описанной окружности, не содержащей точки C, отмечена произвольная точка P. Отрезок PB пересекает отрезок AC в точке E, а отрезок PC пересекает отрезок BD в точке F. Докажите, что площадь четырехугольника BCFE не зависит от выбора точки P. (Crux 2005)
10. Есть множество A = {1, 2, …, n}. Изначально в Сережиной коллекции есть все n одноэлементных подмножеств A. За один ход Сережа может взять любые два непересекающиеся множества из своей коллекции и добавить туда их объединение. За какое наименьшее число ходов Сережа сможет поместить в свою коллекцию все
(n–1)-элементные подмножества множества A? (С. Грибок)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Вторая лига, бои за 5-8 места.

1. Найдите такие целые числа n и m, что для любых двух чисел x, y из отрезка [n, m] значение 
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 тоже лежит на этом же отрезке. (Crux 33 № 2)
2. Даны две арифметические прогрессии a1, a2, … и b1, b2, …. (арифметическая прогрессия — это последовательность, в которой an = an–1+d, где d — некоторое число, единое для всей последовательности). Известно, что a1 = b1, и для каждого номера i остатки от деления ai и bi на i совпадают. Докажите, что последовательности совпадают. (Н. Калинин)
3. В отряде восемь бойцов. Каждую ночь трое уходят в разведку, причём, никакие двое бойцов не должны ходить в разведку вместе дважды. Найдите максимальное возможное число ночей, в которые отряд может посылать разведчиков. (training-14)
4. Докажите, что ни для какого натурального числа сумма его делителей, дающих остаток 1 при делении на 3, не равна сумме его делителей, дающих остаток 2 при делении на 3. (К. Кноп)
5. На координатной плоскости рассматривается четырёхугольник  с вершинами в точках  А(0,0), B(2007; 2007), С(0,2007), D(–2007;0). Можно ли так подобрать целые числа p и q так, чтобы график квадратного трёхчлена y = x2+px+q пересекал каждую из сторон этого четырёхугольника в точках с целыми координатами? (А. Штерн)
6. BC — основание равнобедренного треугольника ABC, BD — биссектриса угла B. Выполнено равенство BC = AD+BD. Найдите угол A.
7. Суду предъявлены 80 одинаковых с виду монет. Суд знает, что среди них две или три фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые — тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие три монеты на самом деле фальшивые. Ему нужно доказать суду истинное число фальшивых монет, и для этого можно проводить взвешивания на чашечных весах без гирь. Однако адвокат связан обязательством не разглашать ни про какую монету, фальшивая она или настоящая, и поэтому он не имеет права делать взвешивания, из которых такую информацию можно логически вывести. Как надо действовать адвокату? (А. Шаповалов)
8. Рассмотрим функцию f(x) = {x}+{1/x}. Докажите, что все значения этой функции меньше 2, но могут быть сколь угодно близки к 2.
9. В пространстве даны 10 точек, никакие четыре из которых не лежат в одной плоскости. Через каждые три точки проведена плоскость. Докажите, что при пересечении этих плоскостей не может получиться более 6000 прямых. (Н. Виленкин)
10. Из клетчатого куба с ребром n выбросили n единичных кубиков, пересекаемых главной диагональю. На какое наименьшее число прямоугольных параллелепипедов, состоящих из целых клеток, можно разбить оставшуюся часть куба? (С. Волченков)
 Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Высшая юниорская лига.

1. Диаметром треугольника называется длина его наибольшей стороны. Докажите, что любой неравнобедренный треугольник можно разбить на три треугольника одинакового диаметра. (А. Шаповалов)
2. На плоскости проведены 100 прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке. Докажите, что среди частей, на которые они делят плоскость, найдется не более трех 90-угольников. (сообщил С. Берлов)
3. Суду предъявлены 100 одинаковых с виду монет. Суд уже установил, что среди них есть 2 или 3 фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые – тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие монеты на самом деле фальшивые. Может ли он убедить суд, что фальшивых монет три, а не две, не разгласив ни про какую монету фальшивая она или настоящая? (Адвокат должен делать взвешивания на чашечных весах без гирь. Число взвешиваний не ограничено. Запрещены взвешивания и группы взвешиваний, из которых логически выводится, что конкретная монета фальшивая или настоящая.) (А. Шаповалов)
4. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ( 3. (KOMAL–2007)
5. В окружность вписан четырехугольник ABCD, при этом AB = BC = CD. На дуге AD (не содержащей точек B и C) выбирается точка M. Хорда MB пересекает диагональ AC в точке K, а хорда MC пересекает диагональ BD в точке L. Докажите, что площадь четырехугольника BKLC не зависит от выбора точки M. (Сообщил С. Берлов)
6. Есть множество A = {1, 2, …, n}. Изначально в Сережиной коллекции есть все n одноэлементных подмножеств A. За один ход Сережа может взять любые два непересекающиеся множества из своей коллекции и добавить туда их объединение. За какое наименьшее число ходов Сережа сможет поместить в свою коллекцию все 
(n–1)-элементные подмножества множества A? (С. Грибок)
7. В государстве некоторые города связаны дорогами, причём есть замкнутый маршрут, состоящий из нечетного числа дорог. На всех дорогах ввели одностороннее движение так, что из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что и теперь найдется замкнутый маршрут, состоящий из нечетного числа дорог. (Переформулировка задачи 1 первой старшей лиги)
8. Докажите, что для любых натуральных a и b лишь конечное количество натуральных n таких, что оба числа a n2+b и a (n+1)2+b являются точными квадратами. (Кюршак, 1994)
9. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся. (Япония, 2007)
10. Высота BH разбила треугольник ABC на два меньших. Радиусы вписанных окружностей треугольников ABH, СBH и ABC равны p, q и r соответственно. Докажите, что r2 = p2+q2 тогда и только тогда, когда (ABC = 90(. (А. Шаповалов)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Четвертый тур 7.12.07. Первая юниорская лига.

1. В государстве некоторые города связаны дорогами, причём какие-то три города связаны дорогами каждый с каждым. На всех дорогах ввели одностороннее движение, но так, что из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что в этом государстве найдётся замкнутый маршрут, состоящий из нечётного числа дорог. (частный случай Bondy, Murty, 10.3.4)
2. Назовем две игральные карты похожими, если у них совпадает масть или достоинство. Можно ли разложить колоду из 52 карт на несколько стопок так, чтобы у каждой карты было во всех стопках поровну похожих на нее? (А. Шаповалов)
3. Из клетчатого куба с ребром n выбросили n единичных кубиков, пересекаемых главной диагональю. На какое наименьшее число прямоугольных параллелепипедов, состоящих из целых клеток, можно разбить оставшуюся часть куба? (С. Волченков)
4. В отряде восемь бойцов. Каждую ночь трое уходят в разведку, причём, никакие двое бойцов не должны ходить в разведку вместе дважды. Найдите максимальное возможное число ночей, в которые отряд может посылать разведчиков. (training-14)
5. Треугольник ABC таков, что 2AB = AC + BC. Докажите, что центры вписанной и описанной окружностей этого треугольника и середины его сторон AC и BC лежат на одной окружности. (Фольклор)
6. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ≤ 3. (KOMAL–2007)
7. a1, a2, …, a2007 – такие натуральные числа, что

min(a1, a2)+min(a2, a3)+…+min(a2006, a2007)+min(a2007, a1) =

= max(a1, a3)+max(a2, a4)+…+max(a2006, a1)+max(a2007, a2)–2.

Чему может быть равна разность между наибольшим и наименьшим числом из набора a1, a2, …, a2007? (О.Нечаева)
8. Известно, что в выпуклом четырехугольнике ABCD (BAC = (DAC, (CDB = (ADB, (CBD = 2(ABD и (BСA = 2(DСA. Докажите, что 50(< (BAD <160(.  (Crux 33 № 4)
9. Найдите все простые p, при которых 5p+12p является квадратом целого числа. (Фольклор)
10. Диаметром треугольника назовем длину его наибольшей стороны. Докажите, что любой треугольник можно разбить на два треугольника одинакового диаметра. (А. Шаповалов)
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1. Найдите такие целые числа n и m, что для любых двух чисел x, y из отрезка [n, m] значение 
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 тоже лежит на этом же отрезке. (Crux 33 № 2)
2. Какое наименьшее число слонов можно расставить на клетчатой доске 2N(2N так, чтобы каждое свободное поле было побито ровно одним слоном? (А. Шаповалов)
3. Известно, что в выпуклом четырехугольнике ABCD (BAC = (DAC, (CDB = (ADB, (CBD = 2(ABD и (BСA = 2(DСA. Докажите, что 50(< (BAD <160(. (Crux 33 № 4)
4. Даны две арифметические прогрессии a1, a2, … и b1, b2, …. (арифметическая прогрессия — это последовательность, в которой an = an–1+d, где d — некоторое число, единое для всей последовательности). Известно, что a1 = b1, и для каждого номера i остатки от деления ai и bi на i совпадают. Докажите, что последовательности совпадают. (Н. Калинин)
5. a1, a2, …, a2007 – такие натуральные числа, что

min(a1, a2)+min(a2, a3)+…+min(a2006, a2007)+min(a2007, a1) =

= max(a1, a3)+max(a2, a4)+…+max(a2006, a1)+max(a2007, a2)–2.

Чему может быть равна разность между наибольшим и наименьшим числом из набора a1, a2, …, a2007? (О.Нечаева)
6. Треугольник ABC таков, что 2AB = AC + BC. Докажите, что центры вписанной и описанной окружностей этого треугольника и середины его сторон AC и BC лежат на одной окружности. (Фольклор)
7. Суду предъявлены 80 одинаковых с виду монет. Суд знает, что среди них две или три фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые — тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие три монеты на самом деле фальшивые. Ему нужно доказать суду истинное число фальшивых монет, и для этого можно проводить взвешивания на чашечных весах без гирь. Однако адвокат связан обязательством не разглашать ни про какую монету, фальшивая она или настоящая, и поэтому он не имеет права делать взвешивания, из которых такую информацию можно логически вывести. Как надо действовать адвокату? (А. Шаповалов)
8. Докажите, что ни для какого натурального числа сумма его делителей, дающих остаток 1 при делении на 3, не равна сумме его делителей, дающих остаток 2 при делении на 3. (К. Кноп)
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