XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая лига, 3 тур, краткие решения.

1. Дана выпуклая пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5, в которой сумма любых двух соседних улов основания больше 180(. Точки Bi — середины ребер AiS. Точка C1 — точка пересечения прямых A2A3 и A4A5; аналогично определяются точки C2, …, C5. Докажите, что если плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в одной точке, то плоскости B1B2C4 и аналогичные также пересекаются в одной точке.
Решение. Пусть плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в точке K, а прямая SK пересекает плоскость основания в точке L. Пусть Di — точка пересечения прямых AiL и Ai+2Ai+3 (все индексы берутся по модулю 5). Ясно, что отношение AiK/KBi не зависит от i: оно равно отношению расстояний от K до плоскостей (Ai) и (Bi). Применяя теорему Менелая к треугольнику AiBiDi и секущей SKL, получаем, что отношение k = DiL/LAi также фиксировано. Таким образом, пятиугольник D1D2D3D4D5 гомотетичен исходному с центром L и коэффициентом k. 

Проведем через точку Ci прямую, параллельную Ai+2Ai+3. Пусть эти прямые образуют пятиугольник T1T2T3T4T5. Предположим, что этот пятиугольник гомотетичен исходному с центром в точке M. Рассуждая так же, как и выше, аналогично получаем, что прямая SM пересечет каждую из плоскостей Bi+2Bi+3Ci в одной и той же точке, то есть эти плоскости пересекутся в одной точке. Итак, осталось доказать, что пятиугольники гомотетичны, то есть отношение TiTi+1/AiAi+1 фиксировано.

Пусть прямая A1D1 пересекает отрезок D3D4 в точке E1. При гомотетии, переводящей Ai в Di, точка D1 переходит в E1, поэтому D1L/LE1 = k; следовательно, AiEi/AiDi = (1–k2)/(1+k) = 1–k. Это число — коэффициент гомотетии с центром в A1, переводящей треугольник A1C2C5 в A1D3D4; поэтому C2C5/A3A4 = (C2C5/D3D4)((D3D4/A3A4) = k/(1–k). Осталось заметить, что четырехугольники T3C1A3C5 и T4C2A4C1 являются параллелограммами, поэтому T3T4 = A3C5+C2A4 = C2C5–A3A4 = [(2k–1)/(1–k)](A3A4. Аналогично получаем, что TiTi+1/AiAi+1 = (2k–1)/(1–k), что и требовалось.
( Сведение к (любой) планиметрической задаче — 2 балла.
2. Даны натуральные числа n, k, d. У Миши есть k карточек с числом n и достаточное число карточек со знаками действий  +, –, (, / и скобками. Миша составил из них корректное арифметическое выражение, значение которого — натуральное число 
[image: image70.wmf] 

А

 

C

 

B

 

E

 

D

 

. Докажите, что если все карточки с числом n заменить на карточки с числом d, то значение полученного выражения будет также равно a или не будет определено.
Решение. Для многочлена P(x) обозначим через d(P) сумму модулей его коэффициентов. Нетрудно видеть, что d(P+Q) ≤ d(P)+d(Q) и d(PQ)  ≤ d(P)d(Q). Покажем индукцией по s, что выражение, составленном из s карточек n и знаков действий, можно представить в виде P(n)/Q(n), где P, Q — многочлены с целыми коэффициентами, причем d(P)+d(Q) ≤ 2s. База при s = 1 очевидна: (n = (n/1. Переход. Пусть в нашем выражении последнее действие — сложение (для вычитания — аналогично) выражений, в которых t и s–t карточек n, соответственно. Тогда P/Q+R/S = (PS+QR)/QS, и d(PS+QR)+d(QS) ≤ d(P)d(S)+d(Q)d(R)+d(Q)d(S) ≤ (d(P)+d(Q))(d(R)+d(S)) ≤ 2s, что и требовалось. Если же последнее действие — умножение (или деление), то имеем (P/Q)((R/S) = PR/QS, где d(PR)+d(QS) ≤ d(P)d(R)+d(Q)d(S) ≤ (d(P)+d(Q))(d(R)+d(S)) ≤ 2s. Переход доказан.

Итак, в условиях задачи мы получаем P(n)/Q(n) = a, или P(n)–aQ(n) = 0. Заметим, что
d(P–aQ) ≤ d(P)+ad(Q) ≤ a2k < n. Если многочлен P–aQ — не тождественный ноль, то значение его старшего члена в точке n превосходит сумму модулей значений всех остальных членов, что невозможно. Значит, P(x)–aQ(x) ( 0, что и требовалось.
( Доказана ключевая лемма без дальнейшего продвижения — 6 баллов, задача не решена. Путаница в доказательстве неравенства d(PQ)  ≤ d(P)d(Q) — дыра не более, чем в 4 балла.
3. Вершины графа G можно единственным образом разбить на 5 групп так, что никакие две вершины из одной группы не смежны. Обозначим через n число вершин графа G. Докажите, что в этом графе не менее, чем 4n–10 ребер.
Решение. Пусть вершины графа G разбиты на 5 групп V1, V2, V3, V4, V5, внутри которых нет ребер, и такое разбиение единственно. Пусть Gi,j — индуцированный подграф графа G на множестве вершин Vi ( Vj (то есть подграф на этих вершинах, содержащий все ребра графа G между ними). Докажем, что граф Gi,j связен. Не умаляя общности положим i = 1, j = 2. Предположим противное, пусть граф G1,2 несвязен и W — одна из компонент связности этого графа. Тогда переместим все входящие в W вершины: те, что были в V1, поместим в V2 и наоборот. Получилась новая пара множеств V'1 и V'2: V1 ( V2 = V'1 ( V'2, но {V1,V2} ( {V'1,V'2} (так как W ( V1(V2 и W ( V1(V2). Очевидно, внутри множеств V'1 и V'2 нет ребер, но тогда существование разбиения V'1, V'2, V3, V4, V5 противоречит условию.
Итак, все 10 графов Gi,j связны. Пусть |Vk| = nk, тогда в связном графе Gi,j ровно ni+nj вершин и, следовательно, количество его ребер ei,j ( ni+nj–1. Тогда общее количество ребер графа G, которое равняется сумме всех ei,j, не меньше, чем 4(n1+n2+n3+n4+n5)–10 (каждое множество Vi входит ровно в четыре графа Gi,j).
4. Последовательность натуральных чисел a1, a2, …, 
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 удовлетворяют соотношению ak ≤ k. Докажите, что из неё можно выбрать неубывающую подпоследовательность, состоящую из n+1 члена.
Решение. Для номера k от 1 до 2n определим длину f(k) наибольшей неубывающей подпоследовательности с последним членом ak. Рассмотрим номера k, для которых f(k) принимает одно и то же значение m. Докажем, что соответствующие ak образуют строго убывающую подпоследовательность. Действительно, если вдруг k < l и ak < al, то f(l) > f(k)+1, так как к любой неубывающей подпоследовательности с концом ak можно добавить al. Докажем индукцией по m, что среди первых 2m членов нашей последовательности найдется член ak, для которого f(k) ( m+1. Это равносильно нашему утверждению. База m = 0 очевидна. Докажем переход от меньших значений к m. Пусть i ≤ m, а k — минимальный индекс, для которого f(k) = i; тогда k ≤ 2i–1. При этом существует не больше ak ≤ k ≤ 2i–1 членов с таким значением f, так как они строго убывают. Просуммировав по всем 1 ≤ i ≤ m–1, получаем, что членов ad с f(d) ≤ m не больше, чем 1+2+22+…+2m–1 <2m, то есть существует 1 ≤ k ≤ 2m такое, что f(k) ( m+1.
( Теоремой Дилуорса можно пользоваться без доказательства.
5. X, Y, Z — конечные множества вещественных чисел. Докажите, неравенство |X–Y|(|X–Z| ( |Y–Z|(|X|. Здесь X–Y = {x–y | x ( X, y ( Y}, а |M| — число элементов множества M.
Решение. Достаточно построить инъекцию из множества X((Y–Z) в множество (X–Y)((X–Z). Для каждого a ( Y–Z зафиксируем некоторые ya ( Y, za ( Z такие, что ya–za = a. Паре (x, a) ( X((Y–Z) сопоставим пару (x–ya,x–za) ( (X–Y)((X–Z). Докажем, что построенное отображение инъективно. В самом деле, если вдруг x–ya = x'–yb, x–za = x'–zb, то a = ya–za = (x–za)–(x–ya) = yb–zb = b, тогда ya = yb, za = zb, x = x', что и означает инъективность нашего отображения.
( Особенно внимательно следите за рассуждениями, возможны неочевидные ошибки! В случае сомнений приглашайте старшего по лиге.
6. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, обладающие следующим свойством: если a2–b2 рационально, то число P(a)–P(b) тоже рационально.
Решение. Положим a = –b. Получим, что значение многочлена F(b) = P(–b)–P(b) рационально при любом b. Так как непостоянный многочлен принимает и иррациональные значения, получаем, что F(b) = const = F(0) = 0. Таким образом, P(b) = P(–b), следовательно для некоторого многочлена Q(x) имеем P(x) = Q(x2). Полагая a = 
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, получаем, что Q(b2+1)–Q(b2) рационально при любом b. Отсюда аналогично предыдущему заключаем, что Q(x+1)–Q(x) = const, что возможно только если Q(x) имеет степень 1. Итак, P(x) = ax2+b. Легко видеть, что b может быть любым, а a — обязательно рациональным.
( Только рациональность коэффициентов — 0 баллов. Доказано, что многочлен не имеет членов нечётных степеней — 2 балла.
7. Пусть дано натуральное число n (n ( 5), и 3 = d1 < d2 < …< dm = n!/3 — все делители числа n! от 3 до n!/3 включительно. Докажите, что 
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 для всех 1 ≤ k < m.
Решение. Индукция по n ( 5. При n = 5 в последовательности (di) есть подпоследовательность 3, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 18, 24, 30, 40, в которой любые два числа отличаются меньше, чем в 
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 раз. Значит, для соседних делителей это тоже верно. Переход. По предположению индукции, любые два соседних делителя, не превосходящих (n–1)!/3, отличаются не более, чем в 
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 раз. Делители же, расположенные на отрезке [(n–1)!/3, n!/3], получаются делением числа n! на делители, расположенные на отрезке [3,3n] ( [3,(n–1)!/3]; поскольку последние отличаются не более, чем в 
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 раз, то и для требуемых делителей это утверждение также верно.
8. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и EB можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE.
Решение. Обозначим через O точку пересечения отрезков AC и BE. Сделаем поворот с центром в точке C, переводящий точку B в точку D. Пусть тогда точка A перейдет в точку K. Тогда отрезок DK будет равен и перпендикулярен отрезку AB. Рассмотрим поворот с центром в точке E, переводящий точку A в точку D. Пусть тогда точка B перейдет в точку K'. Тогда отрезок DK' будет равен и перпендикулярен отрезку AB, следовательно, точки K и K' совпадают. Так как (KCO = (KEO = 90(, то четырехугольник CKEO — вписанный и (CKE = (AOE. Далее, AC = CK и BE = EK, поэтому треугольник CKE~— искомый. Его площадь равна (CK(KE(sin(CKE)/2 = (CA(BE(sin(AOE)/2 = S(ABCE), что и требовалось доказать.
( Доказано только существование треугольника — 0 баллов. Проведено геометрическое построение треугольника — 4 балла.
9. Для каждого положительного числа x обозначим через A(x) множество {[nx] | n ( N}. Найдите все иррациональные числа ( > 1, обладающие следующим свойством: если при ( > 0 множество A(() содержится в A((), то (/( — целое число.
Ответ: Все иррациональные ( > 2. Решение. Разберем сначала случай ( > 2. Предположим, что некоторое число ( не получается из ( умножением на натуральное число, но каждое число вида [b(] имеет вид [a(]. Пусть [(] = [k(] = s (k натурально). Существуют такие n, для которых [n(] ( [nk(] (так как (–k( ( 0 и |n((–k()| > 1 для некоторого n). Выберем из таких n наименьшее. Положим m = [(n–1)k(] = [(n–1)(]. Заметим, что целая часть суммы двух слагаемых с известными целыми частями может принимать только два значения: [x]+[y] ≤ [x+y] ≤ [x]+[y]+1. Поэтому числа [n(] = [(n–1)(+(] и [nk(] = [(n–1)k(+k(] могут принимать только значения s+m и s+m+1. По нашему предположению они не равны. С другой стороны, они не могут оба быть целыми частями кратных ( (поскольку такие целые части отличаются не менее чем на 2). Таким образом, число [n(] не является целой частью кратного (. Мы доказали, что ( удовлетворяет условию задачи. Убедимся, что для каждого иррационального ( ( (1; 2) число ( = (/(2–() обладает свойством, сформулированным в условии, то есть для каждого натурального k можно подобрать натуральное m так, чтобы [k(] было равно [m(]. Предположим противное: пусть n = [k(] (то есть n < k(/(2–() < n+1), но [m(] < n < [(m+1)(] (то есть, в частности, m( < n и (m+1)( > n+1). Из первого условия получаем два неравенства (k+n)( > 2n и (k+n+1)( < 2n+2. Складывая их с неравенствами (m+1)( > n+1 и m( < n соответственно, получаем, что (k+m+n+1)( > 3n+1 и (k+m+n+2)( < 3n+2, откуда ( < 1. Противоречие.
( Доказано только, что ( > 2 подходит — 4 балла. Доказано только, что ( < 2 не подходит — 6 баллов, задача не решена.
10. Дан выпуклый многоугольник с нечетным числом сторон. Длины всех его сторон равны 1. Докажите, что его площадь не менее 
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/4.
Решение. Обозначим через S площадь выпуклого четырехугольника ABCD со сторонами AB = a, BC = b, CD = c, DA = d. Имеем 2S = adsinA+bcsinC; из теорем косинусов для треугольников ABD и CBD имеем (a2+d2–b2–c2)/2 = adcosA–bccosB. Возводя оба равенства в квадрат и складывая, получаем, что 4S2+(a2+d2–b2–c2)2/4 = (ad)2+(bc)2–2abcdcos(A+C). Из этой формулы видно, что при фиксированных длинах сторон четырехугольника площадь его тем меньше, чем больше разность суммы противоположных углов с (. 

Докажем, что наименьшая площадь (возможно, вырожденного) выпуклого k-угольника с данными длинами последовательных сторон достигается на треугольнике, на сторонах которого отмечено k–3 вершины, либо на отрезке. В самом деле, назовем вершину невырожденной, если угол в ней меньше развернутого. Пусть есть хотя бы четыре невырожденные вершины. Рассмотрим четырехугольник с вершинами в четырех из них и начнем его «вырождать», сохраняя длины сторон и уменьшая площадь (это достигается увеличением длины диагонали BD, если (A+(C ( (). При этом наш многоугольник будет естественным образом меняться, пока где–то не выродится очередная вершина. Продолжая таким образом, за конечное число шагов придем к треугольнику или к отрезку.
Для нечетноугольника с единичными сторонами мы придем к треугольнику с целыми сторонами a, b, c и нечетным периметром — стало быть, не к отрезку. По формуле Герона для его площади S получаем 16S2 = (a+b+c)(a+b–c)(b+c–a)(a+c–b) ( 3(1(1(1 = 3, что и требовалось доказать.
( Формулой Брахмагупты (доказанной в начале решения) можно пользоваться без доказательства.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая лига, 3 тур, краткие решения.

1. У Леши есть клетчатый квадрат 2006(2006 и ножницы. Леша вырезал из квадрата по линиям сетки k доминошек, каждая из которых покрывает одну из клеток диагонали, исходящей из левого нижнего угла квадрата. Оказалось, что оставшуюся часть квадрата нельзя разрезать на доминошки. При каком наименьшем k это могло случиться?
Ответ: 1004. Решение. Пусть зафиксирована главная диагональ D из левого нижнего угла. Рассмотрим шахматную раскраску доски, при которой D черная. Квадрат без D распадается на две части — левую L и правую R. Пусть DR и DL — диагонали, соседние с главной диагональю D в частях R и L соответственно. Если вырезать 2006 доминошек, покрывающих все клетки главной диагонали, то доска распадется на две части — FR ( R и FL ( L. Части FR и FL отличаются от R и L отсутствием клеток диагоналей DR и DL соответственно, покрытых вырезанными доминошками. Нетрудно заметить, что в части FR поровну черных и белых клеток (в шахматной раскраске) тогда и только тогда, когда |R|–|FR| = 1003, аналогично для FL.
Произвольно вырежем 1004 доминошки, каждая из которых содержит клетку диагонали и клетку правой части R (это легко сделать различными способами). Предположим, что после этого можно разбить доску на доминошки и вырежем все клетки этого разбиения, покрывающие оставшиеся клетки диагонали D, получив фигуры FR и FL. Тогда |R|–|FR| ( 1004, следовательно, часть FR нельзя разрезать на доминошки, противоречие. Предположим, что Леша вырезал 1003 доминошки. Докажем, что можно вырезать доминошки, содержащие остальные клетки диагонали D так, чтобы ровно 1003 из них содержали клетки из R (и, соответственно, 1003 из них содержали клетки из L). Рассмотрим пустые клетки, разобьем их на цепочки подряд идущих пустых клеток, по краям ограниченные доминошками или стенками квадрата. Пусть в такой цепочке C ровно k клеток, нижнюю клетку цепочки назовем k1, верхнюю — k2. Пусть r1 — клетка под k1 на DR, а r2 — клетка справа от k2. Все k–1 клеток между r1 и r2 на DR свободны, если свободна хотя бы одна из этих двух клеток, то все клетки с участка C можно покрыть доминошками, имеющими клетку в R. Аналогично пусть l1 — клетка слева от k1 на DL, а l2 — клетка снизу от k2 на DL. Аналогичные рассуждения верны и для участка DR между r1 и r2. Более того, если на обоих этих промежутках есть хотя бы k свободных клеток, то доминошки можно расположить так, чтобы получить любую разность количества покрытых ими клеток в R и L в пределах от –k до k (но той же четности, что и k).
Рассмотрим случай, когда свободный участок на DR содержит k–1 клетку. Обе клетки k1 и k2 не могут быть углами квадрата, пусть k1 не является нижним левым углом. Тогда клетка r1 занята доминошкой и либо k2 — правый верхний угол, либо клетка r2 занята доминошкой. В этом случае покроем k1 горизонтальной доминошкой налево в часть L и объединим эту доминошку в пару с доминошкой под ней, покрывающей r1 (они образуют квадрат 2(2). Легко видеть, что для оставшихся k–1 свободных клеток цепочки C есть возможность накрыть их доминошками так, чтобы получить любую разность количества покрытых ими клеток в R и L в пределах от 1–k до k–1 (но той же четности, что и k–1).

При необходимости поступим так с каждым участком свободных клеток на D, пусть всего мы получили t пар противоположно ориентированных доминошек, в этих парах поровну клеток из R и L, следовательно, разность r количества покрытых на этот момент клеток из R и L не превосходит 1003–t. Очевидно, столько же свободных клеток осталось на диагонали D, причем их по доказанному выше мы можем вырезая доминошки на этих клетках обеспечить любую разноcть количества покрытых клеток из R и L от 1003–t до t–1003 (той же четности что и 1003–t), в частности, можно получить разность –r тем самым добившись желаемого.
Теперь у нас |R|–|FR| = |L|–|FL| = 1003, следовательно, в каждой из фигур FR и FL поровну черных и белых клеток. Покажем, как разрезать FR на доминошки (для FL аналогично). Пусть D1 и D2 — следующие за DR диагонали, состоящие из 2005 и 2004 клеток соответственно. Вырежем из FR доминошки, покрывающие 1003 клетки диагонали DR произвольно — получится новая фигура, в которой на D1 останется 1002 клетки. Теперь вырежем доминошки, покрывающие эти 1002 клетки и получится новая фигура F'R, в которой на диагонали D2 из 2004 клеток осталось ровно 1002, а черных и белых клеток очевидно поровну. Таким образом, мы свели задачу к задаче для аналогичной фигуры меньшего размера.
( Ответ без обоснования –– 0 баллов. Ответ и обоснование того, что 1004 нельзя –– 4 балла. Доказательство без обоснования того, что можно правильно покрыть диагональ (пример на 1004 с обоснованием и разрезание на доминошки фигур остающихся после покрытия диагонали) –– 6 баллов, задача не решена. Пример на 1004 с обоснованием и лемма о покрытии диагонали –– 6 баллов, задача не решена.
2. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и EB можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE.
Решение. Обозначим через O точку пересечения отрезков AC и BE. Сделаем поворот с центром в точке C, переводящий точку B в точку D. Пусть тогда точка A перейдет в точку K. Тогда отрезок DK будет равен и перпендикулярен отрезку AB. Рассмотрим поворот с центром в точке E, переводящий точку A в точку D. Пусть тогда точка B перейдет в точку K'. Тогда отрезок DK' будет равен и перпендикулярен отрезку AB, следовательно, точки K и K' совпадают. Так как (KCO = (KEO = 90(, то четырехугольник CKEO — вписанный и (CKE = (AOE. Далее, AC = CK и BE = EK, поэтому треугольник CKE~— искомый. Его площадь равна (CK(KE(sin(CKE)/2 = (CA(BE(sin(AOE)/2 = S(ABCE), что и требовалось доказать.
3. Пусть дано натуральное число n (n ( 5), и 3 = d1 < d2 < …< dm = n!/3 — все делители числа n! от 3 до n!/3 включительно. Докажите, что 
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 для всех 1 ≤ k < m.
Решение. Индукция по n ( 5. При n = 5 в последовательности (di) есть подпоследовательность 3, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 18, 24, 30, 40, в которой любые два числа отличаются меньше, чем в 
[image: image10.wmf]2

 раз. Значит, для соседних делителей это тоже верно. Переход. По предположению индукции, любые два соседних делителя, не превосходящих (n–1)!/3, отличаются не более, чем в 
[image: image11.wmf]2

 раз. Делители же, расположенные на отрезке [(n–1)!/3, n!/3], получаются делением числа n! на делители, расположенные на отрезке [3,3n] ( [3,(n–1)!/3]; поскольку последние отличаются не более, чем в 
[image: image12.wmf]2

 раз, то и для требуемых делителей это утверждение также верно.
4. Вершины графа G можно единственным образом разбить на 5 групп так, что никакие две вершины из одной группы не смежны. Докажите, что в этом графе не менее, чем 4n–10 ребер.
Решение. Пусть вершины графа G разбиты на 5 групп V1, V2, V3, V4, V5, внутри которых нет ребер, и такое разбиение единственно. Пусть Gi,j — индуцированный подграф графа G на множестве вершин Vi ( Vj (то есть подграф на этих вершинах, содержащий все ребра графа G между ними). Докажем, что граф Gi,j связен. Не умаляя общности положим i = 1, j = 2. Предположим противное, пусть граф G1,2 несвязен и W — одна из компонент связности этого графа. Тогда переместим все входящие в W вершины: те, что были в V1, поместим в V2 и наоборот. Получилась новая пара множеств V'1 и V'2: V1 ( V2 = V'1 ( V'2, но {V1,V2} ( {V'1,V'2} (так как W ( V1(V2 и W ( V1(V2). Очевидно, внутри множеств V'1 и V'2 нет ребер, но тогда существование разбиения V'1, V'2, V3, V4, V5 противоречит условию.

Итак, все 10 графов Gi,j связны. Пусть |Vk| = nk, тогда в связном графе Gi,j ровно ni+nj вершин и, следовательно, количество его ребер ei,j ( ni+nj–1. Тогда общее количество ребер графа G, которое равняется сумме всех ei,j, не меньше чем 4(n1+n2+n3+n4+n5)–10 (каждое множество Vi входит ровно в четыре графа Gi,j.

5. Касательная в вершине прямого угла A к описанной окружности S прямоугольного треугольника ABC пересекает луч CB в точке D. Точка E симметрична точке A относительно прямой BC. Точка P — середина высоты из вершины A треугольника AEC. Прямая CP пересекает S вторично в точке Q. Докажите, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD.
Решение. Обозначим через M точку пересечения AE и BC и через N основание высоты из вершины A треугольника AEC. Заметим, что, поскольку касательная к S в вершине A пересекает продолжение стороны BC за точку B, (ACB < (ABC, треугольник ACE остроугольный, точка P лежит внутри треугольника ACM и точка Q лежит на дуге AB, не содержащей C. Заметим далее, что PM — средняя линия треугольника NAE, следовательно, (APM = 90( и (AMP = (AEC = (AQC. То есть четырехугольник AQMP вписанный и (AQM = 90(. Кроме того очевидно, что (AMD = 90(. По симметрии ED является касательной к S в точке E. Следовательно, (DEQ = (EAQ = 90(–(AMQ = (DMQ. Таким образом, четырехугольник DEMQ вписанный и (QDM = (QEM = (QEA = (QAD, откуда и следует то, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD.
6. Даны натуральные числа n, k, d. У Миши есть k карточек с числом n и достаточное число карточек со знаками действий  +, –, (, / и скобками. Миша составил из них корректное арифметическое выражение, значение которого — натуральное число 
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. Докажите, что если все карточки с числом n заменить на карточки с числом d, то значение полученного выражения будет также равно a или не будет определено.
Решение. Для многочлена P(x) обозначим через d(P) сумму модулей его коэффициентов. Нетрудно видеть, что d(P+Q) ≤ d(P)+d(Q) и d(PQ)  ≤ d(P)d(Q). Покажем индукцией по s, что выражение, составленном из s карточек n и знаков действий, можно представить в виде P(n)/Q(n), где P, Q — многочлены с целыми коэффициентами, причем d(P)+d(Q) ≤ 2s. База при s = 1 очевидна: (n = (n/1. Переход. Пусть в нашем выражении последнее действие — сложение (для вычитания — аналогично) выражений, в которых t и s–t карточек n, соответственно. Тогда P/Q+R/S = (PS+QR)/QS, и d(PS+QR)+d(QS) ≤ d(P)d(S)+d(Q)d(R)+d(Q)d(S) ≤ (d(P)+d(Q))(d(R)+d(S)) ≤ 2s, что и требовалось. Если же последнее действие — умножение (или деление), то имеем (P/Q)((R/S) = PR/QS, где d(PR)+d(QS) ≤ d(P)d(R)+d(Q)d(S) ≤ (d(P)+d(Q))(d(R)+d(S)) ≤ 2s. Переход доказан.

Итак, в условиях задачи мы получаем P(n)/Q(n) = a, или P(n)–aQ(n) = 0. Заметим, что
d(P–aQ) ≤ d(P)+ad(Q) ≤ a2k < n. Если многочлен P–aQ — не тождественный ноль, то значение его старшего члена в точке n превосходит сумму модулей значений всех остальных членов, что невозможно. Значит, P(x)–aQ(x) ( 0, что и требовалось.
7. Дана выпуклая пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5, в которой сумма любых двух соседних улов основания больше 180(. Точки Bi — середины ребер AiS. Точка C1 — точка пересечения прямых A2A3 и A4A5; аналогично определяются точки C2, …, C5. Докажите, что если плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в одной точке, то плоскости B1B2C4 и аналогичные также пересекаются в одной точке.
Решение. Пусть плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в точке K, а прямая SK пересекает плоскость основания в точке L. Пусть Di — точка пересечения прямых AiL и Ai+2Ai+3 (все индексы берутся по модулю 5). Ясно, что отношение AiK/KBi не зависит от i: оно равно отношению расстояний от K до плоскостей (Ai) и (Bi). Применяя теорему Менелая к треугольнику AiBiDi и секущей SKL, получаем, что отношение k = DiL/LAi также фиксировано. Таким образом, пятиугольник D1D2D3D4D5 гомотетичен исходному с центром L и коэффициентом k. 

Проведем через точку Ci прямую, параллельную Ai+2Ai+3. Пусть эти прямые образуют пятиугольник T1T2T3T4T5. Предположим, что этот пятиугольник гомотетичен исходному с центром в точке M. Рассуждая так же, как и выше, аналогично получаем, что прямая SM пересечет каждую из плоскостей Bi+2Bi+3Ci в одной и той же точке, то есть эти плоскости пересекутся в одной точке. Итак, осталось доказать, что пятиугольники гомотетичны, то есть отношение TiTi+1/AiAi+1 фиксировано.

Пусть прямая A1D1 пересекает отрезок D3D4 в точке E1. При гомотетии, переводящей Ai в Di, точка D1 переходит в E1, поэтому D1L\over LE1 = k; следовательно, AiEi/AiDi = (1–k2)/(1+k) = 1–k. Это число — коэффициент гомотетии с центром в A1, переводящей треугольник A1D3D4 в A1C2C5; поэтому C2C5/A3A4 = (C2C5/D3D4)((D3D4/A3A4) = k/(1–k). Осталось заметить, что четырехугольники T3C1A3C5 и T4C2A4C1 являются параллелограммами, поэтому T3T4 = A3C5+C2A4 = C2C5–A3A4 = [(2k–1)/(1–k)](A3A4. Аналогично получаем, что TiTi+1/AiAi+1 = (2k–1)/(1–k), что и требовалось.
( Сведение к (любой) планиметрической задаче — 2 балла.

8. Дано вещественное число b. Известно, что для любого натурального числа n число [nb] представляется в виде 
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, где m – натуральное число. Докажите, что число 
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 — целое.
Решение. Условие означает, что для любого натурального n существует такое натуральное m, что [n(] < m
[image: image16.wmf]101

 < [n(]+1 или, что то же самое, n(–{n(} < m
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 < n(–{n(}+1. Разделив неравенство на 
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Отметим, что величины 
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[image: image21.wmf]1

101

n

b

+

по модулю меньше 
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. Рассмотрим два случая.
1) Пусть 
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 иррационально. Тогда нетрудно показать, что существует такое n, что 
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. В этом случае неравенство (*) очевидно не может выполняться.
2) Пусть 
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 рационально. При четном q = 2k и n = k имеем 
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, и неравенство (*) очевидно не может выполняться. При нечетном q = 2k+1 и n = k имеем 
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, и неравенство (*) также не может выполняться.
( Доказано только для одного из случаев 
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 рационально или иррационально –– 6 баллов и задача не решена.
9. Натуральные числа раскрашены в 3 цвета так, что цвет НОД(a, b) однозначно определяется цветами чисел a и b. Докажите, что цвет НОД(a, b) совпадает с цветом числа a или с цветом числа b.
Решение. Изучим свойства таких раскрасок. Обозначим цвет числа х через Ц(x). Равенство НОД(a,b) = d влечет правило цветов НОД(Ц(a), Ц(b)) = Ц(d). Поскольку НОД(a,a) = a, то НОД одноцветных того же цвета.
Пусть цвета белый (Б), синий (С), красный (К), mБ, mС и 1 — соответственно минимальные белое, синее и красное числа/ Для красного все хорошо: ввиду тождества НОД(1,a) = a для любого цвета Х действует правило НОД(К,X) = X. . Обозначим mБС = НОК(mБ, mС). Ц(mБС) ( К, иначе Ц(mБ) = Ц(НОД(mБ, mБС)) = НОД(Б,К) = К. Пусть для определенности Ц(mБС) = С. Равенство mБ = НОД(mБ, mБС) дает правило НОД(Б,С) = Б.
10. Про 27 монет известно, что 26 из них настоящие и весят 1 грамм, а ещё одна монета фальшивая и весит m, m+1 или m+2 граммов (где m — натуральное число, известное взвешивающему). Оказалось, что за два взвешивания на чашечных весах без гирь можно определить вес фальшивой монеты. При каком наибольшем m это возможно?
Ответ: При m = 9. Решение. Пусть m ≤ 9. Докажем, что можно определить вес фальшивой монеты. Первым взвешиванием взвесим две группы из 9 монет каждая, в результате определим 9 монет, среди которых есть фальшивая. Теперь взвесим эти 9 монет на левой чаше весов и 9+m ≤ 18 настоящих монет — на правой. Равенство покажет, что фальшивая монета весит ровно m+1 грамм, перевес левой чашки — что вес равен m+2, а перевес правой — что m.

Пусть m ( 10. Докажем, что невозможно определить вес фальшивой монеты. Предположим, что это можно сделать. Как бы ни проводилось первое взвешивание, оно разбивает монеты на три группы — R, L (на правой и левой чашках весов) и S (не участвовали во взвешивании). При любом разбиении возможна ситуация, когда фальшивая монета окажется в самой многочисленной группе (если таких групп несколько, то в одной из них). Далее мы будем рассматривать именно эту ситуацию.
Пусть, к примеру, фальшивая монета в S, тогда |S| ( 9. Разумеется, мы не знаем, какая именно монета из S является фальшивой, поэтому  во втором взвешивании обязательно должны принимать участие все монеты из S иначе все взвешенные монеты могут оказаться настоящими и  определить вес фальшивой будет невозможно. Если мы положим все монеты из S (не менее 9) на  одну чашку весов (например, на левую), и любое количество остальных (естественно, не более 18) — на правую, то пусть левая чаша перевесит. В этом случае мы не можем различить ситуации, когда фальшивая монета весит m+1 или m+2. Если же мы проведем взвешивание, в котором часть монет из S лежит на левой чашке, а часть — на правой, то пусть фальшивая монета окажется там, где монет не меньше, в этом случае никакой информации о весе фальшивой монеты мы не получим. Таким образом, в случае m ( 10 установить вес фальшивой монеты невозможно.
( Ответ с алгоритмом взвешивания при m ≤ 9 –– 4 балла.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая лига, 3 тур, краткие решения.

1. На доске 50×50 выставлены несколько ладей так, что каждое поле (как пустое, так и занятое) побито одинаковым числом ладей. Сколько всего ладей на доске? (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет.)
Ответ: 100. Решение. Пусть каждое поле и ладья побиты k ладьями. Ясно, что k ( 1: две бьющие друг друга ладьи не бьют всю доску, а третья ладья побьет кого-то из них либо уже побитое поле. Значит, k = 2: cамая правая из верхних ладей побита не более чем двумя. Докажем, что на каждой горизонтали или вертикали стоит не больше двух ладей. Допустим противное: ладьи X, Y и Z стоят на одной горизонтали в вертикалях x, y, z соответственно, y между x и z. Тогда на вертикали y других ладей нет. Ладьи X, Y и Z входят в «цикл» бьющих друг друга ладей. Обходя цикл, мы пересечем вертикаль y еще раз. Поле на пересечении побито трижды. Противоречие.

Если есть пустая вертикаль, то каждое поле на ней побито дважды по горизонтали. Значит, на каждой горизонтали ровно две ладьи, и всего их 100. Если есть вертикаль с ровно одной ладьей, то эта ладья дважды побита по горизонтали – но трех ладей на горизонтали быть не может. Противоречие.

Остался случай когда на каждой вертикали ровно по 2 ладьи, и тогда всего их 100.
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2. В окружность вписан прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой ВС. На каждой из трёх дуг АВ, АС и ВС, на которые разбивается окружность, выбрано по точке (F, E, D соответственно), и в этих точках проведены касательные к окружности. Заключённый между прямыми АВ и АС отрезок касательной, проведённой через точку F, делится этой точкой пополам. Аналогично устроены отрезок касательной в точке Е и отрезок касательной в точке D. Докажите, что треугольник DEF — правильный.
Решение. Угол A — прямой, значит, дуга BAC равна 180 градусам. Пусть величина дуги BF составляет 2(, а величина дуги BD составляет 2(. Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через F с прямыми AC и AB через M и N, соответственно.

AF — медиана в прямоугольном треугольнике NAM. Она равна половине гипотенузы, т.е. AF = NF, отсюда, углы FAN и FNA равны, а угол MFA в два раза больше угла FAN. Поэтому  дуга AF составляет 4(. Аналогично, дуга AE в два раза больше дуги EC. Таким образом, дуга FAE составляет две трети дуги BAC, т.е. 120 градусов. 

Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через D с прямыми AC и AB через T и S, соответственно. AD – медиана в прямоугольном треугольнике SAT. Рассматривая медиану, проведённую к гипотенузе ST прямоугольного треугольника SAT, видим, что дуга СD равна 3(+(. Поэтому дуга BDC равна 3(+3(. Но это полуокружность, поэтому 2(+2( = 120( и все углы треугольника EFD составляют .60 градусов.
3. В каждой клетке прямоугольной таблицы стоит неотрицательное число, причём нет ни строк, ни столбцов, состоящих из одних нулей. Известно также, что суммы чисел в любом столбце и любой строке, на пересечении которых стоит положительное число, равны. Докажите, что таблица — квадратная.
Решение. Прежде всего, заметим, что условия на таблицу не меняются, если в ней переставить строки или столбцы. Будем вести индукцию по числу строк. Если строка одна, то условие задачи означает, что все числа положительны и одинаковы, причём каждый из них равен сумме всех. Тогда, конечно, строка имеет длину один. Теперь пусть число строк равно m, а число столбцов равно n. Если суммы чисел во всех строках одинаковы и равны s, то и во всех столбцах они тоже равны s. Подсчитывая сумму чисел в таблице двумя способами, получаем ms = ns, откуда m = n. Выберем теперь все строки (их число равно r<m) с суммой s и столбцы, пересекающие их по ненулевым элементам (их число равно t, а сумма тоже равна s). Поставим эти строки и эти столбцы на первые места. Тогда таблица распадается на четыре таблицы: таблица размером r(t, под ней таблица размером (m–r)(t из одних нулей, правее её таблица размером r((n–t) из одних нулей и ещё одна ненулевая таблица размером (m–r)((n–t). Для каждой из ненулевых таблиц условия задачи вы выполнены, а строк у них меньше. Тогда по предположению индукции m–r = t и r = n–t, откуда m = n.
4. Найдите все простые числа р такие, что каждое из чисел 
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 есть точный квадрат.
Решение. Запишем условие задачи в виде системы из двух уравнений: p+1=2x2  и p2+1=2y2. Из этих равенств видно, что x < p, y < p и 2(х–у)(х+у) = p(p–1) делится на р. Но это означает, что x+y = p и
p–1 = 2(p–2x). Решая это уравнение совместно с первым, находим х = 2 и p = 7.
5. Натуральные числа раскрашены в 3 цвета так, что цвет НОД(a, b) однозначно определяется цветами чисел a и b. Докажите, что цвет НОД(a, b) совпадает с цветом числа a или с цветом числа b.
Решение. Изучим свойства таких раскрасок. Обозначим цвет числа х через Ц(x). Равенство НОД(a,b) = d влечет правило цветов НОД(Ц(a), Ц(b)) = Ц(d). Поскольку НОД(a,a) = a, то НОД одноцветных того же цвета.
Пусть цвета белый (Б), синий (С), красный (К), mБ, mС и 1 — соответственно минимальные белое, синее и красное числа/ Для красного все хорошо: ввиду тождества НОД(1,a) = a для любого цвета Х действует правило НОД(К,X) = X. . Обозначим mБС = НОК(mБ, mС). Ц(mБС) ( К, иначе Ц(mБ) = Ц(НОД(mБ, mБС)) = НОД(Б,К) = К. Пусть для определенности Ц(mБС) = С. Равенство mБ = НОД(mБ, mБС) дает правило НОД(Б,С) = Б.
6. На плоскости имеется 4 точки А1, А2, А3, А4, каждой из которых сопоставлено число (1, (2, (3, (4, так, квадрат расстояния между любой парой точек Аi, и Аj совпадает с числом (i,+(j. Докажите равенство 
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Решение. Разобьём все точки на две пары: ai, ak и aj, am. По условию aiaj2 – akaj2 = (i–(k = aiam2–akam2. Хорошо известно (и легко доказывается), что это условие эквивалентно перпендикулярности прямых aiak и ajam. Поскольку это верно для любого разбиения четвёрки точек на пары, понятно, что точки расположены следующим образом: три лежат в вершинах треугольника, а четвёртая — его ортоцентр. Из теоремы косинусов и условия вытекает равенства 2(1 = a1a22+a1a32–a2a32 = 2a1a2(a1a3cos(А2А1А3; 2(2= 2a1a2(a2a4cos(А1А2А4; 2(3 = 2a1a3(a3a4cos(А1А3А4; 2(4 = 2a3a4(a2a4cos(А2А4А3. Но (А2А1А3 = (А2А4А3, (А1А2А4 = (–(А1А3А4. Тогда легко получить: 
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, что эквивалентно требуемому равенству.
7. Функция f определена на множестве всех натуральных чисел, принимает значения в множестве натуральных чисел, и одно из её значений равно 1. Кроме того известно, что для любого натурального n выполнено равенство f(n+f(n))  = f(n). Докажите, что эта функция при всех значениях аргумента принимает значение 1.
Решение. Легко видеть, что, если эта функция при каком-нибудь n принимает значение 1, то и при всех больших n она принимает значение 1. В то же время, если функция принимает значение n0 > 1, то она снова будет принимать это значение с периодом n0. Это означает, что функция не может принимать никаких значений кроме 1.
8. Про 27 монет известно, что 26 из них настоящие и весят 1 грамм, а ещё одна монета фальшивая и весит m, m+1, или m+2 граммов (где m — натуральное число, известное взвешивающему). Оказалось, что за два взвешивания на чашечных весах без гирь можно определить вес фальшивой монеты. При каком наибольшем m это возможно?
Решение. Пусть m ≤ 9. Докажем, что можно определить вес фальшивой монеты. Первым взвешиванием взвесим две группы из 9 монет каждая, в результате определим 9 монет, среди которых есть фальшивая. Теперь взвесим эти 9 монет на левой чаше весов и 9+m ≤ 18 настоящих монет — на правой. Равенство покажет, что фальшивая монета весит ровно m+1 грамм, перевес левой чашки — что вес равен m+2, а перевес правой — что m.

Пусть m ( 10. Докажем, что невозможно определить вес фальшивой монеты. Предположим, что это можно сделать. Как бы ни проводилось первое взвешивание, оно разбивает монеты на три группы — R, L (на правой и левой чашках весов) и S (не участвовали во взвешивании). При любом разбиении возможна ситуация, когда фальшивая монета окажется в самой многочисленной группе (если таких групп несколько, то в одной из них). Далее мы будем рассматривать именно эту ситуацию.

Пусть, к примеру, фальшивая монета в S, тогда |S| ( 9. Разумеется, мы не знаем, какая именно монета из S является фальшивой, поэтому во втором взвешивании обязательно должны принимать участие все монеты из S иначе все взвешенные монеты могут оказаться настоящими и определить вес фальшивой будет невозможно. Если мы положим все монеты из S (не менее 9) на  одну чашку весов (например, на левую), и любое количество остальных (естественно, не более 18) — на правую, то пусть левая чаша перевесит. В этом случае мы не можем различить ситуации, когда фальшивая монета весит m+1 или m+2. Если же мы проведем взвешивание, в котором часть монет из S лежит на левой чашке, а часть — на правой, то пусть фальшивая монета окажется там, где монет не меньше, в этом случае никакой информации о весе фальшивой монеты мы не получим. Таким образом, в случае m ( 10 установить вес фальшивой монеты невозможно.

( Ответ с алгоритмом взвешивания при m ≤ 9 –– 4 балла.

9. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, обладающие следующим свойством: если a2–b2 рационально, то число P(a)–P(b) тоже рационально.
Решение. Положим a = –b. Получим, что значение многочлена F(b) = P(–b)–P(b) рационально при любом b. Так как непостоянный многочлен принимает и иррациональные значения, получаем, что F(b) = const = F(0) = 0. Таким образом, P(b) = P(–b), следовательно для некоторого многочлена Q(x) имеем P(x) = Q(x2). Полагая a = 
[image: image33.wmf]2

1

b

+

, получаем, что Q(b2+1)–Q(b2) рационально при любом b. Отсюда аналогично предыдущему заключаем, что Q(x+1)–Q(x) = const, что возможно только если Q(x) имеет степень 1. Итак, P(x) = ax2+b. Легко видеть, что b может быть любым, а a — обязательно рациональным.
10. Докажите, что для любых чисел 
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 выполнено неравенство 
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Решение. Будем использовать неравенство между средними 
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. Имеем цепочку неравенств: 
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. Последнее неравенство получается применением неравенства между средними к каждому из слагаемых, стоящих в скобке.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая юниорская лига, 3 тур, краткие решения.

1. У Леши есть клетчатый квадрат 2006(2006 и ножницы. Леша вырезал из квадрата по линиям сетки k доминошек, каждая из которых покрывает одну из клеток диагонали, исходящей из левого нижнего угла квадрата. Оказалось, что оставшуюся часть квадрата нельзя разрезать на доминошки. При каком наименьшем k это могло случиться?
Ответ: 1004. Решение. Пусть зафиксирована главная диагональ D из левого нижнего угла. Рассмотрим шахматную раскраску доски, при которой D черная. Квадрат без D распадается на две части — левую L и правую R. Пусть DR и DL — диагонали, соседние с главной диагональю D в частях R и L соответственно. Если вырезать 2006 доминошек, покрывающих все клетки главной диагонали, то доска распадется на две части — FR ( R и FL ( L. Части FR и FL отличаются от R и L отсутствием клеток диагоналей DR и DL соответственно, покрытых вырезанными доминошками. Нетрудно заметить, что в части FR поровну черных и белых клеток (в шахматной раскраске) тогда и только тогда, когда |R|–|FR| = 1003, аналогично для FL.
Произвольно вырежем 1004 доминошки, каждая из которых содержит клетку диагонали и клетку правой части R (это легко сделать различными способами). Предположим, что после этого можно разбить доску на доминошки и вырежем все клетки этого разбиения, покрывающие оставшиеся клетки диагонали D, получив фигуры FR и FL. Тогда |R|–|FR| ( 1004, следовательно, часть FR нельзя разрезать на доминошки, противоречие. Предположим, что Леша вырезал 1003 доминошки. Докажем, что можно вырезать доминошки, содержащие остальные клетки диагонали D так, чтобы ровно 1003 из них содержали клетки из R (и, соответственно, 1003 из них содержали клетки из L). Рассмотрим пустые клетки, разобьем их на цепочки подряд идущих пустых клеток, по краям ограниченные доминошками или стенками квадрата. Пусть в такой цепочке C ровно k клеток, нижнюю клетку цепочки назовем k1, верхнюю — k2. Пусть r1 — клетка под k1 на DR, а r2 — клетка справа от k2. Все k–1 клеток между r1 и r2 на DR свободны, если свободна хотя бы одна из этих двух клеток, то все клетки с участка C можно покрыть доминошками, имеющими клетку в R. Аналогично пусть l1 — клетка слева от k1 на DL, а l2 — клетка снизу от k2 на DL. Аналогичные рассуждения верны и для участка DR между r1 и r2. Более того, если на обоих этих промежутках есть хотя бы k свободных клеток, то доминошки можно расположить так, чтобы получить любую разность количества покрытых ими клеток в R и L в пределах от –k до k (но той же четности, что и k).
Рассмотрим случай, когда свободный участок на DR содержит k–1 клетку. Обе клетки k1 и k2 не могут быть углами квадрата, пусть k1 не является нижним левым углом. Тогда клетка r1 занята доминошкой и либо k2 — правый верхний угол, либо клетка r2 занята доминошкой. В этом случае покроем k1 горизонтальной доминошкой налево в часть L и объединим эту доминошку в пару с доминошкой под ней, покрывающей r1 (они образуют квадрат 2(2). Легко видеть, что для оставшихся k–1 свободных клеток цепочки C есть возможность накрыть их доминошками так, чтобы получить любую разность количества покрытых ими клеток в R и L в пределах от 1–k до k–1 (но той же четности, что и k–1).

При необходимости поступим так с каждым участком свободных клеток на D, пусть всего мы получили t пар противоположно ориентированных доминошек, в этих парах поровну клеток из R и L, следовательно, разность r количества покрытых на этот момент клеток из R и L не превосходит 1003–t. Очевидно, столько же свободных клеток осталось на диагонали D, причем их по доказанному выше мы можем вырезая доминошки на этих клетках обеспечить любую разноcть количества покрытых клеток из R и L от 1003–t до t–1003 (той же четности что и 1003–t), в частности, можно получить разность –r тем самым добившись желаемого.
Теперь у нас |R|–|FR| = |L|–|FL| = 1003, следовательно, в каждой из фигур FR и FL поровну черных и белых клеток. Покажем, как разрезать FR на доминошки (для FL аналогично). Пусть D1 и D2 — следующие за DR диагонали, состоящие из 2005 и 2004 клеток соответственно. Вырежем из FR доминошки, покрывающие 1003 клетки диагонали DR произвольно — получится новая фигура, в которой на D1 останется 1002 клетки. Теперь вырежем доминошки, покрывающие эти 1002 клетки и получится новая фигура F'R, в которой на диагонали D2 из 2004 клеток осталось ровно 1002, а черных и белых клеток очевидно поровну. Таким образом, мы свели задачу к задаче для аналогичной фигуры меньшего размера.
( Ответ без обоснования –– 0 баллов. Ответ и обоснование того, что 1004 нельзя –– 4 балла. Доказательство без обоснования того, что можно правильно покрыть диагональ (пример на 1004 с обоснованием и разрезание на доминошки фигур остающихся после покрытия диагонали) –– 6 баллов, задача не решена. Пример на 1004 с обоснованием и лемма о покрытии диагонали –– 6 баллов, задача не решена.
2. На контрольной учитель смог рассадить весь класс из n человек по трем комнатам так, что никакая пара друзей не попала в одну комнату. Подумав, учитель понял, что других способов так рассадить нет. Докажите, что в классе не менее 2n–3 пар друзей.
Решение. При n = 2, 3 все дружат между собой, иначе способ рассадки не единственный. Заметим, что при n ( 3 пустых комнат нет, иначе можно пересадить в пустую человека из комнаты с не менее чем двумя участниками и получит новый способ рассадки. Рассмотрим граф дружб для двух комнат из трех, скажем A и B. Пусть он не связен. Выберем одну компоненту. Учеников из этой компоненты из A переведем в B, а из B — в A. Получится новый способ. Противоречие. Значит, для каждой пары комнат граф связен. Пусть в комнатах сидят a, b, c учеников, a+b+c = n. Тогда ребер между парами комнат не меньше a+b–1, a+c–1 и b+c–1 соответственно, d  сумме 2(a+b+c)–3 = 2n–3.
3. Для натурального числа n ( 5 выписаны в порядке возрастания все делители числа n! от 3 до n!/3. Докажите, что если a и b — соседи в этом ряду, то 2a2 > b2.
Решение. Индукция по n ( 5. При n = 5 в последовательности (di) есть подпоследовательность 3, 4, 5, 6, 8, 10, 14, 18, 24, 30, 40, в которой любые два числа отличаются меньше, чем в 
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 раз. Значит, для соседних делителей это тоже верно. Переход. По предположению индукции, любые два соседних делителя, не превосходящих (n–1)!/3, отличаются не более, чем в 
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 раз. Делители же, расположенные на отрезке [(n–1)!/3, n!/3], получаются делением числа n! на делители, расположенные на отрезке [3,3n] ( [3,(n–1)!/3]; поскольку последние отличаются не более, чем в 
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 раз, то и для требуемых делителей это утверждение также верно.

4. Все натуральные числа раскрашены в k цветов так, что цвет НОД(a,b) однозначно определяется цветами a и b (например, цвет НОД синего и красного чисел всегда синий). При каких k верно, что тогда цвет НОД(a,b) всегда совпадает с цветом числа a или с цветом числа b?
Ответ: При k ( 3. Решение. Контрпример для k ( 4. Для I =  4, 5, …, k–1: в цвет Цi красим числа, кратные 6i–3, но не кратные 6i–2 , в цвет Цk кратные 6k–3. Еще 3 цвета: Ц2 и Ц3 — кратные 2 и 3 соответственно, но не кратные 6. Ц1 — все остальные числа. Ясно, что цвет определяется однозначно, но НОД(2,3) = 1 — цвет 1 отличается от цветов 2 и 3.

Доказательство для k = 3. Изучим свойства таких раскрасок. Обозначим цвет числа х через Ц(x). Равенство НОД(a,b) = d влечет правило цветов НОД(Ц(a), Ц(b)) = Ц(d). Поскольку НОД(a,a) = a, то НОД одноцветных того же цвета. Пусть цвета белый (Б), синий (С), красный (К), mБ, mС и 1 — соответственно минимальные белое, синее и красное числа/ Для красного все хорошо: ввиду тождества НОД(1,a) = a для любого цвета Х действует правило НОД(К,X) = X. Обозначим mБС = НОК(mБ, mС). Ц(mБС) ( К, иначе Ц(mБ) = Ц(НОД(mБ, mБС)) = НОД(Б,К) = К. Пусть для определенности Ц(mБС) = С. Равенство mБ = НОД(mБ, mБС) дает правило НОД(Б,С) = Б.
5. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и EB можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE.
Решение. Обозначим через O точку пересечения отрезков AC и BE. Сделаем поворот с центром в точке C, переводящий точку B в точку D. Пусть тогда точка A перейдет в точку K. Тогда отрезок DK будет равен и перпендикулярен отрезку AB. Рассмотрим поворот с центром в точке E, переводящий точку A в точку D. Пусть тогда точка B перейдет в точку K'. Тогда отрезок DK' будет равен и перпендикулярен отрезку AB, следовательно, точки K и K' совпадают. Так как (KCO = (KEO = 90(, то четырехугольник CKEO — вписанный и (CKE = (AOE. Далее, AC = CK и BE = EK, поэтому треугольник CKE~— искомый. Его площадь равна (CK(KE(sin(CKE)/2 = (CA(BE(sin(AOE)/2 = S(ABCE), что и требовалось доказать.
6. Касательная в вершине прямого угла A к описанной окружности S прямоугольного треугольника ABC пересекает луч CB в точке D. Точка E симметрична точке A относительно прямой BC. Точка P — середина высоты из вершины A треугольника AEC. Прямая CP пересекает S вторично в точке Q. Докажите, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD.
Решение. Обозначим через M точку пересечения AE и BC и через N основание высоты из вершины A треугольника AEC. Заметим, что, поскольку касательная к S в вершине A пересекает продолжение стороны BC за точку B, (ACB < (ABC, треугольник ACE остроугольный, точка P лежит внутри треугольника ACM и точка Q лежит на дуге AB, не содержащей C. Заметим далее, что PM — средняя линия треугольника NAE, следовательно, (APM = 90( и (AMP = (AEC = (AQC. То есть четырехугольник AQMP вписанный и (AQM = 90(. Кроме того очевидно, что (AMD = 90(. По симметрии ED является касательной к S в точке E. Следовательно, (DEQ = (EAQ = 90(–(AMQ = (DMQ. Таким образом, четырехугольник DEMQ вписанный и (QDM = (QEM = (QEA = (QAD, откуда и следует то, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD.
7. Про 50 одинаковых с виду монет известно, что среди них 49 настоящих по 1 г и одна фальшивая, которая весит 15, 16 или 17 г. Можно ли гарантированно определить вес фальшивой монеты за 2 взвешивания? (Саму монету находить не надо).
Решение. Можно. Взвесим 16 монет против 16. Фальшивая монета либо в группе из 17, либо из 16 (к ней добавим монету из другой группы). Взвесим эти подозрительные 17 против 32 заведомо настоящих. Фактически, за вычетом 16 настоящих на обеих чашах, мы сравниваем фальшивую с 16 настоящими.
8. Сколькими способами можно так расставить ладей на доске 50×50, чтобы каждое поле (как пустое, так и занятое) было побито одинаковым числом ладей. (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет).
Ответ: 25! Решение. Пусть каждое поле и ладья побиты k ладьями. Ясно, что k ( 1: две бьющие друг друга ладьи не бьют всю доску, а третья ладья побьет кого-то из них либо уже побитое поле. Значит, k = 2: cамая правая из верхних ладей побита не более чем двумя. Докажем, что на каждой горизонтали или вертикали стоит не больше двух ладей. Допустим противное: ладьи X, Y и Z стоят на одной горизонтали в вертикалях x, y, z соответственно, y между x и z. Тогда на вертикали y других ладей нет. Ладьи X, Y и Z входят в «цикл» бьющих друг друга ладей. Обходя цикл, мы пересечем вертикаль y еще раз. Поле на пересечении побито трижды. Противоречие.

Если есть пустая вертикаль, то каждое поле на ней побито дважды по горизонтали. Значит, на каждой горизонтали ровно две ладьи, и всего их 100. Если есть вертикаль с ровно одной ладьей, то эта ладья дважды побита по горизонтали – но трех ладей на горизонтали быть не может. Противоречие.

Остался случай когда на каждой вертикали ровно по 2 ладьи, и тогда всего их 100.
Hа самом деле в цикле нет промежутков между ладьями, иначе какое-то поле самого длинного промежутка будет побито трижды. Но тогда все циклы длины 4 (иначе 3 ладьи в одном ряду). Разбив доску на клетки 2×2, видим, что по четности каждый цикл занимает клетку, и расположение циклов – это расположение не бьющих друг друга 25 ладей на доске 25×25. 

9. Дано вещественное число b. Известно, что для любого натурального числа n число [nb] представляется в виде 
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, где m — натуральное число. Докажите, что число 
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 — целое.
Решение. Условие означает, что для любого натурального n существует такое натуральное m, что [n(] < m
[image: image43.wmf]101

 < [n(]+1 или, что то же самое, n(–{n(} < m
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 < n(–{n(}+1. Разделив неравенство на 
[image: image45.wmf]101

, получим 


[image: image46.wmf]{}{}1

(*)

101101101101

nn

nmn

bbbb

+

-<<-


Отметим, что величины 
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по модулю меньше 
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. Рассмотрим два случая.
1) Пусть 
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 иррационально. Тогда нетрудно показать, что существует такое n, что 
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. В этом случае неравенство (*) очевидно не может выполняться.
2) Пусть 
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 рационально. При четном q = 2k и n = k имеем 
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, и неравенство (*) очевидно не может выполняться. При нечетном q = 2k+1 и n = k имеем 
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, и неравенство (*) также не может выполняться.
( Доказано только для одного из случаев 
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 рационально или иррационально –– 6 баллов и задача не решена.
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10. Можно ли выбрать 4 различных числа a, b, c и d и отметить на плоскости 5 точек так, чтобы: 

1) никакие три из них не лежали на одной прямой;

2) никакие четыре не лежали на одной окружности,

3) среди попарных расстояний 4 были равны a, 3 расстояния были равны b, 2 расстояния были равны c и одно расстояние было равно d?

Решение. Строим равносторонний треугольник ABC со стороной a, откладываем вертикально вверх отрезок BD, равный стороне треугольнике, соединяем точки AD и СD (это будет длина b), откладываем отрезок BE от точки B в направлении перпендикулярном прямой AD (BE = b). Теперь AE = ED = с, CE = d. Необходимо проверить, что d не равно ни одному из чисел a, b, c , остальные неравенства очевидны. 
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая юниорская лига, 3 тур, краткие решения.

1. Точки M и N делят сторону BC треугольника ABC на три равные части (BM = MN = NC). Точка F — середина отрезка AN. Прямая, проходящая через F и параллельная AC, пересекает AB в точке D, а AM — в точке E. Найдите отношение DE:EF.
Ответ: 1:3. Решение. Вместо прямой, проходящей через точку F рассмотрим параллельную ей прямую, проходящую через точку N. Пусть она пересекает отрезки AB и AM в точках K и L соответственно. Так как треугольники ADF и AKN подобны, то достаточно найти отношение KL:LN. Проведем из точки K прямую, параллельную AM до пересечения с BC в точке S. Ясно, что BS:SM = BK:KA = BN:NC = 2:1. Значит, SM =  1/3(MN). Отсюда, KL:LN = SM:MN = 1:3.
2. Сколькими способами можно так расставить ладей на доске 50×50, чтобы каждое поле (как пустое, так и занятое) было побито одинаковым числом ладей. (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет.)
Ответ: 100. Решение. Пусть каждое поле и ладья побиты k ладьями. Ясно, что k ( 1: две бьющие друг друга ладьи не бьют всю доску, а третья ладья побьет кого-то из них либо уже побитое поле. Значит, k = 2: cамая правая из верхних ладей побита не более чем двумя. Докажем, что на каждой горизонтали или вертикали стоит не больше двух ладей. Допустим противное: ладьи X, Y и Z стоят на одной горизонтали в вертикалях x, y, z соответственно, y между x и z. Тогда на вертикали y других ладей нет. Ладьи X, Y и Z входят в «цикл» бьющих друг друга ладей. Обходя цикл, мы пересечем вертикаль y еще раз. Поле на пересечении побито трижды. Противоречие.

Если есть пустая вертикаль, то каждое поле на ней побито дважды по горизонтали. Значит, на каждой горизонтали ровно две ладьи, и всего их 100. Если есть вертикаль с ровно одной ладьей, то эта ладья дважды побита по горизонтали – но трех ладей на горизонтали быть не может. Противоречие.

Остался случай когда на каждой вертикали ровно по 2 ладьи, и тогда всего их 100.

3. Все натуральные числа раскрашены в k цветов так, что цвет НОД(a,b) однозначно определяется цветами a и b (например, цвет НОД синего и красного чисел всегда синий). При каких k верно, что тогда цвет НОД(a,b) всегда совпадает с цветом числа a или с цветом числа b?
Ответ: При k ( 3. Решение. Контрпример для k ( 4. Для I =  4, 5, …, k–1: в цвет Цi красим числа, кратные 6i–3, но не кратные 6i–2 , в цвет Цk кратные 6k–3. Еще 3 цвета: Ц2 и Ц3 — кратные 2 и 3 соответственно, но не кратные 6. Ц1 –— все остальные числа. Ясно, что цвет определяется однозначно, но НОД(2,3) = 1 — цвет 1 отличается от цветов 2 и 3.

Доказательство для k = 3. Изучим свойства таких раскрасок. Обозначим цвет числа х через Ц(x). Равенство НОД(a,b) = d влечет правило цветов НОД(Ц(a), Ц(b)) = Ц(d). Поскольку НОД(a,a) = a, то НОД одноцветных того же цвета. Пусть цвета белый (Б), синий (С), красный (К), mБ, mС и 1 — соответственно минимальные белое, синее и красное числа/ Для красного все хорошо: ввиду тождества НОД(1,a) = a для любого цвета Х действует правило НОД(К,X) = X. Обозначим mБС = НОК(mБ, mС). Ц(mБС) ( К, иначе Ц(mБ) = Ц(НОД(mБ, mБС)) = НОД(Б,К) = К. Пусть для определенности Ц(mБС) = С. Равенство mБ = НОД(mБ, mБС) дает правило НОД(Б,С) = Б.

4. Дано натуральное k ( 16. Среди 48 монет имеется ровно одна фальшивая, причем она весит либо в k раз, либо в k+1 раз, либо в k+2 раз больше, чем настоящая монета. Докажите, что  можно за два взвешивания выяснить, какой из этих трех случаев имеет место.
Решение. Разобьем монеты на три группы по 16 и первым взвешиванием сравним веса двух групп. По результату определяем, в какой группе находится фальшивая монета. Вторым взвешиванием сравниваем эту группу с 16+k настоящими монетами.
5. На математическом турнире хорошо решают задачи по алгебре 24 команды, хорошо решают задачи по геометрии 24 команды, и 24 команды хорошо решают логические задачи. Докажите, что можно собрать в одну лигу несколько команд так, чтобы в этой лиге ровно четыре команды хорошо решали задачи по алгебре, ровно четыре команды хорошо решали задачи по геометрии, и ровно четыре команды хорошо решали логические задачи.
Решение. Назовём команду командой типа А, если она хорошо решает алгебраические задачи. Аналогично назовем команды командами типа Г, Л, АГ, АЛ, ГЛ. Покажем, как составить лигу, в которой есть по одной команде, хорошо решающей каждый тип задач. Если есть  команда, которая хорошо решает все задачи, то составим из неё лигу. Если такой нет, то удалим её из рассмотрения. Если есть команды типа А, Л и Г, то составим из них лигу. Пусть нет команды типа А. Значит все команды, умеющие рашать алгебраические задачи, имеют тип АЛ и АГ. Если одного из этих типов нет (пусть, АЛ), то 24 команды имеют тип АГ. Но тогда есть команды типа Л. Образуем лигу, взяв по одной команде из АГ и Л. Если же есть команды все трёх типов (АЛ, АГ, ЛГ), то берём по одной команде из каждого типа. Выбрав лигу, где по одной команде решают задачи каждого типа, аналогично, добавляем к ней такие же множества команд.
6. Найдите все простые числа р такие, что каждое из чисел 
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 есть точный квадрат.
Решение. Запишем условие задачи в виде системы из двух уравнений: p+1=2x2  и p2+1=2y2. Из этих равенств видно, что x < p, y < p и 2(х–у)(х+у) = p(p–1) делится на р. Но это означает, что x+y = p и
p–1 = 2(p–2x). Решая это уравнение совместно с первым, находим х = 2 и p = 7.
7. На контрольной учитель смог рассадить весь класс из n человек по трем комнатам так, что никакая пара друзей не попала в одну комнату. Подумав, учитель понял, что других способов так рассадить нет. Докажите, что в классе не менее 2n–3 пар друзей.
Решение. При n = 2, 3 все дружат между собой, иначе способ рассадки не единственный. Заметим, что при n ( 3 пустых комнат нет, иначе можно пересадить в пустую человека из комнаты с не менее чем двумя участниками и получит новый способ рассадки. Рассмотрим граф дружб для двух комнат из трех, скажем A и B. Пусть он не связен. Выберем одну компоненту. Учеников из этой компоненты из A переведем в B, а из B — в A. Получится новый способ. Противоречие. Значит, для каждой пары комнат граф связен. Пусть в комнатах сидят a, b, c учеников, a+b+c = n. Тогда ребер между парами комнат не меньше a+b–1, a+c–1 и b+c–1 соответственно, d  сумме 2(a+b+c)–3 = 2n–3.
8. Функция f определена на множестве всех натуральных чисел, принимает значения в множестве натуральных чисел, и одно из её значений равно 1. Кроме того известно, что для любого натурального n выполнено равенство f(n+f(n))  = f(n). Докажите, что эта функция при всех значениях аргумента принимает значение 1.
Решение. Легко видеть, что, если эта функция при каком-нибудь n принимает значение 1, то и при всех больших n она принимает значение 1. В то же время, если функция принимает значение n0 > 1, то она снова будет принимать это значение с периодом n0. Это означает, что функция не может принимать никаких значений кроме 1.
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9. В окружность вписан прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой ВС. На каждой из трёх дуг АВ, АС и ВС, на которые разбивается окружность, выбрано по точке (F, E, D соответственно), и в этих точках проведены касательные к окружности. Заключённый между прямыми АВ и АС отрезок касательной, проведённой через точку F, делится этой точкой пополам. Аналогично устроены отрезок касательной в точке Е и отрезок касательной в точке D. Докажите, что треугольник DEF — правильный.
Решение. Угол A — прямой, значит, дуга BAC равна 180 градусам. Пусть величина дуги BF составляет 2(, а величина дуги BD составляет 2(. Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через F с прямыми AC и AB через M и N, соответственно.

AF — медиана в прямоугольном треугольнике NAM. Она равна половине гипотенузы, т.е. AF = NF, отсюда, углы FAN и FNA равны, а угол MFA в два раза больше угла FAN. Поэтому  дуга AF составляет 4(. Аналогично, дуга AE в два раза больше дуги EC. Таким образом, дуга FAE составляет две трети дуги BAC, т.е. 120 градусов. 

Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через D с прямыми AC и AB через T и S, соответственно. AD — медиана в прямоугольном треугольнике SAT. Рассматривая медиану, проведённую к гипотенузе ST прямоугольного треугольника SAT, видим, что дуга СD равна 3(+(. Поэтому дуга BDC равна 3(+3(. Но это полуокружность, поэтому 2(+2( = 120( и все углы треугольника EFD составляют .60 градусов.
10. Докажите, что для любых чисел 
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 выполнено неравенство 
[image: image59.wmf]2

22

12

231

1

11

2

....

2

n

x

xx

n

xxx

-

--

+++£


Решение. Будем использовать неравенство между средними 
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. Имеем цепочку неравенств: 
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. Последнее неравенство получается применением неравенства между средними к каждому из слагаемых, стоящих в скобке.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая юниорская лига, 3 тур, краткие решения.

1. Рассмотрим последовательность 
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. Для скольких натуральных n, меньших миллиона, выполнено неравенство qn > qn+1?
Ответ: Для 1000. Решение. Заметим, что если 
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, то qn ≤ qn+1, следовательно, интересующая нас ситуация может возникнуть, только когда 
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. Это означает, что n+1 = m2. Тогда qn+1 = m, qn = 
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, следовательно, все такие ситуации нам подходят и их ровно 1000.
[image: image68.jpg]


2. Прямоугольный треугольник ABC вписан в окружность. На дугах AB, BC и AC выбраны точки M, N, K так, что отрезки касательных, проведенных в этих точках, заключенные между сторонами треугольника, равны. Докажите, что треугольник MNK — равносторонний.
Решение. Угол A — прямой, значит, дуга BAC равна 180 градусам. Пусть величина дуги BF составляет 2(, а величина дуги BD составляет 2(. Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через F с прямыми AC и AB через M и N, соответственно.

AF — медиана в прямоугольном треугольнике NAM. Она равна половине гипотенузы, т.е. AF = NF, отсюда, углы FAN и FNA равны, а угол MFA в два раза больше угла FAN. Поэтому дуга AF составляет 4(. Аналогично, дуга AE в два раза больше дуги EC. Таким образом, дуга FAE составляет две трети дуги BAC, т.е. 120 градусов. 

Обозначим точки пересечения касательной, проходящей через D с прямыми AC и AB через T и S, соответственно. AD – медиана в прямоугольном треугольнике SAT. Рассматривая медиану, проведённую к гипотенузе ST прямоугольного треугольника SAT, видим, что дуга СD равна 3(+(. Поэтому дуга BDC равна 3(+3(. Но это полуокружность, поэтому 2(+2( = 120( и все углы треугольника EFD составляют .60 градусов.
3. Трое игроков вместе с 2007 другими людьми встали в круг, причем никакие два игрока не являются соседями. Далее игроки начинают такую игру: каждый из них своим ходом (ходят по очереди) пожимает руку одному из своих соседей, после чего этот сосед немедленно выходит из круга. Докажите, что какие-то два игрока могут объединиться так, чтобы выставить из круга третьего.
Решение. Назовем возможностями игрока количество тех людей, которые стоят между ним и другим игроком как слева, так и справа. Если возможности всех трех равны, то будем объединяться против первого ходящего, пусть это А. Тогда на каждом ходу второй и третий игрок делают ход ему навстречу, сохраняя между собой расстояние до тех пор, пока расстояние между А и еще каким-то игроком (назовем его Б) не сократится до 1. Тогда А может делать ходы только в направлении В, а там возможностей для ходов меньше, чем между Б и В, так как В уже делал ходы в этом направлении. В итоге А окажется в ситуации, когда расстояние между А и Б и расстояние между А и В равно 1, а у игроков Б и В еще есть ходы. А пожимает руку одному из соседей, и на следующем ходе его выбивают из круга.
Если же возможности различны, то игроки объединяются против того, возможности которого меньше, а если есть двое игроков с равными возможностями, то против того из них, кто будет ходить раньше. Дальше стратеги полностью повторяет описанную выше с учетом того, что расстояние между коалиционными игроками еще больше.
4. На математическом турнире хорошо решают задачи по алгебре 24 команды, хорошо решают задачи по геометрии 24 команды, и 24 команды хорошо решают логические задачи. Докажите, что можно собрать в одну лигу несколько команд так, чтобы в этой лиге ровно две команды хорошо решали задачи по алгебре, ровно две команды хорошо решали задачи по геометрии, и ровно две команды хорошо решали логические задачи.
Решение. Назовём команду командой типа А, если она хорошо решает алгебраические задачи. Аналогично назовем команды командами типа Г, Л, АГ, АЛ, ГЛ. Покажем, как составить лигу, в которой есть по одной команде, хорошо решающей каждый тип задач. Если есть  команда, которая хорошо решает все задачи, то составим из неё лигу. Если такой нет, то удалим её из рассмотрения. Если есть команды типа А, Л и Г, то составим из них лигу. Пусть нет команды типа А. Значит все команды, умеющие рашать алгебраические задачи, имеют тип АЛ и АГ. Если одного из этих типов нет (пусть, АЛ), то 24 команды имеют тип АГ. Но тогда есть команды типа Л. Образуем лигу, взяв по одной команде из АГ и Л. Если же есть команды все трёх типов (АЛ, АГ, ЛГ), то берём по одной команде из каждого типа. Выбрав лигу, где по одной команде решают задачи каждого типа, аналогично, добавляем к ней такие же множества команд.
5. Дано натуральное k ( 16. Среди 48 монет имеется ровно одна фальшивая, причем она весит либо в k раз, либо в k+1 раз, либо в k+2 раз больше, чем настоящая монета. Докажите, что можно за два взвешивания выяснить, какой из этих трех случаев имеет место.
Решение. Разобьем монеты на три группы по 16 и первым взвешиванием сравним веса двух групп. По результату определяем, в какой группе находится фальшивая монета. Вторым взвешиванием сравниваем эту группу с 16+k настоящими монетами.
6. Точки М и N делят сторону ВС треугольника АВС на три равные части (M лежит ближе к B). Прямая, параллельная стороне АС, пересекает отрезки AB, AM и AN в точках D, E и F соответственно. Докажите, что EF = 3DE.
Ответ: 1:3. Решение. Проведем прямую, параллельную AC и проходящую через N. Пусть она пересекает отрезки AB и AM в точках K и L соответственно. Так как треугольники ADF и AKN подобны, то достаточно найти отношение KL:LN. Проведем из точки K прямую, параллельную AM до пересечения с BC в точке S. Ясно, что BS:SM = BK:KA = BN:NC = 2:1. Значит, SM =  1/3(MN). Отсюда, KL:LN = SM:MN = 1:3.
[image: image69.png]


7. Можно ли выбрать 4 различных числа a, b, c и d и отметить на плоскости 5 точек так, чтобы никакие три из них не лежали на одной прямой, никакие четыре не лежали на одной окружности, и среди попарных расстояний четыре были равны a, три были равны b, два были равны c и одно было равно d?
Решение. Строим равносторонний треугольник ABC со стороной a, откладываем вертикально вверх отрезок BD, равный стороне треугольнике, соединяем точки AD и СD (это будет длина b), откладываем отрезок BE от точки B в направлении перпендикулярном прямой AD (BE = b). Теперь AE = ED = с, CE = d. Необходимо проверить, что d не равно ни одному из чисел a, b, c , остальные неравенства очевидны.
8. Последовательность {an} (n = 0, 1, 2, …) задана формулой an = 23n+36n+2+56n+2. Найдите НОД(a0, a1, …, a2007).
Ответ: 7. Решение. a0  = 1+9+2=35, поэтому НОДами могут быть числа 1, 5, 7 или 35. a1 = 8+38+58 ≡ 3+94 ≡ 4(mod 5), поэтому 5 и 35 НОДами быть не могут. Рассмотрим остатки по модулю 7. 23n+9∙36n+25∙56n ≡ 8n+2∙272n+4∙(–2)3n ≡ 1+2+4∙8n ≡ 0(mod 7), поэтому все члены последовательности делятся на 7, НОД = 7.
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