Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Высшая лига.

1. Дана выпуклая пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5, в которой сумма любых двух соседних улов основания больше 180(. Точки Bi — середины ребер AiS. Точка C1 — точка пересечения прямых A2A3 и A4A5; аналогично определяются точки C2, …, C5. Докажите, что если плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в одной точке, то плоскости B1B2C4 и аналогичные также пересекаются в одной точке. (А. Глазырин)
2. Даны натуральные числа n, k, d. У Миши есть k карточек с числом n и достаточное число карточек со знаками действий  +, –, (, / и скобками. Миша составил из них корректное арифметическое выражение, значение которого — натуральное число 
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. Докажите, что если все карточки с числом n заменить на карточки с числом d, то значение полученного выражения будет также равно a или не будет определено. (KoMaL-2004)
3. Вершины графа G можно единственным образом разбить на 5 групп так, что никакие две вершины из одной группы не смежны. Обозначим через n число вершин графа G. Докажите, что в этом графе не менее, чем 4n–10 ребер. (Следствие классической теоремы F. Harary, D. Cartwright)
4. Последовательность натуральных чисел a1, a2, …, 
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 удовлетворяет соотношению ak ≤ k. Докажите, что из неё можно выбрать неубывающую подпоследовательность, состоящую из n+1 члена. (KoMaL-1996)
5. X, Y, Z — конечные множества вещественных чисел. Докажите, неравенство
|X–Y|(|X–Z| ( |Y–Z|(|X|. Здесь X–Y = {x–y | x ( X, y ( Y}, а |M| — число элементов множества M. (И. Ружа)
6. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, обладающие следующим свойством: если a2–b2 рационально, то число P(a)–P(b) тоже рационально. (Польша, сборы на ММО, 2006)
7. Пусть дано натуральное число n (n ( 5), и 3 = d1 < d2 < …< dm = n!/3 — все делители числа n! от 3 до n!/3 включительно. Докажите, что 
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 для всех 1 ≤ k < m. (uwc06-2, induction)
8. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и EB можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE. (Польша, 2006/07, 2 тур. Доработано С. Берловым, переработано Ф. Петровым)
9. Для каждого положительного числа x обозначим через A(x) множество {[nx] | n ( N}. Найдите все иррациональные числа ( > 1, обладающие следующим свойством: если при ( > 0 множество A(() содержится в A((), то (/( — целое число. (Япония, 2007)
10. Дан выпуклый многоугольник с нечетным числом сторон. Длины всех его сторон равны 1. Докажите, что его площадь не менее 
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/4. (Фольклор)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Первая лига.

1. У Леши есть клетчатый квадрат 2006(2006 и ножницы. Леша вырезал из квадрата по линиям сетки k доминошек, каждая из которых покрывает одну из клеток диагонали, исходящей из левого нижнего угла квадрата. Оказалось, что оставшуюся часть квадрата нельзя разрезать на доминошки. При каком наименьшем k это могло случиться? (Д. Карпов)
2. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и EB можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE. (Польша, 2006/07, 2 тур. Доработано С. Берловым, переработано Ф. Петровым)
3. Пусть дано натуральное число n (n ( 5), и 3 = d1 < d2 < …< dm = n!/3 — все делители числа n! от 3 до n!/3 включительно. Докажите, что 
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 для всех 1 ≤ k < m. (uwc06-2, induction)
4. Вершины графа G можно единственным образом разбить на 5 групп так, что никакие две вершины из одной группы не смежны. Обозначим через n число вершин графа G. Докажите, что в этом графе не менее, чем 4n–10 ребер. (Следствие классической теоремы F. Harary, D. Cartwright)
5. Касательная в вершине прямого угла A к описанной окружности S прямоугольного треугольника ABC пересекает луч CB в точке D. Точка E симметрична точке A относительно прямой BC. Точка P — середина высоты из вершины A треугольника AEC. Прямая CP пересекает S вторично в точке Q. Докажите, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD. (Сербия, тестирование к ММО, 2002)
6. Даны натуральные числа n, k, d. У Миши есть k карточек с числом n и достаточное число карточек со знаками действий  +, –, (, / и скобками. Миша составил из них корректное арифметическое выражение, значение которого — натуральное число 
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. Докажите, что если все карточки с числом n заменить на карточки с числом d, то значение полученного выражения будет также равно a или не будет определено. (KoMaL-2004)
7. Дана выпуклая пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5, в которой сумма любых двух соседних улов основания больше 180(. Точки Bi — середины ребер AiS. Точка C1 — точка пересечения прямых A2A3 и A4A5; аналогично определяются точки C2, …, C5. Докажите, что если плоскости A1A2B4 и аналогичные пересекаются в одной точке, то плоскости B1B2C4 и аналогичные также пересекаются в одной точке. (А. Глазырин)
8. Дано вещественное число b. Известно, что для любого натурального числа n число [nb] представляется в виде 
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, где m – натуральное число. Докажите, что число 
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b

 — целое. (Япония, 2007, downgrade)
9. Натуральные числа раскрашены в 3 цвета так, что цвет НОД(a, b) однозначно определяется цветами чисел a и b. Докажите, что цвет НОД(a, b) совпадает с цветом числа a или с цветом числа b. (А. Шаповалов)
10. Про 27 монет известно, что 26 из них настоящие и весят 1 грамм, а ещё одна монета фальшивая и весит m, m+1 или m+2 граммов (где m — натуральное число, известное взвешивающему). Оказалось, что за два взвешивания на чашечных весах без гирь можно определить вес фальшивой монеты. При каком наибольшем m это возможно? (К. Кноп)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Вторая лига.

1. На доске 50×50 выставлены несколько ладей так, что каждое поле (как пустое, так и занятое) побито одинаковым числом ладей. Сколько всего ладей на доске? (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет.) (А. Шаповалов)
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2. В окружность вписан прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой ВС. На каждой из трёх дуг АВ, АС и ВС, на которые разбивается окружность, выбрано по точке (F, E, D соответственно), и в этих точках проведены касательные к окружности. Заключённый между прямыми АВ и АС отрезок касательной, проведённой через точку F, делится этой точкой пополам. Аналогично устроены отрезок касательной в точке Е и отрезок касательной в точке D. Докажите, что треугольник DEF — правильный. (Канада-2006)
3. В каждой клетке прямоугольной таблицы стоит неотрицательное число, причём нет ни строк, ни столбцов, состоящих из одних нулей. Известно также, что суммы чисел в любом столбце и любой строке, на пересечении которых стоит  положительное число, равны. Докажите, что таблица — квадратная. (Канада-2006)
4. Найдите все простые числа р такие, что каждое из чисел 
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 есть точный квадрат. (Германия)
5. Натуральные числа раскрашены в 3 цвета так, что цвет НОД(a, b) однозначно определяется цветами чисел a и b. Докажите, что цвет НОД(a, b) совпадает с цветом числа a или с цветом числа b. (А. Шаповалов)
6. На плоскости имеется 4 точки А1, А2, А3, А4, каждой из которых сопоставлено число (1, (2, (3, (4 так, что квадрат расстояния между любой парой точек Аi и Аj совпадает с числом (i+(j. Докажите равенство 
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. (Ибероамериканские олимпиады)
7. Функция f определена на множестве всех натуральных чисел, принимает значения в множестве натуральных чисел, и одно из её значений равно 1. Кроме того известно, что для любого натурального n выполнено равенство f(n+f(n))  = f(n). Докажите, что эта функция при всех значениях аргумента принимает значение 1. (Корея)
8. Про 27 монет известно, что 26 из них настоящие и весят 1 грамм, а ещё одна монета фальшивая и весит m, m+1 или m+2 граммов (где m — натуральное число, известное взвешивающему). Оказалось, что за два взвешивания на чашечных весах без гирь можно определить вес фальшивой монеты. При каком наибольшем m это возможно? (К. Кноп)
9. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, обладающие следующим свойством: если a2–b2 рационально, то число P(a)–P(b) тоже рационально. (Польша, сборы на ММО, 2006)
10. Докажите, что для любых чисел 
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 выполнено неравенство 
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 (Источник?)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Высшая юниорская лига.

1. У Леши есть клетчатый квадрат 2006(2006 и ножницы. Леша вырезал из квадрата по линиям сетки k доминошек, каждая из которых покрывает одну из клеток диагонали, исходящей из левого нижнего угла квадрата. Оказалось, что оставшуюся часть квадрата нельзя разрезать на доминошки. При каком наименьшем k это могло случиться? (Д. Карпов)
2. На контрольной учитель смог рассадить весь класс из n человек по трем комнатам так, что никакая пара друзей не попала в одну комнату. Подумав, учитель понял, что других способов так рассадить нет. Докажите, что в классе не менее 2n–3 пар друзей. (Следствие классической теоремы F. Harary, D. Cartwright)
3. Для натурального числа n ( 5 выписаны в порядке возрастания все делители числа n! от 3 до n!/3. Докажите, что если a и b — соседи в этом ряду, то 2a2 > b2. (uwc06-2, induction)
4. Все натуральные числа раскрашены в k цветов так, что цвет НОД(a,b) однозначно определяется цветами a и b (например, цвет НОД синего и красного чисел всегда синий). При каких k верно, что тогда цвет НОД(a,b) всегда совпадает с цветом числа a или с цветом числа b? (А. Шаповалов)
5. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, в котором BC = CD, DE = EA, (BCD = (DEA = 90(. Докажите, что из отрезков AC, CE и BE можно сложить треугольник, площадь которого равна площади четырехугольника ABCE. (Польша, 2006/07, 2 тур. Доработано С. Берловым, переработано Ф. Петровым)
6. Касательная в вершине прямого угла A к описанной окружности S прямоугольного треугольника ABC пересекает луч CB в точке D. Точка E симметрична точке A относительно прямой BC. Точка P — середина высоты из вершины A треугольника AEC. Прямая CP пересекает S вторично в точке Q. Докажите, что прямая BC касается описанной окружности треугольника AQD. (Сербия, тестирование к ММО, 2002)
7. Про 50 одинаковых с виду монет известно, что среди них 49 настоящих по 1 г и одна фальшивая, которая весит 15, 16 или 17 г. Можно ли гарантированно определить вес фальшивой монеты за 2 взвешивания? (Саму монету находить не надо). (К. Кноп)
8. Сколькими способами можно так расставить ладей на доске 50×50, чтобы каждое поле (как пустое, так и занятое) было побито одинаковым числом ладей. (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали, если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет). (А. Шаповалов)
9. Дано вещественное число b. Известно, что для любого натурального числа n число [nb] представляется в виде 
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, где m — натуральное число. Докажите, что число 
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 — целое. (Япония, 2007, downgrade)
10. Можно ли выбрать 4 различных числа a, b, c и d и отметить на плоскости 5 точек так, чтобы: 

1) никакие три из них не лежали на одной прямой;

2) никакие четыре не лежали на одной окружности,
3) среди попарных расстояний между этими точками четыре были равны a, три расстояния были равны b, два расстояния были равны c и одно расстояние было равно d? (Л. Самойлов)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Первая юниорская лига.

1. Точки M и N делят сторону BC треугольника ABC на три равные части (BM = MN = NC). Точка F — середина отрезка AN. Прямая, проходящая через F и параллельная AC, пересекает AB в точке D, а AM — в точке E. Найдите отношение DE:EF. (По мотивам Сингапура 98/99)
2. Сколькими способами можно так расставить ладей на доске 50×50, чтобы каждое поле (как пустое, так и занятое) было побито одинаковым числом ладей. (Ладья бьет поле или другую ладью на той же вертикали или горизонтали, если между ними нет других фигур. Ладья себя не бьет). (А. Шаповалов)
3. Все натуральные числа раскрашены в k цветов так, что цвет НОД(a,b) однозначно определяется цветами a и b (например, цвет НОД синего и красного чисел всегда синий). При каких k верно, что тогда цвет НОД(a,b) всегда совпадает с цветом числа a или с цветом числа b? (А. Шаповалов)
4. Дано натуральное k ( 16. Среди 48 монет имеется ровно одна фальшивая, причем она весит либо в k раз, либо в k+1 раз, либо в k+2 раз больше, чем настоящая монета. Докажите, что  можно за два взвешивания выяснить, какой из этих трех случаев имеет место. (К .Кноп)
5. На математическом турнире хорошо решают задачи по алгебре 24 команды, хорошо решают задачи по геометрии 24 команды, и 24 команды хорошо решают логические задачи. Докажите, что можно собрать в одну лигу несколько команд так, чтобы в этой лиге ровно четыре команды хорошо решали задачи по алгебре, ровно четыре команды хорошо решали задачи по геометрии, и ровно четыре команды хорошо решали логические задачи. (сообщил А. Штерн)
6. Найдите все простые числа р такие, что каждое из чисел 
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 есть точный квадрат. (Германия)
7. На контрольной учитель смог рассадить весь класс из n человек по трем комнатам так, что никакая пара друзей не попала в одну комнату. Подумав, учитель понял, что других способов так рассадить нет. Докажите, что в классе не менее 2n–3 пар друзей. (Следствие классической теоремы F. Harary, D. Cartwright)
8. Функция f определена на множестве всех натуральных чисел, принимает значения в множестве натуральных чисел, и одно из её значений равно 1. Кроме того известно, что для любого натурального n выполнено равенство f(n+f(n))  = f(n). Докажите, что эта функция при всех значениях аргумента принимает значение 1. (Корея)
9. В окружность вписан прямоугольный треугольник АВС с гипотенузой ВС. На каждой из трёх дуг АВ, АС и ВС, на которые разбивается окружность, выбрано по точке (F, E, D соответственно), и в этих точках проведены касательные к окружности. Заключённый между прямыми АВ и АС отрезок касательной, проведённой через точку F, делится этой точкой пополам. Аналогично устроены отрезок касательной в точке Е и отрезок касательной в точке D. Докажите, что треугольник DEF — правильный. (Канада-2006)
10. Докажите, что для любых чисел 
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 выполнено неравенство 
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 (Источник?)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Третий тур 6.12.07. Вторая юниорская лига.

1. Рассмотрим последовательность 
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. Для скольких натуральных n, меньших миллиона, выполнено неравенство qn > qn+1? (Британские олимпиады)
2. Прямоугольный треугольник ABC вписан в окружность. На дугах AB, BC и AC выбраны точки F, D, E так, что отрезки касательных, проведенных в этих точках, заключенные между прямыми, содержащими катеты треугольника, делятся точкой касания пополам. Докажите, что треугольник DEF – равносторонний. (Взято от Штерна)
3. Трое игроков вместе с 2007 другими людьми встали в круг, причем никакие два игрока не являются соседями. Далее игроки начинают такую игру: каждый из них своим ходом (ходят по очереди) пожимает руку одному из своих соседей, после чего этот сосед немедленно выходит из круга. Докажите, что какие-то два игрока могут объединиться так, чтобы выставить из круга третьего, как бы тот ни играл. (По мотивам задачи центральноамериканской олимпиады, 2001)
4. На математическом турнире хорошо решают задачи по алгебре 24 команды, хорошо решают задачи по геометрии 24 команды, и 24 команды хорошо решают логические задачи. Докажите, что можно собрать в одну группу несколько команд так, чтобы в этой группе ровно две команды хорошо решали задачи по алгебре, ровно две команды хорошо решали задачи по геометрии, и ровно две команды хорошо решали логические задачи. (сообщил А. Штерн)
5. Дано натуральное k ( 16. Среди 48 монет имеется ровно одна фальшивая, причем она весит либо в k раз, либо в k+1 раз, либо в k+2 раз больше, чем настоящая монета. Докажите, что можно за два взвешивания выяснить, какой из этих трех случаев имеет место. (К. Кноп)
6. Точки М и N делят сторону ВС треугольника АВС на три равные части (M лежит ближе к B). Прямая, параллельная стороне АС, пересекает отрезки AB, AM и AN в точках D, E и F соответственно. Докажите, что EF = 3DE. (Сингапур)
7. Можно ли выбрать 4 различных числа a, b, c и d и отметить на плоскости 5 точек так, чтобы никакие три из них не лежали на одной прямой, никакие четыре не лежали на одной окружности, и среди попарных расстояний между этими точками четыре были равны a, три были равны b, два были равны c и одно было равно d? (Л.Самойлов)
8. Последовательность {an} (n = 0, 1, 2, …) задана формулой an = 23n+36n+2+56n+2. Найдите НОД(a0, a1, …, a2007). (Юниорская Балканиада, 2000)
_1258377570.unknown

_1258388947.unknown

_1258391614.unknown

_1258391999.unknown

_1258392007.unknown

_1258391624.unknown

_1258391586.unknown

_1258391605.unknown

_1258391575.unknown

_1258381903.unknown

_1258388883.unknown

_1258388924.unknown

_1258388872.unknown

_1258381902.unknown

_1258361484.unknown

_1258377129.unknown

_1258363626.unknown

_1258360810.unknown

