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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà.

Äîâûâîä.

1. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, . . . íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâà, ÷òî a0 = 1, è
a2

n > an−1 · an+1 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n. Äîêàæèòå, ÷òî ak > k ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ak−1 < ak. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k ýòî íå òàê. Ïåðåïèñàâ

óñëîâèå â âèäå
an

an−1

>
an+1

an

, ïîëó÷èì, ÷òî 1 >
ak

ak−1

>
ak+1

ak

>
ak+2

ak+1

> . . . . Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óáûâàåò, íà÷èíàÿ ñ (k + 1)-ãî ÷ëåíà, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íàòóðàëüíûìè ÷ëåíàìè.

2. Äàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè ω1 è ω2. Èõ îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå d1 è d2 êàñàþòñÿ
ω1 â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî, à ω2 � â òî÷êàõ C è D ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà
AC. Îòðåçêè MB è MD âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòè ω1 è ω2 â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, C, P , Q ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî MP ·MB = MA2 = MC2 = MQ ·MD, òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê PQDB �
âïèñàííûé. Òîãäà ∠MQP = ∠PBD è ∠MQC = ∠CDQ + ∠DCQ = ∠CDQ + ∠QDB = ∠CDB.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠PAC + ∠PQC = ∠ABP + ∠MQP + ∠MQC = ∠ABP + ∠PBD + ∠CDB = 180◦,
ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê APQC � âïèñàííûé.

3. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìàëåíüêèì, åñëè îíî íå ïðåâîñõîäèò 100. Êàæäîìó ìíîæåñòâó,
ñîñòàâëåííîìó èç 49 ìàëåíüêèõ ÷èñåë, ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ìàëåíüêîå ÷èñëî.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü 50 ìàëåíüêèõ ÷èñåë, ÷òî íèêàêîìó ìíîæåñòâó, ñîñòîÿùåìó èç
49 èç íèõ, íå ñîïîñòàâëåíî îñòàâøååñÿ ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Íàçîâåì íàáîð èç 50 ìàëåíüêèõ ÷èñåë õîðîøèì, åñëè îäíî èç íèõ ñîïîñòàâëåíî
ìíîæåñòâó èç 49 îñòàëüíûõ. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó íàáîðó èç 49 ìàëåíüêèõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò
íå áîëåå îäíîãî õîðîøåãî íàáîðà. Òàê êàê âñåãî íàáîðîâ ìàëåíüêèõ ÷èñåë èç 50 ýëåìåíòîâ áîëüøå,
÷åì èç 49, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ïîëó÷àåì, ÷òî íå âñå îíè õîðîøèå.

4. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b, ÷òî ÷èñëî a + b èððàöèîíàëüíî, îäíàêî ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî a2n+1 + b2n+1 ðàöèîíàëüíî?

Ðåøåíèå. Ïóñòü òàêèå ÷èñëà íàøëèñü. Çàìåòèì, ÷òî a, b 6= 0; äåéñòâèòåëüíî, åñëè a = 0, òî b3 è
b5 ðàöèîíàëüíû, ïîýòîìó è b = (b3)2/b5 òàêæå ðàöèîíàëüíî. Êðîìå òîãî, a 6= −b, ïîýòîìó ad + bd 6= 0.

Ïóñòü k = 2n + 1. Òîãäà (a2k + b2k)(ak + bk) =
2(a3k + b3k) + (ak + bk)3

3
∈ Q, îòêóäà a2k + b2k ∈ Q.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî a4k + b4k ðàöèîíàëüíî. Çíà÷èò, akbk =
(ak + bk)2 − (a2k + b2k)

2
∈ Q, à òîãäà

è ab =
(a3b3)2

a5b5
∈ Q. Íàêîíåö, èìååì (a+ b)(a11 + b11) = (a12 + b12)+ ab(a10 + b10) ∈ Q, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.
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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà.

Âûâîä.

5. Òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ABCD âïèñàíà â ñôåðó ñ öåíòðîì O. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñîåäèíèì
ïðÿìîé òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ïðîòèâîëåæàùåé ãðàíè ñ òî÷êîé, ñèììåòðè÷íîé ýòîé âåðøèíå
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå F , ïðè÷åì îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé F c ñåðåäèíîé ðåáðà AB, ïåðïåíäèêóëÿðåí ðåáðó CD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü G � öåíòð òÿæåñòè òåòðàýäðà ABCD, à F ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ O
îòíîñèòåëüíî G. Ïóñòü D2 � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ D îòíîñèòåëüíî O, D1 � öåíòð òÿæåñòè
òðåóãîëüíèêà ABC, K � ñåðåäèíà DD1. Òàê êàê DG : GD1 = 3 : 1, òî÷êà G � ñåðåäèíà D1K.
×åòûðåõóãîëüíèê KOD1F

′ � ïàðàëëåëîãðàìì, òàê ÷òî D1F
′ ‖ KO ‖ D2D1, òî åñòü òî÷êè D2, D1, F

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ âåðøèí òåòðàýäðà, ïîëó÷èì,
÷òî âñå ïðÿìûå èç óñëîâèÿ ïðîõîäÿò ÷åðåç F ′, òî åñòü F ′ = F . Ïóñòü M � ñåðåäèíà AB, N �
ñåðåäèíà CD. Òîãäà G � ñåðåäèíà MN , òî åñòü NOMF � ïàðàëëåëîãðàìì, è MF ‖ NO ⊥ CD,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > M íàèìåíüøèé
ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà (n!)n + 1 ïðåâîñõîäèò n + 2007.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷èñëî (n!)n + 1 íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíüøèõ n + 1. Äîêàæåì, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî s 6 2007 ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé n, äëÿ êîòîðûõ
(n!)n + 1 äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p = n + s. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè s = 1 è n > 1, â ñèëó òåîðåìû Âèëüñîíà è ÷åòíîñòè ÷èñëà n (òàê êàê n + 1 �
ïðîñòîå), (n!)n ≡ 1 (mod n + 1), òàê ÷òî òðåáóåìûõ n > 1 íå ñóùåñòâóåò. Ïðè s = 2, åñëè n + 2 �
ïðîñòîå, òî n! ≡ 1 (mod n + 2), òàê ÷òî òàêèõ n òîæå íå ñóùåñòâóåò. Ïóñòü òåïåðü s > 3, è ÷èñëî

p = n + s ïðîñòîå. Èìååì n! =
(p− 1)!

(p− 1)(p− 2) . . . (p− s + 1)
. Òàê êàê ÷èñëî (p − 1)! + 1 äåëèòñÿ íà p,

ïîëó÷àåì, ÷òî (n!)n ≡ ((−1)ss!)−n+1 ≡ 0 (mod p). Òàê êàê −n = (s−1)−(p−1), â ñèëó ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà ïîëó÷àåì, ÷òî ((−1)ss!)s−1 + 1 äåëèòñÿ íà p. Òàêèõ p, ðàçóìååòñÿ, êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî.

7. Â ñòðîêó âûïèñàíû n íóëåé. Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ ïðèáàâèòü ê îäíîìó èç ÷èñåë åäèíèöó,
åñëè ïîñëå ýòîãî âñå ÷èñëà áóäóò îáðàçîâûâàòü íåóáûâàþùóþ (ñëåâà íàïðàâî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(k, n) ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü çà íåñêîëüêî òàêèõ õîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
k, k, . . . , k︸ ︷︷ ︸

n

. Äîêàæèòå, ÷òî Z(k, n) = Z(n, k) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n, k.

Ðåøåíèå. Ñîïîñòàâèì êàæäîé íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, . . . , an) èç n
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë äèàãðàììó Þíãà, ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç an êëåòîê,
âòîðîé � èç an−1 êëåòîê è ò.ä. Òîãäà ñïîñîáó ïîëó÷èòü ñòðî÷êó (k, k, . . . , k︸ ︷︷ ︸

n

) èç ñòðî÷êè (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

)

áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì Þíãà, â êîòîðîé êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äîáàâëåíèåì îäíîé êëåòêè, ïåðâûé ÷ëåí � ïóñòàÿ äèàãðàììà, à
ïîñëåäíèé � ïðÿìîóãîëüíèê n × k; òàêèì îáðàçîì, Z(n, k) åñòü ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îòðàçèâ â êàæäîì ÷ëåíå êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãðàììó îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
äèàãîíàëè, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàêàí÷èâàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì k×n.
Ýòî îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ñïîñîáîâ, ðàâíîìîùíîñòü êîòîðûõ è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


