Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.12.07. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. Бесконечная последовательность a0, a1, a2, … натуральных чисел такова, что a0 = 1, и 
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 > an–1(an+1 при любом натуральном n. Докажите, что ak > k при любом натуральном k. (Cообщил С. Берлов)
2. Даны непересекающиеся окружности (1 и (2. Их общие внешние касательные d1 и d2 касаются (1 в точках A и B соответственно, а (2 — в точках C и D соответственно. Точка M — середина отрезка AC. Отрезки MB и MD вторично пересекают окружности (1 и (2 в точках P и Q соответственно. Докажите, что точки A, C, P, Q лежат на одной окружности. (Crux–2003)
3. Назовем натуральное число маленьким, если оно не превосходит 100. Каждому множеству, составленному из 49 маленьких чисел, поставлено в соответствие некоторое маленькое число. Докажите, что можно так выбрать 50 маленьких чисел, что никакому множеству, состоящему из 49 из них, не сопоставлено оставшееся число. (Тайвань, 2000, весьма вольный перевод)
4. Существуют ли такие вещественные числа a и b, что число a+b иррационально, однако при любом натуральном n число a2n+1+b2n+1 рационально? (И. Богданов, Ф. Петров по мотивам фольклора)
Вывод

5. Треугольная пирамида ABCD вписана в сферу с центром O. Для каждой вершины соединим прямой точку пересечения медиан противолежащей грани с точкой, симметричной этой вершине относительно точки O. Докажите, что эти прямые пересекаются в одной точке F, причем отрезок, соединяющий F c серединой ребра AB, перпендикулярен ребру CD. (Вьетнам–1998)
6. Докажите, что существует такое число M, что при всех натуральных n > M наименьший простой делитель числа (n!)n+1 превосходит n+2007. (Ф. Петров, С. Берлов)
7. В строку выписаны n нулей. За один шаг разрешается прибавить к одному из чисел единицу, если после этого все числа будут образовывать неубывающую (слева направо) последовательность. Обозначим через Z(k, n) число способов получить за несколько таких ходов последовательность 
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. Докажите, что Z(k, n) = Z(n, k) для любых натуральных n, k. (П. Затицкий)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.12.07.ЮНИОРЫ.

Довывод

1. На столе лежат 2007 кучек, сначала в каждой кучке по одному ореху. Каждым ходом Саша берет три кучки, в которых поровну орехов и объединяет их в одну. Через сколько ходов может закончиться это интересное занятие? (Процесс заканчивается только тогда, когда никакие кучки уже нельзя объединить). (А. Шаповалов)
2. Бесконечная последовательность a0, a1, a2, … натуральных чисел такова, что a0 = 1, и 
[image: image3.wmf]2
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a

 > an–1(an+1 при любом натуральном n. Докажите, что ak > k при любом натуральном k. (Cообщил С. Берлов)
3. Каждому множеству, составленному из 49 натуральных чисел, не превосходящих 100, поставлено в соответствие некоторое натуральное число, не превосходящее 100. Докажите, что можно выбрать 50 натуральных чисел, не превосходящих 100, так что никаким 49 из этих чисел не поставлено в соответствие оставшееся. (Тайвань, 2000, весьма вольный перевод)
4. Требуется разрезать квадрат на 5 частей, из которых можно было сложить треугольник, у которого одна из сторон в 4 раза длиннее другой. Как это сделать? (Все построения должны быть обоснованы.) (И. Рубанов, А. Пастор)
Вывод

5. Докажите, что существует такое M, что при всех натуральных n > M наименьший простой делитель числа 2n!–1 больше n+1000. (Ф. Петров)
6. AL — биссектриса треугольника ABC. Окружность S, проходящая через точки A и L, касается стороны BC и пересекает отрезок AB во внутренней точке P. Прямая PC вторично пересекает S в точке Q. Докажите, что прямая AQ делит отрезок LC на две равные части. (Сообщил С. Берлов)
7. На главной диагонали квадрата 101(101 стоят пять ладей. Каждым ходом можно переставить одну из ладей в любом направлении по вертикали или горизонтали вплотную к ближайшей ладье или стенке квадрата (перепрыгивать через ладьи нельзя). Может ли в итоге одна ладья оказаться в центральной клетке квадрата, а остальные четыре — в клетках, соседних по стороне с центральной? (А. Шаповалов)
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Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Бесконечная последовательность a0, a1, a2, … натуральных чисел такова, что a0 = 1, и 
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 > an–1(an+1 при любом натуральном n. Докажите, что ak > k при любом натуральном k.
Решение. Достаточно доказать, что ak–1 < ak. Пусть для некоторого k это не так. Тогда, переписав условие в виде an/an–1 > an+1/an, получим, что 1 ≥ ak/ak–1 > ak+1/ak > ak+2/ak+1 > …. Таким образом, последовательность (an) убывает, начиная с (k+1)-го члена, что, очевидно, невозможно для последовательности с натуральными членами.
Задача 2. Даны непересекающиеся окружности (1 и (2. Их общие внешние касательные d1 и d2 касаются (1 в точках A и B соответственно, а (2 — в точках C и D соответственно. Точка M — середина отрезка AC. Отрезки MB и MD вторично пересекают окружности (1 и (2 в точках P и Q соответственно. Докажите, что точки A, C, P, Q лежат на одной окружности.
Решение. Заметим, что MP(MB = MA2 = MC2 = MQ(MD, то есть четырехугольник PQDB — вписанный. Тогда (MQP = (PBD и (MQC = (CDQ+(DCQ = (CDQ+(QDB = (CDB. Следовательно, (PAC+(PQC = (ABP+(MQP+(MQC = \(ABP+(PBD+(CDB = 180(, поэтому четырехугольник APQC — вписанный.
Задача 3. Назовем натуральное число маленьким, если оно не превосходит 100. Каждому множеству, составленному из 49 маленьких чисел, поставлено в соответствие некоторое маленькое число. Докажите, что можно так выбрать 50 маленьких чисел, что никакому множеству, состоящему из 49 из них, не сопоставлено оставшееся число.
Решение. Назовем набор из 50 маленьких чисел хорошим, если одно из них сопоставлено множеству из 49 остальных. Заметим, что каждому набору из 49 маленьких чисел соответствует не более одного хорошего набора. Так как всего наборов маленьких чисел из 50 элементов больше, чем из 49, по принципу Дирихле получаем, что не все они хорошие.
Задача 4. Существуют ли такие вещественные числа a и b, что число a+b иррационально, однако при любом натуральном n число a2n+1+b2n+1 рационально?
Ответ: Нет. Решение. Пусть такие числа нашлись. Заметим, что a, b ≠ 0; действительно, если a = 0, то b3 и b5 рациональны, поэтому и b = (b3)2/b5 также рационально. Кроме того, a ≠ –b, поэтому ad+bd ≠ 0. Пусть k = 2n+1. Тогда (a2k+b2k)(ak+bk) = 2(a3k+b3k)+(ak+bk)3/3 ( Q, откуда a2k+b2k ( Q. Аналогично получается, что a4k+b4k рационально. Значит, akbk = (ak+bk)2–(a2k+b2k)/2 ( Q, а тогда и ab = (a3b3)2/a5b5 ( Q. Наконец, выполнено равенство (a+b)(a11+b11) = (a12+b12)+ab(a10+b10) ( Q, что противоречит нашему предположению.
Задача 5. Треугольная пирамида ABCD вписана в сферу с центром O. Для каждой вершины соединим прямой точку пересечения медиан противолежащей грани с точкой, симметричной этой вершине относительно точки O. Докажите, что эти прямые пересекаются в одной точке F, причем отрезок, соединяющий F c серединой ребра AB, перпендикулярен ребру CD.
Решение. Пусть G — центр тяжести тетраэдра ABCD, а F' — точка, симметричная O относительно G. Пусть D2 — точка, симметричная D относительно O, D1 — центр тяжести треугольника ABC, K — середина DD1. Так как DG:GD1 = 3:1, точка G — середина D1K. Четырехугольник KOD1F' — параллелограмм, так что D1F' || KO || D2D1, то есть точки D2, D1, F лежат на одной прямой. Проводя аналогичные рассуждения для других вершин тетраэдра, получим, что все прямые из условия проходят через F', то есть F' = F. Пусть M — середина AB, N — середина CD. Тогда G — середина MN, то есть NOMF — параллелограмм, и MF || NO ( CD, что и требовалось.
Задача 6. Докажите, что существует такое число M, что при всех натуральных n > M наименьший простой делитель числа (n!)n+1 превосходит n+2007.
Решение. Очевидно, число (n!)n+1 не имеет простых делителей, меньших n+1. Докажем, что для каждого натурального s ≥ 2007 существует лишь конечное количество значений n, для которых (n!)n+1 делится на простое число p = n+s. Из этого будет следовать утверждение задачи. Заметим, что при s = 1 и n > 1, в силу теоремы Вильсона и четности числа n (так как n+1 — простое), (n!)n ( 1 (mod (n+1)), так что требуемых n > 1 не существует. При s = 2, если n+2 — простое, то n! ( 1 (mod (n+2)), так что таких n тоже не существует. Пусть теперь s ≥ 3, и число p = n+s простое. Имеем n! = (p–1)!/(p–1)(p–2)…(p–s+1). Так как число (p–1)!+1 делится на p, получаем, что (n!)n ( ((–1)ss!)–n+1 ( 0 (mod p). Так как –n = (s–1)–(p–1), в силу малой теоремы Ферма получаем, что ((–1)ss!)s–1+1 делится на p. Таких p, разумеется, конечное количество.
Задача 7. В строку выписаны n нулей. За один шаг разрешается прибавить к одному из чисел единицу, если после этого все числа будут образовывать неубывающую (слева направо) последовательность. Обозначим через Z(k, n) число способов получить за несколько таких ходов последовательность 
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. Докажите, что Z(k, n) = Z(n, k) для любых натуральных n, k.
Решение. Сопоставим каждой неубывающей последовательности (a1,…,an) из n неотрицательных целых чисел диаграмму Юнга, первый столбец которой состоит из an клеток, второй — из an–1 клеток и т.д. Тогда способу получить строчку 
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 из строчки 
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 будет соответствовать последовательность диаграмм Юнга, в которой каждый следующий член получается из предыдущего добавлением одной клетки, первый член — пустая диаграмма, а последний — прямоугольник n(k. Таким образом, Z(n,k) есть число таких последовательностей. Отразив в каждом члене каждой такой последовательности диаграмму относительно главной диагонали, получим множество всех последовательностей диаграмм Юнга, заканчивающихся прямоугольником k(n. Это отображение осуществляет биекцию между множествами способов, равномощность которых и требовалось доказать.
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Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. На столе лежат 2007 кучек, сначала в каждой кучке по одному ореху. Каждым ходом Саша берет три кучки, в которых поровну орехов и объединяет их в одну. Через сколько ходов может закончиться это интересное занятие? (Процесс заканчивается только тогда, когда никакие кучки уже нельзя объединить).
Ответ: 1000. Решение. Очевидно, в результате количество орехов в каждой кучке будет равно степени тройки, причем кучек каждого вида будет не более двух. Такое разложение, очевидно, единственно, и количество кучек из 3s спичек обязательно будет равно соответствующей цифре в разложении 2007 в троичной системе счисления. Так как 2007 = 2(36+2(35+2(33+32, то в конце получится 7 кучек. За каждый ход исчезают ровно две кучки, следовательно, количество ходов равняется (2007–7)/2 = 1000 вне зависимости от способа объединения кучек.
Задача 2. Бесконечная последовательность a0, a1, a2, … натуральных чисел такова, что a0 = 1, и 
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 > an–1(an+1 при любом натуральном n. Докажите, что ak > k при любом натуральном k.
Решение. Заметим, что MP(MB = MA2 = MC2 = MQ(MD, то есть четырехугольник PQDB — вписанный. Тогда (MQP = (PBD и (MQC = (CDQ+(DCQ = (CDQ+(QDB = (CDB. Следовательно, (PAC+(PQC = (ABP+(MQP+(MQC = \(ABP+(PBD+(CDB = 180(, поэтому четырехугольник APQC — вписанный.

Задача 3. Каждому множеству, составленному из 49 натуральных чисел, не превосходящих 100, поставлено в соответствие некоторое натуральное число, не превосходящее 100. Докажите, что можно выбрать 50 натуральных чисел, не превосходящих 100, так что никаким 49 из этих чисел не поставлено в соответствие оставшееся.
Решение. Назовем набор из 50 чисел, не превосходящих 100, хорошим, если одно из них сопоставлено множеству из 49 остальных. Заметим, что каждому набору из 49 чисел, не превосходящих 100, соответствует не более одного хорошего набора. Так как всего наборов чисел, не превосходящих 100, из 50 элементов больше, чем из 49, по принципу Дирихле получаем, что не все они хорошие.

Задача 4. Требуется разрезать квадрат на 5 частей, из которых можно было сложить треугольник, у которого одна из сторон в 4 раза длиннее другой. Как это сделать? (Все построения должны быть обоснованы.)
Решение. Опишем разрезание. Пусть наш квадрат имеет сторону 2. Проведем диагональ квадрата, разрезав его на два равнобедренных прямоугольных треугольника с катетом 2, после чего один из этих треугольников разрежем пополам на два равнобедренных прямоугольных треугольника с катетом 
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. Из трех полученных треугольников сложим прямоугольник со сторонами 
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 и 2
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. Одну из сторон длины 
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 этого прямоугольника разделим пополам. Можно так соединить ее середину с вершиной на противоположной стороне, чтобы полученный отрезок пересекал только две из трех треугольных частей, составляющих наш прямоугольник. Отрезав таким образом прямоугольный треугольник с катетами 2
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 и 
[image: image14.wmf]2

/2, мы разрезали исходный квадрат как раз на 5 частей. Теперь приставим отрезанный треугольник к остальной части и получим прямоугольный треугольник с катетами  4
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 и 
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.
Задача 5. Докажите, что существует такое M, что при всех натуральных n > M наименьший простой делитель числа 2n!–1 больше n+1000.
Решение. Пусть p = n+k — наименьший простой делитель числа 2n!–1. По теореме Вильсона, (p–1)! ( –1 (mod p). Воспользовавшись этим фактом, напишем цепочку сравнений (все сравнения — по модулю p). Сравнение 2n!–1 ( 0 равносильно 2n!  ( 1 ( –(p–1)! = –(n+k–1)!. Сократив сравнение на взаимно простое с p число n!, мы получим –2 (  (n+1)(…((n+k–1) = (p–1)(p–2)(…((p–(k–1)) ( (–1)k–1(k–1)!, то есть 2+(–1)k–1(k–1)! делится на p. 

Рассмотрим M = 999!+2. Предположим, что для некоторого n > M мы имеем k ≤ 1000. Это означает, что либо n < p ≤ 999!+2 (что, очевидно, неверно), либо (–1)k(k–1)! = 2. Во втором случае (k–1)! = 2, следовательно, k = 3, и одновременно (–1)k = 1, откуда k четно. Невозможность одновременного выполнения этих двух условий завершает решение
Задача 6. AL — биссектриса треугольника ABC. Окружность S, проходящая через точки A и L, касается стороны BC и пересекает отрезок AB во внутренней точке P. Прямая PC вторично пересекает S в точке Q. Докажите, что прямая AQ делит отрезок LC на две равные части.
Решение. Пусть T — точка пересечения окружности S со стороной AC. Так как AL — биссектриса угла BAC, то дуги TL и PL окружности S (не содержащие точку A) равны, откуда следует, что TP || BC. Следовательно, (BCP = (TPC как накрест лежащие углы, и (TPC = (TPQ = (TAQ = (CAQ как опирающиеся на одну и ту же дугу TQ окружности S. 
Рассмотрим окружность S', проходящую через точки A, Q и C. Так как (TAQ = (PCB =(PCB, то окружность S' касается BC (естественно, в точке C). Вспомним, что по условию окружность S касается BC в точке L. Теперь остается лишь заметить, что радикальная ось AQ окружностей S и S' делит их общую касательную CL пополам, что и требовалось доказать.
Задача 7. На главной диагонали квадрата 101(101 стоят пять ладей. Каждым ходом можно переставить одну из ладей в любом направлении по вертикали или горизонтали вплотную к ближайшей ладье или стенке квадрата (перепрыгивать через ладьи нельзя). Может ли в итоге одна ладья оказаться в центральной клетке квадрата, а остальные четыре — в клетках, соседних по стороне с центральной?
Ответ: Нет. Решение. Предположим, что это возможно. Рассмотрим центральный крест (из центральной вертикали и горизонтали). Изначально не все 5 ладей стоят в этом кресте, а в конечном итоге там должны оказаться все ладьи. Рассмотрим момент, когда последняя, пятая ладья впервые попала в крест. Нетрудно понять, что когда 4 ладьи стоят в центральном кресте, пятая в нем остановиться не может, противоречие.
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