Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Высшая лига.

1. Числа a1, …, an ( [0, 1) таковы, что 
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. Докажите, что
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2. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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. Докажите, что xyz ( 3600. (Босния и Герцеговина, 2001, #2)
3. Дана полуокружность с центром O и диаметром AB. На ней расположены точки P и Q (AP < AQ). Лучи AP и BQ пересекаются в точке R. Оказалось, что ортоцентр H треугольника PQR лежит на полуокружности. Чему может быть равен (AOH? (Crux 31, n7, 2980; формулировка изменена)
4. Треугольники T и T0 подобны и одинаково ориентированы, причём ортоцентр треугольника T совпадает с центром описанной окружности треугольника T0. Каждая вершина треугольника T отражается симметрично относительно соответственной стороны треугольника T0. Докажите, что построенные таким образом точки или совпадают (все три), или образуют треугольник T', подобный исходному, причём T и T' имеют общий ортоцентр. (Л. Емельянов)
5. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем можно проехать по каждой дороге ровно по одному разу, вернувшись в итоге в исходный город. Выяснилось, что если автомобилист, выехав из города Центральный, проедет по нескольким дорогам (по каждой — не больше одного раза), то он всегда может продолжить свой маршрут, проехав по всем оставшимся дорогам ровно по одному разу (не проезжая по старым). Докажите, что это возможно тогда и только тогда, когда любой замкнутый маршрут проходит через Центральный. (O.Ore)
6. Найдите все функции f: R ( R такие, что для любых вещественных x, y выполняется соотношение f(xf(x) + f(y)) = (f(x))2 + y. (Япония-2004)
7. На ребрах AB, BC, CD, DA тетраэдра ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно. Точки K', L', M', N' симметричны точкам K, L, M, N относительно середин ребер AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что объемы тетраэдров KLMN и K'L'M'N' равны. (П. Кожевников)
8. Каждая сторона равностороннего треугольника разделена на 6 равных частей, через точки деления проведены прямые, параллельные сторонам, делящие исходный треугольник на 36 маленьких треугольничков. В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он поворачивает на 60 или 120 градусов. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка. (IMO TST, Канада)
9. Рассмотрим множество из 20 целых чисел {(a1, (a2, …, (a10}. Докажите, что из этого множества можно выбрать непустое подмножество S такое, что никакие два числа (ai не могут оба лежать в S, и сумма всех чисел из S делится на 1001. (Сообщил С. Берлов)
10. Дано простое число p. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, … удовлетворяет условию an+1 = an+p
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 при n = 1, 2, 3, … Докажите, что среди членов последовательности есть p-я степень целого числа. (Польша, 2007/08, 1 тур)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Первая лига.

1. Пусть B0 — середина стороны AC треугольника ABC. Обозначим через A1 центр вписанной окружности треугольника ABB0, а через A2 — центр его вневписанной окружности, касающейся стороны AB. Аналогично для треугольника CBB0 определим точки C1 и С2.. Докажите, что четырёхугольник A1A2C2C1 — вписанный. (Л. Емельянов)
2. На ребрах AB, BC, CD, DA тетраэдра ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно. Точки K', L', M', N' симметричны точкам K, L, M, N относительно середин ребер AB, BC, CD, DA соответственно. Докажите, что объемы тетраэдров KLMN и K'L'M'N' равны. (П. Кожевников)
3. Пусть Р(х) – произвольный многочлен с целыми коэффициентами, причём известно, что многочлены Р(х) и Р(Р(Р(х))) имеют общий вещественный корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень. (Польша, 2006/07, 2 тур)
4. Докажите, что если a, b, c, d — натуральные числа и ad = b2+bc+c2, то число a2+b2+c2+d2 составное. (Польша, 2006/07, 2 тур)
5. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем любой циклический маршрут проходит через город Центральный. Выяснилось, что существует замкнутый циклический маршрут, проходящий по каждой дороге ровно один раз. Турист О выехал из города Центрального и проехал по некоторому пути, который не проходит дважды ни по одной из дорог. Докажите, что О может продолжить путь так, чтобы в итоге проехать по каждой дороге ровно один раз и вернуться в город Центральный. (O.Ore)
6. Каждая сторона равностороннего треугольника разделена на 6 равных частей, через точки деления проведены прямые, параллельные сторонам, делящие исходный треугольник на 36 маленьких треугольничков. В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он поворачивает на 60 или 120 градусов. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка. (IMO TST, Канада)
7. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C является объединением нескольких меньших комиссий, то председателем C должен быть один из председателей этих меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей? (Польша, 2007/08, 1 тур)
8. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют неравенству abcd > a2+b2+c2+d2. Докажите, что abcd > a+b+c+d+8. (Белоруссия, 2007, B7)
9. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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. Докажите, что xyz ( 3600. (Босния и Герцеговина, 2001, #2)
10. Дана полуокружность с центром O и диаметром AB. На ней отмечены точки P, Q и C. Прямые BP и AQ пересекаются в точке S. Известно, что C — ортоцентр треугольника SPQ. Чему может быть равен угол (POQ? (Crux 31, n7, 2980; формулировка немного изменена)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Вторая лига.

1. Последовательность x1, x2, x3,…,задана формулой xn = 2n(n+1). Какое наибольшее количество подряд идущих её членов могут быть точными квадратами? (Эстония-2005)
2. Требуется расставить на шахматной доске ладьи четырёх различных цветов, так чтобы ладей всех цветов было поровну, и никакие ладьи разного цвета не били друг друга. Найти наибольшее число ладей, при котором это возможно. (А. Шаповалов)
3. Пусть В0 — середина стороны АС треугольника АВС. Обозначим через А1 и А2 центры вписанной и касающейся AB вневписанной окружности треугольника АВВ0. Аналогично для треугольника СВВ0 определим точки С1 и С2.. Докажите, что четырехугольник А1А2С2С1 — вписанный. (Л. Емельянов)
4. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C разбивается на две меньшие комиссии, то председателем C должен быть один из председателей меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей? (Польша, 2007/08, 1 тур)
5. Пусть Р(х) – произвольный многочлен с целыми коэффициентами, причём известно, что многочлены Р(х) и Р(Р(Р(х))) имеют общий корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень. (Польша, 2006/07, 2 тур)
6. В остроугольном треугольнике АВС проведена высота AD, а из точки D опущен перпендикуляр DE на сторону АС. Докажите, что отрезок, соединяющий произвольную точку F отрезка DE с вершиной А, перпендикулярен отрезку ВЕ тогда и только тогда, когда выполняется равенство 
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Правильный треугольник разбит на 36 одинаковых маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то 2 жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка. (IMO TST, Канада)
8. Некоторые натуральные числа покрашены в зелёный цвет так, что: а) среди любых 2007 последовательных чисел есть хотя бы одно зелёное и б) если число n > 1 зелёное, то и 
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 тоже зелёное. Докажите, что все натуральные числа зелёные. (Олимпиада Сербии и Черногории)
9. У Кирилла есть много палок всевозможных длин. Кирилл должен выдать 11 из них Мефодию, а тот — разрезать их всего на n частей. Палки выдаются и режутся по одной. Мефодий выиграет, если в конце сложит из всех частей n-угольник. При каком наименьшем n Мефодий может выиграть, как бы не играл Кирилл? (Получив палку, Мефодий на глазах Кирилла режет ее или оставляет целой. Только после этого Кирилл выбирает размер очередной палки. Предыдущую палку или ее части Мефодию резать уже нельзя.) (А. Шаповалов)
10. Найдите все натуральные n > 1 такие, что для любого набора действительных чисел x1, x2, …,xn выполнено неравенство 
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. (Из материалов Болгарских олимпиад)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Высшая юниорская лига.

1. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C является объединением нескольких меньших комиссий, то председателем C должен быть один из председателей этих меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей? (Польша, 2007/08, 1 тур)
2. На доске 8(8 стоят ладьи, причем есть как белые, так и черные. Известно, что ладьи разного цвета друг друга не бьют. Какое наибольшее число ладей может стоять на краю доски? (А. Шаповалов)
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3. Правильный треугольник разбит на 36 одинаковых маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то 2 жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка. (IMO TST, Канада)
4. Найдите все натуральные n > 1 такие, что для любого набора действительных чисел x1, x2, …,xn выполнено неравенство 
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. (Из материалов Болгарских олимпиад)
5. Последовательность x1, x2, x3,…,задана формулой xn = 2n(n+1). Какое наибольшее количество подряд идущих её членов могут быть точными квадратами? (Эстония-2005)
6. У Кирилла есть много палок всевозможных длин. Кирилл должен выдать 11 из них Мефодию, а тот — разрезать их всего на n частей. Палки выдаются и режутся по одной. Мефодий выиграет, если в конце сложит из всех частей n-угольник. При каком наименьшем n Мефодий может выиграть, как бы не играл Кирилл? (Получив палку, Мефодий на глазах Кирилла режет ее или оставляет целой. Только после этого Кирилл выбирает размер очередной палки. Предыдущую палку или ее части Мефодию резать уже нельзя.) (А. Шаповалов)
7. Пусть В0 — середина стороны АС треугольника АВС. Обозначим через А1 и А2 центры вписанной и касающейся AB вневписанной окружности треугольника АВВ0. Аналогично для треугольника СВВ0 определим точки С1 и С2.. Докажите, что четырехугольник А1А2С2С1 — вписанный. (Л. Емельянов)
8. Натуральные числа x, y, z таковы, что 
[image: image10.wmf]
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. Докажите, что xyz ( 3600. (BH 01 – 2)
9. Треугольники T и T0 подобны и одинаково ориентированы, причём ортоцентр треугольника T совпадает с центром описанной окружности треугольника T0. Каждая вершина треугольника T отражается симметрично относительно соответственной стороны треугольника T0. Докажите, что построенные таким образом точки или совпадают (все три), или образуют треугольник T', подобный исходному, причём T и T' имеют общий ортоцентр. (Ортоцентр — это точка пересечения высот.) (Л. Емельянов)
10. В стране некоторые города соединены дорогами (каждая дорога соединяет ровно два города), причем можно проехать по каждой дороге ровно по одному разу, вернувшись в итоге в исходный город. Выяснилось, что если, выехав из города Центральный, проехать по нескольким дорогам (по каждой – не больше одного раза), то всегда можно после этого вернуться в Центральный, проехав по всем оставшимся дорогам ровно по одному разу. Докажите, что тогда любой замкнутый маршрут проходит через Центральный. (O.Ore)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Первая юниорская лига.

1. В обществе из n членов каждое непустое подмножество считается комиссией. В каждой комиссии нужно выбрать председателя, соблюдая правило: если комиссия C разбивается на две меньшие комиссии, то председателем C должен быть один из председателей меньших комиссий. Cколькими способами можно выбрать председателей? (Польша, 2007/08, 1 тур)
2. На доске 8(8 стоят ладьи, причем есть как белые, так и черные. Известно, что ладьи разного цвета друг друга не бьют. Какое наибольшее число ладей может стоять на краю доски? (А. Шаповалов)
3. Сколько подряд идущих членов последовательности xn = 2n(n+1) могут быть точными квадратами? (Эстония-2005)
4. Верно ли, что неравенство 
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 выполняется для произвольных действительных чисел x1, x2, x3, x4, x5? (Частный случай задачи высшей лиги)
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5. Фигура состоит из маленьких треугольничков (см. рис). В каждой из вершин этих треугольничков сидит по жуку. Они одновременно начинают двигаться по линиям деления с равными скоростями (возможно, и навстречу друг другу по одному отрезку). Когда жук попадает в вершину треугольничка, он обязан повернуть на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине маленького треугольничка. (Волченков по мотивам задачи высшей лиги) 
6. Кирилл дает Мефодию палочку. Мефодий может оставить ее целой или разрезать на несколько частей. Затем Кирилл дает Мефодию вторую палочку (Кирилл сам выбирает ее длину). Мефодий опять может оставить ее или разрезать на несколько частей, и так далее до тех пор, пока Кирилл не выдаст пять палочек.  Мефодий выиграет, если число частей будет равно девяти, и из них можно будет сложить девятиугольник. Может ли Мефодий выиграть, как бы ни играл Кирилл? (А. Шаповалов)
7. В треугольнике ABC (B > 90(. На стороне AC отмечены точки P и Q так, что (ABP = (PBQ. Оказалось, что AC∙PQ = AP∙QC. Найдите (PBC. (Сингапур 94/95)
8. Натуральные числа x, y, z удовлетворяют равенству 
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. Докажите, что xyz ( 900. (Босния и Герцеговина, 2001, #2)
9. Пусть n > 2 – целое число. Какая цифра стоит после запятой в десятичной записи числа 
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? (Irish mathematiсal olimpyad, 2004)
10. В треугольнике ABC AB>AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке E. Точка F — основание перпендикуляра, опущенного из E на прямую AB. Докажите, что 2AF = AB – AC. (Сингапурская олимпиада, 1995/96)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Первый тур 3.12.07. Вторая юниорская лига.

1. Сколько подряд идущих членов последовательности xn = 2n(n+1) могут быть точными квадратами? (Эстония-2005)
2. Пусть n  – натуральное число. Какая цифра стоит сразу после запятой в десятичной записи числа 
[image: image15.wmf]2

nn

+

? (Irish mathematiсal olimpyad, 2004,+ жюри)
3. В треугольнике ABC  AB > AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке E. Точка F — основание перпендикуляра, опущенного из E на прямую AB. Докажите, что 2AF = AB – AC. (Сингапурская олимпиада, 1995/96)
4. Некоторые натуральные числа покрашены в зелёный цвет так, что среди любых 100 последовательных чисел есть хотя бы одно зелёное и если число n > 1 зелёное, то 
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 тоже зелёное. Докажите, что все натуральные числа – зелёные. (Олимпиада Сербии и Черногории)
5. Фигура состоит из маленьких треугольников (см. рис). В каждой из вершин этих треугольников сидит жук. Жуки одновременно начинают двигаться по линиям с равными скоростями. Когда жук попадает в вершину треугольника, он обязательно поворачивает на 60( или 120(. Докажите, что через некоторое время какие-то два жука окажутся в одной вершине. (Волченков по мотивам задачи высшей лиги) 
6. Пусть f(х) = ax2+bx+c – квадратный трехчлен, причем a, b, c – целые числа. Известно, что трехчлен f(х) и многочлен f(f(f(х))) имеют общий корень. Докажите, что эти многочлены имеют общий целый корень. (Польша, 2006/07, 2 тур, downgrade)
7. В треугольнике ABC  (B > 90(. На стороне AC отмечены точки P и Q так, что (ABP = (PBQ. Оказалось, что AC∙PQ = AP∙QC. Найдите (PBC. (Сингапур 1994/95)
8. Найдите все такие пары чисел p, q, что все числа p, p+6, p+10, q, q+4, q+10, p+q+1 – простые и p < 100. (Irish mathematiсal olimpyad, 2004)
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