Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Омск, 1–8 ноября 2008 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.08. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. В комнате находятся n человек. Каждый из них либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из находящихся в комнате сказал: «В этой комнате k1 лжецов», второй: «В этой комнате k2 лжецов», …, n-ый: «В этой комнате kn лжецов». Известно, что все числа k1, …, kn не превосходят n. Каково наибольшее возможное значение их суммы? (И. Рубанов)
2. Беговая дорожка разбита на три равных по длине участка, и есть набор из трёх различных скоростей v1, v2, v3. Три бегуна одновременно выбегают со старта, после чего каждый на каждом участке бежит с постоянной скоростью — одной из набора, причём разные участки пробегает с разными скоростями. Известно, что со старта бегуны выбежали с различными скоростями и на финиш тоже прибежали с различными скоростями. Докажите, что во время забега был момент, когда один бегун обогнал другого. (И. Рубанов)
3. Найдите все пары натуральных чисел, сумма которых заканчивается на 3, разность является простым числом, а произведение — точным квадратом. (Czech, A54ii)
4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Прямая AB разбивается на отрезок AB и лучи a и b с началами A и B соответственно. Луч r симметричен a относительно биссектрисы угла CAD; луч s симметричен b относительно биссектрисы угла CBD. Оказалось, что точки O и C лежат по одну сторону от прямой AB, а точка P пересечения лучей r и s — по другую. Докажите, что OP и CD перпендикулярны. (Бразилия, 2008)
5. При каких натуральных n существует такая перестановка x1, x2, …, xn чисел 1, 2, …, n, что все разности |xk – k| (k = 1, 2, …, n) различны? (M.J. Pelling, AMM 1989)
6. Пусть ( и ( — наибольшие вещественные корни многочленов
P(x) = 4x3–2x2–15x+9 и Q(x)=12x3+6x2–7x+1 соответственно. Докажите, что (2+3(2 = 4. (Вьетнам, 2003)
7. Каждые два из 21 города соединены прямым рейсом одной из четырёх авиакомпаний. Докажите, что существует замкнутый маршрут из четырех рейсов одной авиакомпании. (Д. Карпов и И. Богданов по мотивам задачи с румынского отбора 2008)
8. Внутри треугольника ABC расположена точка O такая, что OA = OB+OC. Точки B' и C' — середины дуг AOC и AOB соответственно. Докажите, что описанные окружности треугольников COC' и BOB' касаются. (Иран, 2007)

Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Омск, 1–8 ноября 2008 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.08. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. В комнате находятся n человек. Каждый из них либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из находящихся в комнате сказал: «В этой комнате k1 лжецов», второй: «В этой комнате k2 лжецов», …, n-ый «В этой комнате kn лжецов». Известно, что числа все k1, …, kn не превосходят n. Каково наибольшее возможное значение их суммы? (И. Рубанов)
2. Натуральное число n таково, что существуют два натуральных числа, не делящихся на n, сумма, разность и произведение которых делятся на n. Докажите, что n делится на 4. (И. Рубанов)
3. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом B провели высоту BH и биссектрису AE, пересекающиеся в точке F. Отрезки CF и HE пересекаются в точке G. Докажите, что площади четырёхугольника BEGF и треугольника CGH равны. (Аргентинский отбор на Cono Sur)
4. Натуральные числа m и n таковы, что при некотором целом x выполнено равенство (x+m)(x+n) = x+m+n. Докажите, что m < 2n. (Чешские олимпиады)
5. В парламенте 2008 депутатов, разбитых на 3 фракции. Назовем депутата единолюбом, если все его друзья из одной фракции. Докажите, что найдется депутат, который может перейти в другую фракцию, и при этом не появится новых единолюбов. (Д. Карпов)
6. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Прямая AB разбивается на отрезок AB и лучи a и b с началами A и B соответственно. Луч r симметричен a относительно биссектрисы угла CAD; луч s симметричен b относительно биссектрисы угла CBD. Оказалось, что точки O и C лежат по одну сторону от прямой AB, а точка P пересечения лучей r и s — по другую. Докажите, что OP и CD перпендикулярны. (Бразилия, 2008)
7. Каждая клетка доски размером 2009(2009 покрашена в один из двух цветов так, что у каждой клетки соседей (по стороне) своего цвета меньше, чем соседей другого цвета. Какое наибольшее значение может принимать разность между количеством клеток одного и другого цветов? (А. Шаповалов)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Омск, 1–8 ноября 2008 года

Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. В комнате находятся n человек. Каждый из них либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из находящихся в комнате сказал: «В этой комнате k1 лжецов», второй: «В этой комнате k2 лжецов», …, n-ый «В этой комнате kn лжецов». Известно, что все числа k1, …, kn не превосходят n. Каково наибольшее возможное значение их суммы?
Ответ: n2–1. Решение. Пусть в комнате n–1 лжец, каждый из которых сказал, что в комнате n лжецов, и 1 рыцарь, который сказал, что в комнате n–1 лжец. Тогда сумма названных чисел равна n2–1. Больше она могла бы быть только если каждый из присутствующих сказал что в комнате n лжецов. Поскольку рыцарь такого сказать не может, получается, что все в комнате действительно лжецы, и они говорят правду — противоречие.
Задача 2. Беговая дорожка разбита на три равных по длине участка, и есть набор из трёх различных скоростей v1, v2, v3. Три бегуна одновременно выбегают со старта, после чего каждый на каждом участке бежит с постоянной скоростью — одной из набора, причём разные участки пробегает с разными скоростями. Известно, что со старта бегуны выбежали с различными скоростями и на финиш тоже прибежали с различными скоростями. Докажите, что во время забега был момент, когда один бегун обогнал другого.
Решение. Заметим, что все бегуны потратили на прохождение дистанции одно и то же время s/v1+s/v2+s/v3, где s — длина участка, то есть они финишировали тоже одновременно. Рассмотрим графики бега бегунов на первом и третьем участках дорожки. Это отрезки, угол наклона которых к оси абсцисс тем больше, чем больше скорость соответствующего бегуна. Бегун, который выбежал со старта со средней по величине скоростью, на финиш пришёл с другой скоростью, то есть с наибольшей, либо наименьшей из трёх. Поэтому третий участок начал первым (если на финиш прибежал с наибольшей возможной скоростью, нагнав на третьем участке остальных), либо последним (если на финиш прибежал с наименьшей возможной скоростью, так, что на третьем участке двое остальных нагнали его). Но в конце первого участка он был вторым, поэтому на втором участке либо он обогнал кого-то, либо кто-то обогнал его.

Задача 3. Найдите все пары натуральных чисел, сумма которых заканчивается на 3, разность является простым числом, а произведение — точным квадратом.
Ответ: 4, 9. Решение. Пусть меньшее из искомых чисел равно k. Тогда большее равно p+k, где p — простое. По условию k(p+k) = m2 (*), откуда pk = (m–k)(m+k). Положим d = НОД(m,k), k1 = k/d, m1 = m/d. Подставляя в (*), после преобразований получаем k1p = d(m1–k1)(m1+k1). Поскольку число k1 взаимно просто с m1–k1 и m1+k1, d делится на k1. Если при этом k < d, то получается, что простое число p делится на составное число (d/k)(m1+k1), что невозможно. Поэтому k1 = d, откуда m1–k1 = 1, m1+k1 = p (иначе p — составное). Из двух последних равенств находим, что k1 = (p–1)/2, m1 = (p+1)/2, откуда k = dk1 = k12 = (p–1)2/4, m = dm1 = (p+1)2/4. Подставляя полученные выражения k и m через p в (*), получаем тождество. Следовательно, задача свелась к нахождению всех таких p, при которых сумма ((p–1)2+(p+1)2)/4 = (p2+1)/2 оканчивается на 3. Поскольку p2 в этом случае должно оканчиваться на 5, подходит единственное простое p = 5. При этом k = 4, откуда и получается ответ.

Задача 4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Прямая AB разбивается на отрезок AB и лучи a и b с началами A и B соответственно. Луч r симметричен a относительно биссектрисы угла CAD; луч s симметричен b относительно биссектрисы угла CBD. Оказалось, что точки O и C лежат по одну сторону от прямой AB, а точка P пересечения лучей r и s — по другую. Докажите, что OP и CD перпендикулярны.
Решение. Пусть L — середина дуги CD, K — вторая точка пересечения прямой r с окружностью (возможно, совпадающая с A). Без ограничения общности можно считать, что дуга AC больше дуги BD. Тогда угол, который прямая r составляет с AL, равен (BAL, т.е. дуга KL равна дуге BL, и дуга CK равна дуге BD, поэтому точка K лежит так, как указано на рис. При этом KB параллельно CD. Из аналогичных соображений получаем, что прямая s пересекает окружность в точке M, лежащей на дуге AB, не содержащей точку D. Прямые AM, KB и CD параллельны, поэтому они симметричны относительно диаметра, проходящего через т. L, следовательно, точка P пересечений r и s лежит на оси симметрии, и OP перпендикулярно CD.
Задача 5. При каких натуральных n существует такая перестановка x1, x2, …, xn чисел 1, 2, …, n, что все разности |xk–k| (k = 1, 2, …, n) различны?
Ответ: При таких, которые делятся на 4 или дают при делении на 4 остаток 1. Решение. Поскольку при всяком k имеем 0 ≤ |xk–k|≤ n–1, чтобы все разности |xk–k| были различны, надо, чтобы они принимали все возможные значения между 0 и n–1. Заметим, что чётность суммы всех |xk–k| такова же, как и чётность суммы всех xk–k, равной 0, то есть сумма всех |xk–k| чётна. Поэтому условию задачи могут удовлетворять только те n, при которых сумма 1+…+(n–1) = n(n–1)/2 чётна, а это в точности те n, которые равны 4m или 4m+1. Теперь покажем, что такие n действительно подходят. Для n = 4m подойдёт перестановка 2m, 4m,
4m–1,…, 3m+1, 3m–1, 3m–2, …, 2m+1, 2m–1, 2m–2, …, m+1, 3m, m, m–1, …, 2, 1, для n = 4m+1 — перестановка 2m+1, 4m+1, 4m,…, 3m+1, 3m–1, 3m–2, …, 2m+1, 2m–1, 2m–2, …, m+1, 3m, m, m–1, …, 2, 1.
Задача 6. Пусть ( и ( — наибольшие вещественные корни многочленов P(x) = 4x3–2x2–15x+9 и Q(x)=12x3+6x2–7x+1 соответственно. Докажите, что (2+3(2 = 4.
Решение. Построим многочлен, корнями которого будут квадраты корней многочлена P(x) (и только они). Пусть x1, x2, x3 — корни многочлена P(x). Тогда x1+x2+x3 = 1/2, x1x2+x2x3+x3x1 = –15/4, x1x2x3 = –9/4. Отсюда видно, что
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 — корни многочлена 16x3–124x2+261x–81. Аналогично получаем, что квадраты корней y1, y2, y3 многочлена Q(x), и только они, есть корни многочлена 144x3–204x2+37x–1, а числа 
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— корни многочлена 3(144(x/3)3–204(x/3)2+37(x/3)–1) =16x3–68x2+37x–3. Наконец, числа
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суть корни многочлена

16(4–x)3–68(4–x)2+37(4–x)–3 = –16x3+124x2–261x+81,

то есть совпадают с числами 
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. Осталось убедиться, что число (2 совпадает именно с числом 4–3(2. Поскольку 
P(–2) = –1, P(–1.9) = 2,844, P(0) = 9, P(1) = –4, P(2) = 3,
корни многочлена P(x) удовлетворяют неравенствам –2 < x1 < –1.9, 0 < x2 < 1, 1 < x3 = ( < 2. С другой стороны,

Q(–2) < 0, Q(0) = 1, Q(0,4) = –0,072, Q(0,5) = 0,5,

то есть 0,4 < ( < 0,5. Одно из чисел x1, x2, ( удовлетворяет условию x2+3(2 = 4, при этом 
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+3(2 < 12+3(0,52 < 4, значит, (2+3(2 = 4.
Задача 7. Каждые два из 21 города соединены прямым рейсом одной из четырёх авиакомпаний. Докажите, что существует замкнутый маршрут из четырех рейсов одной авиакомпании.
Решение. Все маршруты образуют полный граф на 21 вершине, рёбра которого раскрашены в 4 цвета. Если искомого замкнутого маршрута нет, любые две вершины этого графа связаны не более чем одним одноцветным маршрутом длины 2. Стало быть, всего таких маршрутов не более, чем 4
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= 840. С другой стороны, пусть из данной вершины выходит a, b, c и d рёбер первого, второго, третьего и четвёртого цветов соответственно. Тогда число одноцветных маршрутов длины 2, для которых эта вершина — средняя, равно (a(a–1)+b(b–1)+c(c–1)+d(d–1))/2 = = (a2+b2+c2+d2–(a+b+c+d))/2 = (a2+b2+c2+d2)/2–10. По неравенству между средним арифметическим и средним квадратическим имеем: a2+b2+c2+d2 ( (a+b+c+d)2/4 = 100. Таким образом, каждая вершина нашего графа является средней минимум для 100/2–10 = 40 одноцветных маршрутов, причём минимум достигается только в случае, когда из вершины выходит ровно по 5 маршрутов каждого цвета. И только в этом случае сумма количеств одноцветных маршрутов длины 2 по всем вершинам равна 840, в остальных — больше. Но такой случай невозможен, потому что тогда, оставив в нашем графе только рёбра одного какого-то цвета, мы получили бы граф с нечётным числом нечётных вершин.
Задача 8. Внутри треугольника ABC расположена точка O такая, что OA = OB+OC. Точки B' и C' — середины дуг AOC и AOB соответственно. Докажите, что описанные окружности треуголь​ников COC' и BOB' касаются.
Решение. Пусть прямые a, b, c проходят через точки A, B, C перпендикулярно отрезкам OA, OB, OC соответственно. Обозначим через A0, B0, C0 точки пересечения прямых b и c, c и a, a и b, соответственно. Тогда четырехугольник AOBC0 вписан (причем AO — диаметр его описанной окружности), значит, C0C' — биссектриса угла A0C0B0. Пусть прямая C0B'  пересекает A0B0 в точке C1. Тогда (OC'C1 = (OC0C1 = 90(, то есть точки C', O, C, C1 лежат на окружности с диаметром OC1. Аналогично, B0B' — биссектриса угла A0B0C0, и, обозначая точку пересечения ее с A0C0 через B1, получаем, что точки B', O, B, B1 лежат на окружности с диаметром OB1. Нам требуется доказать касание этих двух окружностей; поскольку OB1 и OC1 — их диаметры, это равносильно тому, что точки O, B1, C1 лежат на одной прямой. Точки B1 и C1 удовлетворяют следующему соотношению: расстояние до прямой B0C0 равно сумме расстояний до A0C0 и A0B0. Тогда это же соотношение верно и для любой точки отрезка B1C1; легко видеть, что для других точек в треугольнике A0B0C0 оно не выполняется. Осталось заметить, что по условию точка O также удовлетворяет этому соотношению.
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Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. В комнате находятся n человек. Каждый из них либо рыцарь, который всегда говорит правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из находящихся в комнате сказал: «В этой комнате k1 лжецов», второй: «В этой комнате k2 лжецов», …, n-ый «В этой комнате kn лжецов». Известно, что все числа k1, …, kn не превосходят n. Каково наибольшее возможное значение их суммы?
Ответ: n2–1. Решение. Пусть в комнате n–1 лжец, каждый из которых сказал, что в комнате n лжецов, и 1 рыцарь, который сказал, что в комнате n–1 лжец. Тогда сумма названных чисел равна n2–1. Больше она могла бы быть только если каждый из присутствующих сказал, что в комнате n лжецов. Поскольку рыцарь такого сказать не может, получается, что все в комнате действительно лжецы, и они говорят правду — противоречие.

Задача 2. Натуральное число n таково, что существуют два натуральных числа, не делящихся на n, сумма, разность и произведение которых делятся на n. Докажите, что n делится на 4.

Решение. Обозначим данные в условии два числа через a и b. Поскольку их разность делится на n, они дают при делении на n один и тот же остаток r ( 0. Поскольку их сумма делится на n, 2r делится на n, откуда r = n/2. Следовательно, n делится на 2. Допустим, n не делится на 4. Тогда r нечётно, а вместе с ним нечётны и оба числа a и b. Но тогда их произведение не может делиться на чётное число n.
Задача 3. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом B провели высоту BH и биссектрису AE, пересекающиеся в точке F. Отрезки CF и HE пересекаются в точке G. Докажите, что площади четырёхугольника BEGF и треугольника CGH равны.
Решение. Добавив к четырёхугольнику BEGF и треугольнику CGH треугольник CEG, получим треугольники BCF и CEH соответственно. Достаточно доказать, что равны площади этих треугольников. Проведём в них высоты FK и HP и покажем, что выполнено равенство FK(BC = HP(EC. Оно равносильно равенству FK/HP = EC/BC. Но FK/HP = BF/BH, а BF/BH = EC/BC в силу подобия треугольников ABC и HBC.
Задача 4. Натуральные числа m и n таковы, что при некотором целом x выполнено равенство (x+m)(x+n) = x+m+n. Докажите, что m < 2n.
Решение 1. Перенеся все члены равенства в левую часть, получим квадратное уравнение относительно x: x2+(m+n–1)x+mn–m–n = 0. Если у него есть целочисленный корень, дискриминант должен быть точным квадратом. Имеем:
D = (m+n–1)2–4(mn–m–n) = (m–n+1)2+4n = k2,

откуда 4n = k2–(m–n+1)2 = (k–(m–n+1))(k+(m–n+1)). Допустим, m ( 2n. Поскольку число 4n чётно, числа m–n+1 и k должны быть одной чётности, откуда k–(m–n+1) ( 2, а k+(m–n+1) ( 2(m–n+1)+2 ( 2n+4. Получается, что 4n ( 2(2n+4) = 4n+8 — противоречие.
Решение 2. Перенеся x+m в левую часть, получим (x+m)(x+n–1) = n. Если оба сомножителя положительны, то 1 ≤ x+n–1 ≤ n ( 2–n ≤ x ≤ 1, в то же время 1 ≤ x+m ≤ n ( m ≤ n–x ≤ n–(n–2) = 2n–2. Если оба сомножителя отрицательны, –n ≤ x+n–1 ≤ –1, 1–2n ≤ x ≤ –n, и  x+m ≤ –1, m ≤ –1–x ≤ –1–(1–2n) = 2n–2.

Задача 5. В парламенте 2008 депутатов, разбитых на 3 фракции. Назовем депутата единолюбом, если все его друзья из одной фракции. Докажите, что найдется депутат, который может перейти в другую фракцию, и при этом не появится новых единолюбов.
Решение. Сформулируем задачу на языке графов и заменим разбиение на фракции раскраской вершин графа на три цвета, а депутата-единолюба на плохую вершину. 

Допустим, утверждение задачи неверно для какого-либо графа на 2008 вершинах. Будем говорить, что вершина A портит вершину B, если вершину A можно перекрасить так, чтобы вершина B, которая не была плохой, стала плохой. 
Заметим, что если степень вершины не равна 2, её можно испортить не более чем одним способом. В самом деле, вершины степени 0 и 1 всегда плохие, поэтому испортить их вообще нельзя. Пусть степень вершины больше 2. Если её можно испортить, то все соседние вершины, кроме одной, покрашены в один цвет, а одна — в другой, и этот цвет, как и вершина, которую надо в него перекрашивать, определены однозначно. Вершину же степени 2 можно, очевидно, испортить не более чем двумя способами.
Каждую вершину можно перекрасить двумя способами. Поэтому количество способов, которыми можно испортить вершины нашего графа, равно 2(2008. С другой стороны, столько же должно получиться, если просуммировать по всем вершинам количество способов, которыми они могут быть испорчены. Поскольку в этой сумме все слагаемые не больше 2, все они должны равняться 2. Это возможно только если в нашем графе степень каждой вершины равна 2. Стало быть, он распадается на непересекающиеся циклы, причём каждую вершину каждого цикла можно испортить двумя способами. Такое возможно только если каждая вершина и те вершины, что идут в цикле через одну от неё, покрашены в три разных цвета. Нетрудно показать, что длина цикла в этом случае должна делиться на 3. Но 2008 на 3 не делится.

Задача 6. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Прямая AB разбивается на отрезок AB и лучи a и b с началами A и B соответственно. Луч r симметричен a относительно биссектрисы угла CAD; луч s симметричен b относительно биссектрисы угла CBD. Оказалось, что точки O и C лежат по одну сторону от прямой AB, а точка P пересечения лучей r и s — по другую. Докажите, что OP и CD перпендикулярны.
Решение 1. Пусть (CAB = (CPB = (, (DBA = (PCA = (, (CAD = (CBD = (, (ACB = (ADB = (, ( + ( + ( + ( = 180(. Из условия получаем (PAD = 180( – (BAC = 180( – (, (PBC = 180( – (ABD = 180( – (. Значит, (PAB + (PBA = ((PAD – (DAB) + ((PBC – (ABC) = = (180( – ( – ( – () + (180( – ( – ( – () = 2( = (AOB. Тогда (APB = 180(– (AOB, и четырехугольник APBO вписан. Один из лучей PA и PB пересекает прямую CD; пусть луч PA пересекает ее в точке K. Тогда (PKC = (PAD + (ADC – 180( = (180( – () + (( + () – 180( = (, (KPO = (APO = (ABO = 90( – (, поэтому (PKC + (KPO = 90(, что и означает, что прямые PO и CD перпендикулярны.
Решение 2. Пусть L — середина дуги CD, K — вторая точка пересечения прямой r с окружностью (возможно, совпадающая с A). Без ограничения общности можно считать, что дуга AC больше дуги BD. Тогда угол, который прямая r составляет с AL, равен (BAL, т.е. дуга KL равна дуге BL, и дуга CK равна дуге BD, поэтому точка K лежит так, как указано на рис. При этом KB параллельно CD. Из аналогичных соображений получаем, что прямая s пересекает окружность в точке M, лежащей на дуге AB, не содержащей точку D. Прямые AM, KB и CD параллельны, поэтому они симметричны относительно диаметра, проходящего через т. L, следовательно, точка P пересечений r и s лежит на оси симметрии, и OP перпендикулярно CD.
Задача 7. Каждая клетка доски размером 2009(2009 покрашена в один из двух цветов так, что у каждой клетки соседей (по стороне) своего цвета меньше, чем соседей другого цвета. Какое наибольшее значение может принимать разность между количеством клеток одного и другого цветов?
Ответ: 669. Решение. Допустим, на доске есть две соседние одноцветные клетки. Чтобы выполнялось условие задачи, они должны быть со всех сторон окружены клетками другого цвета. Предположим для определённости, что две наши клетки образуют горизонтальную «доминошку». Тогда «доминошки», примыкающие к ней сверху и снизу, должны быть выкрашены в противоположный цвет. Поэтому одноцветные «доминошки», чередуясь по цвету, целиком покрывают прямоугольник ширины 2, составленный двумя смежными вертикалями доски, в которых лежит исходная «доминошка». При этом любая клетка вертикали, смежной с этим прямоугольником, закрашена в цвет, противоположный цвету примыкающей к ней клетки прямоугольника.
Заметим, что на доске не могут одновременно находиться горизонтальные и вертикальные «доминошки», потому что две горизонтали, раскраска которых порождена вертикальной «доминошкой», не могут пересекаться с двумя вертикалями, раскраска которых порождена горизонтальной «доминошкой». Поэтому можно считать, что все доминошки на нашей доске — горизонтальные. 
Покажем, что если в прямоугольнике ширины 3, составленном из трёх соседних вертикалей доски 2009(2009, есть горизонтальная одноцветная «доминошка», то клеток одного цвета в нём на одну больше, чем клеток другого цвета. В самом деле, такой прямоугольник раскрашен либо в шахматном порядке, либо так, как описано в конце первого абзаца решения, и в обоих случаях наше утверждение без труда проверяется.

Разобьём доску на 669 вертикальных прямоугольников ширины 3 и один прямоугольник ширины 2. В каждом из 669 прямоугольников ширины 3 клеток одного цвета на 1 больше, чем клеток другого, а в прямоугольнике ширины 2 клеток одного цвета либо столько же, сколько клеток другого, если прямоугольник раскрашен в шахматном порядке, либо на 2 больше, чем клеток другого, если он раскрашен чередующимися по цвету «доминошками». Поэтому всего превышение числа клеток одного цвета над числом клеток другого не может быть больше, чем 671. Пример, когда превышение именно таково, без труда строится: в нём вертикальные прямоугольники ширины 2, раскрашенные чередующимися по цвету «доминошками», чередуются с вертикалями, клетки которых раскрашены противоположно примыкающим к ним «доминошкам».
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