Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.08. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. Сколькими различными способами можно расставить в таблице 3(3 числа 1, 2, …, 9 таким образом, чтобы все суммы чисел по строкам и столбцам были нечётными? (К. Кноп)
2. Пусть f(x)  =  x3–x, g(x)  =  x3–3x2+1. Докажите, что при любых действительных a и b, сумма которых не равна 0, многочлен af(x) + bg(x) имеет три различных действительных корня. (И. Рубанов)
3. Назовем натуральное число n квазисовершенным, если сумма всех его натуральных делителей (включая n) равна 2n–1. Кроме того, для каждого натурального n обозначим s(n) сумму остатков от деления n на все натуральные числа, меньшие n. Докажите, что n квазисовершенно тогда и только тогда, когда s(n)  =  s(n–1). (Бразилия, 2000)
4. О вписанном четырехугольнике ABCD известно, что AB > CD и BC > AD. На сторонах AB и BC отмечены точки X и Y соответственно так, что AX  =  CD и AD  =  CY. Пусть M — середина XY. Докажите, что угол AMC прямой. (Соревнование Oliforum, первый тур)
Вывод 11 класса
5. В некотором графе степень каждой вершины не превосходит 1000. Докажите, что рёбра графа можно так покрасить в 10 цветов, что не найдется нечетного одноцветного цикла. (Н. Калинин, Д. Карпов)
6. Найдите все функции f: N ( N такие, что f(m–n+f(n))  =  f(m)+f(n) при всех m, n ( N. (Белоруссия, 2005)
7. Сумма телесных углов при вершинах выпуклого многогранника равна (. Докажите, что существует замкнутый маршрут по его ребрам, проходящий через каждую его вершину ровно один раз. (Телесный угол как величина многогранного угла измеряется площадью фигуры, высекаемой этим многогранным углом на единичной сфере. Площадь всей единичной сферы равна 4π.) (И. Богданов)
Вывод 10 класса
5. В некотором графе степень каждой вершины не превосходит 1000. Докажите, что рёбра графа можно так покрасить в 10 цветов, что не найдется нечетного одноцветного цикла. (Н. Калинин, Д. Карпов)
6. Найдите все функции f: N ( N такие, что f(m–n+f(n))  =  f(m)+f(n) при всех m, n ( N. (Белоруссия, 2005)
7. Точка H – ортоцентр треугольника ABC. Через вершины треугольника проведены три параллельные прямые. Точки A', B', C' – их точки пересечения с серединными перпендикулярами к отрезкам AH, BH,CH соответственно. Докажите, что точки A', B', C' лежат на одной прямой. (K\"ozepiskolai Matematikai Lapok)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.08.ЮНИОРЫ.

Довывод

1. Действительные числа a, b, c таковы, что  ab–1 < a–b,  ac–1 < a–c. Докажите, что bc+1 > b+c. (Фольклор)
2. В тупоугольном треугольнике одну из вершин соединили с точкой на противолежащей стороне и на полученном отрезке, как на диаметре, построили окружность. Докажите, что длина касательной, проведённой к этой окружности из ортоцентра треугольника, не зависит ни от выбора вершины, ни от выбора точки на противолежащей стороне. (Национальная олимпиада Сербии, 2006, переформулировка)
3. Из клетчатой доски 2008(2008 вырезали угловую клетку и еще одну, а оставшуюся часть разрезали по границам клеток на два равных многоугольника. В каком месте исходной доски могла находиться вторая вырезанная клетка? 
4. Назовем натуральное число n квазисовершенным, если сумма всех его натуральных делителей (включая n) равна 2n–1. Кроме того, для каждого натурального n обозначим s(n) сумму остатков от деления n на все натуральные числа, меньшие n. Докажите, что n квазисовершенно тогда и только тогда, когда s(n)  =  s(n–1). (Бразилия, 2000)
5. Существует ли 333-значный точный квадрат, средние три цифры которого в точности 333 (то есть слева и справа от группы «333» цифр поровну)? (А. Шаповалов)
Вывод

6. Можно ли покрасить все рациональные числа в красный и синий цвета так, чтобы сумма любых двух различных чисел одинакового цвета была красной? (Оба цвета присутствуют). (Белоруссия?, 1995)
7. О вписанном четырехугольнике ABCD известно, что AB > CD и BC > AD. На сторонах AB и BC отмечены точки X и Y соответственно так, что AX  =  CD и AD  =  CY. Пусть M — середина XY. Докажите, что ( AMC  =  90(. (Соревнование Oliforum, первый тур)
8. Несколько аэропортов связаны двусторонними беспересадочными авиарейсами так, что из каждого аэропорта выходит ровно по 3 рейса. Докажите, что можно разделить все рейсы между двумя компаниями так, что рейсами любой из компаний нельзя совершить круговое путешествие по нечетному числу аэропортов. (Н. Калинин)
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Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Сколькими различными способами можно расставить в таблице 3(3 числа 1, 2, …, 9 таким образом, чтобы все суммы чисел по строкам и столбцам были нечётными?
Ответ: 9(5!(4!  =  25929. Решение. В каждой строке должно быть одно или три нечетных числа. Всего нечётных чисел пять, поэтому найдётся строка, где все числа — нечётные. По той же причине найдётся столбец, где все числа — нечётные. В указанных строке и столбце стоят все 5 нечётных чисел. Поэтому число способов расстановки равно числу способов выбрать в таблице одну строку и один столбец, умноженному на число способов расставить в них нечётные числа, и умноженному на число способов расставить чётные числа в оставшихся четырёх клетках таблицы.
Задача 2. Пусть f(x)  =  x3–x, g(x)  =  x3–3x2+1. Докажите, что при любых действительных a и b, сумма которых не равна 0, многочлен af(x) + bg(x) имеет три различных действительных корня.
Решение. Заметим, что корни многочлена f(x) — это –1, 0 и 1. При этом g(–1) < 0 g(0) > 0, g(1) < 0. Поэтому значения многочлена h(x)  =  af(x) + bg(x) при любых a и b имеют в точках –1 и 1 один и тот же знак, а в точке 0 — противоположный ему. Стало быть, h(x) имеет по корню между –1 и 0 и между 0 и –1. При b > 0 h(x) неограниченно растёт с ростом x, а h(1) < 0. Поэтому в этом случае у h(x) есть третий корень, больший 1, и, следовательно, все три его корня различны. Случай b < 0 аналогичен, случай b  =  0 очевиден.
Задача 3. Назовем натуральное число n квазисовершенным, если сумма всех его натуральных делителей (включая n) равна 2n–1. Кроме того, для каждого натурального n обозначим s(n) сумму остатков от деления n на все натуральные числа, меньшие n. Докажите, что n квазисовершенно тогда и только тогда, когда s(n)  =  s(n–1).
Решение. Обозначим r(n,d) остаток от деления n на d. Тогда 
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Слагаемые в последней сумме равны 1, если n не делится на d, и 0–(d–1) = 1–d, если n делится на d. Поэтому их сумма равна n–1– (сумма делителей n). Следовательно, выписанная сумма равна 0 тогда и только тогда, когда сумма делителей n равна n–1.

Задача 4. О вписанном четырехугольнике ABCD известно, что AB > CD и BC > AD. На сторонах AB и BC отмечены точки X и Y соответственно так, что AX  =  CD и AD  =  CY. Пусть M — середина XY. Докажите, что угол AMC прямой.
Решение. Отложим на лучах XA и YC точки K и L так, что AK = AX = CD и CL = CY = AD. Тогда отрезки  AM и MC являются средними линиями в треугольниках  KXY и LXY; поэтому нам надо доказать, что KY перпендикулярно XL. Заметим, что треугольники  ADK и CYD равны по двум сторонам и углу между ними (( DAK = (YCD); аналогично, ∆ CDL = ∆ AXD. Значит, DL = DX и DK = DY; кроме того, из этих равенств следует, что ( LDY+( KDX = ( DKA+(DXA+( KDX = 180(. Отсюда простым подсчетом углов убеждаемся, что биссектрисы углов LDX и KDY перпендикулярны; поскольку эти биссектрисы являются также высотами в равнобедренных треугольниках XDL и KDY, то и KY перпендикулярно LX. 

Задача 5. В некотором графе степень каждой вершины не превосходит 1000. Докажите, что рёбра графа можно так покрасить в 10 цветов, что не найдется нечетного одноцветного цикла.
Решение. Лемма. Ребра полного графа на 2n вершинах можно раскрасить в n цветов так, чтобы граф с ребрами любого цвета был двудольным. Доказательство. Лемма легко доказывается индукцией по n, база для n  =  1 очевидна. Переход тоже несложен: разобьем вершины на две группы по 2n–1 вершине, все ребра между группами покрасим в цвет n, граф из ребер этого цвета будет очевидно двудольным. Теперь для каждой из половинок покрасим ребра в цвета 1,2,..., n–1 (это можно по индукционному предположению). Графы этих цветов также будут двудольными, так как состоят из двух несвязанных двудольных частей каждый.
Теперь перейдем к решению задачи. Легко покрасить вершины данного графа G степени не более 1000 правильным образом в 1024  =  210 цветов (и даже в 1001 цвет). Теперь, рассмотрим раскраску в 10 цветов ребер полного графа на 1024 вершинах (вершины которого занумерованы цветами вершин графа G), в которой граф каждого цвета двудолен. Покрасим все ребра графа G между вершинами цветов i и j также, как и ребро между вершинами i и j в раскраске полного графа. Очевидно, нечетных циклов в графе ребер любого цвета не будет.
Задача 6. Найдите все функции f: N ( N такие, что f(m–n+f(n))  =  f(m)+f(n) при всех m, n ( N.
Решение. Подставив m  =  n, получим f(f(n))  =  2f(n). Теперь подставим n  =  f(k) и получим f(m+f(k))  =  f(m–f(k)+f(f(k))  =  f(m)+f(f(k)), то есть, f(m+n)  =  f(m)+f(n) при условии, что хотя бы одно из чисел m и n есть значение f от какого–то натурального числа.
Теперь подставим m  =  k, n  =  k+1 и воспользуемся доказанным:

f(k)+f(k+1)  =  f((k+1)–k+f(k))  =  f(1+f(k))  =  f(1)+f(f(k))  =  f(1)+2f(k), откуда f(k+1)  =  f(1)+f(k) для всех натуральных k. Следовательно, f(n)  =  nf(1), откуда f(k)f(1)  =  f(f(k))  =  2f(k). Таким образом, f(n)  =  2n. Нетрудно убедиться, что эта функция подходит.
Задача 7 (11 кл.). Сумма телесных углов при вершинах выпуклого многогранника равна (. Докажите, что существует замкнутый маршрут по его ребрам, проходящий через каждую его вершину ровно один раз (Телесный угол как величина многогранного угла измеряется площадью фигуры, высекаемой этим многогранным углом на единичной сфере. Площадь всей единичной сферы равна 4π.).
Решение. Спроецируем многогранник на какую-то плоскость параллельно  OA. Нетрудно понять (!), что все вершины многогранника будут лежать на границе полученного многоугольника. Более того, в каждую точку отрезка между двумя соседними проекциями вершин проецируется лишь одна точка многогранника; значит, в этот отрезок проецируется ребро. Тогда, занумеровав вершины в порядке, в котором они их проекции стоят на границе многоугольника, мы получим требуемый обход.
Задача 7 (10 кл.). Точка H – ортоцентр треугольника ABC. Через вершины треугольника проведены три параллельные прямые. Точки A', B', C' – их точки пересечения с серединными перпендикулярами к отрезкам AH, BH,CH соответственно. Докажите, что точки A', B', C' лежат на одной прямой.
Решение. Проведем через  H прямую, параллельную AA'; пусть она пересекает стороны треугольника  A1B1C1 в точках  A'', B'', C''. Тогда по теореме Менелая 
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. Однако прямые AA' и HA'' симметричны относительно середины AH (являющейся также серединой  B1C1), поэтому 
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 Записав два аналогичных соотношения и перемножив их, опять же по теореме Менелая получим требуемое.
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Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Действительные числа a, b, c таковы, что  ab–1 < a–b,  ac–1 < a–c. Докажите, что bc+1 > b+c.
Решение. Перенеся все члены данных в условии неравенств в левую часть и разложив на множители, получим (a+1)(b–1) < 0 и (a+1)(c–1) < 0. Перемножив и поделив на положительное выражение (a+1)2, получим (b–1)(c–1) > 0, что равносильно требуемому неравенству.
Задача 2. В тупоугольном треугольнике одну из вершин соединили с точкой на противолежащей стороне и на полученном отрезке, как на диаметре, построили окружность. Докажите, что длина касательной, проведённой к этой окружности из ортоцентра треугольника, не зависит ни от выбора вершины, ни от выбора точки на противолежащей стороне.
Решение. Пусть ABC данный треугольник, H — его ортоцентр, AD, CE, BF – его высоты, A1, B1, C1 — произвольные точки на сторонах BC, CA, AB соответственно. Построим на отрезках AA1, BB1, CC1 как на диаметрах окружности, и докажем, что касательные к этим окружностям из точки H равны (легко видеть, что точка H лежит снаружи всех трех окружностей). Докажем это для окружностей с диаметрами BB1 и CC1, остальное доказывается аналогично. Заметим, что точки F и E лежат на этих окружностях, так как углы BEB1 и CFC1 прямые. Поэтому достаточно показать, что HE(HB  =  HF(HC, что следует из вписанности четырехугольника BEFC.
Задача 3. Из клетчатой доски 2008(2008 вырезали угловую клетку и еще одну, а оставшуюся часть разрезали по границам клеток на два равных многоугольника. В каком месте исходной доски могла находиться вторая вырезанная клетка?
Ответ: Либо в любом из трёх оставшихся углов, либо в середине границы одной из двух сторон, от которых отрезана угловая клетка, либо в клетках, лежащих на противоположных сторонах напротив указанных. Решение. Если клетка угловая, то разрез можно сделать по оси симметрии квадрата. Пусть клетка не угловая. Оставшиеся угловые клетки, примыкающие к сторонам, от которых отрезана первая клетка, должны быть в разных многоугольниках, т.к. это клетки, удалённые друг от друга на максимальное расстояние, и другой такой пары клеток нет. Угловая клетка, центрально-симметричная вырезанной, должна оказаться в одном из многоугольников. При этом в этом многоугольнике автоматически оказываются две клетки, лежащие вдоль одной линии на расстоянии, равном стороне квадрата. В другом многоугольнике такой фрагмент тоже должен быть, и он должен разделять квадрат по прямому отрезку от края до края исходного квадрата. Очевидно, этот разрез должен проходить по оси симметрии квадрата. При этом, чтобы части были одинаковыми, необходимо из одной части вырезать угловую клетку, что соответствует ответу.
Задача 4. Назовем натуральное число n квазисовершенным, если сумма всех его натуральных делителей (включая n) равна 2n–1. Кроме того, для каждого натурального n обозначим s(n) сумму остатков от деления n на все натуральные числа, меньшие n. Докажите, что n квазисовершенно тогда и только тогда, когда s(n)  =  s(n–1).
Решение. Обозначим r(n,d) остаток от деления n на d. Тогда 
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Слагаемые в последней сумме равны 1, если n не делится на d, и 0–(d–1) = 1–d, если n делится на d. Поэтому их сумма равна n–1– (сумма делителей n). Следовательно, выписанная сумма равна 0 тогда и только тогда, когда сумма делителей n равна n–1.
Задача 5. Существует ли 333-значный точный квадрат, средние три цифры которого в точности 333 (то есть слева и справа от группы «333» цифр поровну)?
Решение. Возьмем x  =  111∙10164+15. Тогда x2  =  12321∙10328 + 3330∙10164+225. Очевидно, что в этом числе 328+5 = 333 цифры, при этом за группой «333» идут 164+1 = 165 цифр, т. е. ровно столько, сколько нужно, а именно (333–3)/2.
Задача 6. Можно ли покрасить все рациональные числа в красный и синий цвета так, чтобы сумма любых двух различных чисел одинакового цвета была красной? (Оба цвета присутствуют).
Решение. Таких раскрасок нет. Разобьем решение на ряд шагов. 
1) 0 – красное число. Действительно, если 0 – единственное синее число, то сумма красных 1 и –1 равна синему 0, что невозможно. Если же s ≠ 0 – другое синее число, то s = s+0 – красное число – противоречие. 

1) Синих чисел бесконечно много. В самом деле, если s – синее (тогда s ≠ 0), то одно из чисел s/3 или 2s/3 – синее, ведь если они оба красные, то их сумма s/3+2s/3 = s – красное, противоречие. Поэтому нет самого маленького по модулю синего числа.

2) Красных чисел бесконечно много. Иначе среди неотрицательных красных (0 – красное) возьмем самое большое красное число k. Тогда сумма различных синих (k+1)+(k+2)>k была бы синей – противоречие.

3) Если s – синее, то 2s – красное. В самом деле, возьмем отличное от s/2 синее число s'. Такое найдется, так как синих чисел бесконечно много. Тогда число s+s' – красное, число s–s' – красное (иначе сумма синих (s–s')+s' = s была бы синей), поэтому сумма различных синих (s+s') +(s–s') = 2s – красное число. 
4) Если k ≠ 0 – красное, то –k – красное. Предположим противное, что –k – синее. Тогда по пункту 4) –2k – красное, и сумма различных красных k+(–2k) = –k – красное, а мы предположили, что –k – синее.

5) Если k – красное, то 2k – красное. Будем рассматривать k ≠ 0, для k = 0 это очевидно. Возьмем отличное от k/2 красное число k'. Такое найдется, так как красных чисел бесконечно много. Тогда число k+k' – красное, число k–k' – красное (число –k – красное по пункту 4, сумма красных чисел k и –k – красная), поэтому сумма различных красных (k+k') +(k–k') = 2k – красное число.

6) Из пунктов 5 и 6 получаем, что все удвоенные рациональные числа красные, то есть все рациональные числа являются красными – противоречие.
Задача 7. О вписанном четырехугольнике ABCD известно, что AB > CD и BC > AD. На сторонах AB и BC отмечены точки X и Y соответственно так, что AX  =  CD и AD  =  CY. Пусть M — середина XY.  Докажите, что ( AMC  =  90(.
Решение. Отложим на лучах XA и YC точки K и L так, что AK = AX = CD и CL = CY = AD. Тогда отрезки  AM и MC являются средними линиями в треугольниках  KXY и LXY; поэтому нам надо доказать, что KY перпендикулярно XL. Заметим, что треугольники  ADK и CYD равны по двум сторонам и углу между ними (( DAK = (YCD); аналогично, ∆ CDL = ∆ AXD. Значит, DL = DX и DK = DY; кроме того, из этих равенств следует, что ( LDY+( KDX = ( DKA+(DXA+( KDX = 180(. Отсюда простым подсчетом углов убеждаемся, что биссектрисы углов LDX и KDY перпендикулярны; поскольку эти биссектрисы являются также высотами в равнобедренных треугольниках XDL и KDY, то и KY перпендикулярно LX. 

Задача 8. Несколько аэропортов связаны двусторонними беспересадочными авиарейсами так, что из каждого аэропорта выходит ровно по 3 рейса. Докажите, что можно разделить все рейсы между двумя компаниями так, что рейсами любой из компаний нельзя совершить круговое путешествие по нечетному числу аэропортов.
Решение. Разделим аэропорты на 4 группы так, чтобы все рейсы были между разными группами. Это легко сделать последовательно, относя аэропорт не к той группе, что его три соседа. Далее первой компании отдадим все рейсы вида 1-2, 2-3, 3-4 и 4-1. Тогда все циклы четны, поскольку при каждом рейсе меняется четность группы. Второй компании отдадим рейсы типа 1-3 и 2-4. Тут тоже все циклы четные, поскольку по очереди входят и выходят в группу 1 или 3 соответственно.
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