Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Второй тур 4.11.08. Высшая лига.

1. После кругового теннисного турнира на n человек в редакции оказалась полная таблица турнира, но без имён игроков, и — отдельно — полный список игроков. Журналист хочет передать в редакцию результаты нескольких игр так, чтобы по ним было возможно восстановить, кто выиграл в каждой паре. Докажите, что ему для этого хватит nlog2n матчей. (N. Alon, M. Ruszinko)
2. Вася отметил на доске 100(100 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя? (А. Шаповалов)
3. Докажите, что если p = 4k+3 — простое число, то уравнение x2p + y2p + z2p = w2p не имеет решений в натуральных числах, не кратных p. (E2824 [1980, 220] – 1981, 445, Barry J. Powell, Kirkland, Wash.)
4. Окружность (1 лежит внутри окружности (2. Точка P лежит внутри (1, а точка Q — вне (2. Проведем произвольную прямую l, проходящую через P, но не через Q. Пусть она пересекает (1 в точках A и B, а описанная окружность треугольника ABQ пересекает (2 в точках C и D. Докажите, что все прямые CD (при всевозможных положениях прямой l) проходят через одну точку. (KoMaL)
5. Для чисел x, y, z ( [–1,1], удовлетворяющих условию xy+yz+zx = 1, докажите неравенство 
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6. Высоты остроугольного неравнобедренного треугольника ABC пересекаются в точке H. Точки M и N — середины отрезков BC и AH соответственно. Докажите, что расстояние между точками пересечения прямой MN с биссектрисами внешнего и внутреннего углов при вершине A равно AH. (Греция, 1996)
7. Многочлены P(x), Q(x) таковы, что x2009 = (x3–6x2+11x–6)P(x)+Q(x), причем степень Q(x) меньше 3. Докажите, что коэффициенты многочлена P(x) положительны. (И. Богданов)
8. Найдите все непрерывные функции f: R ( R, удовлетворяющие условию f(x+y) = f(x+f(y)) при всех x, y ( R. (E3191 [1987, 181] – 1989, 161% Gheorghe Rautu, Centre of Mathematical Statistics, Bucharest, Romania)
9. У бедного мальчика Саши всего 300 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: два рубля, если перевесила левая чашка, и один рубль при любом другом исходе. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов? (К. Кноп)
10. На доске написаны числа 1, 2, …, 2008. Можно ли стереть 90 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать 37 чисел, образующих арифметическую прогрессию? (Аргентина, 2003)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Второй тур 4.11.08. Первая лига.

1. Колесом Wn назовем следующий граф: цикл из n вершин (где n ( 3) и еще одна вершина-центр, соединенная ребрами со всеми n вершинами цикла. Сколько существует способов покрасить ребра Wn в красный и синий цвета так, чтобы между любыми двумя вершинами Wn существовал путь как по ребрам красного цвета, так и по ребрам синего цвета? Считается, что вершины колеса пронумерованы различными числами, то есть отличаются друг от друга.
2. Вася отметил на доске 8(8 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя? (А. Шаповалов)
3. Докажите, что если p = 4k+3 — простое число, то уравнение x2p+y2p = z2p не имеет решений в натуральных числах, не кратных p. (E2824 [1980, 220] – 1981, 445, Barry J. Powell, Kirkland, Wash.)
4. Дано натуральное число n, не кратное 3. Докажите, что существует такое натуральное число m, что каждое натуральное число, не меньшее m, является суммой цифр некоторого кратного n. (Польша, 2007, 2 тур)
5. Для чисел x, y, z ( [–1,1], удовлетворяющих условию xy+yz+zx = 1, докажите неравенство 
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6. На сторонах AB и AD выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки E и F соответственно такие, что S(AED) = S(ABF) = S(ABCD)/2. Докажите, что прямая EF делит диагональ AC на две равные части. (Канада, 2008)
7. Многочлены P(x), Q(x) таковы, что x2009 = (x2–7x+10)P(x)+Q(x), причем степень многочлена Q(x) меньше 2. Докажите, что все коэффициенты многочлена P(x) положительны. (И. Богданов)
8. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY. (KoMaL-2007)
9. У бедного мальчика Саши всего 169 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов? (К. Кноп)
10. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 15(16(17. От него 20 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из граней параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным граням). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска? (AIME2008)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Второй тур 4.11.08. Вторая лига.

1. Вася отметил на шахматной доске 8(8 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете, что минимальное число ходов короля от одной до другой равно 30. Может ли это быть правдой? (А. Шаповалов)
2. В государстве 100 городов, соединенных дорогами по кругу, и еще один город (столица), связанный дорогами со всеми остальными. По каждой дороге надо проложить либо троллейбусный, либо трамвайный маршрут так, чтобы, выбрав любой вид транспорта, можно было, пользуясь только им, из любого города добраться до любого другого. Сколькими способами это можно сделать? (С. Волченков)
3. На доске написаны числа 1, 2, …, 20000. Можно ли стереть 298 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать 101 число, образующее арифметическую прогрессию? (Аргентина, 2003)
4. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY. (KoMaL-2007)
5. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 10(13(14. От него 10 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из граней параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным граням). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска? (AIME2008)
6. На сторонах AB и AD выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки E и F соответственно такие, что S(AED) = S(ABF) = S(ABCD)/2. Докажите, что прямая EF делит диагональ AC на две равные части. (Канада, 2008)
7. Многочлен P(x) таков, что x2009 = (x–10)P(x)+C, где C — константа. Найдите сумму всех положительных коэффициентов многочлена P(x). (И. Богданов)
8. Пусть k — натуральное число. Докажите, что, если число 6k–1 составное, то k можно представить в виде 6mn–m+n с натуральными m и n. (Словения, 1997)
9. У бедного мальчика Саши всего 29 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов? (К. Кноп)
10. Существует ли натуральное m такое, что каждое натуральное число, не меньшее m, является суммой цифр некоторого числа, кратного 1001? (Польша, 2007, 2 тур)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Второй тур 4.11.08. Высшая юниорская лига.

1. Колесом Wn назовем следующий граф: цикл из n вершин (где n ( 3) и еще одна вершина-центр, соединенная ребрами со всеми n вершинами цикла. Сколькими способами можно покрасить ребра Wn в красный и синий цвета так, чтобы  между любыми двумя вершинами Wn существовал путь как по ребрам красного цвета, так и по ребрам синего цвета? (Считается, что вершины колеса пронумерованы различными числами, то есть отличаются друг от друга). (С. Волченков)
2. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY. (KoMaL-2007)
3. У бедного мальчика Саши всего 70 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов? (К. Кноп)
4. У повара есть кусок сыра в форме прямоугольного параллелепипеда размером 30(33(27 см. Он может отрезать ломтики толщиной не более 1 см параллельно граням. Для бутербродов ему понадобилось нарезать ломтиков (не обязательно одинаковых) общей толщиной 15 см. Какой наибольший объем сыра мог у него остаться? (AIME2008. модификация)
5. Вася отметил на доске 8(8 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя? (А. Шаповалов)
6. Пусть p — простое число вида 4k+3, а натуральные числа x, y, z таковы, что x2p+y2p = z2p . Докажите, что xyz делится на p. (E2824 [1980, 220] - 1981, 445, Barry J. Powell, Kirkland, Wash.)
7. Найдите наибольшее натуральное число, не представимое как полусумма двух различных натуральных чисел с одинаковой суммой цифр.

8. Высоты остроугольного неравнобедренного треугольника ABC пересекаются в точке H. Точки M и N — середины отрезков BC и AH соответственно. Докажите, что расстояние между точками пересечения прямой MN с биссектрисами внешнего и внутреннего углов при вершине A равно AH. (Греция, 1996)
9. N команд сдали на командной олимпиаде по стопке из трех листков с решениями, пронумерованных 1, 2, 3 в случайном порядке. Эти стопки положили одна на другую. Полученную пачку секретарь раскладывает на 3 стола. Столы стоят в ряд с промежутками 5 метров, и пронумерованы по порядку от 1 до 3. Сначала секретарь стоит у стола номер 2. Он смотрит на номер верхнего листка пачки, идет к соответствующему столу, кладет листок на стол, смотрит на номер следующего листка, снова идет, если надо, к соответствующему столу и т.д. Какой наибольший суммарный путь может проделать секретарь? (А. Шаповалов)
10. На доске были написаны натуральные числа от 1 до 3300. Докажите, что можно стереть 120 чисел так, чтобы из оставшихся нельзя было выбрать арифметическую прогрессию из 41 числа. (Аргентина, 2003, модификация)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Второй тур 4.11.08. Первая юниорская лига.

1. В государстве десять городов, соединённых десятью дорогами по кругу, и ещё один город (столица), связанный дорогами со всеми. По каждой дороге надо проложить либо троллейбусный, либо трамвайный маршрут так, чтобы, выбрав любой вид транспорта, можно было, пользуясь только им, из любого города добраться до любого другого. Сколькими способами это можно сделать? (С. Волченков)
2. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY. (KoMaL-2007)
3. У бедного мальчика Саши всего 70 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Может ли он, заплатив менее шести рублей, гарантированно определить фальшивую монету? (К. Кноп)
4. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 10(13(14. От него 10 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из сторон параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным сторонам). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска? (AIME2008)
5. N команд сдали на командной олимпиаде по стопке из трех листков с решениями, пронумерованных 1, 2, 3 в случайном порядке. Эти стопки положили одна на другую. Полученную пачку секретарь раскладывает на 3 стола. Столы стоят в ряд с промежутками 5 метров, и пронумерованы по порядку от 1 до 3. Сначала секретарь стоит у стола номер 2. Он смотрит на номер верхнего листка пачки, идет к соответствующему столу, кладет листок на стол, смотрит на номер следующего листка, снова идет, если надо, к соответствующему столу и т.д. Какой наибольший суммарный путь может проделать секретарь? (А. Шаповалов)
6. Основание CD трапеции ABCD вдвое больше противоположного основания, точка E — точка пересечения прямых AD и CB, M — середина CD. Докажите, что если O — точка пересечения AM и BD, а N — точка пересечения OE и AB, то прямая DN делит отрезок EB пополам. (Греция, 2005)
7. Пусть k — натуральное число. Докажите, что, если число 4k+3 составное, то найдутся такие натуральные m и n, что k = 4mn+m–n–1. (Словения, 1997, по мотивам)
8. На доске написаны натуральные числа от 1 до 100. Докажите, что можно стереть 20 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать арифметическую прогрессию длиной 13. (Аргентина, 2003, модификация)
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