Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Высшая лига.

1. Знаменатель несократимой дроби p/q больше 1. Набор целых чисел (r, a1, a2, ..., an) (ai ( 0) назовем разложением дроби p/q, если 
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Например, (–1, –3, 2, –2) — разложение дроби –10/7. Весом разложения мы назовем произведение
(|a1|–1)(|a2|–1)…(|an|–1). Докажите, что сумма всех ненулевых весов разложений дроби p/q равна q. (Япония, 2003)
2. Суду в качестве вещественного доказательства предъявлено 100 одинаковых по весу монет, вес каждой больше 10 г (однако суд не знает, что они одинаковы). К сожалению, имеющиеся в суде весы показывают вес любого груза с отклонением ровно в 1 г — иногда в бóльшую, а иногда в меньшую сторону (и, к счастью, суд знает об этом). При каком наибольшем k эксперт может доказать суду, что среди монет есть не менее k одинаковых? (И. Рубанов)
3. Даны вещественное ( > 1 и натуральное k > 2. В наборе из k положительных чисел разрешается увеличивать любое число в ( раз и повторять эту операцию любое число раз. Известно, что из некоторого набора нельзя получить набор сторон k-угольника; если же ( уменьшить (оставив бóльшим 1), то такого набора уже не найдется. Докажите, что ( является k-ой степенью корня многочлена с целыми коэффициентами, и найдите такой многочлен. (Жюри)
4. Точка P внутри ромба ABCD не лежит ни на одной его диагонали, O — точка пересечения диагоналей ромба. Точки M, N, R, Q — проекции точки P на стороны AB, BC, CD, DA соответственно. Серединные перпендикуляры к отрезкам MN и RQ пересекаются в точке S, а серединные перпендикуляры к отрезкам MQ и NR пересекаются в точке T. Докажите, что PSOT — прямоугольник. (Romania JBMO Team Selection, 2003)
5. Прямую l назовем касательной к множеству H точек на плоскости, если она имеет ровно одну общую точку с H. Найдите такое множество H, что через любую его точку проходит ровно одна касательная к нему, но любая прямая пересекает H по непустому множеству. (KoMaL)
6. Функция f: {–1; 1}n ( {–1; 1} обладает следующими двумя свойствами: а) f(–x1, –x2, ..., –xn) = –f(x1, x2, ..., xn); б) если f(x1, x2, ..., xn) = y, то при замене любого из xi на y значение функции не изменится. Функция g(x1, x2, x3) всегда равна тому из чисел, которое чаще встречается в наборе x1, x2, x3. Докажите, что функция f может быть получена последовательным применением функции g к первоначальным переменным и получаемым значениям. (KoMaL)
7. Бумажный многоугольник площади 2S назовем оберткой данного картонного прямоугольника площади S, если многоугольником можно покрыть обе стороны прямоугольника без наложений и перекрытий (естественно, согнув его несколько раз). Общей оберткой двух прямоугольников называется многоугольник, который является оберткой как первого, так и второго. Докажите, что для любых натуральных k, l, m у прямоугольников kl(m и k(lm есть общая обертка. (А. Шаповалов)
8. Хорды AB и BC окружности ( равны. Окружности (1 и (2 касаются хорд AB и BC соответственно, а также касаются окружности ( в точках K и L, лежащих на меньших дугах AB и BC, соответственно. Точки M и N на этих же хордах (соответственно) таковы, что прямая MN касается окружностей (1 и (2, причем эти окружности лежат по другую сторону от MN, нежели B. Докажите, что прямые KM и LN пересекаются на биссектрисе угла ABC. (Сообщение участника outback на форуме MathLinks)
9. Даны простое p и p2 линейных функций lk(x,y) = akx+bky двух переменных. Известно, что для каждых целых чисел u и v, хотя бы одно из которых не кратно p, все остатки от деления на p встречаются в наборе чисел lk(u,v) ровно по p раз. Докажите, что в наборе пар (ak, bk) встречаются все возможные пары остатков при делении на p. (Miklos Schweitzer Competition, 1964)
10. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Первая лига.

1. Вершины дерева покрашены в красный и синий цвета так, что смежные вершины имеют разные цвета, и красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что хотя бы одна из висячих вершин покрашена в красный цвет. (Фольклор)
2. У Игоря есть весы, показывающие массу взвешиваемого предмета не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Можно взвешивать любое количество предметов любое количество раз. При каких n Игорь сможет для любого набора из n предметов определить их массы с помощью своих весов? (И. Рубанов)
3. У Старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в t раз (t > 1). Найдите все значения t (не обязательно целые), при которых Хоттабыч всегда может, использовав некоторое количество волосков, получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника. (Жюри)
4. ABCD — ромб, точка P внутри него, но не лежит ни на одной диагонали, O – точка пересечения диагоналей ромба. Точки M, N, R, Q — это проекции точки P на стороны AB, BC, CD, DA соответственно. Серединные перпендикуляры к отрезкам MN и RQ пересекаются в точке S, а серединные перпендикуляры к отрезкам NR и MQ пересекаются в точке T. Докажите, что PSOT — прямоугольник. (Romania JBMO Team Selection, 2003)
5. В окружность единичного радиуса с центром O вписан правильный 2009-угольник, его вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета, причем все цвета присутствуют. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в трех разноцветных вершинах многоугольника, содержащий точку O. (Д. Карпов по мотивам задачи Р. Карасева, М. Мурашкина, И. Богданова)
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC. (Сообщил С. Берлов)
7. Целые числа a, b, c, d различны. Докажите, что количество решений уравнения x3+ax+b = y3+cy+d в целых числах конечно. (По мотивам сочинений И. Богданова)
8. Назовем самой частой цифрой числа n любую из цифр, встречающихся в десятичной записи не меньшее число раз, чем все остальные цифры. Назовем самой редкой цифрой числа n любую из цифр, встречающихся в десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие–то цифры не встречаются в записи числа n, то самая редкая цифра этого числа — одна из них.) Саша составляет последовательность (bn) так, что bn — либо самая редкая, либо самая частая цифра числа n. Может ли Саша получить последовательность, периодическую с некоторого места? (Д. Карпов по мотивам сочинений А. Шаповалова)
9. Пусть n — нечетное натуральное число. Докажите, что каждое натуральное число, меньшее n, можно представить, как сумму или разность двух чисел от 1 до n–1, взаимно простых с  n.
10. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Вторая лига.

1. У старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 6 раз. Верно ли, что Хоттабыч всегда может, использовав некоторое количество волосков, получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника? (Жюри)
2. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC. (Сообщил С. Берлов)
3. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.
4. Целые числа a, b, c, d различны. Докажите, что количество решений уравнения x3+ax+b = y3+cy+d в целых числах конечно. (По мотивам сочинений И. Богданова)
5. В окружность единичного радиуса с центром O вписан правильный 2009-угольник, его вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета, причем все цвета присутствуют. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в трех разноцветных вершинах многоугольника, содержащий точку O. (Д. Карпов по мотивам задачи Р. Карасева, М. Мурашкина, И. Богданова)
6. У Игоря есть весы, показывающие массу взвешиваемого предмета не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Можно взвешивать любое количество предметов любое количество раз. При каких n Игорь сможет для любого набора из n предметов определить их массы с помощью своих весов? (И. Рубанов)
7. В стране 1000 городов соединены 999 дорогами так, что из любого города можно добраться до любого другого (возможно, проезжая через другие города). Все города поделены на две республики, причем в первой республике больше городов, чем во второй. При этом каждая дорога соединяет два города из разных республик. Докажите, что найдется город первой республики, из которого выходит ровно одна дорога.
8. Решите систему уравнений в вещественных числах: 
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9. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1, как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье  — правой стенки и дна, а второе — только дна. Во втором слое бревно 4 касается бревен 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. В третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и бревна 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна. (Сообщил К. Кноп)
10. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр, беря самые редкие цифры чисел 1, 2, 3, ..., n, … Может ли Саша получить периодическую с некоторого места последовательность? (А. Шаповалов)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Высшая юниорская лига, финал.

1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро). (Фольклор)
2. У Старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в t раз (t > 1). Он может сделать такую операцию сколько угодно раз. Найдите все значения t, при которых Хоттабыч сможет добиться, чтобы из его палочек можно было составить треугольник, вне зависимости от первоначальных длин палочек. (Жюри)
3. В окружность радиуса 1 с центром O вписан правильный 300-угольник. Его вершины раскрашены в 3 цвета так, что вершин каждого цвета поровну. Докажите, что треугольники с вершинами трех разных цветов целиком покрывают круг радиуса 0,5 с центром O. (М. Мурашкин)
4. Есть 12 монет одинакового веса, заведомо большего 10 г. У эксперта есть весы, показывающие массу предметов на чаше не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Для какого наибольшего k эксперт может с помощью этих весов гарантированно доказать суду, что среди этих 12 монет есть не менее k монет одинакового веса? (И. Рубанов)
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны, и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно? (А. Шаповалов)
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC. (Сообщил С. Берлов)
7. В кузове грузовика ширины, больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна. (Сообщил К. Кноп)
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую  с некоторого места? (А. Шаповалов)
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу? (А. Шаповалов)
10. Найдите все такие натуральные n, для которых последняя ненулевая цифра числа (5n)! равна последней ненулевой цифре числа 2n∙n!.
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Высшая юниорская лига, бои за 3 и 5 места.

1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро). (Фольклор)
2. У Старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 4 раза. Он может сделать такую операцию сколько угодно раз. Обязательно ли Хоттабыч сможет добиться, чтобы из его палочек можно было составить треугольник, вне зависимости от первоначальных длин палочек? (Жюри)
3. В окружность радиуса 1 с центром O вписан правильный 300-угольник. Его вершины раскрашены в 3 цвета (все цвета присутствуют). Докажите, что O лежит внутри некоторого треугольника с вершинами трех разных цветов. (М. Мурашкин)
4. Есть 12 монет одинакового веса, заведомо большего 10 г. У эксперта есть весы, показывающие массу предметов на чаше не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Для какого наибольшего k эксперт может с помощью этих весов гарантированно доказать суду, что среди этих 12 монет есть не менее k монет одинакового веса? (И. Рубанов)
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны, и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно? (А. Шаповалов)
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC. (Сообщил С. Берлов)
7. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1, как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье  — правой стенки и дна, а второе — только дна. Во втором слое бревно 4 касается бревен 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. В третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и бревна 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна. (Сообщил К. Кноп)
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую  с некоторого места? (А. Шаповалов)
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу? (А. Шаповалов)
10. Найдите все такие натуральные n, для которых последняя ненулевая цифра числа (5n)! равна последней ненулевой цифре числа 2n∙n!.
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. 
Юниорская группа, стыковые бои высшей и первой лиг.

1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро). (Фольклор)
2. У Старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 3 раза. Он может сделать такую операцию сколько угодно раз. Обязательно ли Хоттабыч сможет добиться, чтобы из его палочек можно было составить треугольник, вне зависимости от первоначальных длин палочек? (Жюри)
3. 35 вершин правильного 105-угольника окрашены в белый, 35 — в синий и 35 — в красный цвет. Докажите, что центр 105-угольника лежит внутри какого-то треугольника с разноцветными вершинами. (М. Мурашкин)
4. Имеются бешеные весы, которые всегда показывают вес либо на 1 г больше, либо на 1 г меньше истинного веса груза на чаше. Всегда ли с помощью бешеных весов можно определить точные веса десяти монет? (И. Рубанов)
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны, и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно? (А. Шаповалов)
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC. (Сообщил С. Берлов)
7. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1, как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье  — правой стенки и дна, а второе — только дна. Во втором слое бревно 4 касается бревен 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. В третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и бревна 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна. (Сообщил К. Кноп)
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра — одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую  с некоторого места? (А. Шаповалов)
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу? (А. Шаповалов)
10. Натуральные числа a, b, c таковы, что a2+b2 = c2. Докажите, что число 
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не может быть целым.

Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Четвёртый тур 7.11.08. Первая юниорская лига.

1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро). (Фольклор)
2. У Старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 2 раза. Он может сделать такую операцию сколько угодно раз. Обязательно ли Хоттабыч сможет добиться, чтобы из его палочек можно было составить треугольник, вне зависимости от первоначальных длин палочек? (И. Рубанов)
3. Три вершины правильного девятиугольника окрашены в белый, три — в синий и три — в красный цвет. Докажите, что центр девятиугольника лежит внутри какого-то треугольника с разноцветными вершинами.
4. Имеются бешеные весы, которые всегда показывают вес либо на 1 г больше, либо на 1 г меньше истинного веса груза на чаше. Всегда ли с помощью бешеных весов можно определить точные веса десяти монет? (И. Рубанов)
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны, и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно? (А. Шаповалов)
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны AB и CD равны, M и N – середины сторон BC и AD. Прямая MN пересекается с лучом AB в точке P, а с лучом DC – в точке  Q. Докажите, что PB = QC. (Сообщил С. Берлов)
7. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1, как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье  — правой стенки и дна, а второе — только дна. Во втором слое бревно 4 касается бревен 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. В третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и бревна 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна.
8. Натуральные числа a, b, c таковы, что a2+b2 = c2. Докажите, что число 
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