XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая лига, 1 тур, краткие решения.

1. В графе на n вершинах нет двух циклов, пересекающихся ровно по одному ребру. Найдите максимальное возможное количество ребер в нем.
Ответ: 1 при n = 2, 3 при n = 3, 2n–4 при n > 3. Решение. Для n = 2, 3, 4 правильность ответа легко проверяется «вручную». Для n > 4 обоснуем ответ по индукции с базой n = 4. Пусть мы уже сделали это для всех n < k. Возьмём любой граф на k вершинах, удовлетворяющий условию задачи. Пусть в нём есть вершина, после удаления которой он становится несвязным. Рассмотрим два графа: один — одна из получающихся после выбрасывания нашей вершины компонент плюс сама она вместе с ведущими в эту компоненту ребрами, второй — все остальные компоненты плюс сама она вместе с ведущими в эти компоненты ребрами. Тогда в каждом из получившихся графов не более 2mi–3 рёбер, где m1,2 — число вершин в первом и втором графах соответственно (легко проверить, что число рёбер, указанное в ответе, не превосходит 2n–3 при всех n), а всего рёбер не больше, чем 2(m1+m2)–6 = 2(n+1)–6 = 2n–4. Далее, пусть в нашем графе есть вершина степени не больше 2, удалим её вместе с выходящими из неё рёбрами и получим граф, в котором по предположению индукции не больше 2k–6 вершин. Стало быть, в исходном графе их не больше, чем 2k–4.

Итак, мы можем далее считать, что степени всех вершин графа не меньше 3 и после удаления любой из них граф связен. В нём найдутся два цикла, имеющие единственную общую цепь. В самом деле, наш граф, очевидно, не дерево (в нём нет висячих вершин) и связен. Поэтому в нём есть элементарный цикл (. Возьмём в этом цикле любую вершину. Из неё, кроме двух рёбер цикла, выходит хотя бы ещё одно ребро AB. Поскольку удаление вершины A не нарушает связности графа, есть путь, ведущий из B в какую-то вершину C ( A цикла (. При этом можно выбрать его так, чтобы он не проходил через другие вершины этого цикла. Соединив этот путь с ребром AB и дугой ( цикла (, ведущей из A в С, получим цикл, имеющий с ( ровно одну общую цепь (.
Рассмотрим в нём два цикла, имеющие единственную общую цепь из наименьшего возможного числа рёбер. Возьмём любую не крайнюю вершину A этой цепи. Из неё, кроме двух рёбер цепи, выходит ещё хотя бы одно ребро AB. Рассмотрим маршрут, не проходящий через A, ведущий из B в объединение двух рассматриваемых циклов и не проходящий по пути через вершины этого объединения (его существование обосновывается так же, как уже было сделано выше). Легко видеть, что, куда бы он ни вёл, вместе с куском одного из двух наших циклов он образует новый цикл, пересекающийся со вторым из наших циклов по цепи меньшей длины, чем второй с первым. Стало быть, таких графов не бывает, а в остальных случаях переход уже доказан.
( Не рассмотрены случаи n=2 и 3, что повлияло на справедливость доказательства для бóльших n, — дыра в 4 балла.

2. Дана вписанная n-угольная пирамида SA1A2…An. Сфера ( касается всех её боковых ребер SAi, а также касается плоскости основания в точке K. При каких n точка K обязательно является центром окружности, описанной около основания?
Ответ: n ( 5. Решение. Заметим, что боковые рёбра пирамиды, будучи касательными к сфере (, проведёнными из точки S, лежат на касающейся этой сферы конической поверхности K с вершиной S. Поскольку пирамида вписанная, её основание вписано в окружность — сечение описанной около пирамиды сферы плоскостью основания пирамиды. Кроме того, это основание вписано в сечение той же плоскостью конуса K. Это сечение, как известно, есть эллипс, гипербола или парабола. Легко убедиться, что окружность может пересекаться с несовпадающим с ней коническим сечением не более чем в четырёх точках. Поэтому при n ( 5 сечение конуса K плоскостью основания является описанной окружностью основания, то есть плоскость основания перпендикулярна оси конуса. Отсюда без труда следует, что точка касания сферы ( и плоскости основания есть центр этой описанной окружности. Построим контрпример для n = 4 (пример для n = 3 получается из него очевидным образом). Для этого рассмотрим эллиптическое, но не круговое сечение конической поверхности вращения, а в плоскости этого сечения — окружность (с центром, отличным от точки касания плоскости со вписанной сферой), имеющую с сечением 4 различные общие точки. Пирамида с вершиной в вершине конической поверхности и вершинами основания в четырёх точках пересечения эллипса с окружностью — искомая. 
( Тот факт, что окружность не может пересекать отличную от неё конику более чем в 4 различных точках, считается известным. За примеры для треугольной и четырёхугольной пирамид — по 2 балла. Только доказательство того, что n ( 5 — 6 баллов и задача не решена.
3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более kn раз.
Решение. Пусть ri и Ri — остатки от деления на k+1 числа нажатий кнопки в i-ой горизонтали и i-ой вертикали соответственно. Для каждого i = 1, …, k нажмём кнопку в i-ой горизонтали ещё k+1–ri раз, а в i-ой вертикали — ещё k+1–Ri раз, но если остаток ri или Ri равен 0, нажимать не будем ни разу. После этого на доске окажутся одни нули. Назовём это первой схемой нажатий. i-ая схема нажатий (i = 2, …, k+1) получается из первой уменьшением на i–1 по модулю k+1 количества нажатий в каждой горизонтали и увеличением на i–1 по модулю k+1 количества нажатий в каждой вертикали. Понятно, что каждая из этих схем тоже даёт в таблице все нули. Теперь заметим, что общее число нажатий кнопок во всех k+1 схемах равно 2n(k(k+1)/2 = nk(k+1) (потому что в каждой строке и каждом столбце каждый остаток от деления на k+1 встречается среди количеств нажатий ровно один раз). Стало быть, среднее число нажатий равно kn, и по принципу Дирихле найдётся схема, в которой число нажатий не больше kn.

( Доказательство только более слабой оценки — 0 баллов.

4. Найдите наибольшее k такое, что любые положительные числа, удовлетворяющие неравенству a2 > bc, удовлетворяют также неравенству (a2–bc)2 > k(b2–ca)(c2–ab).
Ответ: k = 4. Решение. Покажем, что k = 4 подходит. Имеем: 

4(b2–ac)(c2–ab) = 4(b2c2+a2bc–a(c3+b3)) ≤ 4(b2c2+a2bc–2abc
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Поскольку 4bc < (a+
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)2 < (a2–bc)2, что завершает доказательство. Допустим теперь, что k > 4. Положим b = c. Тогда неравенство из условия задачи приобретает вид
(a2–b2)2 > kb2(b–a)2 ( (a+b)2 > kb2 ( (a/b+1)2 > k.
Поскольку a/b можно сделать сколь угодно близким к 1, при k > 4 найдутся такие a и b, для которых последнее неравенство не выполнено.
( Только ответ — 2 балла. Доказательство только в одну сторону — 4 балла.

5. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное.
Решение. Допустим, a > 2. Тогда у числа a–1 найдётся простой делитель p. При делении на него любая степень числа a даёт остаток 1, поэтому сумма p таких слагаемых делится на p и больше p. При a = 2 подойдёт p = 11: 211–1 = 2047 = 23(89.

( Не рассмотрен случай двойки — минус 2 балла.

6. Точка T — середина дуги BAC описанной окружности треугольника ABC, а точка I — центр вписанной окружности этого треугольника. Точка E — проекция точки I на прямую, проходящую через A параллельно BC. Прямая TE пересекает дугу AB описанной окружности треугольника ABC в точке P такой, что (ABC = (IPB. Чему может быть равен (BAC?
Ответ: 90(. Решение. Нетрудно заметить, что (B > (C (поскольку P лежит на дуге AB). Пусть S — середина дуги BC. Тогда (EIA = (TSA = ((B–(C)/2. Кроме того, TS ( BC || AE ( EI, поэтому (TSA = (TPA = (EPA. Значит, четырехугольник EIPA вписан, и потому (API = (AEI = 90(. Тогда (IPB = (APB ‑ (API = ((A + (B) ‑ 90(. Значит, условие, что этот угол равен (B, равносильно тому, что (A = 90(.
7. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD=2(ABD.
Решение. Пусть описанная окружность треугольника ABD пересекает вторично прямую AC в точке X (естественно, X и A находятся по разные стороны от BD). Тогда AM(MX = BM(MD = AM(MC+AM(CD. Значит, AM(CD = AM((MX – MC) = AM(CX, то есть CD = CX, причём точка X находится на луче MC за точкой C. Поэтому (ACD = (CDX + (CXD = 2(CXD = 2(ABD, что и требовалось.

8. Докажите, что для каждой пары натуральных чисел a > 1 и b > 1 существует функция f: N ( N такая, что f(af(n)) = bn при всех натуральных n.
Решение. Искомую функцию f мы определим за бесконечную последовательность шагов, на каждом из которых f(x) будет определено для всех x, принадлежащих двум геометрическим прогрессиям со знаменателем ab. Очередной шаг конструкции выполняется так. Выберем наименьшее натуральное число k, на котором функция f еще не задана (в частности, на первом шаге это будет число 1), и наименьшее натуральное l, для которого функция еще не задана в точке al, и при этом al не принадлежит геометрической прогрессии с первым членом k и знаменателем ab (ясно, что на первом шаге такое l найдется, так как не все кратные a имеют вид ambm). Теперь при всех целых неотрицательных m положим f(ambmk) = ambml и f(ambmal) = ambmkb. Таким образом, к множеству натуральных чисел, на которых функция f уже определена, добавятся две геометрические прогрессии со знаменателем ab и первыми членами k и al. Непосредственно проверяется, что для всех n, принадлежащих этим прогрессиям, теперь выполняется функциональное уравнение из условия. Убедимся, что ни в какой точке функция не окажется определена более одного раза. Действительно, если у двух геометрических прогрессий с одинаковым знаменателем есть общий член, то одна из прогрессий содержится в другой. Поэтому, если прогрессия, на которой функция была задана на последнем шаге, содержит элемент одной из ранее рассмотренных прогрессий, она содержит и ее первый член, который, следовательно, в момент его выбора не удовлетворял принятому нами условию минимальности. Ясно, что после каждого шага останется бесконечно много чисел, в том числе кратных a и не кратных наименьшему из оставшихся, которые еще не покрыты уже взятыми прогрессиями. Поэтому возможность сделать следующий шаг есть всегда. С другой стороны, для каждого натурального n значение f(n) будет определено не позже n-го шага, то есть функцию можно задать на множестве всех натуральных чисел.
( Верный пример без доказательства корректности — 4 балла.

9. Натуральные числа a, b, c и простое p > 3 таковы, что a+b+c = p+1, и a3+b3+c3–1 делится на p. Докажите, что одно из чисел a, b, c равно 1.
Первое решение. Так как все числа a, b, c меньше p, достаточно доказать, что одно из них дает остаток 1 при делении на p. Рассмотрим многочлен (x–a)(x–b)(x–c) по модулю p. Имеем a+b+c ( 1 (mod p), и поскольку 1 ( a3+b3+c3 = (a+b+c)((a+b+c)2–3(ab+bc+ac))+3abc ( 1–3(ab+bc+ac)+3abc (mod p), числа ab+bc+ac и abc также сравнимы по модулю p: ab+bc+ac ( abc ( k (mod p). Итак, по модулю p вычеты a, b и c являются корнями многочлена (x–a)(x–b)(x–c) ( x3–x2+kx–k ( (x–1)(x2+k) (mod p), а это и значит, что одно из них сравнимо с 1 по модулю p.

Второе решение. Если c не сравнимо с 1 по модулю p, то сравнение 
1–c3 ( a3+b3 ( (a+b)(a2–ab+b2) ( (1–c)(a2–ab+b2) (mod p)

можно сократить на 1–c и получить

1+c+c2 ( a2–ab+b2 ( (a+b)2–3ab ( (1–c)2–3ab ( 1–2c+c2–3ab,

что в силу p ( 3 дает ab ( –c (mod p). Если числа a и b также не сравнимы с 1 по модулю p, такими же преобразованиями получаем bc ( –a (mod p) и ca ( –b (mod p). Перемножая первые два сравнения, получаем b2ac ( ac (mod p), то есть, так как a и c не кратны p, b2 ( 1 (mod p). Аналогично a2 ( c2 ( 1 (mod p). Таким образом, каждое из чисел a, b, c сравнимо с (1 по модулю p; но с –1 все сравнимы быть не могут (иначе получилось бы –3 ( 1 (mod p)), значит, хотя бы одно из них сравнимо, вопреки сделанному предположению, с 1.
Третье решение. Легко проверить, что a3+b3+c3 = (a+b+c)3–3(a+b)(b+c)(a+b), и, рассмотрев это равенство по модулю p, получаем, что 3(a+b)(b+c)(a+b) делится на p, в силу простоты p получаем, что без ограничения общности a+b делится на p, поэтому a+b ( p, с ≤ 1, откуда c = 1.
10. У Ивана есть неограниченное количество белых и желтых шариков, а у Петра — неограниченное количество красных и желтых шариков. Они по очереди кладут в коробку по одному из своих шариков (первым ходит Иван). Игра заканчивается, когда в коробке оказывается 2008 шариков. После этого Иван находит модуль разности количества белых и желтых шариков, а Петр — модуль разности количества красных и желтых шариков. Выигрывает тот, у кого полученное число оказалось меньше. Еcли числа равны — ничья. Как закончится игра при правильной игре партнеров?
Ответ: Вничью. Решение 1. Стратегия Петра проста: если Иван кладет белый шарик, то Петр кладет красный, а если Иван кладет желтый, то и Петр кладет желтый. Тогда в конце количества белых и красных шариков будут одинаковыми, а значит, будет ничья. Будем описывать ситуацию после некоторого хода набором (a, b, c), где a, b, c — количества белых, желтых и красных шариков в коробке. Теперь опишем стратегию Ивана. Он будет играть так, чтобы после его хода и ответного хода Петра ситуация была бы одной из четырех: I (a, b, a), a ≤ b; II (a, b, a – 1), a ≤ b; III (a, b, a), a > b; IV (a, b, a + 1), a ( b. В начале игры имеет место ситуация I; заметим, что если в конце создастся одна из ситуаций I–IV, то Иван не проиграет. Осталось показать, что Иван всегда сможет добиться одной из этих ситуаций. Если перед очередным ходом Ивана есть ситуация I или IV, то он добавляет белый шарик; если же ситуация II или III, то он добавит желтый шарик. Легко проверить, что после хода Петра образуется одна из этих же ситуаций, что и требовалось.

Решение 2. Стратегия любого игрока такова. Он вне зависимости от действий другого кладет 669 шариков своего цвета, а оставшиеся 335  – желтые. Тогда если партнер положил еще x желтых шариков (0≤x≤1004), то он положил 1004–х шариков своего цвета. Тогда своя разность равна |334–x|, а чужая составляет |669–2x| = |334–x|+|335–x| ( |334–x| (в верности равенства легко убедиться легким перебором), поэтому каждый игрок может обеспечить себе ничью.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008

Первая лига, 1 тур, краткие решения.

1. Дано дерево. За ход разрешается стереть одно ребро, ведущее в висячую вершину и соединить эту вершину ребром с любой другой вершиной. За какое наименьшее число ходов можно из одного заданного дерева  на n вершинах гарантированно получить другое заданное дерево на n вершинах? (Деревом называется связный граф без циклов. Вершина называется висячей, если из нее выходит ровно одно ребро)
Ответ: n–3. Решение. Заметим, что у двух деревьев: звезды и пути — наибольшим общим подграфом является путь, состоящий из двух рёбер. Значит, чтобы получить звезду из пути, по крайней мере, n–3 вершины необходимо "оторвать" и соединить по-новому. С другой стороны, у любого дерева, у которого есть хотя бы два ребра, есть путь из двух рёбер. Будем считать, что такой путь в первом дереве — это часть второго дерева. Если удалить из первого дерева указанные два ребра, то дерево распадётся на компоненты, каждая из которых — дерево. В каждой такой компоненте есть по крайней мере две висячие вершины, и только одна из них может быть связана с удалёнными рёбрами. Следовательно, есть висячая вершина, которую можно стирать (делать ход). После очередного хода возможность следующего хода будет оставаться, пока вершины не закончатся. Для второго дерева такой процесс тоже возможен. Значит, можно стирать рёбра в первом дереве в указанном порядке и добавлять их во второе дерево в обратном порядке.

2. Найдите все такие тройки вещественных чисел a, b, c, что каждое из уравнений
x3 + (a+1)x2 + (b+3)x + (c+2) = 0
x3 + (a+2)x2 + (b+1)x + (c+3) = 0
x3 + (a+3)x2 + (b+2)x + (c+1) = 0
имеет три различных корня, но среди корней всех трех уравнений есть всего пять различных чисел.
Ответ: a = –3/2, b = –7/2, c = –2. Решение. Пусть P1(x) = x3+(a+1)x2+(b+3)x+(c+2) = 0, P2(x) = x3+(a+2)x2+(b+1)x+(c+3) = 0, P3(x) = x3+(a+3)x2+(b+2)x+(c+1) = 0. Очевидно, у некоторых из этих многочленов должны быть общие корни. Общий корень двух многочленов — это корень их разности. Вычислим разности: P2–P1 = x2–2x+1 = (x–1)2, P3–P2 = x2+x–2 = (x–1)(x+2) и P3–P1 = 2x2–x–1 = (x–1)(x+1/2). Таким образом, если 1 не является корнем одного из многочленов P1, P2, P3, то 1 не является корнем ни одного из многочленов, тогда все корни первых двух многочленов различны и их общее количество не менее 6.Следовательно, все три многочлена имеют одним из корней 1. Отметим, что у P1 и P2 ровно один общий корень 1, так как P2–P1 = (x–1)2, а каждый из многочленов имеет по три разных корня. У пар многочленов P1, P3 и P2, P3 не более, чем по два общих корня, причем один из этих корней — это 1. Следовательно, каждый из многочленов P1 и P2 имеет корень, не являющийся корнем двух других многочленов. Предположим, что P2 и P3 имеют только один общий корень. Тогда множество их корней состоит из 5 чисел, следовательно, среди этих пяти чисел есть все три корня первого многочлена, что противоречит доказанному выше. Таким образом, P2 и P3 имеют два общих корня: 1 и –2. Аналогично, P1 и P3 имеют два общих корня: 1 и –1/2. Таким образом, P3(x) = (x–1)(x+2)(x+1/2), откуда и находим ответ.
( Ответ с проверкой, но без обоснования единственности — 2 балла.

3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более kn раз.
Решение. Пусть ri и Ri — остатки от деления на k+1 числа нажатий кнопки в i-ой горизонтали и i-ой вертикали соответственно. Для каждого i = 1, …, k нажмём кнопку в i-ой горизонтали ещё k+1–ri раз, а в i-ой вертикали — ещё k+1–Ri раз, но если остаток ri или Ri равен 0, нажимать не будем ни разу. После этого на доске окажутся одни нули. Назовём это первой схемой нажатий. i-ая схема нажатий (i = 2, …, k+1) получается из первой уменьшением на i–1 по модулю k+1 количества нажатий в каждой горизонтали и увеличением на i–1 по модулю k+1 количества нажатий в каждой вертикали. Понятно, что каждая из этих схем тоже даёт в таблице все нули. Теперь заметим, что общее число нажатий кнопок во всех k+1 схемах равно 2n(k(k+1)/2 = nk(k+1) (потому что в каждой строке и каждом столбце каждый остаток от деления на k+1 встречается среди количеств нажатий ровно один раз). Стало быть, среднее число нажатий равно kn, и по принципу Дирихле найдётся схема, в которой число нажатий не больше kn.

( Доказательство только более слабой оценки — 0 баллов.

4. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB = BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны.
Решение. Пусть N — середина AB, тогда в прямоугольном треугольнике AMB имеем NM = AB/2 = (BC + AD)/2. Однако и 
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, что возможно лишь когда все эти векторы сонаправлены. Это и требовалось доказать.

5. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное.
Решение. Допустим, a > 2. Тогда у числа a–1 найдётся простой делитель p. При делении на него любая степень числа a даёт остаток 1, и сумма p таких слагаемых делится на p и больше p. В случае a = 2 подойдёт p = 11: 2047 = 23(89.
6. Сколькими способами можно раскрасить клетки полоски 1(2n в красный, синий и зелёный цвета так, чтобы количества красных и синих клеток были нечётными, а количество зелёных — чётным?
Ответ: 
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. Первое решение. Обозначим это количество через sn. Легко видеть, что s1 = 2. Пусть 2n ( 4. Предположим, что мы заполнили первые 2n–2 клетки полоски. Всего есть 32n–2 способов сделать это (каждая клетка красится тремя способами). В sn–1 способах количества красных и синих клеток нечетны, а количество зеленых — четно, любую такую расстановку можно дополнить тремя способами: покрасить две оставшиеся клетки в один и тот же цвет. В остальных 32n–2–sn–1 способах есть цвет, количество которого имеет неправильную четность (например, количество красных четно или количество зеленых нечетно). Понятно, что тогда есть ровно два цвета, количество которых имеет неправильную четность (так как 2n–2 — четное число). Тогда есть два способа покрасить оставшиеся две клетки: они должны быть покрашены в два цвета, количества которых имеют неправильную четность, а покрасить две клетки в два разных цвета так, чтобы было по одной клетке каждого цвета, можно двумя способами. Таким образом, sn = 3sn–1+2(3n–2–sn–1) = 2(32n–2+sn–1 = … = s1+2(9+…+9n–1) = 
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. Второе решение. Раскрасок, где 0 зелёных клеток, будет 22n–1 (это количество нечётных подмножеств в 2n-элементном множестве), где 2 зелёных клетки — 
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, …, где 2n–2 зелёных клетки — 
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22n–1+
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 раскрасок, что равняется
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( При решении типа нашего второго если сумма 22n–1+
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 верно составлена, но неверно вычислена — 2 балла.

7. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD=2(ABD.
Решение. Пусть описанная окружность треугольника ABD пересекает вторично прямую AC в точке X (естественно, X и A находятся по разные стороны от BD). Тогда AM(MX = BM(MD = AM(MC+AM(CD. Значит, AM(CD = AM((MX – MC) = AM(CX, то есть CD = CX, причём точка X находится на луче MC за точкой C. Поэтому (ACD = (CDX + (CXD = 2(CXD = 2(ABD, что и требовалось.

8. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков имеет выигрышную стратегию?
Ответ: Тот, кто делает первый ход. Решение. Первому первым ходом надо прибавить 1 к единице. Получатся числа 2 и 2. После этого первому надо каждым ходом уравнивать числа на доске (что, очевидно, возможно) до тех пор, пока после очередного хода второго не окажется, что первый имеет выигрыш в один ход. Тогда первый делает этот ход и выигрывает. Второй выиграть не может, потому что после ходов первого новых чисел на доске не появляется.

9. Натуральные числа a, b, c и простое p > 3 таковы, что a+b+c = p+1, и a3+b3+c3–1 делится на p. Докажите, что одно из чисел a, b, c равно 1.
Первое решение. Так как все числа a, b, c меньше p, достаточно доказать, что одно из них дает остаток 1 при делении на p. Рассмотрим многочлен (x–a)(x–b)(x–c) по модулю p. Имеем a+b+c ( 1 (mod p), и поскольку 1 ( a3+b3+c3 = (a+b+c)((a+b+c)2–3(ab+bc+ac))+3abc ( 1–3(ab+bc+ac)+3abc (mod p), числа ab+bc+ac и abc также сравнимы по модулю p: ab+bc+ac ( abc ( k (mod p). Итак, по модулю p вычеты a, b и c являются корнями многочлена (x–a)(x–b)(x–c) ( x3–x2+kx–k ( (x–1)(x2+k) (mod p), а это и значит, что одно из них сравнимо с 1 по модулю p.

Второе решение. Если c не сравнимо с 1 по модулю p, то сравнение 

1–c3 ( a3+b3 ( (a+b)(a2–ab+b2) ( (1–c)(a2–ab+b2) (mod p)

можно сократить на 1–c и получить

1+c+c2 ( a2–ab+b2 ( (a+b)2–3ab ( (1–c)2–3ab ( 1–2c+c2–3ab,

что в силу p ( 3 дает ab ( –c (mod p). Если числа a и b также не сравнимы с 1 по модулю p, такими же преобразованиями получаем bc ( –a (mod p) и ca ( –b (mod p). Перемножая первые два сравнения, получаем b2ac ( ac (mod p), то есть, так как a и c не кратны p, b2 ( 1 (mod p). Аналогично a2 ( c2 ( 1 (mod p). Таким образом, каждое из чисел a, b, c сравнимо с (1 по модулю p; но с –1 все сравнимы быть не могут (иначе получилось бы –3 ( 1 (mod p)), значит, хотя бы одно из них сравнимо, вопреки сделанному предположению, с 1.
10. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 1. Докажите неравенство:
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Решение. Поскольку 2ab ≤ a2+b2, 2ac ≤ a2+c2 и 2bc ≤ b2+c2, то
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Как хорошо известно, 9 ≤ 
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, откуда можно сделать вывод, что 
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XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008

Вторая лига, 1 тур, краткие решения.

1. В остроугольном треугольнике ABC проведены биссектрисы AL, высота BH и медиана CM. Оказалось, что ML = MH. Докажите, что треугольник ABC — равнобедренный.
Решение. Треугольник ABH — прямоугольный. Поэтому центр его описанной окружности — точка M, а радиус — MH = MA = MB. Поскольку ML = MH, эта окружность проходит и через точку L, а это значит, что биссектриса AL является в треугольнике ABC также и высотой.
2. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 1. Докажите неравенство:
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Решение. Поскольку 2ab ≤ a2+b2, 2ac ≤ a2+c2 и 2bc ≤ b2+c2, то
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Как хорошо известно, 9 ≤ 
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, откуда можно сделать вывод, что 
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3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более 2kn раз.
Решение. Пусть ri и Ri — остатки от деления на k+1 числа нажатий кнопки в i-ой горизонтали и i-ой вертикали соответственно. Для каждого i = 1, …, k нажмём кнопку в i-ой горизонтали ещё k+1–ri раз, а в i-ой вертикали — ещё k+1–Ri раз, но если остаток ri или Ri равен 0, нажимать не будем ни разу. После этого на доске, очевидно, окажутся одни нули, а число нажатий будет равно сумме 2n остатков от деления на k+1, и потому не будет превосходить 2kn.
4. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Выиграет тот, кто делает первый ход. Решение. Первому первым ходом надо прибавить к единице единицу. Получатся числа 2 и 2. После этого первому надо каждым ходом уравнивать числа на доске (что, очевидно, возможно) до тех пор, пока после очередного хода второго не окажется, что первый имеет выигрыш в один ход. Тогда первый делает этот ход и выигрывает. Второй выиграть не может, потому что после ходов первого новых чисел на доске не появляется.
5. Найдите все такие тройки вещественных чисел a, b, c, что каждое из уравнений
x3 + (a+1)x2 + (b+3)x + (c+2) = 0, 
x3 + (a+2)x2 + (b+1)x + (c+3) = 0, 
x3 + (a+3)x2 + (b+2)x + (c+1) = 0
имеет три различных корня, но среди корней всех трех уравнений есть всего пять различных чисел.
Ответ: a = –3/2, b = –7/2, c = –2. Решение. Пусть P1(x) = x3+(a+1)x2+(b+3)x+(c+2) = 0, P2(x) = x3+(a+2)x2+(b+1)x+(c+3) = 0, P3(x) = x3+(a+3)x2+(b+2)x+(c+1) = 0. Очевидно, у некоторых из этих многочленов должны быть общие корни. Общий корень двух многочленов — это корень их разности. Вычислим разности: P2–P1 = x2–2x+1 = (x–1)2, P3–P2 = x2+x–2 = (x–1)(x+2) и P3–P1 = 2x2–x–1 = 2(x–1)(x+1/2). Таким образом, если 1 не является корнем одного из многочленов P1, P2, P3, то 1 не является корнем ни одного из многочленов, тогда все корни первых двух многочленов различны и их общее количество не менее 6. Следовательно, все три многочлена имеют одним из корней 1. Отметим, что у P1 и P2 ровно один общий корень 1, так как P2–P1 = (x–1)2, а каждый из многочленов имеет по три разных корня. У пар многочленов P1, P3 и P2, P3 не более чем по два общих корня, причем один из этих корней — это 1. Следовательно, каждый из многочленов P1 и P2 имеет корень, не являющийся корнем двух других многочленов. Предположим, что P2 и P3 имеют только один общий корень. Тогда множество их корней состоит из пяти чисел, следовательно, среди этих пяти чисел есть все три корня первого многочлена, что противоречит доказанному выше. Таким образом, P2 и P3 имеют два общих корня: 1 и –2. Аналогично, P1 и P3 имеют два общих корня: 1 и –1/2. Таким образом, P3(x) = (x–1)(x+2)(x+1/2), откуда и находим ответ.

( Ответ с проверкой, но без обоснования единственности — 2 балла.

6. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD=2(ABD.
Решение. Пусть описанная окружность треугольника ABD вторично пересекает прямую AC в точке X (естественно, X и A находятся по разные стороны от BD). Тогда AM(MX = BM(MD = AM(MC+AM(CD. Значит, AM(CD = AM((MX – MC) = AM(CX, то есть CD = CX, причём точка X находится на луче MC за точкой C. Поэтому (ACD = (CDX + (CXD = 2(CXD = 2(ABD, что и требовалось.

7. Докажите, что для любых натуральных n и k (n+k > 2) существует число, представимое и как сумма n точных квадратов, и как сумма k точных квадратов, причём все n+k квадратов различны.
Решение. Построим сначала точный квадрат, представимый как сумма n > 2 различных точных квадратов. Пусть 2M+1 = 12+(42+62+…+(2n–2)2). Тогда (M+1)2 = M2+2M+1 — искомый квадрат, причем все слагаемые в правой части различны, так как M > 2n. Кроме того, существуют представления 52=42+32 и 65=82+12=72+42, решающие задачу для (n, k) = (2, 1) и (2, 2).

Для случая n ( k > 1, кроме (2, 2), действуем так: если уже найдено решение для (n–2, k–1), то добавим к k–1 квадрату число (5t)2, а к n–2 квадратам — числа (3t)2 и (4t)2 , где t выбрано большим, чем все квадраты, использованные в этом решении. Это даст решение для (n, k). 

( За отсутствие доказательства того, что все слагаемые различны (если они действительно различны), снимается до 6 баллов (и, если пример верен, задача решена).

8. Обозначим через Tn количество треугольников с целочисленными сторонами, имеющих периметр n. Вычислите T2011–T2008.
Ответ: 503. Решение. Из каждого треугольника с периметром 2008 можно получить треугольник с периметром 2011, увеличив каждую сторону на 1. Обратная операция уменьшения каждой стороны на 1 невозможна, если после этого получились отрезки, не образующие треугольника. Это происходит в двух случаях: если одна из сторон равна 1 (уменьшать нельзя) или сумма двух сторон ровно на 1 больше третьей стороны (нарушится неравенство треугольника). Выясним, сколько среди треугольников с периметром 2011 таких, у которых сумма двух сторон a и b больше третьей стороны с на 1. Учитывая, что 
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. Таких пар с учётом симметрии всего 503. Заметим, что при подсчёте этом случай равенства 1 одной из сторон тоже учтён, поэтому Т2011 = Т2008+503.

( Не учтено, что одна из причин невозможности уменьшить треугольник — равенство одной из его сторон единице — снимается 2 балла. За вычислительную ошибку, не искажающую логику решения, снимается до 2 баллов.

9. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное.
Решение. Допустим, a > 2. Тогда у числа a–1 найдётся простой делитель p. При делении на него любая степень числа a даёт остаток 1, поэтому сумма p таких слагаемых делится на p. При a = 2 подойдёт p = 11:
211–1 = 2047 = 23(89.

( Случай двойки — 2 балла, а если это повлияло на полноту решения – то дыра в 6 баллов. 
10. Сколько существует пятизначных чисел-палиндромов, делящихся на 11?
Ответ: 82. Решение. По признаку делимости на 11, числа 
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, кратные 11, должны удовлетворять соотношению c ( 2(b–a) (mod 11). Для каждой из 90 пар (a, b) цифр (a ( 0) существует не более одной нужной цифры c. При этом только цифры, сравнимой с 10, не существует, поэтому при b–a = 5 и b–a = –6 решений нет. Число таких пар (a, b) считается вручную и равно 8: (1,6), (2,7), (3,8), (4,9), (6,0), (7,1), (8,2), (9,3). Остальные 82 пары (a, b) дают решение.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008

Высшая юниорская лига, 1 тур, краткие решения.

1. Дано дерево. За ход разрешается стереть одно ребро, ведущее в висячую вершину и соединить эту вершину ребром с любой другой вершиной. За какое наименьшее число ходов можно из одного заданного дерева на n вершинах гарантированно получить другое заданное дерево на n вершинах? (Деревом называется связный граф без циклов. Вершина называется висячей, если из нее выходит ровно одно ребро.)
Ответ: n–3. Решение. Заметим, что у двух деревьев: звезды и пути — наибольшим общим подграфом является путь, состоящий из двух рёбер. Значит, чтобы получить звезду из пути, по крайней мере, n–3 вершины необходимо "оторвать" и соединить по-новому. С другой стороны, у любого дерева, у которого есть хотя бы два ребра, есть путь из двух рёбер. Будем считать, что такой путь в первом дереве — это часть второго дерева. Если удалить из первого дерева указанные два ребра, то дерево распадётся на компоненты, каждая из которых — дерево. В каждой такой компоненте есть по крайней мере две висячие вершины, и только одна из них может быть связана с удалёнными рёбрами. Следовательно, есть висячая вершина, которую можно стирать (делать ход). После очередного хода возможность следующего хода будет оставаться, пока вершины не закончатся. Для второго дерева такой процесс тоже возможен. Значит, можно стирать рёбра в первом дереве в указанном порядке и добавлять их во второе дерево в обратном порядке.
2. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков при правильной игре может выиграть независимо от игры соперника?
Ответ: Выиграет тот, кто делает первый ход. Решение. Первому первым ходом надо прибавить к единице единицу. Получатся числа 2 и 2. После этого первому надо каждым ходом уравнивать числа на доске (что, очевидно, возможно) до тех пор, пока после очередного хода второго не окажется, что первый имеет выигрыш в один ход. Тогда первый делает этот ход и выигрывает. Второй выиграть не может, потому что после ходов первого новых чисел на доске не появляется.

3. Есть 6 одинаковых стаканов: 3 с молоком, 3 с кофе. В каждом стакане напитка больше четверти, но меньше половины объема (но не обязательно поровну). За один раз разрешается перелить часть жидкости из одного стакана в другой. Докажите, что за два переливания можно добиться, чтобы чистого молока и чистого кофе осталось по трети от общего объема жидкости (остальное – смеси).
Решение. Пусть общий объем напитков 6a (литров), тогда объем стакана больше 2a. Можно считать, что молока 3a+3d, а кофе 3a–3d, где d < a. Надо оставить 2a чистого молока и 2a кофе, значит a+3d молока a–3d кофе — лишние, они должны уйти в смесь (поскольку отношение общих объёмов кофе и молока меньше 2, лишний кофе действительно будет). Назовем стакан малым, если в нем молока (кофе) не больше лишнего, и большим в противном случае. Также пара стаканов с одинаковым напитком большая, если в них в сумме напитка больше лишнего. Заведомо есть малый стакан молока: минимум молока в стакане не больше a+d. С другой стороны, пара оставшихся стаканов молока — большая, там в сумме не меньше, чем 2a+2d > a+3d. Значит, найдется большая пара с малым стаканом C: либо малый стакан есть в уже найденной паре, либо оба стакана там большие, и тогда любой из них можно добавить к малому и образовать большую пару. Стакан с максимумом кофе — большой: в нем не менее a–d кофе — больше лишнего. Перельем из него лишний кофе в стакан молока С, и дольем туда же недостающее до лишнего молоко из второго стакана большой пары. Всё поместится, поскольку смеси как раз должно быть 2a.
4. Закончился футбольный турнир в один круг с N > 5 командами. За ничью давалось 1 очко, а за победу должны были давать по k очков (k > 1 и не обязательно целое), но значение k обещали объявить только по окончании турнира. Назовём команду потенциальным победителем, если при каком-то k у неё строго больше очков, чем у любой другой. Докажите, что потенциальных победителей меньше N/2.
Решение. Если у двух команд поровну побед, то та, у кого больше ничьих, всегда выше. Если у двух команд поровну ничьих или поровну поражений, то та, у кого больше побед, всегда выше. Поэтому у любой пары потенциальных победителей ПП1 и ПП2 ничего не совпадает. Ясно еще, что если у ПП1 на d побед больше, то у ПП2 больше ничьих как минимум на d+1 (иначе совпадет число поражений). В частности, число ничьих отличается минимум на 2.

Пусть N = 2m–1. Если есть m потенциальных победителей, то количества ничьих у них, отличающиеся на 2, могут быть только 0, 2, ..., 2m–2. Но тогда есть команда, не игравшая вничью и команда, сыгравшая вничью со всеми: противоречие.

Пусть N = 2m. Если есть m потенциальных победителей, то не бывает одновременно команд с 0 и 2m–1 ничьими, поэтому количества ничьих у них могут быть только 0, 2, ..., 2m–2 или 1, 3, ..., 2m–1. Число ничьих возрастает строго с шагом 2, поэтому число побед убывает с шагом 1 (иначе совпадет число поражений). Поскольку m(3, то найдутся три команды с a, a+2 и a+4 ничьими и p+2, p+1, p победами соответственно. Заметим, однако, что очки средней из этих команд равны полусумме очков крайних, поэтому средняя не может быть потенциальным победителем. Опять противоречие.
( Разбор только нечётного случая — 4 балла. Доказано только, что число ничьих у разных потенциальных победителей отличается минимум на 2 — 2 балла.
5. Докажите, что для любых натуральных n и k (n+k > 2) существует число, представимое и как сумма n точных квадратов, и как сумма k точных квадратов, причём все n+k квадратов различны.
Решение. Построим сначала точный квадрат, представимый как сумма n > 2 различных точных квадратов. Пусть 2M+1 = 12+(42+62+…+(2n–2)2). Тогда (M+1)2 = M2+2M+1 — искомый квадрат, причем все слагаемые в правой части различны, так как M > 2n. Кроме того, существуют представления 52=42+32 и 65=82+12=72+42, решающие задачу для (n, k) = (2, 1) и (2, 2).

Для случая n ( k > 1, кроме (2, 2), действуем так: если уже найдено решение для (n–2, k–1), то добавим к k–1 квадрату число (5t)2, а к n–2 квадратам — числа (3t)2 и (4t)2 , где t выбрано большим, чем все квадраты, использованные в этом решении. Это даст решение для (n, k). 

( За отсутствие доказательства того, что все слагаемые различны (если они действительно различны), снимается до 6 баллов (и, если пример верен, задача решена).

6. На сторонах AB и BC квадрата ABCD взяты точки E и F соответственно так, что AE = FC. Точка H — проекция точки B на СЕ. Докажите, что прямая FH перпендикулярна HD.
Решение 1. Через точку A проведем прямую, параллельную CE, пересекающую прямую BH в точке K. Тогда по теореме Фалеса BE/EA = BH/HK, но BE/EA = BF/FC, поэтому по обратной теореме Фалеса FH параллельно CK. Заметим, что прямая HD получается из CK поворотом на 90( относительно центра квадрата. Решение 2. Два прямоугольный треугольника BHE и CHB подобны (т. к. ( BCH = (EBH), поэтому BE/BH = BC/HC. Но BE = BF, следовательно, BF/BH = CD/HC и (ECD = (HBF, поэтому ∆BHF подобен ∆DHC. Тогда (FHD = (FHC+(CHD =(FHC+(FHB = 90(
7. Докажите, что число k рационально тогда и только тогда, когда из бесконечной последовательности k, k+1, k+2,… можно выбрать три различных числа, которые образуют геометрическую прогрессию.
Решение. Пусть есть прогрессия. Тогда для каких-то натуральных a, b и c (k+b)2 = (k+a)(k+c). Раскрыв скобки, после преобразований получим k = (ac–b2)/(2b–a–c), то есть число k рационально. Знаменатель не равен 0, потому что если b = (a+c)/2, то ac = b2 только тогда, когда a = c. Напротив, пусть число k рационально. Достаточно доказать, что квадрат одного из чисел последовательности равен произведению каких-то двух других её чисел. Если k = m/n>0, то подойдут числа k, k+m и k+mn+2m, ибо (k+m)2 = k(k+mn+2m). Если же k<0, то найдем такое наименьшее k1 = k+b>0, для него построим аналогичный пример.
( Только проверка того, что если есть прогрессия, то число k рационально — 2 балла. Только доказательство того, что для рационального числа прогрессия всегда есть — 6 баллов, и задача не решена. При  проверке случай k>0 стоит 2 балла, k<0 – 4 балла.
8. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB=BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны.
Решение. Пусть N — середина AB, тогда в прямоугольном треугольнике AMB имеем NM = AB/2 = (BC + AD)/2. Однако и 
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, что возможно лишь когда все эти векторы сонаправлены. Это и требовалось доказать.

9. Простые числа a,b,c таковы, что ab+a+b делится на c, bc+b+c делится на a, ac+a+c делится на b. Докажите, что среди чисел a, b, c есть одинаковые.
Решение. Рассмотрим выражение ab+bc+ca+a+b+c. Оно делится на каждое из чисел a,b,c. Предположим, что числа a,b,c попарно различны. Легко видеть, что среди чисел a,b,c нет числа 2. Ввиду попарной взаимной простоты чисел a, b, c это выражение делится на произведение abc. Но ab+bc+ca+a+b+c < abc. В самом деле, поделив на abc, получаем: 1/a+1/b+1/c+1/ab+1/bc+1/ca < 1/3+1/5+1/7+1/15+1/21+1/35 < 1.
10. В каждой клетке доски 10(10 стоит одно из чисел 0, 1, 2, 3, 4 или 5. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка. При нажатии на кнопку все числа этой строки или этого столбца увеличиваются на 1, после чего все шестерки заменяются нулями. Было сделано несколько нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки менее 100 раз.
Решение. Пусть ri и Ri — остатки от деления на 6 числа нажатий кнопки в i-ой горизонтали и i-ой вертикали соответственно. Для каждого i от 1 до 10 нажмём кнопку в i-ой горизонтали ещё 6–ri раз, а в i-ой вертикали — ещё 6–Ri раз, но если остаток ri или Ri равен 0, нажимать не будем ни разу. После этого на доске, очевидно, окажутся одни нули, а число нажатий будет равно сумме 12 остатков от деления на 6, и потому не будет превосходить 100. При этом число нажатий равно 100 только тогда, когда все кнопки мы нажимали ровно по 5 раз. Но в этом случае на доске изначально стояли одни двойки, и мы можем получить на ней одни нули, нажав по 4 раза кнопки во всех вертикалях — всего 40 раз.

XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008

Первая юниорская лига, 1 тур, краткие решения.

1. Известно, что в течение суток в каждый момент в интернет-кафе были посетители. Каждый посетитель был в кафе всего один раз и находился там меньше часа. Докажите, что можно выбрать 12 посетителей, которые в кафе не встречались.
Решение. Выберем по посетителю, бывшему в кафе в 0.00, 2.00, 4.00, …, 24.00. Получится даже 13.
2. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков при правильной игре может выиграть независимо от игры соперника?
Ответ: Выиграет тот, кто делает первый ход. Решение. Первому первым ходом надо прибавить к единице единицу. Получатся числа 2 и 2. После этого первому надо каждым ходом уравнивать числа на доске (что, очевидно, возможно) до тех пор, пока после очередного хода второго не окажется, что первый имеет выигрыш в один ход. Тогда первый делает этот ход и выигрывает. Второй выиграть не может, потому что после ходов первого новых чисел на доске не появляется.

3. На сколько число треугольников с целочисленными сторонами и периметром 2008 меньше числа таких треугольников с периметром 2014?
Ответ: 503. Решение. Обозначим соответствующие числа для треугольников с периметрами 2008 и 2011 за Т2008 и Т2011. Из каждого треугольника с периметром 2008 можно получить треугольник с периметром 2011, увеличив каждую сторону на 1. Обратная операция уменьшения каждой стороны на 1 невозможна, если после этого получились отрезки, не образующие треугольника. Это происходит в двух случаях: если одна из сторон равна 1 (уменьшать нельзя), или сумма двух сторон ровно на 1 больше третьей стороны (нарушится неравенство треугольника). Выясним, сколько среди треугольников с периметром 2011 таких, у которых сумма двух сторон a и b больше третьей стороны с на 1. Учитывая, что a+b+c = 2011, получаем 
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 и a+b = 1006. Таких пар с учётом симметрии всего 503. Заметим, что при подсчёте этом случай равенства 1 одной из сторон тоже учтён, поэтому Т2011 = Т2008+503. Сравним теперь Т2014 и Т2011. Из аналогичных утверждений получаем, что a+b+c = 2014, и из соображений четности таких треугольников нет. Если с=1, то a+b = 2013, и одна сторона больше другой на 1, поэтому неравенство треугольника нарушается. 
( Не учтено, что одна из причин невозможности уменьшить треугольник — равенство одной из его сторон единице — снимается 2 балла. За вычислительную ошибку, не искажающую логику решения, снимается до 2 баллов.

4. Закончился футбольный турнир в один круг с 25 командами. За ничью давалось 1 очко, а за  победу должны были давать по k очков (k > 1 и не обязательно целое), но значение k обещали объявить только по окончании турнира. Назовём команду потенциальным победителем, если при каком-то k у неё строго больше очков, чем у любой другой. Докажите, что потенциальных победителей не больше 12.
Решение. Если у двух команд поровну побед, то та, у кого больше ничьих, всегда выше. Если у двух команд поровну ничьих или поровну поражений, то та, у кого больше побед, всегда выше. Поэтому у любой пары потенциальных победителей ПП1 и ПП2 ничего не совпадает. Ясно еще, что если у ПП1 на побед больше, то у ПП2 больше ничьих как минимум на 2 (иначе совпадет число поражений). Если есть 13 потенциальных победителей, то количества ничьих у них, отличающиеся на 2, могут быть только 0, 2, ..., 24. Но тогда есть команда, не игравшая вничью и команда, сыгравшая вничью со всеми: противоречие.
( Доказано только, что число ничьих у разных потенциальных победителей отличается минимум на 2 — 4 балла.

5. Докажите, что для любого натурального n существует точный квадрат, представимый  как сумма n различных точных квадратов.
Решение. Индукция по числу слагаемых. База очевидна. Переход. Пусть число k2 представимо как сумма n различных точных квадратов. Тогда число 25k2 = 32k2+(4k)2 представимо как сумма n+1 различных точных квадратов.
( За отсутствие доказательства того, что все слагаемые различны (если они действительно различны), снимается до 6 баллов (и, если пример верен, задача решена).

6. В остроугольном треугольнике ABC проведены биссектриса AL, высота BH и медиана CM. Оказалось, что ML = MH. Докажите, что треугольник ABC – равнобедренный.
Решение. Треугольник ABH — прямоугольный. Поэтому центр его описанной окружности — точка M, а радиус — MH = MA = MB. Поскольку ML = MH, эта описанная окружность проходит и через точку L, а это значит, что биссектриса AL является в треугольнике ABC также и высотой.

7. Докажите, что для любых натуральных m и n выполнено неравенство 
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Решение. Поделим обе части на mn. Без труда доказывается, что каждая из получившихся в правой части дробей не больше 1/2.
8. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB=BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны.
Решение. Пусть N — середина AB, тогда в прямоугольном треугольнике AMB имеем NM = AB/2 = (BC + AD)/2. Однако и 
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, что возможно лишь когда все эти векторы сонаправлены. Это и требовалось доказать.
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