XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая лига, 3 тур, краткие решения.

1. В графе 3333 вершины, и для любых двух его вершин существует гамильтонов путь (то есть путь, проходящий через каждую из вершин графа ровно один раз) с концами в этих вершинах. Какое наименьшее число рёбер может быть у такого графа?
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Ответ: 5000. Решение. Оценка. Во–первых, рассмотрим две смежные вершины a и b. Они являются концами гамильтонова пути, следовательно, в графе есть гамильтонов цикл. Пусть это цикл a1a2... a3333. Предположим, что в графе есть вершина степени 2 — пусть это ai. Рассмотрим гамильтонов путь S с концами в вершинах ai–1 и ai+1. Где–то на этом пути есть вершина ai, но она смежна в графе G только с концами пути S, следовательно, в пути (то есть, и во всем графе) всего 3 вершины. Таким образом, вершин степени 2 (а также, очевидно, 1 и 0) в графе быть не может, откуда немедленно следует оценка. Пример. Рассмотрим расположенный горизонтально клетчатый прямоугольник 1(1666, где вершины — это вершины клеток, а ребра – стороны клеток. Добавим к нему особую вершину A, соединенную с вершинами прямоугольника 4-мя ребрами. Это и есть искомый граф с 5000 ребрами.

Покажем, как соединить гамильтоновым путем вершины B и C на прямоугольнике. Пусть B не правее C. Пусть между проходящими через B и С вертикальными ребрами лежит k клеток. Если k > 0, начнем путь из B так: сделаем k – 1 шагов вправо, шаг по вертикали и k – 1 шагов влево. Из полученной клетки (при k = 0 — из B) идем зигзагом влево: шаг влево, шаг по вертикали пока не пройдем вершины левого края. Из С сделаем шаг по вертикали, затем идем зигзагом вправо, повторяя шаг вправо, шаг по вертикали, пока не пройдем обе вершины правого края. Соединив левый и правый зигзаги через A, получим искомый путь.

Покажем, как соединить гамильтоновым путем вершину B на прямоугольнике с особой вершиной A. Пусть левее B есть k клеток. Пройдем их вершины, сделав k шагов вправо, шаг по вертикали и k шагов влево. Далее идем зигзагом вправо до конца, и последний шаг – в A.

( За оценку и пример по отдельности — по 4 балла.
2. В четырехугольной пирамиде SA1A2A3A4 сфера ( касается всех ребер. Докажите, что на ребрах SAi существуют такие точки Bi, лежащие в одной плоскости, что ( касается всех сторон четырехугольника B1B2B3B4, а также продолжений всех отрезков SBi.

Решение. Пусть k — сечение сферы ( плоскостью A1A2A3A4, а Ci — точки касания ( с SAi. Проведем сферу ( через k и S. Рассмотрим инверсию с центром в точке S и радиусом SC1 (она переводит ( в себя). Сфера ( при этой инверсии перейдет в плоскость, пересекающую ребра SAi в точках Bi (SBi < SCi < SAi), а k — в окружность, являющуюся пересечением сферы ( с плоскостью B1B2B3B4. Эта окружность имеет по одной общей точке с плоскостями SBiBi+1 и потому касается всех ребер SBi. Значит, точки Bi — искомые.
( Тот факт, что инверсия пространства переводит плоскости и сферы в плоскости и сферы, считается известным.
3. Для каждого натурального n разобьём цифры его десятичной записи на две группы так, чтобы суммы цифр в группах отличались как можно меньше, и разность получившихся сумм назовём дефектом ((n) числа n. Найдите среднее значение дефекта натурального числа, то есть величину 
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Ответ: 1/2. Решение. Чтобы оценить сверху дефект натурального числа, расположим его цифры в невозрастающем порядке и будем расставлять перед ними знаки следующим образом: перед первой цифрой поставим плюс, а перед каждой следующей — плюс, если уже полученная знакопеременная сумма предыдущих цифр не положительна, и минус в противном случае. Модуль полученного результата не меньше дефекта исходного числа. С помощью этой процедуры сразу получаются два утверждения:
1. Дефект любого натурального числа не больше 9. Действительно, на каждом шаге нашего алгоритма знакопеременная сумма по модулю не превосходит 9. 

2. Если в числе встречаются все цифры от 0 до 9, то его дефект равен 0, если сумма всех цифр числа четна, и 1, если она нечетна. Действительно, в этом случае на каждом шаге нашего алгоритма знакопеременная сумма по модулю не превосходит последней использованной ненулевой цифры. При этом четность дефекта равна четности суммы цифр числа.
Рассмотрим все целые числа из промежутка [m(10k, (m+1)(10k). Они разбиваются на 10k – 1 десятков, в каждом из которых поровну чисел с четной и нечетной суммой цифр. Назовем номером десятка число, получающееся отбрасыванием последней цифры содержащегося в нем числа. Если номер десятка содержит в записи все цифры, сумма дефектов всех чисел этого десятка равна 5. В любом другом случае эта сумма не меньше 5 и не больше 90. Десятков, номера которых содержат не все цифры, не более 10(9k–1. Поэтому сумма всех дефектов рассматриваемых 10k чисел заключена между 5(10k–1 и 5(10k–1+90(10(9k–1.

Теперь возьмем n > 102k. Разобьем все числа от 0 до n (числу 0 мы для удобства тоже припишем дефект, разумеется, нулевой) на группы по 10k чисел рассмотренного выше вида и оставшиеся числа, не попавшие в группу — их меньше, чем 10k. Среднее значение дефекта по числам от 1 до n тогда будет заключено между 
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Очевидно, и оценка снизу, и оценка сверху стремятся к 1/2 при k ( (, что и завершает доказательство.
4. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?

Ответ: Выиграет второй. Решение. Разобьём все числа на пары соседних: (1, 2), (3, 4), …, (999, 1000). Для победы второму достаточно каждый раз стирать число, парное тому, которое только что стёр первый.
5. Дано простое число p. Сигнатурой многочлена f(x) с целыми коэффициентами назовем последовательность остатков чисел f(1), f(2), ..., f(p2) при делении на p2. Найдите количество различных возможных сигнатур.

Ответ: p3p. Решение. Остатки от деления на p2 первых p значений f(1), f(2), ..., f(p) могут быть любыми. Действительно, многочлен (x–1)2(x–2)2...(x–k+1)2(x–k–1)2... (x–p)2 делится на p2 при всех x = 1, 2, ..., p, кроме x = k, а при x = k не делится даже на p. Следовательно, домножив его на подходящее число, можно получить многочлен, дающий требуемый остаток в точке k и нулевые остатки во всех остальных точках от 1 до p. Остается сложить такие многочлены.
Итак, разных наборов остатков чисел f(1), ..., f(p) всего p2p. Зафиксируем один такой набор. Теперь заметим, во-первых, что значения в остальных точках (от p+1 до p2) определены по модулю p (потому что f(x+pk) ( f(x) (mod p)), и, во–вторых, все вычеты этих значений по модулю p2 задаются вычетами значений f(p+1), ..., f(2p). Последнее вызвано тем, что f(x+pk)  ( f(x)+Apk (mod p2), где число A не зависит от k, а зависит только от x. (Менее опытный человек может проверить последнее тождество, просто подставив x+pk в многочлен f, раскрыв скобки и отбросив все члены, кратные p2; более опытный сразу скажет, что A = f '(x).)
Каждый из вычетов чисел f(p+1), ..., f(2p) по модулю p2, уже заданных по модулю p, может иметь не более p разных значений, что даст нам pp разных вариантов для данных остатков чисел f(1), ..., f(p) при делении на p2 и тем самым p3p разных сигнатур. Осталось убедиться, что все посчитанные нами наборы действительно реализуются.
Рассмотрим многочлен (x–1)2(x–2)2...(x–k+1)2(x–k)(x–k–1)2... (x–p)2. Очевидно, он делится на p2 при всех x, не сравнимых с k по модулю p2, и не делится на p2 при x = p+k. Поэтому, добавляя к f кратные этого многочлена, мы не изменим остатков f(x) при делении на p2 во всех точках x, не сравнимых с k по модулю p2, а также в точке k; в точке же p+k мы сможем получить все остатки от деления на p2, сравнимые с f(k) по модулю p. Прибавляя такие многочлены для каждого k = 1, ..., n, мы получим все подсчитанные нами наборы остатков в точках p+1, ..., 2p.
( Получена только (точная) оценка числа сигнатур сверху — 6 баллов и задача не решена.
6. В n-элементном множестве A (n > 4) выбрано несколько четырёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по двум элементам. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее не менее, чем из 
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 элементов и не содержащее ни одного выбранного подмножества.

Решение. Выберем наибольшее подмножество B ( A, не содержащее выделенных подмножеств; пусть |B| = k (ясно, что k ( 3). Для каждой тройки элементов x,y,z ( B существует не более одного элемента t ( A такого, что подмножество {x,y,z,t} выбрано (два таких подмножества пересеклись бы по трем элементам); если такое t существует, назовем его плохим. Заметим, что плохих элементов не больше, чем 
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; с другой стороны, любой элемент A \ B является плохим, иначе его можно было бы добавить к B. Значит, 
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, что эквивалентно 6n ( k(k2 – 3k + 8). Поскольку 3k – 8 > 0 при k ( 3, мы получаем k3 ( 6n, что и требовалось.
7. На стороне AB треугольника ABC, в котором BC = AC+AB/2, взята точка P так, что AP = 3PB. Докажите, что (PAC = 2(CPA.

Первое решение. Обозначим AB = 4c, AC = b. Заметим, что P — точка касания вневписанной окружности со стороной AB, так как CA + AP = CB + BP = b + 3с. Пусть Q — точка касания вписанной окружности с той же стороной (тогда AQ = c), а M — середина AB; тогда треугольник MIA, где I — центр вписанной окружности ( треугольника ABC, является равнобедренным, ибо его высота IQ является медианой. Обозначим через K точку, диаметрально противоположную Q на (; тогда из гомотетии (с центром C), переводящей ( в упомянутую ранее вневписанную видно, что точки C, K, P лежат на одной прямой. Отрезок MI является средней линией треугольника PQK, поэтому MI || CP. Значит, (CPA = (IMA = (IAM = (PAC/2, что и требовалось.
Второе решение. Опять обозначим AB = 4c, AC = b. Применяя терему косинусов сначала к треугольнику ABC, а затем к треугольнику APC, последовательно находим 
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 и CP2 = b(b + 3c). Отметим на луче CA точку X такую, что CX = b + 3c; тогда CX·CA = CP2, и треугольники APC и PXC подобны. Значит, (CPA = (CXP. С другой стороны, треугольник AXP равнобедренный (AX = AP = 3c), поэтому (CXP = (AXP = (PAC/2, что и требовалось.
( Доказано, что cos 2(APC = cos(PAC, но не обоснован выбор знака cos (APC  — дыра в 2 балла.
8. Найдите все такие функции f: R ( R, непрерывные на всей вещественной прямой, что для любых вещественных x и y, сумма которых рациональна, число f(x)+f(y) тоже рационально.

Ответ: f(x) = kx+l, k, l (Q. Решение. Пусть a — рациональное число. Тогда функция f(x)+f(a–x) непрерывна и во всех точках принимает рациональные значения, то есть постоянна. То же можно сказать о функции f(a+x)+f(a–x). Поэтому для каждого рационального a существует некоторая постоянная k(a) такая, что f(x+a)–f(x) = k(a) при всех x. Действительно, функция f(x+a)–f(x) = (f(x+a)+f(a–x))–(f(x)+f(a–x)) является разностью двух постоянных. По стечению обстоятельств k(a) = f(a)–f(0).
Очевидно, что k(na) = nk(a), откуда k(m/n) = (m/n)k(1) при всех целых m и n. Таким образом, мы получили, что при всех целых m и n f(m/n) = f(0)+(m/n)f(1), и непрерывная функция f совпадает с линейной функцией f(0)+xf(1) во всех рациональных и, следовательно, во всех вещественных точках. Для завершения решения осталось заметить, что числа f(0) и f(1) рациональны по условию, а все функции вида f(x) = kx+l с рациональными k и l, очевидно, подходят.
( Только ответ — 0. Только доказательство того, что f(x)+f(a–x) постоянно — 4 балла.
9. Внутри выпуклого многоугольника A1A2... An выбрана точка P. Докажите, что хотя бы один из углов (PAkAk+1 (k = 1, ..., n; мы полагаем An+1 = A1) не превосходит (1/2–1/n)().
Решение. Предположим противное: (PAkAk+1 > (/2 — (/n при всех k. Тогда на лучах PAk найдутся точки Bk такие, что (PBkAk+1 = (/2 — (/n, причем PBk>PAk. В таком случае
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Однако в числителе последней дроби стоят синусы углов, сумма которых равна n((/2 — (/n). Нетрудно видеть, что максимум этого произведения (при постоянной сумме аргументов, лежащих на (0,()) достигается при равенстве этих аргументов (хотя бы из-за выпуклости вверх функции ln sin x). Поэтому числитель не превосходит знаменателя; противоречие с тем, что дробь больше 1.
( Не обосновано утверждение, начинающееся словами «нетрудно видеть» — дыра в 4 балла.
10. Натуральные числа x1, x2, ..., xn взаимно просты в совокупности. Положим sk = 
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. Докажите, что НОК(1, 2, ..., n) делится на НОД(s1,...,sn).

Первое решение. Пусть НОД(s1, ..., sn) делится на pm, где p — простое число. Легко видеть, что тогда sk делится на pm не только при k = 1, 2, ..., n, но и при всех натуральных k. Действительно,
sk+n = (1sk+n–1–(2sk+n–2+...+(–1)n–1(nsk, где (1, ..., (n — основные симметрические многочлены от x1, x2, ..., xn (эта известная формула Ньютона может быть получена сложением формул Виета 
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 по всем i = 1, 2, ..., n). Отсюда следует, что если sk делится на d при каких–то n последовательных натуральных значениях k, то оно будет делиться на d и при всех последующих значениях k.
С другой стороны, существует такое k, что все 
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 дают при делении на pm остаток 0 или 1 (для отдельного i такая степень есть потому, что если xi не кратно p, то некоторая его степень сравнима с 1 по модулю pm, а если кратно, то всякая степень, начиная с m–й, сравнима с 0; чтобы k подошло для всех xi разом, нужно взять наименьшее общее кратное показателей, найденных для отдельных xi). Поскольку не все xi кратны p, sk будет при этом сравнимо по модулю pm с числом, большим 0 и не большим n. Если sk делится на pm, это означает, что pm ≤ n.
Мы доказали, что каждое простое число p входит в НОД(s1, ..., sn) в некоторой степени m такой, что pm ≤ n, то есть не в большей степени, чем в НОК(1, 2, ..., n) — это и есть утверждение задачи.
Второе решение. Пусть (k — элементарный симметрический многочлен от наших чисел, то есть коэффициент при (–1)n–kxk в многочлене P(x) = (x–x1)…(x–xn). Формула Ньютона: может быть переписана в виде k
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 (при k ( n; впрочем, эту формулу легко проверить непосредственно). Обозначим через A и d соответственно НОК и НОД из условия. Тогда из формулы Ньютона следует, что в выражении 
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 все слагаемые, кроме первого, делятся на d; значит, и 
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 делится на d. Тогда на d также делится 
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, что и требовалось.

( Использование формулы Ньютона без обоснования — дыра в 4 балла.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая лига, 3 тур, краткие решения.

1. В графе 2008 вершин, и для любых двух его вершин существует гамильтонов путь (то есть путь, проходящий через каждую из вершин графа ровно один раз) с концами в этих вершинах. Какое наименьшее число рёбер может быть у такого графа?
Ответ: 3012. Решение. Оценка. Во–первых, рассмотрим две смежные вершины a и b. Они являются концами гамильтонова пути, следовательно, в графе есть гамильтонов цикл. Пусть это цикл a1a2... a3333. Предположим, что в графе есть вершина степени 2 — пусть это ai. Рассмотрим гамильтонов путь S с концами в вершинах ai–1 и ai+1. Где–то на этом пути есть вершина ai, но она смежна в графе G только с концами пути S, следовательно, в пути (то есть, и во всем графе) всего 3 вершины. Таким образом, вершин степени 2 (а также, очевидно, 1 и 0) в графе быть не может, откуда немедленно следует оценка. Пример. Рассмотрим расположенный горизонтально клетчатый прямоугольник 1(1003, где вершины – это вершины клеток, а ребра – стороны клеток. Добавим к нему особые вершины П и Л, соединим их друг с другом, а также соединим П с двумя самыми правыми, а Л с двумя самыми левыми вершинами прямоугольника. Это и есть искомый граф с 3012 ребрами.

Покажем, как соединить гамильтоновым путем вершины B и C на прямоугольнике. Пусть B – не правее C. Пусть между проходящими через B и С вертикальными ребрами лежит k клеток. Если k > 0, начнем путь из B так: сделаем k – 1 шагов вправо, шаг по вертикали и k – 1 шагов влево. Из полученной клетки (при k = 0 — из B) идем зигзагом влево: шаг влево, шаг по вертикали пока не пройдем обе вершины левого края. Из С сделаем шаг по вертикали, затем идем зигзагом вправо, повторяя шаг вправо, шаг по вертикали, пока не пройдем обе вершины правого края. Соединив левый путь через Л и П с правым путем, получим искомый путь.

Покажем, как соединить гамильтоновым путем вершину B на прямоугольнике с какой-нибудь особой вершиной, скажем, с Л. Пусть левее B есть k клеток. Пройдем их вершины, сделав k шагов вправо, шаг по вертикали и k шагов влево. Далее идем зигзагом вправо до конца, и через П в Л.

Наконец, гамильтонов путь из Л в П: шаг в левую вершину прямоугольника, шаг по вертикали, зигзагом вправо до самого края, шаг в П.
( За оценку и пример — по 4 балла. Внимание! Возможна липа. Граф 1004-угольной призмы и вообще любой двудольный граф не годятся: из-за чередования гамильтонов путь не может начинаться и заканчиваться в вершинах одного цвета!
2. Дана четырехугольная пирамида SA1A2A3A4. Существует сфера (, которая касается всех ребер пирамиды и другая сфера (1, которая касается всех сторон основания A1A2A3A4 и прямых SA1, SA2, SA3, SA4. Докажите, что |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4|.

Решение. Пересечение сферы ( с плоскостью любой из граней сферы — это вписанная окружность грани. Пересечение сферы (1 с каждой из граней SAiAi+1 — окружность, касающаяся стороны AiAi+1 треугольника SAiAi+1 и двух других сторон или их продолжений. Такая окружность может быть вписанной окружностью треугольника SAiAi+1 (тогда будет говорить, что грань имеет тип 1) или вневписанной окружностью треугольника SAiAi+1 со стороны AiAi+1 (тогда будет говорить, что грань имеет тип 2). Отметим, что сфера (1 отлична от (, поэтому есть хотя бы одна грань типа 2. Предположим, что есть грань типа 1, и рассмотрим соседние грани SAiAi–1 и SAiAi+1 разных типов. Тогда сфера (1 должна касаться стороны SAi и, вместе с тем, ее продолжения за точку Ai, что невозможно. Таким образом, все грани имеют тип 2.
Обозначим точку касания (1 с продолжением стороны SAj через Bj. Поскольку сфера (1 пересекает каждую грань SAiAi+1 по вневписанной окружности, касающейся AiAi+1, то |SBi| = |SBi+1| = p(SAiAi+1), следовательно, периметры всех боковых граней пирамиды равны. (Через p(XYZ) обозначен полупериметр треугольника XYZ.)
Обозначим точку касания ( со стороной SAj через Сj. Тогда |SC1| = |SC2| = |SC3| = |SC4| = s, так как отрезки касательных равны. Пусть CiAi = ai. Тогда p(SAiAi+1) = s+ai+ai+1, и из равенства периметров следует, что a1 = a3 и a2 = a4, откуда |SA1| = |SA3| и |SA2| = |SA4|, а основание пирамиды A1A2A3A4 — ромб. Отсюда вытекает, что S лежит в прямой пересечения серединных перпендикуляров к A1A3 и A2A4, то есть на перпендикуляре к плоскости A1A2A3A4 в точке P пересечения диагоналей ромба. Пусть P1 — точка касания ( со стороной A1A2. Тогда по теореме о трех перпендикулярах SP1 — высота треугольника SA1A2, то есть основание высоты в этом треугольнике совпадает с точкой касания вписанной окружности; это бывает только в равнобедренном треугольнике, то есть |SA1| = |SA2|. Заодно нетрудно видеть, что основание пирамиды — квадрат.
( За отсутствие первой части нашего решения снимается не более 2 баллов. Если не доказано равенство соседних боковых рёбер — не более 6 баллов.
3. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6.
Решение. Корни целые только тогда, когда дискриминант — точный квадрат, то есть (ab)2 – 4(a+b) = n2 для некоторого целого n. Отсюда (ab)2 – n2 = 4(a+b), и числа ab и n имеют одинаковую четность. Если 4(a+b) ( 0, то утверждение задачи верно. Если же 4(a+b)>0, то |n| ( |ab| – 2, поэтому 4(a+b) ( (ab)2 – (|ab| – 2)2 = 4|ab| – 4, то есть |ab| – a – b + 1( 2. Если ab ( 0 (а значит, a и b неотрицательны), то имеем 
[image: image16.wmf](

)

(

)

2

1

1

£

-

-

b

a

. Если a, b ( 2, то легко видеть, что a+b ( 6. Если же a = 1, то n2 = b2 – 4(b+1) = (b – 2)2 – 8, что возможно лишь при b – 2 = 3, n = 1, а тогда a + b = 6. Наконец, если числа a и b разных знаков, то (a + 1)(b + 1) ( 0, то есть числа a + 1 и b + 1 одного знака (ибо по условию они ненулевые). Это невозможно при целых a, b.
( Если рассмотрены не все случаи комбинаций знаков a и b — не более 6 баллов, задача не решена.
4. Натуральные числа x1, x2, x3 взаимно просты в совокупности. Введем обозначения s1 = x1+x2+x3, s2 = 
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. Докажите, что НОД(s1, s2, s3) — делитель числа 6.

Решение. Пусть (1 = s1 = x1+x2+x3, (2 = x1x2+x2x3+x3x1 и (3 = x1x2x3. Тогда s2 = (12–2(2, (*)
s3 = (1((12–3(2)+3(3 (**). Пусть d = НОД(s1, s2, s3). Тогда (1 кратно d, и из формулы (*) следует, что 2(2 кратно d, а из формулы (**) следует, что 3(3 кратно d. Таким образом, 6НОД((1, (2, (3) кратно НОД((1, 2(2, 3(3) кратно d.
Остается показать, что НОД((1, (2, (3) = 1. Предположим противное, пусть этот НОД делится на простое число p. Тогда (3 кратно p, откуда одно из чисел x1, x2, x3 делится на p. Теперь из того, что (2 кратно p, следует, что хотя бы два из чисел x1, x2, x3 делятся на p и, наконец, после этого из того, что (1 кратно p следует, что все числа x1, x2, x3 кратны p, что противоречит условию задачи.
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки E и F — середины сторон AD и BC соответственно. Отрезки CE и DF пересекаются в точке O. Докажите, что если прямые AO и BO делят сторону CD на три равные части, то ABCD — параллелограмм.

Решение. Пусть прямая AO пересекает CD в точке P, а прямая BO пересекает CD в точке Q. По условию, CP = PQ = QD. Тогда по теореме Менелая 
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 = 1. Аналогично, DO/OF = 1, то есть диагонали четырехугольника FCDE делятся точкой пересечения пополам, и он — параллелограмм. Тогда AD||BC и AD = 2DE = 2CF = BC, откуда и следует требуемое.
6. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Выиграет второй. Решение. Разобьём все числа на пары соседних: (1, 2), (3, 4), …, (999, 1000). Для победы второму достаточно каждый раз стирать число, парное тому, которое только что стёр первый.
7. Сколькими способами можно раскрасить клетки доски 2008(2008 в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по сторонам ровно с двумя клетками противоположного цвета?
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Ответ: 21004. Решение. Назовем нечетной диагональ из нечетного числа клеток, а хорошей — диагональ, где цвета клеток строго чередуются. Докажем, что все нечетные диагонали — хорошие. Раcсмотрим клетки диагонали, идущей из правого верхнего в левый нижний угол (на рисунке они обозначены O). Разобьем соседние с диагональю клетки на симметричные пары и занумеруем пары по порядку (см. рис). Пара 1-1 одного цвета, так как это два соседа верхнего угла. Четверка 1-1-2-2 — соседи второй клетки диагонали, поэтому там две клетки одного цвета, а две — другого. Значит, пара 2-2 — одноцветная, но не того цвета, что пара 1-1. Так продолжая, видим что каждая из пронумерованных пар одноцветна, но цвета пар чередуются.
Заметим теперь, что диагональ, граничащая по вершинам с более длинной хорошей — тоже хорошая. Действительно, каждая стоящая между этими диагоналями клетка граничит с двумя клетками разного цвета на большей диагонали, значит, с двумя клетками разного цвета и на меньшей.

Лемма. Раскраска симметрична относительно любой из главных диагоналей. Доказательство. Докажем индукцией по k, что раскраска в квадрате k(k в левом верхнем углу таблицы симметрична относительно диагонали. База для k = 1 очевидна. Пусть для квадрата k(k симметрия уже доказана (на рисунке клетки этого квадрата помечены точками). Заметим, что если известны цвета клетки и всех ее соседей, кроме одного, то цвет этого соседа определен однозначно. У клеток A и их отмеченных соседей наборы цветов одинаковы в силу симметрии, поэтому и цвета неотмеченных соседей на клетках B совпадают. Так доказывается симметрия цветов для всех неотмеченных соседей квадрата, кроме клеток C. А эти клетки — соседи D, у которой, по предположению, совпадают цвета двух отмеченных соседей, значит, совпадают и цвета соседей, обозначенных C. Добавляя к квадрату k(k всех соседей и клетку E, получаем симметричную расстановку в угловом квадрате (k+1)((k+1). Лемма доказана.

Пусть мы перекрашиваем в синий и красный цвета доску с шахматной черно-белой раскраской. Докажем, что раскраска определяется однозначно цветами 1004 клеток, а именно бывших черных клеток верхней горизонтали (тогда раскрасок и будет 21004). Действительно, зная цвета этих клеток, определяем цвета для остальных черных полей за счет чередования по нечетным диагоналям и симметрии. Зная теперь цвета соседей для крайних клеток, сможем определить и их цвета. Далее опять чередуем цвета по нечетным диагоналям. Значит, раскраска задается не более чем однозначно, и осталось доказать, что произвольную раскраску бывших черных полей верхней края можно дополнить до нужной. Разобьем верхнюю горизонталь на пары соседей, и дополним каждую пару соседом другого цвета. Выделим треугольник (четверть доски) с вершинами в двух верхних углах. Покрасим в нем отрезки нечетных диагоналей, чередуя цвета от верха. Остальные поля заполним по симметрии, при этом нечетные диагонали станут хорошими. Теперь на верхнем крае все сходится: в углах из-за несовпадения с соседом и благодаря симметрии; у остальных крайних клеток один сосед не совпадает, а два других принадлежат хорошей диагонали. В середине же каждое поле лежит между двумя хорошими диагоналями.

( Доказана симметричность расположения клеток относительно главной диагонали без дальнейшего продвижения – 6 баллов, задача не решена 
8. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств).
Решение. Назовём подмножество B множества A хорошим, если оно не содержит ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. Рассмотрим наибольшее хорошее подмножество B. Пусть в нём меньше 13 элементов. Тогда в нём не больше 
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 двухэлементных подмножеств. Каждое из них содержится не более, чем в одном выбранном трёхэлементном (иначе нашлись бы два выбранных, имеющих два общих элемента). Поскольку 66+12 < 80, во множестве A найдётся элемент, добавление которого не делает ни одного двухэлементного подмножества множества B выбранным. Если добавить этот элемент к подмножеству B, оно, очевидно, останется хорошим. Противоречие.
9. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB.
Решение. По свойству касательной и секущей MF2 = MK∙MG, поэтому BM = MF ( BM2 = MK∙MG. В свою очередь, это эквивалентно подобию треугольников BMG и KMB, что равносильно равенству углов MBG и MKB. Обозначим через O центр вписанной окружности, а углы треугольника через α, β, γ. Если (EKG = (MBG  = х, то (EOG = 2x, и из четырехугольника EOGC получаем, что 2x+γ = π. В итоге BM = MF ( x = β ( 2β+γ = π ( α = β.
10. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой натуральный делитель d, что n2+d2 делится на nd+1.

Ответ: n = d3, где d — произвольное натуральное число. Решение. Пусть n = md. Тогда nd+1 = md2+1, n2+d2 = d2(m2+1). Поскольку числа md2+1 и d2 взаимно просты, m2+1 должно делиться на md2+1. Пусть m2+1 = k(md2+1) (*). Преобразовав равенство (*), получим m(m–kd2) = k–1. Поскольку k < m (иначе правая часть в равенстве (*) больше левой), последнее равенство возможно только при k–1 = m–kd2 = 0, откуда k = 1, m = d2, n = d3. Осталось заметить, что d6+d2 всегда делится на d4+1.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Вторая лига, 3 тур, краткие решения.

1. Натуральные числа x1, x2, x3 взаимно просты в совокупности. Введем обозначения s1 = x1+x2+x3, s2 = 
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. Докажите, что НОД(s1, s2, s3) — делитель числа 6.

Решение. Пусть (1 = s1 = x1+x2+x3, (2 = x1x2+x2x3+x3x1 и (3 = x1x2x3. Тогда s2 = (12–2(2, (*)
s3 = (1((12–3(2)+3(3 (**). Пусть d = НОД(s1, s2, s3). Тогда (1 кратно d, и из формулы (*) следует, что 2(2 кратно d, а из формулы (**) следует, что 3(3 кратно d. Таким образом, 6НОД((1, (2, (3) кратно НОД((1, 2(2, 3(3) кратно d.

Остается показать, что НОД((1, (2, (3) = 1. Предположим противное, пусть этот НОД делится на простое число p. Тогда (3 кратно p, откуда одно из чисел x1, x2, x3 делится на p. Теперь из того, что (2 кратно p, следует, что хотя бы два из чисел x1, x2, x3 делятся на p и, наконец, после этого из того, что (1 кратно p следует, что все числа x1, x2, x3 кратны p, что противоречит условию задачи.
2. Дана пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5. Существует сфера (, которая касается всех ребер пирамиды и другая сфера (1, которая касается всех сторон основания A1A2A3A4A5 и продолжений боковых рёбер SA1, SA2, SA3, SA4, SA5 за вершины основания. Докажите, что |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4| = |SA5|.

Решение. Пересечение сферы ( с плоскостью любой из граней сферы — это вписанная окружность грани. Пересечение сферы (1 с каждой из граней SAiAi+1 — вневписанная окружность, касающаяся стороны AiAi+1 треугольника SAiAi+1 и продолжений двух других сторон. Обозначим точку касания (1 с продолжением стороны SAj через Bj. Из свойств вневписанной окружности треугольника имеем, что |SBi| = |SBi+1| = p(SAiAi+1) (через p(XYZ) обозначен полупериметр треугольника XYZ), следовательно, периметры всех боковых граней пирамиды равны. Обозначим точку касания ( со стороной SAj через Сj. Тогда |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4| = |SA5| = s, так как отрезки касательных равны. Пусть CiAi = ai. Тогда p(SAiAi+1) = s+ai+ai+1 и из равенства периметров следует, что a1 = a3 = a5 = a2 = a4, откуда |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4| = |SA5|.
3. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6.
Решение. Корни целые только тогда, когда дискриминант — точный квадрат, то есть (ab)2 – 4(a+b) = n2 для некоторого целого n. Отсюда (ab)2 – n2 = 4(a+b), и числа ab и n имеют одинаковую четность. Если 4(a+b) ( 0, то утверждение задачи верно. Если же 4(a+b)>0, то |n| ( |ab| – 2, поэтому 4(a+b) ( (ab)2 – (|ab| – 2)2 = 4|ab| – 4, то есть |ab| – a – b + 1( 2. Если ab ( 0 (а значит, a и b неотрицательны), то имеем 
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. Если a, b ( 2, то легко видеть, что a+b ( 6. Если же a = 1, то n2 = b2 – 4(b+1) = (b – 2)2 – 8, что возможно лишь при b – 2 = 3, n = 1, а тогда a + b = 6. Наконец, если числа a и b разных знаков, то (a + 1)(b + 1) ( 0, то есть числа a + 1 и b + 1 одного знака (ибо по условию они ненулевые). Это невозможно при целых a, b.

( Если рассмотрены не все случаи комбинаций знаков a и b — не более 6 баллов, задача не решена.
4. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой натуральный делитель d, что n2+d2 делится на nd+1.

Ответ: n = d3, где d — произвольное натуральное число. Решение. Пусть n = md. Тогда nd+1 = md2+1, n2+d2 = d2(m2+1). Поскольку числа md2+1 и d2 взаимно просты, m2+1 должно делиться на md2+1. Пусть m2+1 = k(md2+1) (*). Преобразовав равенство (*), получим m(m–kd2) = k–1. Поскольку k < m (иначе правая часть в равенстве (*) больше левой), последнее равенство возможно только при k–1 = m–kd2 = 0, откуда k = 1, m = d2, n = d3. Осталось заметить, что d6+d2 всегда делится на d4+1.
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки E и F — середины сторон AD и BC соответственно. Отрезки CE и DF пересекаются в точке O. Докажите, что если прямые AO и BO делят сторону CD на три равные части, то ABCD — параллелограмм.

Решение. Пусть прямая AO пересекает CD в точке P, а прямая BO пересекает CD в точке Q. По условию, CP = PQ = QD. Тогда по теореме Менелая 
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 = 1. Аналогично, DO/OF = 1, то есть диагонали четырехугольника FCDE делятся точкой пересечения пополам, и он — параллелограмм. Тогда AD||BC и AD = 2DE = 2CF = BC, откуда и следует требуемое.
6. Клетки доски 2008(2008 раскрашены в два цвета так, что каждая клетка граничит по сторонам ровно с двумя клетками противоположного цвета. Докажите, что на главной диагонали в каждый цвет покрашено чётное число клеток.
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Решение. Докажем, что раскраска симметрична относительно главной диагонали. Тогда из четности числа 2008 и равенства числа белых и черных клеток следует, что общее число белых клеток четно. Из симметрии будет следовать, что число клеток вне диагонали четно, значит, четно и на диагонали.

Симметрию относительно диагонали из левого верхнего в правый нижний угол будем доказывать для частей доски в виде квадрата размером k(k в левом верхнем углу индукцией по k. База для k = 1 очевидна. Пусть для квадрата k(k симметрия уже доказана (на рисунке клетки этого квадрата помечены точками). Заметим, что если известны цвета клетки и всех ее соседей, кроме одного, то цвет этого соседа определен однозначно. У клеток A и их отмеченных соседей наборы цветов одинаковы в силу симметрии, поэтому и цвета неотмеченных соседей на клетках B совпадают. Так доказывается симметрия цветов для всех неотмеченных соседей квадрата, кроме клеток C. А эти клетки — соседи D, у которой, по предположению, совпадают цвета двух отмеченных соседей, значит, совпадают и цвета соседей, обозначенных C. Добавляя к квадрату k(k всех соседей и клетку E, получаем симметричную расстановку в угловом квадрате (k+1)((k+1).
7. Решите в вещественных числах систему уравнений 
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Ответ: (1/3, 1/3, 1/3), (–3, 2, 2), (2, –3, 2), (2, 2, –3), (–2, –2, –2), (–16/3, –1/3, –1/3), (–1/3, –16/3, –1/3),
(–1/3, –1/3, –16/3). Решение. Пусть t = x+y+z. Сложив все три уравнения получим, что t2+5t–6 = 0, следовательно, t = 1 или t = –6. Далее, вычитая из первого уравнения второе получаем
0 = x2–y2+2z(y–x)+5(x–y) = (x–y)(x+y–2z+5), то есть либо x = y, либо x+y–2z+5 = 0. Последнее равенство эквивалентно тому, что z = (t+5)/3. Вычитая другие пары уравнений и проводя аналогичные рассуждения, получаем, что возможны следующие две ситуации: либо x = y = z = t/3, либо одна из трех переменных (не умаляя общности можно считать, что это x) отличается от двух других — тогда y = z = t+5/3 и
x = (t–10)/3. Подставляя в эти формулы возможные значения t получаем требуемые ответы. Легко видеть, что все эти ответы подходят.
( Отсутствие проверки полученных ответов (при неравносильных преобразованиях) — дыра в 2 балла.
8. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB.

Решение. Рассмотрим точку E — вторую точку пересечения прямой BC и окружности с центром A и радиусом AC. Легко видеть, что треугольники AED и ACM равны. Поэтому ED = CM, откуда с учетом CM = MB получаем, что MD = EB. Далее находим, что (AEB = (ACE = 180(–(90(+(B/2) = 90(–(B/2, откуда (BAE = 180(–(90(–(B/2)– (B = 90(–(B/2, то есть BA = BE. В решении использовалось, что точки D и E лежат на продолжении стороны CB за точку B. Это следует из того, что угол C — тупой.
9. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств.
Решение. Назовём подмножество B множества A хорошим, если оно не содержит ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. Рассмотрим наибольшее хорошее подмножество B. Пусть в нём меньше 13 элементов. Тогда в нём не больше 
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 двухэлементных подмножеств. Каждое из них содержится не более, чем в одном выбранном трёхэлементном (иначе нашлись бы два выбранных, имеющих два общих элемента). Поскольку 66+12 < 80, во множестве A найдётся элемент, добавление которого не делает ни одного двухэлементного подмножества множества B выбранным. Если добавить этот элемент к подмножеству B, оно, очевидно, останется хорошим. Противоречие.
10. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Выиграет второй. Решение. Разобьём все числа на пары соседних: (1, 2), (3, 4), …, (999, 1000). Для победы второму достаточно каждый раз стирать число, парное тому, которое только что стёр первый.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая юниорская лига, 3 тур, краткие решения.

1. Есть 1000 белых кубиков со стороной 1. Пушистая девочка Оля хочет сложить из них всех какой-нибудь параллелепипед, белый снаружи. Какое наименьшее число граней должен испачкать проказник Федя, чтобы ей помешать?

Ответ: 1988. Решение. Чтобы помешать Оле, Феде достаточно испачкать на 993 кубиках по две противоположные грани, и еще две смежные грани на одном из уже испорченных. Пусть теперь сложен параллелепипед. Назовем его толщиной минимальное из трех измерений. Пусть толщина равна 1. Тогда одна из испачканных граней последнего испорченного кубика окажется снаружи, так как в каждой паре его противоположных граней хотя бы одна испачкана. Пусть толщина больше 1. Тогда 8 кубиков при вершинах параллелепипеда должны иметь по три попарно смежных белых грани, а у нас таких кубиков только 7.
Покажем теперь, как сложить белый параллелепипед, если Федя испачкал не более 1987 граней. Разберем два случая. 

Случай 1. Пусть в каждом кубике испачкано не более двух граней. Тогда будем складывать параллелепипед 1(25(40. Не более 993 кубиков могут иметь по две испачканные противоположные грани. Из остальных выберем четыре и поместим в углы испачканными гранями внутрь. В любое другое место кубик с двумя испачканными гранями легко помещается так, что эти грани не видны.

Случай 2. Есть кубик с тремя испачканными гранями. Тогда будем складывать куб со стороной 10. Есть 8 кубиков с не более чем одной закрашенной гранью — их поместим в вершины большого куба. Кубиков с 4 и более испачканными гранями не более 1988/4=497, из остальных выберем 96 кубиков и поместим вдоль ребер куба двумя белым гранями наружу. Осталось 896 кубиков. Среди них кубиков с 6 окрашенными гранями меньше, чем 1988/6 < 332, поэтому среди оставшихся 564 кубиков выберем 64(6=384 кубика и составим из них грани куба белым наружу. Остальные 512 кубиков засунем внутрь куба.
( Ответ с правильным примером порчи без обоснования – 3 балла, с обоснованием ​– 6 баллов, задача не решена. Доказательство возможности построения при меньшем числе испачканных граней – 6 баллов, задача не решена. Идея порчи углов – 2 балла. Идея порчи плоского параллелепипеда – 2 балла. 
2. Венцом последовательности назовем число, полученное так: сначала вычисляем модуль разности первого и второго членов, затем модуль разности этого числа и третьего члена и т.д. до последнего члена. Пусть у нас все 28 костяшек домино сложены в цепочку по правилам домино, то есть костяшки прикладываются половинками с одинаковыми числами. Числа на половинках образуют последовательность из 56 членов. Известно, что она начинается с пятерки. Чему равен венец этой последовательности?

Ответ: 4. Решение. Заметим, что в последовательности каждое число от 0 до 6 встречается по 8 раз, при этом цепочка разбивается на пары одинаковых и два крайних числа. Значит, последнее число последовательности — тоже пятерка. Вычисляя венец, мы как бы «пропускаем» число через последовательность. Но наша последовательность состоит в основном из пар. Заметим, что при пропускании числа a через пару одинаковых чисел b, b оно а) не изменит четность, б) не увеличится. Кроме того, при пропускании числа a > 1 через пару 1, 1 оно уменьшится на 2. Поскольку в последовательности есть по крайней мере две пары 1, 1, то исходная пятерка, пройдя вторую из них, уменьшится до единицы, которая и дойдет до конца. Модуль ее разности с последней пятеркой даст венец, равный 4.
( Ответ – 1 балл. Идея монотонности – 2 балла, идея сохранения четности ​– 2 балла. 
3. Есть 40 коробок, в одной приз. Ведущий знает, где приз. Зритель может послать ведущему несколько записок с вопросами, требующих ответа "да" или "нет". Ведущий вытаскивает записки из пачки в произвольном порядке, и, не оглашая вслух вопроса, честно отвечает. Если зритель все еще не знает, где приз, он может послать еще одну группу записок на тех же условиях (но только один раз). Какое наименьшее число записок нужно послать, чтобы наверняка узнать, где приз?

Ответ: 11. Решение. Пример. Можем считать, что коробки пронумерованы и на всеобщее обозрение выставлена таблица 5(8 с этими номерами. Пошлем 4 записки: «Есть ли искомый номер в 1-й строке?», «Находится ли искомый номер в 1-й или 2-й строке»,..., «Находится ли искомый номер в 1-й , 2-й, 3-й или 4-й строке.». k ответов «Нет» равносильны тому, что искомый номер — в (k+1)-й строке. Точно так же, послав во второй раз 7 записок, узнаем номер столбца.
Оценка. Пусть в первый раз мы послали m записок, во второй — n, и m+n ( 10. Поскольку порядок не важен, то можно полагаться лишь на число ответов «Нет» для каждой группы. Тогда всего есть (m+1)(n+1) возможных наборов ответов. Легко проверить (например, перебором), что в любом случае (m+1)(n+1) < 40. Значит, под какой-то вариант подходит более одного номера, и при невезении мы не сможем определить коробку с призом однозначно.
( Ответ с примером – 6 баллов, задача не решена. 
4. Клетчатая доска N(N раскрашена в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по стороне ровно с двумя клетками не своего цвета. Докажите, что на некоторой главной диагонали клеток первого цвета — четное число.
Решение. Пусть цвета — черный и белый, и есть b белых и c черных клеток. Посчитаем двумя способами число черно-белых двуклеточных домино. Каждая белая клетка входит ровно в два таких домино, поэтому всего таких домино 2b. Аналогично, всего их 2с. Значит, b = c. Общее число клеток четно, значит, и N — четно.
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Докажем, что раскраска симметрична относительно главной диагонали. Тогда из четности N и равенства числа белых и черных клеток следует, что общее число белых клеток четно. Из симметрии будет следовать, что число клеток вне диагонали четно, значит, четно и на диагонали.

Симметрию относительно диагонали из левого верхнего в правый нижний угол будем доказывать для частей доски в виде квадрата размером k(k в левом верхнем углу индукцией по k. База для k = 1 очевидна. Пусть для квадрата k(k симметрия уже доказана (на рисунке клетки этого квадрата помечены точками). Заметим, что если известны цвета клетки и всех ее соседей, кроме одного, то цвет этого соседа определен однозначно. У клеток A и их отмеченных соседей наборы цветов одинаковы в силу симметрии, поэтому и цвета неотмеченных соседей на клетках B совпадают. Так доказывается симметрия цветов для всех неотмеченных соседей квадрата, кроме клеток C. А эти клетки — соседи D, у которой, по предположению, совпадают цвета двух отмеченных соседей, значит, совпадают и цвета соседей, обозначенных C. Добавляя к квадрату k(k всех соседей и клетку E, получаем симметричную расстановку в угловом квадрате (k+1)((k+1).
( Доказательство симметрии – 6 баллов, задача не решена. Доказательство четности N – 2 балла. 
5. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6.
Решение. Корни целые только тогда, когда дискриминант — точный квадрат, то есть (ab)2 – 4(a+b) = n2 для некоторого целого n. Отсюда (ab)2 – n2 = 4(a+b), и числа ab и n имеют одинаковую четность. Если 4(a+b) ( 0, то утверждение задачи верно. Если же 4(a+b)>0, то |n| ( |ab| – 2, поэтому 4(a+b) ( (ab)2 – (|ab| – 2)2 = 4|ab| – 4, то есть |ab| – a – b + 1( 2. Если ab ( 0 (а значит, a и b неотрицательны), то имеем 
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. Если a, b ( 2, то легко видеть, что a+b ( 6. Если же a = 1, то n2 = b2 – 4(b+1) = (b – 2)2 – 8, что возможно лишь при b – 2 = 3, n = 1, а тогда a + b = 6. Наконец, если числа a и b разных знаков, то (a + 1)(b + 1) ( 0, то есть числа a + 1 и b + 1 одного знака (ибо по условию они ненулевые). Это невозможно при целых a, b.

( Если рассмотрены только положительные a и b —  4 балла, только разных знаков —  4 балла. Доведение до неравенства вида 
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 —  4 балла. При наборе 8 баллов задача решена.
6. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB.

Решение. Рассмотрим точку E — вторую точку пересечения прямой BC и окружности с центром A и радиусом AC. Легко видеть, что треугольники AED и ACM равны. Поэтому ED = CM, откуда с учетом CM = MB получаем, что MD = EB. Далее находим, что (AEB = (ACE = 180(–(90(+(B/2) = 90(–(B/2, откуда (BAE = 180(–(90(–(B/2)– (B = 90(–(B/2, то есть BA = BE. В решении использовалось, что точки D и E лежат на продолжении стороны CB за точку B. Это следует из того, что угол C — тупой.

7. НОД натуральных чисел k, l, m равен 1. Докажите, что НОД(k+l+m, k2+l2+m2, k3+l3+m3) — делитель числа 6.
Решение. Введем обозначения (1 = k+l+m, (2 = kl+lm+ml, (3 = klm (это так называемые элементарные симметрические многочлены), и выразим наши суммы через них: k+l+m=(1, k2+l2+m2=(12–2(2, k3+l3+m3=(13–3(1(2+3(3. Если все суммы k+l+m, k2+l2+m2 и k3+l3+m3 делятся на d, то из написанных формул следует, что числа (1, 2(2 и 3(3 также кратны d. Как известно, 
(t – k)(t – l)(t – m)=t3–(1t2+(2t–(3=0.

Подставив в это равенство t = k, получим k3–(1k2+(2k–(3=0. Умножив на 6 и выразив первый член, получим 6k3=6(1k2–6(2k+6(3, откуда 6k3 кратно d. Аналогично, 6l3 и 6m3 кратны d. Таким образом, 

НОД(6k3, 6l3, 6m3)=6НОД(k3, l3, m3)=6НОД(k, l, m)=6 кратен d.

8. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB.
Решение. По свойству касательной и секущей MF2 = MK∙MG, поэтому BM = MF ( BM2 = MK∙MG. В свою очередь, это эквивалентно подобию треугольников BMG и KMB, что равносильно равенству углов MBG и MKB. Обозначим через O центр вписанной окружности, а углы треугольника через α, β, γ. Если (EKG = (MBG  = х, то (EOG = 2x, и из четырехугольника EOGC получаем, что 2x+γ = π. В итоге BM = MF ( x = β ( 2β+γ = π ( α = β.
( Из равнобедренности выведено равенство отрезков — 4 балла, из равенства отрезков выведена равнобедренность — 4 балла.
9. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств).
Решение. Назовём подмножество B множества A хорошим, если оно не содержит ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. Рассмотрим наибольшее хорошее подмножество B. Пусть в нём меньше 13 элементов. Тогда в нём не больше 
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 двухэлементных подмножеств. Каждое из них содержится не более, чем в одном выбранном трёхэлементном (иначе нашлись бы два выбранных, имеющих два общих элемента). Поскольку 66+12 < 80, во множестве A найдётся элемент, добавление которого не делает ни одного двухэлементного подмножества множества B выбранным. Если добавить этот элемент к подмножеству B, оно, очевидно, останется хорошим. Противоречие.
10. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой натуральный делитель d, что n2+d2 делится на nd+1.
Ответ: n = d3, где d — произвольное натуральное число. Решение. Пусть n = md. Тогда nd+1 = md2+1, n2+d2 = d2(m2+1). Поскольку числа md2+1 и d2 взаимно просты, m2+1 должно делиться на md2+1. Пусть m2+1 = k(md2+1) (*). Преобразовав равенство (*), получим m(m–kd2) = k–1. Поскольку k < m (иначе правая часть в равенстве (*) больше левой), последнее равенство возможно только при k–1 = m–kd2 = 0, откуда k = 1, m = d2, n = d3. Осталось заметить, что d6+d2 всегда делится на d4+1.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая юниорская лига, 3 тур, краткие решения.

1. Есть 73 белых кубиков со стороной 1. Пушистая девочка Оля хочет сложить из них всех какой-нибудь параллелепипед, белый снаружи. Какое наименьшее число граней должен испачкать проказник Федя, чтобы ей помешат?)
Ответ: 674. Решение. Чтобы помешать Оле, Феде достаточно испачкать на 336 кубиках по две противоположные грани, и еще две смежные грани на одном из уже испорченных. Пусть теперь сложен параллелепипед. Назовем его толщиной минимальное из трех измерений. Пусть толщина равна 1. Тогда одна из испачканных граней последнего испорченного кубика окажется снаружи, так как в каждой паре его противоположных граней хотя бы одна испачкана. Пусть толщина больше 1. Тогда 8 кубиков при вершинах параллелепипеда должны иметь по три попарно смежных белых грани, а у нас таких кубиков только 7.

Покажем теперь, как сложить белый параллелепипед, если Федя испачкал не более 673 граней. Разберем два случая.

Случай 1. Пусть в каждом кубике испачкано не более 2 граней. Тогда будем складывать параллелепипед 1(7(49. Не более 337 кубиков могут иметь по 2 испачканные противоположные грани. Из остальных выберем 4 и поместим в углы испачканными гранями внутрь. В любое другое место кубик с двумя испачканными гранями легко помещается так, что эти грани не видны.

Случай 2. Есть кубик с тремя испачканными гранями. Тогда будем складывать куб со стороной 7. Есть 8 кубиков с не более чем одной закрашенной гранью — их поместим в вершины большого куба. Кубиков с 4 и более испачканными гранями не более 673/4, то есть не более 168. Не считая их и 8 вершинных, остается 167 кубиков. Возьмем 60 из них и поместим вдоль ребер куба двумя белым гранями наружу. Осталось неиспользованными 275 кубиков. Среди них кубиков с 6 окрашенными гранями < 673/6(, то есть не более 112. Значит, можно среди оставшихся выбрать 150 кубиков с белой гранью и составить из них грани куба белым наружу. Остальные  кубики засунем внутрь куба.

( Ответ с правильным примером порчи без обоснования – 3 балла, с обоснованием ​– 6 баллов, задача не решена. Доказательство возможности построения при меньшем числе испачканных граней – 6 баллов, задача не решена. Идея порчи углов – 2 балла. Идея порчи плоского параллелепипеда – 2 балла. 

2. Венцом последовательности назовем число, полученное так: сначала вычисляем модуль разности первого и второго членов, затем модуль разности этого числа и третьего члена и т.д. до последнего члена. Пусть у нас все 28 костяшек домино сложены в цепочку по правилам домино, то есть костяшки прикладываются половинками с одинаковыми числами. Числа на половинках образуют последовательность из 56 членов. Известно, что она начинается с пятерки. Чему равен венец этой последовательности?

Ответ: 4. Решение. Заметим, что в последовательности каждое число от 0 до 6 встречается по 8 раз, при этом цепочка разбивается на пары одинаковых и два крайних числа. Значит, последнее число последовательности — тоже пятерка. Вычисляя венец, мы как бы «пропускаем» число через последовательность. Но наша последовательность состоит в основном из пар. Заметим, что при пропускании числа a через пару одинаковых чисел b, b оно а) не изменит четность, б) не увеличится. Кроме того, при пропускании числа a > 1 через пару 1, 1 оно уменьшится на 2. Поскольку в последовательности есть по крайней мере две пары 1, 1, то исходная пятерка, пройдя вторую из них, уменьшится до единицы, которая и дойдет до конца. Модуль ее разности с последней пятеркой даст венец, равный 4.
( Ответ – 1 балл. Идея монотонности – 2 балла, идея сохранения четности ​– 2 балла. 

3. Есть 12 коробок, в одной приз. Ведущий знает, где приз. Зритель может один раз послать ведущему пачку записок с вопросами, требующих ответа "да" или "нет". Ведущий вытаскивает записки из пачки в произвольном порядке, и, не оглашая вслух вопроса, честно отвечает. Какое наименьшее число записок нужно послать, чтобы наверняка узнать, где приз.

Ответ: 11. Решение. Пример. Можем считать, что коробки пронумерованы. Пошлем 11 записок: «Есть ли искомый номер в 1-й коробке?», «Находится ли искомый номер в первых двух коробках?» ,..., «Находится ли искомый номер в первых 11 коробках?». k ответов «Нет» равносильны тому, что искомый номер — в (k+1)-й коробке.

Оценка. Пусть мы послали m ( 10 записок. Поскольку порядок не важен, то можно полагаться лишь на число ответов «Нет» для каждой группы. Тогда всего есть m+1 ≤ 11 возможных наборов ответов. Значит, под какой-то вариант подходит более одного номера, и при невезении мы не сможем определить коробку с призом однозначно.
( Ответ с примером – 6 баллов, задача не решена. Оценка – 6 баллов, задача не решена.

4. При каких N клетчатая доска N(N может быть раскрашена в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по стороне ровно с двумя клетками не своего цвета?

Ответ: При чётном n. Решение. Пусть цвета — черный и белый, и есть b белых и c черных клеток. Посчитаем двумя способами число черно-белых двуклеточных домино. Каждая белая клетка входит ровно в два таких домино, поэтому всего таких домино 2b. Аналогично, всего их 2с. Значит, b = c. Общее число клеток четно, значит, и N — четно. Пример раскраски: бесконечная клетчатая плоскость красится белыми и чёрными квадратами 2(2, расположенными в шахматном порядке, квадрат 2k(2k вырезается из неё так, чтобы клетка в углу граничила в нём с двумя клетками противоположного цвета.

( Четный случай – 4 балла, нечетный случай – 4 балла.

5. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6.

Решение. Корни целые только тогда, когда дискриминант — точный квадрат, то есть (ab)2 – 4(a+b) = n2 для некоторого целого n. Отсюда (ab)2 – n2 = 4(a+b), и числа ab и n имеют одинаковую четность. Если 4(a+b) ( 0, то утверждение задачи верно. Если же 4(a+b)>0, то |n| ( |ab| – 2, поэтому 4(a+b) ( (ab)2 – (|ab| – 2)2 = 4|ab| – 4, то есть |ab| – a – b + 1( 2. Если ab ( 0 (а значит, a и b неотрицательны), то имеем 
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. Если a, b ( 2, то легко видеть, что a+b ( 6. Если же a = 1, то n2 = b2 – 4(b+1) = (b – 2)2 – 8, что возможно лишь при b – 2 = 3, n = 1, а тогда a + b = 6. Наконец, если числа a и b разных знаков, то (a + 1)(b + 1) ( 0, то есть числа a + 1 и b + 1 одного знака (ибо по условию они ненулевые). Это невозможно при целых a, b.

( Если рассмотрены только положительные a и b —  4 балла, только разных знаков —  4 балла. Доведение до неравенства вида 
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 —  4 балла. При наборе 8 баллов задача решена.
6. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB.

Решение. Рассмотрим точку E — вторую точку пересечения прямой BC и окружности с центром A и радиусом AC. Легко видеть, что треугольники AED и ACM равны. Поэтому ED = CM, откуда с учетом CM = MB получаем, что MD = EB. Далее находим, что (AEB = (ACE = 180(–(90(+(B/2) = 90(–(B/2, откуда (BAE = 180(–(90(–(B/2)– (B = 90(–(B/2, то есть BA = BE. В решении использовалось, что точки D и E лежат на продолжении стороны CB за точку B. Это следует из того, что угол C — тупой.

7. Найдите все целые числа a, b, c, d для которых выполнено ab + cd = 5 и ac − bd = 4.

Ответ: (1, 5, 4, 0), (0, –4, 5, 1), (–1, –5, –4, 0), (0, 4, –5, –1), (5, 1, 0, –4), (4, 0, 1, 5), (–5, –1, 0, 4), 
(–4, 0, –1, –5). Решение. Заметим, что (a2+d2)(b2+c2) = (ab+cd)2+(ac–bd)2 = 41. Значит, возможны два случая. Случай 1. a2+d2 = 1, b2+c2 = 41. Получаем, что пара (a, d) есть одна из пар (1, 0), (0, 1), (–1, 0), (0, –1). Подставляя эти значения в исходные равенства, получаем 4 решения: (1, 5, 4, 0), (0, –4, 5, 1), 
(–1, –5, –4, 0), (0, 4, –5, –1). Случай 2. a2+d2 = 41, b2+c2 = 1. Аналогично, пара (b, c) есть одна из пар (1, 0), (0, 1), (–1, 0), (0, –1), и получаем еще 4 решения (5, 1, 0, –4), (4, 0, 1, 5), (–5, –1, 0, 4), (–4, 0, –1, –5).

( За каждый ответ – по 1 баллу.
8. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB.
Решение. По свойству касательной и секущей MF2 = MK∙MG, поэтому BM = MF ( BM2 = MK∙MG. В свою очередь, это эквивалентно подобию треугольников BMG и KMB, что равносильно равенству углов MBG и MKB. Обозначим через O центр вписанной окружности, а углы треугольника через α, β, γ. Если (EKG = (MBG  = х, то (EOG = 2x, и из четырехугольника EOGC получаем, что 2x+γ = π. В итоге BM = MF ( x = β ( 2β+γ = π ( α = β.
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