Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Третий тур 6.11.08. Высшая лига.

1. В графе 3333 вершины, и для любых двух его вершин существует гамильтонов путь (то есть путь, проходящий через каждую из вершин графа ровно один раз) с концами в этих вершинах. Какое наименьшее число рёбер может быть у такого графа? (J.W. Moon)
2. В четырехугольной пирамиде SA1A2A3A4 сфера ( касается всех ребер. Докажите, что на ребрах SAi существуют такие точки Bi, лежащие в одной плоскости, что ( касается всех сторон четырехугольника B1B2B3B4, а также продолжений всех отрезков SBi. (И. Богданов, П. Кожевников)
3. Для каждого натурального n разобьём цифры его десятичной записи на две группы так, чтобы суммы цифр в группах отличались как можно меньше, и модуль разности получившихся сумм назовём дефектом ((n) числа n. Найдите среднее значение дефекта натурального числа, то есть величину 
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. (Румыния, отбор на международные соревнования, 2008, Ю. Борейко)
4. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (К. Кноп)
5. Дано простое число p. Сигнатурой многочлена f (x) с целыми коэффициентами назовем последовательность остатков чисел f (1), f (2), ..., f (p2) при делении на p2. Найдите количество различных возможных сигнатур. (США, отбор на ММО, 2008)
6. В n-элементном множестве A (n > 4) выбрано несколько четырёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по двум элементам. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее не менее, чем из 
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 элементов и не содержащее ни одного выбранного подмножества. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
7. На стороне AB треугольника ABC, в котором BC = AC+AB/2, взята точка P так, что AP = 3PB. Докажите, что (PAC = 2(CPA. (Германия, 1997/98, 2 тур)
8. Найдите все такие функции f: ( ( (, непрерывные на всей вещественной прямой, что для любых вещественных x и y, сумма которых рациональна, число f(x)+f(y) тоже рационально. (Сообщение участника Mashimaru на форуме MathLinks)
9. Внутри выпуклого многоугольника A1A2... An выбрана точка P. Докажите, что хотя бы один из углов (PAkAk+1 (k = 1, ..., n; мы полагаем An+1 = A1) не превосходит (1/2–1/n)(. (Из рукописи, найденной в корзине после турнира в Казани)
10. Натуральные числа x1, x2, ..., xn взаимно просты в совокупности. Положим sk = 
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. Докажите, что НОК(1, 2, ..., n) делится на НОД(s1,...,sn). (Közepiskolai Matematikai Lapok)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Третий тур 6.11.08. Первая лига.

1. В графе 2008 вершин, и для любых двух его вершин существует гамильтонов путь (то есть путь, проходящий через каждую из вершин графа ровно один раз) с концами в этих вершинах. Какое наименьшее число рёбер может быть у такого графа? (J.W. Moon)
2. Дана четырехугольная пирамида SA1A2A3A4. Существует сфера (, которая касается всех ребер пирамиды и другая сфера (1, которая касается всех сторон основания A1A2A3A4 и прямых SA1, SA2, SA3, SA4. Докажите, что |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4|. (А. Пастор, Д. Карпов, по мотивам задачи И. Богданова и П. Кожевникова)
3. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6. (И. Бажов)
4. Натуральные числа x1, x2, x3 взаимно просты в совокупности. Введем обозначения s1 = x1+x2+x3, s2 = 
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. Докажите, что НОД(s1, s2, s3) — делитель числа 6. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки E и F — середины сторон AD и BC соответственно. Отрезки CE и DF пересекаются в точке O. Докажите, что если прямые AO и BO делят сторону CD на три равные части, то ABCD — параллелограмм. (XVII Olimpiada del Cono Sur, 2006)
6. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (К. Кноп)
7. Сколькими способами можно раскрасить клетки доски 2008(2008 в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по сторонам ровно с двумя клетками противоположного цвета? (А. Шаповалов)
8. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. (Közepiskolai Matematikai Lapok, упрощение)
9. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB. (Сербия, 2007)
10. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой натуральный делитель d, что n2+d 2 делится на nd+1. (Ceрбия, 2005)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Третий тур 6.11.08. Вторая лига.

1. Натуральные числа x1, x2, x3 взаимно просты в совокупности. Введем обозначения s1 = x1+x2+x3, s2 = 
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, s3 = 
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. Докажите, что НОД(s1, s2, s3) — делитель числа 6. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
2. Дана пятиугольная пирамида SA1A2A3A4A5. Существует сфера (, которая касается всех ребер пирамиды и другая сфера (1, которая касается всех сторон основания A1A2A3A4 и продолжений боковых рёбер SA1, SA2, SA3, SA4, SA5 за вершины основания. Докажите, что |SA1| = |SA2| = |SA3| = |SA4| = |SA5|. (А. Пастор, Д. Карпов, по мотивам задачи И. Богданова и П. Кожевникова)
3. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6. (И. Бажов)
4. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой делитель d, что n2+d 2 делится на nd+1. (Ceрбия, 2005)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки E и F — середины сторон AD и BC соответственно. Отрезки CE и DF пересекаются в точке O. Докажите, что если прямые AO и BO делят сторону CD на три равные части, то ABCD — параллелограмм. (XVII Olimpiada del Cono Sur, 2006)
6. Клетки доски 2008(2008 раскрашены в два цвета так, что каждая клетка граничит по сторонам ровно с двумя клетками противоположного цвета. Докажите, что на главной диагонали в каждый цвет покрашено чётное число клеток. (А. Шаповалов)
7. Решите в вещественных числах систему уравнений 
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. (Польша 2006/07, 1 тур)
8. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB. (Окружной тур олимпиады по математике, Сербия, 2006)
9. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. (Közepiskolai Matematikai Lapok, упрощение)
10. На доске написаны числа 1, 2, ..., 1000. Двое играют в следующую игру. Каждый своим ходом стирает одно из оставшихся на доске чисел. Первым ходом первый игрок стирает любое число. Если предыдущим ходом стёрто число n, то можно стереть одно из чисел n–1, n+1, n/2 или 2n, если, конечно, такое число есть на доске. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (К. Кноп)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Третий тур 6.11.08. Высшая юниорская лига.

1. Есть 1000 белых кубиков со стороной 1. Пушистая девочка Оля хочет сложить из них всех какой-нибудь параллелепипед, белый снаружи. Какое наименьшее число граней должен испачкать проказник Федя, чтобы ей помешать? (А. Шаповалов)
2. Венцом последовательности назовем число, полученное так: сначала вычисляем модуль разности первого и второго членов, затем модуль разности этого числа и третьего члена и т.д. до последнего члена. Пусть у нас все 28 костяшек домино сложены в цепочку по правилам домино, то есть костяшки прикладываются половинками с одинаковыми числами. Числа на половинках образуют последовательность из 56 членов. Известно, что она начинается с пятерки. Чему равен венец этой последовательности? (С. Усов)
3. Есть 40 коробок, в одной приз. Ведущий знает, где приз. Зритель может послать ведущему несколько записок с вопросами, требующих ответа "да" или "нет". Ведущий вытаскивает записки из пачки в произвольном порядке, и, не оглашая вслух вопроса, честно отвечает. Если зритель все еще не знает, где приз, он может послать еще одну группу записок на тех же условиях (но только один раз). Какое наименьшее число записок нужно послать, чтобы наверняка узнать, где приз? (Харьков, 2007)
4. Клетчатая доска N(N раскрашена в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по стороне ровно с двумя клетками не своего цвета. Докажите, что на некоторой главной диагонали клеток первого цвета — четное число. (А. Шаповалов)
5. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6. (И. Бажов)
6. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB. (Окружной тур олимпиады по математике, Сербия, 2006)
7. Наибольший общий делитель натуральных чисел k, l, m равен 1. Докажите, что
НОД(k+l+m, k2+l2+m2, k3+l3+m3) — делитель числа 6. (Közepiskolai Matematikai Lapok, упрощение)
8. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB. (Сербия, 2007)
9. В 80–элементном множестве A выбрано несколько трёхэлементных подмножеств так, что любые два выбранных подмножества пересекаются не более, чем по одному элементу. Докажите, что существует подмножество множества A, состоящее из 13 элементов и не содержащее ни одного из выбранных трёхэлементных подмножеств. (Közepiskolai Matematikai Lapok, упрощение)
10. Найдите все натуральные числа n, для которых существует такой натуральный делитель d, что n2+d 2 делится на nd+1. (Ceрбия, 2005)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Третий тур 6.11.08. Первая юниорская лига.

1. Есть 73 белых кубиков со стороной 1. Пушистая девочка Оля хочет сложить из них всех какой-нибудь параллелепипед, белый снаружи. Какое наименьшее число граней должен испачкать проказник Федя, чтобы ей помешать? (А. Шаповалов)
2. Венцом последовательности назовем число, полученное так: сначала вычисляем модуль разности первого и второго членов, затем модуль разности этого числа и третьего члена и т.д. до последнего члена. Пусть у нас все 28 костяшек домино сложены в цепочку по правилам домино, то есть костяшки прикладываются половинками с одинаковыми числами. Числа на половинках образуют последовательность из 56 членов. Известно, что она начинается с пятерки. Чему равен венец этой последовательности? (С. Усов)
3. Есть 12 коробок, в одной приз. Ведущий знает, где приз. Зритель может один раз послать ведущему пачку записок с вопросами, требующих ответа "да" или "нет". Ведущий вытаскивает записки из пачки в произвольном порядке, и, не оглашая вслух вопроса, честно отвечает. Какое наименьшее число записок нужно послать, чтобы наверняка узнать, где приз? (Харьков, 2007)
4. При каких N клетчатая доска N(N может быть раскрашена в два цвета так, чтобы каждая клетка граничила по стороне ровно с двумя клетками не своего цвета? (А. Шаповалов)
5. Дан квадратный трехчлен x2+abx+(a+b) = 0 с целыми корнями. Известно, что числа a, b — целые и не равны –1. Докажите, что a+b ≤ 6. (И. Бажов)
6. Дан треугольник ABC, в котором (C = 90(+(B/2, M — середина BC. Окружность с центром A и радиусом AM второй раз пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что MD = AB. (Окружно такмиченье из математике, Сербия, 2006)
7. Найдите все целые числа a, b, c, d для которых выполнено ab + cd = 5 и ac − bd = 4. (Сербия, 2006)
8. Вписанная в треугольник ABC окружность касается сторон AB, BC и CA в точках F, G и E соответственно. Прямая BE второй раз пересекает окружность в точке K, прямая GK пересекает отрезок BF в точке M. Докажите, что BM = MF тогда и только тогда, когда CA = CB. (Сербия, 2007)
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