XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая лига, 2 тур, краткие решения.

1. После кругового теннисного турнира на n человек в редакции оказалась полная таблица турнира, но без имён игроков, и — отдельно — полный список игроков. Журналист хочет передать в редакцию результаты нескольких игр так, чтобы по ним было возможно восстановить, кто выиграл в каждой паре. Докажите, что ему для этого хватит nlog2n матчей.
Решение. Переформулируем задачу так. В редакции есть полный орграф без пометок; требуется задать направления ребер между несколькими пометками (т.е. игроками) так, чтобы после этого все пометки восстанавливались однозначно — с точностью до изоморфизма графа.

Временно забудем про исходные пометки и будем помечать вершины числами от 1 до n. Докажем, что существует такая расстановка их в вершинах графа, что ее можно однозначно восстановить по ( log2n! ( nlog2n передачам. До передач возможны n! вариантов расстановки чисел; будем строить передачи последовательно так, чтобы после k передач были возможны не более, чем n!/2k вариантов (при этом эти варианты должны существовать). Посмотрим на ситуацию на k-м шаге; может случиться, что во всех возможных вариантах ребро между i и j ведет в одну сторону; если это так для всех пар чисел, то граф уже восстановлен (с точностью до изоморфизма). Если же нет, то рассмотрим пару (i, j), для которой возможны оба направления, и передадим такое направление ребра в этой паре, чтобы количество вариантов уменьшилось хотя бы вдвое. В конце концов мы придем к однозначному заданию, причем за ( log2n! операций.

Рассмотрим полученную расстановку чисел и сопоставим каждому числу игрока, который находится в соответствующей вершине графа; тогда мы получили требуемые ( log2n! передач.
( Установлено, что есть вариант расстановки имён, который можно передать за nlog2n сообщений — 2 балла.
2. Вася отметил на доске 100(100 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя?
Ответ: 4999. Решение. Чтобы доказать максимальность этого числа, рассмотрим кратчайший путь короля между двумя отмеченными клетками, и занумеруем клетки этого пути в том порядке, в котором по ним движется король. Ясно, что две клетки, номера которых отличаются более чем на 1, не могут быть соединены ходом короля (иначе из маршрута можно выкинуть все клетки с промежуточными номерами). Отсюда следует, что в каждом квадрате 2(2 содержится не более двух клеток маршрута (если их больше, то номера каких–то двух отличаются больше, чем на 1, но король может сходить с одной из них на другую). Поэтому клеток в маршруте не более 5000, а ходов короля — не более 4999.
Пример пути длины 2k2 в квадрате 2k(2k строится так. Путь в квадрате 2(2 начинается в левой верхней и заканчивается в правой нижней клетке. Если нужный путь в квадрате (2k–2)((2k–2) уже построен и заканчивается в правой нижней клетке, добавим каемку ширины 2 вдоль нижней и левой стороны квадрата и продолжим путь одним ходом вниз, одним ходом вниз-влево, а затем по клеткам каемки по часовой стрелке, пропуская левый нижний угол и заканчивая в левом верхнем углу. При добавлении каемки добавилось (2k)2–(2k–2)2 = 8k–4 клетки, из них в проведенный путь попало 4k–2. Таким образом, мы получили путь длины 2(k–1)2+4k–2 = 2k2, а если доску повернуть на 180 градусов, он еще и будет снова заканчиваться в правом нижнем углу. Проделав эту операцию, начиная с квадрата 2(2, 49 раз, мы получим пример пути в квадрате 100(100.
( Оценка и пример — по 4 балла.
3. Докажите, что если p = 4k+3 — простое число, то уравнение x2p + y2p + z2p = w2p не имеет решений в натуральных числах, не кратных p.
Решение. Можно считать, что (x, y, z, w) = 1, иначе сократим эти числа на их наибольший общий делитель. Тогда, рассмотрев уравнение по модулю 4, мы убедимся, что w нечетно, и из чисел x, y, z одно нечетно (пусть это z). Перепишем уравнение в виде x2p+y2p = w2p–z2p = (w2–z2)(w2p–2+w2p–4z2+…+w2p–2) = (w2–z2)(A.
В сумме A мы имеем p слагаемых, каждое из которых — нечетный квадрат, следовательно, дает остаток 1 от деления на 4. Таким образом, A ( p ( 3 (mod 4), следовательно, в разложение A какой–то делитель q ( 3 (mod 4) входит в нечетной степени. Следовательно, x2p+y2p делится на q.
Вспомним известный факт: если сумма квадратов двух чисел имеет простой делитель q вида 4k+3, то каждое из этих чисел делится на q. Значит, x и y делятся на q. Пусть x = qkx1, y = qky1, где одно из чисел x1 и y1 не делится на q; тогда и 
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 не делится на q, а потому q входит в разложение x2p+y2p в четной степени. Это означает, что w2–z2 делится на q, то есть z2 ( w2 (mod q). Следовательно, все p слагаемых, образующих A, сравнимы по модулю q. Тогда A ( pz2p–2 (mod q). Поскольку (x, y, z, w) = 1, то z не делится на q, следовательно, (z2p–2, q) = 1, и мы немедленно делаем вывод, что p кратно q. Так как оба числа простые, p = q, то есть x кратно p. Противоречие.
( Факт, названый в решении известным, школьники должны (если он требуется в решении) доказывать. Отсутствие такого доказательства — дыра в 4 балла.
4. Окружность (1 лежит внутри окружности (2. Точка P лежит внутри (1, а точка Q — вне (2. Проведем произвольную прямую l, проходящую через P, но не через Q. Пусть она пересекает (1 в точках A и B, а описанная окружность треугольника ABQ пересекает (2 в точках C и D. Докажите, что все прямые CD (при всевозможных положениях прямой l) проходят через одну точку.
Решение. Будем обозначать через d((X) степень точки X относительно окружности (. Пусть ( — окружность, описанная около QAB, а T — вторая точка ее пересечения с PQ. Тогда PQ·PT = PA·PB = –d(1(P), то есть положение точки T не зависит от прямой l. Теперь, если X — точка пересечения CD и PQ, то XT·XQ = XC·XD = –d(2(X). Заметим, что точка X на прямой PQ, задаваемая условием XT·XQ = –d(2(X), единственна: любая такая точка должна лежать на радикальной оси CD окружностей (2 и (. С другой стороны, это условие не зависит от положения прямой l, поэтому все прямые CD пересекают прямую PQ в одной и той же точке, что и требовалось.
5. Для чисел x, y, z ( [–1,1], удовлетворяющих условию xy+yz+zx = 1, докажите неравенство 
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Решение. Мы докажем, что левая часть неравенства всегда не превосходит 4, а правая всегда не меньше 4. Для этого будет широко применяться неравенство x2+y2+z2 ( xy+yz+zx. Отсюда, во–первых, получаем, что 1+(x+y+z)2 = 1+x2+y2+z2+2(xy+yz+zx) ( 1+3(xy+yz+zx) = 4. Во–вторых, по неравенству о среднем арифметическом и среднем геометрическом
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что и завершает решение.
6. Высоты остроугольного неравнобедренного треугольника ABC пересекаются в точке H. Точки M и N — середины отрезков BC и AH соответственно. Докажите, что расстояние между точками пересечения прямой MN с биссектрисами внешнего и внутреннего углов при вершине A равно AH.
Решение. Пусть O — центр окружности, описанной около треугольника ABC, а G — точка пересечения его медиан. Поскольку отрезок OM переходит в HA при гомотетии с центром в точке G и коэффициентом –2, то OM = AN и OM || AN, то есть OMNA — параллелограмм. Обозначим точки пересечения внутренней и внешней биссектрис угла A с MN через X и Y соответственно. Известно, что биссектриса угла A является также биссектрисой угла OAH. Значит, (AXN = (XAO = (XAN, откуда AX = XN. Из этого, поскольку угол XAY — прямой, следует, что (YAN = (ANY. Поэтому XN = YN = AN = AH/2, откуда и следует требуемое.
7. Многочлены P(x), Q(x) таковы, что x2009 = (x3–6x2+11x–6)P(x)+Q(x), причем степень Q(x) меньше 3. Докажите, что коэффициенты многочлена P(x) положительны.
Решение. Главный секрет этой задачи — в том, что x3–6x2+11x–6 = (x–1)(x–2)(x–3). Очевидно, что если мы последовательно поделим с остатком x2009 на x–1, получившееся неполное частное на x–2 и, наконец, новое неполное частное на x–3, то полученное на третий раз неполное частное будет совпадать с неполным частным от деления x2009 на (x–1)(x–2)(x–3).
Теперь поделим x2009 на x–1: неполным частным будет многочлен x2008+ x2007+…+x2+x+1, все коэффициенты которого положительны. Если же поделить многочлен, все коэффициенты которого положительны, на двучлен x–a с a > 0, то у неполного частного также все коэффициенты будут положительны. Это можно проверить, явно применив алгоритм деления с остатком, или заметив, что обсуждаемое неполное частное является линейной комбинацией с положительными коэффициентами неполных частных при делении на x–a одночленов вида xk, то есть многочленов вида xk–1+axk–2+…+ak–2x+ak–1. Ясно, что коэффициенты любой такой линейной комбинации положительны.
Поэтому и при делении первого неполного частного на x–2, и при делении полученного неполного частного на x–3 получится многочлен с положительными (и, как видно из нашего решения, целыми) коэффициентами.
( Обоснования факта, отмеченного в нашем решении словами очевидно, что, от докладчика не требуется.
8. Найдите все непрерывные функции f: R ( R, удовлетворяющие условию f(x+y) = f(x+f(y)) при всех x, y ( R.
Ответ: f(x) = c, c ( R, f(x) = x. Решение. Каждое число вида f(y)–y является периодом функции f. Действительно, полагая x = t–y при произвольном t, получим f(t) = f(t+(f(y)–y)).
Предположим, что функция f(x)–x непостоянна. Так как среди ее значений есть два разных числа a и b > a, она принимает также все значения, принадлежащие отрезку [a; b]. Поэтому все числа этого отрезка — периоды функции f. Но сумма и разность периодов функции f также являются ее периодами, поэтому периодами f будут все числа, не превосходящие по модулю b–a, и все числа, получающиеся их умножением на целые, то есть все вещественные числа. Таким образом, в этом случае f постоянна. Разумеется, все постоянные функции удовлетворяют условию задачи.
Если же f(x)–x постоянна, то f(x) = x+c, и x+y+c = f(x+y) = f(x+f(y)) = x+f(y)+c = x+y+2c, откуда c = 0. Функция f(x) = x также удовлетворяет условию задачи.
( За ответ без обоснования отсутствия других ответов — 0 баллов.
9. У бедного мальчика Саши всего 300 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: два рубля, если перевесила левая чашка, и один рубль при любом другом исходе. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов?
Ответ: 7 рублей. Решение. После первого взвешивания у Саши уже будет некоторое число заведомо нефальшивых монет. Назовем подозрительными все монеты, о которых после первого взвешивания еще неизвестно, фальшивые они или нет. Пусть T(n) — число подозрительных монет, из которых Саша сможет заведомо определить фальшивую, заплатив не более n рублей (имея достаточное количество настоящих). Ясно, что на левую чашку можно положить не более T(n–1) подозрительных монет, столько же подозрительных монет можно оставить вне обеих чашек, а на правой чашке может быть не более T(n–2) подозрительных монет (и еще T(n–1)–T(n–2) настоящих, чтобы общее число монет на двух чашках было одинаковым). Таким образом, T(n) ( 2T(n–1)+T(n–2). Кроме того, очевидно, что T(1)=2 (раскладка монет 1–0–1, т.е. на левую чашу кладется одна подозрительная монета, на правую – одна заведомо настоящая, и еще одна подозрительная не взвешивается), а T(2)=5 (монеты раскладываются как 2–1–2). Последовательно находим, что T(3) ( 12, T(4) ( 29, T(5) ( 70, T(6) ( 169. Таким образом, шести рублей Саше может не хватить. 

Покажем, что ему заведомо хватит семи рублей. Имея такую сумму, Саша может положить на каждую чашу весов по 70 монет, а остальные 160 монет отложить. Если фальшивая монета окажется на правой чашке, то в результате перевесит левая чашка, и Саше придется заплатить 2 рубля. После этого на нахождение фальшивой монеты из 70 подозрительных ему хватит оставшихся 5 рублей (вначале Саша добавит 17 заведомо настоящих монет и разложит подозрительные монеты на весы в количестве 29–12–29, потом в зависимости от результата применит раскладку 12–5–12 или 5–2–5, и так далее). Если же фальшивая монета окажется не там, то подозрительных монет останется не более 160, остальные монеты будут заведомо настоящими, и Саша сумеет провести взвешивания, заплатив не более 6 рублей (70–20–70, а далее аналогично первому случаю).
( За алгоритм взвешиваний — 4 балла, за оценку без примера — 6 баллов и задача не решена.
10. На доске написаны числа 1, 2, …, 2008. Можно ли стереть 90 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать 37 чисел, образующих арифметическую прогрессию?
Ответ. Да, можно. Решение. Сотрём все числа, кратные 37, а также числа от 1000 до 1035 — как раз 90 штук. Докажем, что из оставшихся чисел нельзя составить арифметическую прогрессию длины 37. Действительно, если разность этой прогрессии не делится на 37, то в ней должно присутствовать число, кратное 37. Если же разность делится на 37, то она равна 37 (потому что 74(36 уже больше 2007) и состоит из 37 последовательных чисел с некоторым фиксированным ненулевым остатком при делении на 37. Одно из чисел с таким остатком было стерто в ходе уничтожения отрезка 1000, …, 1035, поэтому все члены прогрессии либо одновременно меньше 1000, либо одновременно больше 1035. Но тогда разность ее крайних членов должна быть меньше 1000, а она равна 37(36 > 1000.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая лига, 2 тур, краткие решения.

1. Колесом Wn назовем следующий граф: цикл из n вершин (где n ( 3) и еще одна вершина-центр, соединенная ребрами со всеми n вершинами цикла. Сколько существует способов покрасить ребра Wn в красный и синий цвета так, чтобы между любыми двумя вершинами Wn существовал путь как по ребрам красного цвета, так и по ребрам синего цвета? Считается, что вершины колеса пронумерованы различными числами, то есть отличаются друг от друга.
Ответ: 2(2n–2). Решение. Требуется найти количество способов разбить ребра колеса Wn на два связных остовных подграфа — красный и синий. В колесе n+1 вершина и 2n ребер, следовательно, в обоих подграфах будет по n ребер, и оба они будут остовными деревьями.
Пусть c — центр колеса, а a1a2…an — цикл-обод этого колеса, вершины которого пронумерованы по часовой стрелке. Рассмотрим раскраску спиц колеса — ребер, соединяющих центр с вершинами обода. Всего есть 2n способов покрасить в два цвета n ребер. Так как граф из ребер каждого цвета должен быть связным, то из центра должно выходить хотя бы по одному ребру каждого из цветов, что исключает два варианта покраски спиц. Докажем, что каждому из остальных 2n–2 вариантов покраски спиц соответствует по два разбиения ребер на синее и красное деревья.
Рассмотрим одну раскраску спиц, в которой присутствуют оба цвета. Пусть cak — синяя, а cak+1 — красная спица. Покрасим ребро akak+1 в красный цвет и докажем, что все остальные ребра обода раскрашиваются однозначно (при покраске akak+1 в синий цвет — аналогично).
Итак, ребро akak+1 — красное. Чтобы красный граф оказался связным, все ребра обода от ak+1 до ближайшей по часовой стрелке вершины aj такой, что caj — синяя спица, должны быть синими (иначе от ak+1 не дойти до центра c по синим ребрам. Теперь все ребра от aj до ближайшей по часовой стрелке вершины ai такой, что cai — красная спица, должны быть красными (иначе от aj не дойти до центра c по красным ребрам). И так далее, пока не дойдем до ak+1 (разумеется, по красному ребру, так как cak+1 — первая красная спица, следующая по часовой стрелке за синей спицей cak). Все ребра обода однозначно раскрасятся, в результате чего, очевидно, получится разбиение Wn на красное и синее дерево.
Таким образом, искомое количество вариантов равняется 2(2n–2).
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2. Вася отметил на доске 8(8 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя?
Ответ: 31. Решение. Пример — на рисунке, 32 клетки отмечены крестиками. Между клетками, отмеченными большими крестиками — 31 ход. Докажем оценку. Оставим отмеченными только клетки кратчайшего маршрута. Тогда в каждом квадрате 2(2 отмечено не более двух клеток (если больше, то маршрут – не кратчайший). Разбив доску на такие квадраты видим, что отмечено не более половины клеток. Длина маршрута из 32 клеток – не более 31.
( Оценка и пример — по 4 балла.
3. Докажите, что если p = 4k+3 — простое число, то уравнение x2p+y2p = z2p не имеет решений в натуральных числах, не кратных p.
Решение. Можно считать, что (x, y, z) = 1, иначе сократим эти числа на их наибольший общий делитель. Тогда, рассмотрев уравнение по модулю 4, мы убедимся, что z нечетно и из чисел x, y одно нечетно (пусть это y). Перепишем уравнение в виде
x2p = z2p–y2p = (z2–y2)(z2p–2+z2p–4y2+...+y2p–2) = (z2–y2)(A.

В сумме A мы имеем p слагаемых, каждое из которых — нечетный квадрат, следовательно, дает остаток 1 от деления на 4. Таким образом, A ( p ( 3 (mod 4), значит, в разложение A какой–то простой делитель q ( 3 (mod 4) входит в нечетной степени. Очевидно, x делится на q, следовательно, q входит в разложение x2p в четной степени. Это означает, что z2–y2 делится на q, то есть z2 ( y2 (mod q). Следовательно, все p слагаемых, образующих A, сравнимы по модулю q. Тогда A ( pz2p–2 (mod q). Поскольку (x, y, z) = 1, то z не делится на q, следовательно, (z2p–2, q) = 1, и мы немедленно делаем вывод, что p кратно q. Так как оба числа простые, p = q, то есть x кратно p.
4. Дано натуральное число n, не кратное 3. Докажите, что существует такое натуральное число m, что каждое натуральное число, не меньшее m, является суммой цифр некоторого кратного n.
Решение. Достаточно решить задачу для чисел n, взаимно простых с 10. После этого для всякого числа, делящегося на 2 или 5, достаточно домножить все рассматриваемые кратные числа, полученного из n удалением из его разложения двоек и пятёрок, на подходящую степень 10, что не меняет суммы цифр. Если (n, 10) = 1, существует сколько угодно степеней 10, сравнимых с 1 по модулю n, и сколько угодно степеней 10, сравнимых с 10 по модулю n. В виде суммы только таких степеней 10 (причем различных) мы и будем искать подходящие нам кратные n. Попробуем подобрать кратное n число k с суммой цифр q. Пусть k есть сумма t степеней 10, сравнимых с 1, и s степеней 10, сравнимых с 10. Тогда нам нужно, чтобы k ( t+10s ( 0 (mod n), при этом q = S(k) = t+s. Следовательно, 9s ( –q (mod n). Так как (9, n) = 1, то существует подходящее s ≤ n, после чего найдем t = q–s. Таким образом, нам достаточно, чтобы q ( n.
5. Для чисел x, y, z ( [–1,1], удовлетворяющих условию xy+yz+zx = 1, докажите неравенство 
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Решение. Мы докажем, что левая часть неравенства всегда не превосходит 4, а правая всегда не меньше 4. Для этого будет широко применяться неравенство x2+y2+z2 ( xy+yz+zx. Отсюда, во–первых, получаем, что 1+(x+y+z)2 = 1+x2+y2+z2+2(xy+yz+zx) ( 1+3(xy+yz+zx) = 4. Во–вторых, по неравенству о среднем арифметическом и среднем геометрическом
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что и завершает решение.
6. На сторонах AB и AD выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки E и F соответственно такие, что S(AED) = S(ABF) = S(ABCD)/2. Докажите, что прямая EF делит диагональ AC на две равные части.
Решение. Заметим, что S(EBCD) = S(FBCD) = S(ABCD)/2, следовательно, S(EBD) = S(FBD), откуда EF || BD. Пусть M — точка пересечения отрезков AC и EF. Поскольку EF || BD, мы получаем, что S(MBD) = S(FBD), следовательно, S(MBCD) = S(FBCD) = S(ABCD)/2, откуда S(ABMD) = S(MBCD). Но тогда AM/MC = S(ABM)/S(MBC) = S(ADM)/S(MDC) = S(ABMD)/S(MBCD) = 1, что и требовалось доказать.
7. Многочлены P(x), Q(x) таковы, что x2009 = (x2–7x+10)P(x)+Q(x), причем степень многочлена Q(x) меньше 2. Докажите, что все коэффициенты многочлена P(x) положительны.
Решение. Заметим, что x2–7x+10 = (x–2)(x–5). Очевидно, что если мы последовательно поделим с остатком x2009 на x–2, а получившееся неполное частное на x–5, то полученное неполное частное будет совпадать с неполным частным от деления x2009 на (x–2)(x–5). 
Поделим x2009 на x–2. Неполным частным будет многочлен x2008+2x2007+22x2006+…+22006x2+22007x+22008, все коэффициенты которого положительны. Если же поделить многочлен, все коэффициенты которого положительны, на двучлен x–5, то у неполного частного также все коэффициенты будут положительны, что легко проверить, явно применив алгоритм деления с остатком. Поэтому при делении на x–5 неполного частного от деления x2009 на x–2 получится многочлен с положительными коэффициентами.
( Обоснования факта, отмеченного в нашем решении словами очевидно, что, от докладчика не требуется.
8. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY.
Решение. Пусть A1 и C1 — основания высот из вершин A и C соответственно. Заметим, что (BXC = (BA1X = 90(. Следовательно, треугольники BXC и BA1X подобны, откуда BX2 = BA1(BC. Аналогично BY2 = BC1(BA. Но поскольку треугольники ABA1 и CBC1 также подобны, мы получаем, что BA1(BC = BC1(BA, откуда следует требуемое равенство.
9. У бедного мальчика Саши всего 169 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов?
Ответ: 6 рублей. Решение. Пусть T(n) — число монет, из которых Саша сможет заведомо определить фальшивую, заплатив не более n рублей. Ясно, что на каждую из чашек можно положить не более T(n–1) монет (поскольку в случае неравенства придется заплатить 1 рубль, а дальнейшими взвешиваниями нужно будет определять фальшивую монету из T(n–1)), а вне обеих чашек может остаться не более T(n–2) монет. Таким образом, T(n) ( 2T(n–1)+T(n–2). Кроме того, очевидно, что T(1)=2 (на весах по 1 фальшивой монете) и T(2)=5 (монеты раскладываются по 2 на чашки весов, еще одна откладывается). Последовательно находим, что T(3) ( 12, T(4) ( 29, T(5) ( 70. Из последнего неравенства сразу вытекает, что пяти рублей Саше может не хватить. 

Покажем, что ему заведомо хватит шести рублей. Имея такую сумму, Саша может положить на каждую чашу весов по 70 монет, а остальные 29 монет отложить. Если весы окажутся в равновесии, то Саше придется заплатить 2 рубля и определять дальше одну монету из 29. Если же одна из чашек перевесит, то Саша заплатит 1 рубль и далее будет определять одну фальшивую монету из 70. В обоих случаях он на каждом следующем шаге поступает так же, то есть кладет на весы по T(k–1) монет, а откладывает T(k–2)
( За алгоритм взвешиваний — 4 балла, за оценку без примера — 6 баллов и задача не решена.
10. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 15(16(17. От него 20 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из граней параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным граням). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска?
Ответ: 810. Решение. Сумма измерений куска сыра равна 48 и за каждое отрезание уменьшается на 1. Следовательно, через 20 отрезаний она будет равна 28. Из всех параллелепипедов с суммой измерений 28 самый большой объем имеет параллелепипед 9(9(10, и этот объем равен 810.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Вторая лига, 2 тур, краткие решения.
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1. Вася отметил на шахматной доске несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете, что минимальное число ходов короля от одной до другой равно 30. Может ли это быть правдой?
Ответ: Да, может. Решение. В квадрате 8(8 можно построить путь длины даже 31. Пример — на рисунке, 32 клетки отмечены крестиками. Между клетками, отмеченными большими крестиками — 31 ход.
2. В государстве 100 городов, соединенных дорогами по кругу, и еще один город (столица), связанный дорогами со всеми остальными. По каждой дороге надо проложить либо троллейбусный, либо трамвайный маршрут так, чтобы, выбрав любой вид транспорта, можно было, пользуясь только им, из любого города добраться до любого другого. Сколькими способами это можно сделать?
Ответ: 2(2100–2). Решение. Назовём граф, описанный в условии задачи, колесом. Требуется найти количество способов разбить ребра колеса на два связных остовных подграфа — красный и синий. В колесе 101 вершина и 200 ребер, следовательно, в обоих подграфах будет по 100 ребер, и оба они будут остовными деревьями.
Пусть c — центр колеса, а a1a2…a100 — цикл-обод этого колеса, вершины которого пронумерованы по часовой стрелке. Рассмотрим раскраску спиц колеса — ребер, соединяющих центр с вершинами обода. Всего есть 2100 способов покрасить в два цвета 100 ребер. Так как граф из ребер каждого цвета должен быть связным, то из центра должно выходить хотя бы по одному ребру каждого из цветов, что исключает два варианта покраски спиц. Докажем, что каждому из остальных 2100–2 вариантов покраски спиц соответствует по два разбиения ребер на синее и красное деревья.
Рассмотрим одну раскраску спиц, в которой присутствуют оба цвета. Пусть cak — синяя, а cak+1 — красная спица. Покрасим ребро akak+1 в красный цвет и докажем, что все остальные ребра обода раскрашиваются однозначно (при покраске akak+1 в синий цвет — аналогично).
Итак, ребро akak+1 — красное. Чтобы красный граф оказался связным, все ребра обода от ak+1 до ближайшей по часовой стрелке вершины aj такой, что caj — синяя спица, должны быть синими (иначе от ak+1 не дойти до центра c по синим ребрам. Теперь все ребра от aj до ближайшей по часовой стрелке вершины ai такой, что cai — красная спица, должны быть красными (иначе от aj не дойти до центра c по красным ребрам). И так далее, пока не дойдем до ak+1 (разумеется, по красному ребру, так как cak+1 — первая красная спица, следующая по часовой стрелке за синей спицей cak). Все ребра обода однозначно раскрасятся, в результате чего, очевидно, получится разбиение колеса на красное и синее дерево.
Таким образом, искомое количество вариантов равняется 2(2100–2).
3. На доске написаны числа 1, 2, …, 20000. Можно ли стереть 298 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать 101 число, образующее арифметическую прогрессию?
Ответ. Да, можно. Решение. Сотрём все числа, кратные 101, а также числа от 10000 до 10099 — вместе как раз 298 штук. Докажем, что из оставшихся чисел нельзя составить арифметическую прогрессию длины 101. Действительно, если разность этой прогрессии не делится на 101, то в ней должно присутствовать число, кратное 101. Если же разность делится на 101, то она равна 101 (потому что 202(100 уже больше 20000) и состоит из 101 последовательного числа с некоторым фиксированным ненулевым остатком при делении на 101. Одно из чисел с таким остатком было стерто в ходе уничтожения отрезка от 10000 до 10099, поэтому все члены прогрессии либо одновременно меньше 10000, либо одновременно больше 10099. Но тогда разность ее крайних членов должна быть меньше 10000, а она равна 101(100 > 10000.
4. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY.
Решение. Пусть A1 и C1 — основания высот из вершин A и C соответственно. Заметим, что (BXC = (BA1X = 90(, следовательно, треугольники BXC и BA1X подобны, откуда BX2 = BA1(BC. Аналогично BY2 = BC1(BA. Но поскольку треугольники ABA1 и CBC1 также подобны, мы получаем, что BA1(BC = BC1(BA, откуда следует требуемое равенство.
5. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 10(13(14. От него 10 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из граней параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным граням). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска?
Ответ: 729. Решение. Сумма измерений куска сыра равна 37 и за каждое отрезание уменьшается на 1. Следовательно, через 10 отрезаний она будет равна 27. Из всех параллелепипедов с суммой измерений 27 самый большой объем имеет параллелепипед 9(9(9, и этот объем равен 729.
( Обоснования последней фразы нашего решения от докладчика не требуется.

6. На сторонах AB и AD выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки E и F соответственно такие, что S(AED) = S(ABF) = S(ABCD)/2. Докажите, что прямая EF делит диагональ AC на две равные части.
Решение. Заметим, что S(EBCD) = S(FBCD) = S(ABCD)/2, следовательно, S(EBD) = S(FBD), откуда EF || BD. Пусть M — точка пересечения отрезков AC и EF. Поскольку EF || BD, мы получаем, что S(MBD) = S(FBD), следовательно, S(MBCD) = S(FBCD) = S(ABCD)/2, откуда S(ABMD) = S(MBCD). Но тогда AM/MC = S(ABM)/S(MBC) = S(ADM)/S(MDC) = S(ABMD)/S(MBCD) = 1, что и требовалось доказать.
7. Многочлен P(x) таков, что x2009 = (x–10)P(x)+C, где C — константа. Найдите сумму всех положительных коэффициентов многочлена P(x).
Решение. Деля x2009 на x–10 «уголком», найдём, что P(x) = x2008+10x2007+102x2006+…+102006x2+102007x+102008. Сумма его коэффициентов равна 1+10+102+…+102008 = (102009–1)/9 = 1…1 (2009 единиц).
8. Пусть k — натуральное число. Докажите, что, если число 6k–1 составное, то k можно представить в виде 6mn–m+n с натуральными m и n.
Решение. Пусть 6k–1 = xy, где x,y — натуральные числа, большие 1. Заметим, что одно из чисел x и y дает остаток 1, а другое остаток 5 при делении на 6. Не умаляя общности можно считать, что x = 6m+1 и y = 6n–1. Тогда k = (xy+1)/6 = ((6m+1)(6n–1)+1)/6 = 6mn–m+n.
9. У бедного мальчика Саши всего 29 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов?
Ответ: 4 рубля. Решение. Пусть T(n) — число монет, из которых Саша сможет заведомо определить фальшивую, заплатив не более n рублей. Ясно, что на каждую из чашек можно положить не более T(n–1) монет (поскольку в случае неравенства придется заплатить 1 рубль, а дальнейшими взвешиваниями нужно будет определять фальшивую монету из T(n–1)), а вне обеих чашек может остаться не более T(n–2) монет. Таким образом, T(n) ( 2T(n–1)+T(n–2). Кроме того, очевидно, что T(1)=2 (на весах по 1 фальшивой монете) и T(2)=5 (монеты раскладываются по 2 на чашки весов, еще одна откладывается). Далее получаем, что T(3) ( 12. Из последнего неравенства сразу вытекает, что трех рублей Саше может не хватить. 

Покажем, что ему заведомо хватит четырех рублей. Имея такую сумму, Саша может положить на каждую чашу весов по 12 монет, а остальные 5 монет отложить. Если весы окажутся в равновесии, то Саше придется заплатить 2 рубля и определять дальше одну монету из 5. Если же одна из чашек перевесит, то Саша заплатит 1 рубль и далее будет определять одну фальшивую монету из 12. В обоих случаях он на каждом следующем шаге поступает так же, то есть кладет на весы по T(k–1) монет, а откладывает T(k–2).
( За алгоритм взвешиваний — 4 балла, за оценку без примера — 6 баллов и задача не решена.
10. Существует ли натуральное m такое, что каждое натуральное число, не меньшее m, является суммой цифр некоторого числа, кратного 1001?
Ответ: Да, существует. Решение. Заметим, что сумма цифр числа 1001 равна 2, а сумма цифр числа 1009(1001 = 1010009 равна 11. Тогда любое четное число 2n можно представить как сумму цифр числа 10011001...1001 (число 1001 повторяется n раз), а если в начале предыдущего числа дописать 1010009, сумма цифр станет 2n+11 — так мы получим все нечетные суммы цифр, большие 11.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая юниорская лига, 2 тур, краткие решения.

1. Колесом Wn назовем следующий граф: цикл из n вершин (где n ( 3) и еще одна вершина-центр, соединенная ребрами со всеми n вершинами цикла. Сколько существует способов покрасить ребра Wn в красный и синий цвета так, чтобы между любыми двумя вершинами Wn существовал путь как по ребрам красного цвета, так и по ребрам синего цвета? Считается, что вершины колеса пронумерованы различными числами, то есть отличаются друг от друга.
Ответ: 2(2n–2). Решение. Требуется найти количество способов разбить ребра колеса Wn на два связных остовных подграфа — красный и синий. В колесе n+1 вершина и 2n ребер, следовательно, в обоих подграфах будет по n ребер, и оба они будут остовными деревьями.
Пусть c — центр колеса, а a1a2…an — цикл-обод этого колеса, вершины которого пронумерованы по часовой стрелке. Рассмотрим раскраску спиц колеса — ребер, соединяющих центр с вершинами обода. Всего есть 2n способов покрасить в два цвета n ребер. Так как граф из ребер каждого цвета должен быть связным, то из центра должно выходить хотя бы по одному ребру каждого из цветов, что исключает два варианта покраски спиц. Докажем, что каждому из остальных 2n–2 вариантов покраски спиц соответствует по два разбиения ребер на синее и красное деревья.
Рассмотрим одну раскраску спиц, в которой присутствуют оба цвета. Пусть cak — синяя, а cak+1 — красная спица. Покрасим ребро akak+1 в красный цвет и докажем, что все остальные ребра обода раскрашиваются однозначно (при покраске akak+1 в синий цвет — аналогично).
Итак, ребро akak+1 — красное. Чтобы красный граф оказался связным, все ребра обода от ak+1 до ближайшей по часовой стрелке вершины aj такой, что caj — синяя спица, должны быть синими (иначе от ak+1 не дойти до центра c по синим ребрам. Теперь все ребра от aj до ближайшей по часовой стрелке вершины ai такой, что cai — красная спица, должны быть красными (иначе от aj не дойти до центра c по красным ребрам). И так далее, пока не дойдем до ak+1 (разумеется, по красному ребру, так как cak+1 — первая красная спица, следующая по часовой стрелке за синей спицей cak). Все ребра обода однозначно раскрасятся, в результате чего, очевидно, получится разбиение Wn на красное и синее дерево.
Таким образом, искомое количество вариантов равняется 2(2n–2).
2. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY.
Решение. Пусть A1 и C1 — основания высот из вершин A и C соответственно. Заметим, что (BXC = (BA1X = 90(. Следовательно, треугольники BXC и BA1X подобны, откуда BX2 = BA1(BC. Аналогично BY2 = BC1(BA. Но поскольку треугольники ABA1 и CBC1 также подобны, мы получаем, что BA1(BC = BC1(BA, откуда следует требуемое равенство.
3. У бедного мальчика Саши всего 29 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Какую наименьшую сумму должен приготовить Саша, чтобы заведомо определить фальшивую монету с помощью Костиных весов?
Ответ: 4 рубля. Решение. Пусть T(n) — число монет, из которых Саша сможет заведомо определить фальшивую, заплатив не более n рублей. Ясно, что на каждую из чашек можно положить не более T(n–1) монет (поскольку в случае неравенства придется заплатить 1 рубль, а дальнейшими взвешиваниями нужно будет определять фальшивую монету из T(n–1)), а вне обеих чашек может остаться не более T(n–2) монет. Таким образом, T(n) ( 2T(n–1)+T(n–2). Кроме того, очевидно, что T(1)=2 (на весах по 1 фальшивой монете) и T(2)=5 (монеты раскладываются по 2 на чашки весов, еще одна откладывается). Далее получаем, что T(3) ( 12. Из последнего неравенства сразу вытекает, что трех рублей Саше может не хватить. 

Покажем, что ему заведомо хватит четырех рублей. Имея такую сумму, Саша может положить на каждую чашу весов по 12 монет, а остальные 5 монет отложить. Если весы окажутся в равновесии, то Саше придется заплатить 2 рубля и определять дальше одну монету из 5. Если же одна из чашек перевесит, то Саша заплатит 1 рубль и далее будет определять одну фальшивую монету из 12. В обоих случаях он на каждом следующем шаге поступает так же, то есть кладет на весы по T(k–1) монет, а откладывает T(k–2).
( За алгоритм взвешиваний — 4 балла, за оценку без примера — 4 балла и задача не решена.
4. У повара есть кусок сыра в форме прямоугольного параллелепипеда размером 30(33(27 см. Он может отрезать ломтики толщиной не более 1 см параллельно граням. Для бутербродов ему понадобилось нарезать ломтиков (не обязательно одинаковых) общей толщиной 15 см. Какой наибольший объем сыра мог у него остаться?
Ответ: (25)3 = 15625. Решение. Сумма измерений куска сыра равна 90 и после приготовления бутербродов уменьшилась на 15. Следовательно, она стала равной 75. Из всех параллелепипедов с суммой измерений 75 самый большой объем имеет куб с ребром 25, и этот объем равен (25)3 = 15625. Поскольку 25 меньше каждого из измерений исходного куска, такой кусок действительно мог получиться.
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( Обоснования последней фразы нашего решения от докладчика не требуется.

5. Вася отметил на доске 8(8 несколько клеток и разрешил королю ходить только по отмеченным клеткам. Затем Вася выбрал две отмеченные клетки и сообщил Пете минимальное число ходов короля от одной до другой. Какое наибольшее число мог услышать Петя?
Ответ: 31. Решение. Пример — на рисунке, 32 клетки отмечены крестиками. Между клетками, отмеченными большими крестиками — 31 ход. Докажем оценку. Оставим отмеченными только клетки кратчайшего маршрута. Тогда в каждом квадрате 2(2 отмечено не более двух клеток (если больше, то маршрут – не кратчайший). Разбив доску на такие квадраты видим, что отмечено не более половины клеток. Длина маршрута из 32 клеток – не более 31.
( Оценка и пример — по 4 балла.
6. Пусть p — простое число вида 4k+3, а натуральные числа x, y, z таковы, что x2p+y2p = z2p . Докажите, что xyz делится на p.
Решение. Достаточно доказать, что среди чисел x, y, z есть кратное p. Можно считать, что (x, y, z) = 1, иначе сократим эти числа на их наибольший общий делитель. Тогда, рассмотрев уравнение по модулю 4, мы убедимся, что z нечетно и из чисел x, y одно нечетно (пусть это y). Перепишем уравнение в виде
x2p = z2p–y2p = (z2–y2)(z2p–2+z2p–4y2+...+y2p–2) = (z2–y2)(A.

В сумме A мы имеем p слагаемых, каждое из которых — нечетный квадрат, следовательно, дает остаток 1 от деления на 4. Таким образом, A ( p ( 3 (mod 4), значит, в разложение A какой–то простой делитель q ( 3 (mod 4) входит в нечетной степени. Очевидно, x делится на q, следовательно, q входит в разложение x2p в четной степени. Это означает, что z2–y2 делится на q, то есть z2 ( y2 (mod q). Следовательно, все p слагаемых, образующих A, сравнимы по модулю q. Тогда A ( pz2p–2 (mod q). Поскольку (x, y, z) = 1, то z не делится на q, следовательно, (z2p–2, q) = 1, и мы немедленно делаем вывод, что p кратно q. Так как оба числа простые, p = q, то есть x кратно p.
7. Найдите наибольшее натуральное число, не представимое как полусумма двух различных натуральных чисел с одинаковой суммой цифр.
Ответ. 50. Решение. Заметим, что если a=(b+c)/2 и и равны суммы цифр s(b)=s(c), то равны и остатки от деления чисел a, b, c на 9. Поэтому можно считать, что b = a+9k, c = a–9k. Число 50 не представимо, поскольку все числа вида 50–9k имеют сумму цифр 5, а все двузначные числа  вида 50+9k — сумму цифр 14. Докажем, что все бóльшие числа представимы. Заметим, что если наше число двузначно (
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, где p,q – цифры в записи, p,q(0,9), то числа a–9 и a+9 положительны, меньше 100 и имеют одинаковую сумму цифр p+q. Поэтому представимо любое число, где есть пара цифр 
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подряд: оно представляется как полусумма чисел, где группа 
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заменена на записи из двух цифр a–9 и a+9 (например, 12=(3+21)/2, поэтому ...12... = (...03...+...21...)/2).

Осталось рассмотреть числа, где среди любой пары соседних цифр есть 0 или 9. Если число A начинается цифрами 
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>54, то 
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+45 и 
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–45 отличаются на 90, при прибавлении 9 к первой цифре числа  
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–45 происходит переход через десяток, поэтому суммы цифр чисел 
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+45 и 
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–45 равны. Соответственно, A представимо как полусумма A–450..0 и A+450…0 (число нулей равно числу цифр после 
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 в записи A).  Остался случай, когда число A>50 начинается цифрами 
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 < 55, и q = 0 или q = 9.  Но тогда A как минимум трехзначно, то есть 
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 . Аналогично предыдущему, числа 
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имеют одинаковую сумму цифр, что дает представление A как полусуммы чисел A–450..0 и A+450…0 (число нулей равно числу цифр после 
[image: image20.wmf]pqr

в записи A).
( Только ответ — 2 балла. За доказательство факта, сформулированного в первой фразе нашего решения — 2 балла. 

8. Высоты остроугольного неравнобедренного треугольника ABC пересекаются в точке H. Точки M и N — середины отрезков BC и AH соответственно. Докажите, что расстояние между точками пересечения прямой MN с биссектрисами внешнего и внутреннего углов при вершине A равно AH.
Решение. Пусть O — центр окружности, описанной около треугольника ABC, а G — точка пересечения его медиан. Поскольку отрезок OM переходит в HA при гомотетии с центром в точке G и коэффициентом –2, то OM = AN и OM || AN, то есть OMNA — параллелограмм. Обозначим точки пересечения внутренней и внешней биссектрис угла A с MN через X и Y соответственно. Известно, что биссектриса угла A является также биссектрисой угла OAH. Значит, (AXN = (XAO = (XAN, откуда AX = XN. Из этого, поскольку угол XAY — прямой, следует, что (YAN = (ANY. Поэтому XN = YN = AN = AH/2, откуда и следует требуемое.
9. N команд сдали на командной олимпиаде по стопке из трех листков с решениями, пронумерованных 1, 2, 3 в случайном порядке. Эти стопки положили одна на другую. Полученную пачку секретарь раскладывает на 3 стола. Столы стоят в ряд с промежутками 5 метров, и пронумерованы по порядку от 1 до 3. Сначала секретарь стоит у стола номер 2. Он смотрит на номер верхнего листка пачки, идет к соответствующему столу, кладет листок на стол, смотрит на номер следующего листка, снова идет, если надо, к соответствующему столу и т.д. Какой наибольший суммарный путь может проделать секретарь?
Ответ. 20N. Решение. Пример очевиден: 213123123123....123123132. Для доказательства оценки последим за выкладыванием нечетных листков. Путь секретаря между выкладыванием двух соседних нечетных не больше 10 метров, независимо, есть между ними двойки или нет. Итого 10(2N–1) метров. Кроме того, до первого нечетного ему нужно пройти 5 метров, и, если последний листок 2, то еще 5 метров от последнего нечетного. Итого добавится не более 10 метров.
10. На доске были написаны натуральные числа от 1 до 3300. Докажите, что можно стереть 120 чисел так, чтобы из оставшихся нельзя было выбрать арифметическую прогрессию из 41 числа.
Решение. Сотрём все числа, кратные 41, а также числа от 1641 до 1680 — как раз 120 штук. Докажем, что из оставшихся чисел нельзя составить арифметическую прогрессию длины 41. Действительно, если разность этой прогрессии не делится на 41, то в ней должно присутствовать число, кратное 41. Пусть разность делится на 41. Если она равна 41, то прогрессия состоит из 41 последовательных чисел с некоторым фиксированным ненулевым остатком при делении на 41. Одно из чисел с таким остатком было стерто в ходе уничтожения отрезка от 1641 до 1680, поэтому все члены прогрессии либо одновременно меньше 1641, либо одновременно больше 1680. Но тогда разность ее крайних членов должна быть меньше 1640, а она равна 41(40 = 1640. Может случиться, что разность прогрессии равна 82. Но тогда её первый член не больше 20, ибо иначе её 41-ый член больше, чем 20+40(82 = 3300. Однако, как легко видеть, в этом случае её 21-ый член попадёт в выброшенный отрезок от 1641 до 1680. Наконец, если разность прогрессии делится на 41 и больше 82, то разность крайних членов будет не меньше 40(123 > 3300, что невозможно.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая юниорская лига, 2 тур, краткие решения.

1. В государстве десять городов, соединённых десятью дорогами по кругу, и ещё один город (столица), связанный дорогами со всеми. По каждой дороге надо проложить либо троллейбусный, либо трамвайный маршрут так, чтобы, выбрав любой вид транспорта, можно было, пользуясь только им, из любого города добраться до любого другого. Сколькими способами это можно сделать?
Ответ: 2(210–2) = 2044. Решение. Назовём граф, описанный в условии задачи, колесом. Требуется найти количество способов разбить ребра колеса на два связных остовных подграфа — красный и синий. В колесе 11 вершин и 20 ребер, следовательно, в обоих подграфах будет по 10 ребер, и оба они будут остовными деревьями.
Пусть c — центр колеса, а a1a2…a100 — цикл-обод этого колеса, вершины которого пронумерованы по часовой стрелке. Рассмотрим раскраску спиц колеса — ребер, соединяющих центр с вершинами обода. Всего есть 210 способов покрасить в два цвета 10 ребер. Так как граф из ребер каждого цвета должен быть связным, то из центра должно выходить хотя бы по одному ребру каждого из цветов, что исключает два варианта покраски спиц. Докажем, что каждому из остальных 210–2 вариантов покраски спиц соответствует по два разбиения ребер на синее и красное деревья.
Рассмотрим одну раскраску спиц, в которой присутствуют оба цвета. Пусть cak — синяя, а cak+1 — красная спица. Покрасим ребро akak+1 в красный цвет и докажем, что все остальные ребра обода раскрашиваются однозначно (при покраске akak+1 в синий цвет — аналогично).
Итак, ребро akak+1 — красное. Чтобы красный граф оказался связным, все ребра обода от ak+1 до ближайшей по часовой стрелке вершины aj такой, что caj — синяя спица, должны быть синими (иначе от ak+1 не дойти до центра c по синим ребрам. Теперь все ребра от aj до ближайшей по часовой стрелке вершины ai такой, что cai — красная спица, должны быть красными (иначе от aj не дойти до центра c по красным ребрам). И так далее, пока не дойдем до ak+1 (разумеется, по красному ребру, так как cak+1 — первая красная спица, следующая по часовой стрелке за синей спицей cak). Все ребра обода однозначно раскрасятся, в результате чего, очевидно, получится разбиение колеса на красное и синее дерево.
Таким образом, искомое количество вариантов равняется 2(210–2).
2. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах построены полуокружности, лежащие вне треугольника. Высоты из вершин A и C пересекают эти полуокружности в точках X и Y. Докажите, что BX = BY.
Решение. Пусть A1 и C1 — основания высот из вершин A и C соответственно. Заметим, что (BXC = (BA1X = 90(. Следовательно, треугольники BXC и BA1X подобны, откуда BX2 = BA1(BC. Аналогично BY2 = BC1(BA. Но поскольку треугольники ABA1 и CBC1 также подобны, мы получаем, что BA1(BC = BC1(BA, откуда следует требуемое равенство.
3. У бедного мальчика Саши всего 70 монет, и к тому же ровно одна из них фальшивая (легче настоящей). У жадного мальчика Кости есть весы, но за каждое взвешивание он берет с Саши плату: рубль, если одна из чашек перевесила, и два рубля, если весы остались в равновесии. Может ли он, заплатив менее шести рублей, гарантированно определить фальшивую монету?
Ответ. Да. Решение. Обозначим T(1) = 2, T(2) = 5, T(k+1) = T(k)+T(k–1). Покажем, что ему заведомо хватит пяти рублей. Имея такую сумму, Саша может положить на каждую чашу весов по 29 монет, а остальные 12 монет отложить. Если весы окажутся в равновесии, то Саше придется заплатить 2 рубля и определять дальше одну монету из 12. Если же одна из чашек перевесит, то Саша заплатит 1 рубль и далее будет определять одну фальшивую монету из 29. В обоих случаях он на каждом следующем шаге поступает так же, то есть кладет на весы по T(k–1) монет, а откладывает T(k–2).
4. Кусок сыра имеет вид прямоугольного параллелепипеда 10(13(14. От него 10 раз отрезали полоски толщины 1 (каждая полоска была параллельна одной из сторон параллелепипеда, но разные полоски могли быть параллельны разным сторонам). Какой наибольший объем может быть у оставшегося куска?
Ответ: 729. Решение. Сумма измерений куска сыра равна 37 и за каждое отрезание уменьшается на 1. Следовательно, через 10 отрезаний она будет равна 27. Из всех параллелепипедов с суммой измерений 27 самый большой объем имеет параллелепипед 9(9(9, и этот объем равен 729.
( Обоснования последней фразы нашего решения от докладчика не требуется.

5. N команд сдали на командной олимпиаде по стопке из трех листков с решениями, пронумерованных 1, 2, 3 в случайном порядке. Эти стопки положили одна на другую. Полученную пачку секретарь раскладывает на 3 стола. Столы стоят в ряд с промежутками 5 метров, и пронумерованы по порядку от 1 до 3. Сначала секретарь стоит у стола номер 2. Он смотрит на номер верхнего листка пачки, идет к соответствующему столу, кладет листок на стол, смотрит на номер следующего листка, снова идет, если надо, к соответствующему столу и т.д. Какой наибольший суммарный путь может проделать секретарь?
Ответ. 20N. Решение. Пример очевиден: 213123123123....123123132. Для доказательства оценки последим за выкладыванием нечетных листков. Путь секретаря между выкладыванием двух соседних нечетных не больше 10 метров, независимо, есть между ними двойки или нет. Итого 10(2N–1) метров. Кроме того, до первого нечетного ему нужно пройти 5 метров, и, если последний листок 2, то еще 5 метров от последнего нечетного. Итого добавится не более 10 метров.

6. Основание CD трапеции ABCD вдвое больше противоположного основания, E — точка пересечения прямых AD и CB, M — середина CD. Докажите, что если O — точка пересечения AM и BD, а N — точка пересечения OE и AB, то прямая DN делит отрезок EB пополам.
Решение. ABMD – параллелограмм. Значит, O — середина BD. По теореме Фалеса BE=BC, значит, AB – средняя линия в треугольнике EDC, т.е. AD = AE. Итак, в треугольнике DBE отрезки EO и BA – медианы, а значит, прямая DN содержит третью медиану.
7. Пусть k — натуральное число. Докажите, что, если число 4k+3 составное, то найдутся такие натуральные m и n, что k = 4mn+m–n–1.
Решение. Если число 4k+3 составное, оно раскладывается в произведение двух нечетных множителей. Эти множители должны давать при делении на 4 остатки 1 и 3. Тогда получается, что
4k+3 = (4n+1)(4m–1) = 4(4mn+m–n)–1, и k = 4mn+m–n–1.
8. На доске написаны натуральные числа от 1 до 100. Докажите, что можно стереть 20 из них так, чтобы среди оставшихся нельзя было выбрать арифметическую прогрессию длиной 13.
Решение. Достаточно стереть все числа, кратные 13 (всего 7 чисел). Для любой прогрессии с разностью, кратной 13, разность ее крайних членов не меньше 13(12 > 100, что невозможно. Во всех же прогрессиях с другой разностью обязательно встретится число, кратное 13.
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