Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Первый тур 3.11.08. Высшая лига.

1. В графе на n вершинах нет двух циклов, пересекающихся ровно по одному ребру. Найдите максимальное возможное количество ребер в нем. (И. Богданов, К. Куюмжиян)
2. Дана вписанная n-угольная пирамида SA1A2…An. Сфера ( касается всех её боковых ребер SAi, а также касается плоскости основания в точке K. При каких n точка K обязательно является центром окружности, описанной около основания? (И. Богданов, П. Кожевников)
3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более kn раз. (228707)
4. Найдите наибольшее k такое, что любые положительные числа, удовлетворяющие неравенству a2 > bc, удовлетворяют также неравенству (a2–bc)2 > k(b2–ca)(c2–ab). (Япония, 2003)
5. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное. (Эстония, 2001)
6. Точка T — середина дуги BAC описанной окружности треугольника ABC, а точка I — центр вписанной окружности этого треугольника. Точка E — проекция точки I на прямую, проходящую через A параллельно BC. Прямая TE пересекает дугу AB описанной окружности треугольника ABC в точке P такой, что (ABC = (IPB. Чему может быть равен (BAC? (Iran TST-2008)
7. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD = 2(ABD. (Italy TST-2001)
8. Докажите, что для каждой пары натуральных чисел a > 1 и b > 1 существует функция f: N ( N такая, что f(af(n)) = bn при всех натуральных n. (Бразилия, 2008)
9. Натуральные числа a, b, c и простое p > 3 таковы, что a+b+c = p+1 и a3+b3+c3–1 делится на p. Докажите, что одно из чисел a, b, c равно 1. (Польша, 2005/06, 1 тур)
10. У Ивана есть неограниченное количество белых и желтых шариков, а у Петра — неограниченное количество красных и желтых шариков. Они по очереди кладут в коробку (изначально пустую) по одному из своих шариков (первым ходит Иван). Игра заканчивается, когда в коробке оказывается 2008 шариков. После этого Иван находит модуль разности количества белых и желтых шариков в коробке, а Петр — модуль разности количества красных и желтых шариков в коробке. Выигрывает тот, чье число оказалось меньше. Еcли числа равны — ничья. Как закончится игра при правильной игре партнеров? (И. Рубанов)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Первый тур 3.11.08. Первая лига.

1. Дано дерево. За ход разрешается стереть одно ребро, ведущее в висячую вершину, и соединить эту вершину ребром с любой другой вершиной. За какое наименьшее число ходов можно из одного заданного дерева на n вершинах гарантированно получить другое заданное дерево на n вершинах? (Деревом называется связный граф без циклов. Вершина называется висячей, если из нее выходит ровно одно ребро.) (И. Богданов)
2. Найдите все такие тройки вещественных чисел a, b, c, что каждое из уравнений 

x3 + (a+1)x2 + (b+3)x + (c+2) = 0,

x3 + (a+2)x2 + (b+1)x + (c+3) = 0,

x3 + (a+3)x2 + (b+2)x + (c+1) = 0

имеет три различных корня, но среди корней всех трех уравнений есть всего пять различных чисел. (Czech, A57i)
3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более kn раз. (228707)
4. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB = BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны. (Румыния, локальный тур)
5. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное. (Эстония, 2001)
6. Сколькими способами можно раскрасить клетки полоски 1(2n в красный, синий и зелёный цвета так, чтобы количества красных и синих клеток были нечётными, а количество зелёных — чётным?
7. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD = 2(ABD. (Italy TST-2001)
8. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков имеет выигрышную стратегию? (А. Шаповалов)
9. Натуральные числа a, b, c и простое p > 3 таковы, что a+b+c = p+1 и a3+b3+c3–1 делится на p. Докажите, что одно из чисел a, b, c равно 1. (Польша, 2005/06, 1 тур)
10. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 1. Докажите неравенство:
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Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Первый тур 3.11.08. Вторая лига.

1. В остроугольном треугольнике ABC проведены биссектриса AL, высота BH и медиана CM. Оказалось, что ML = MH. Докажите, что треугольник ABC — равнобедренный. (А. Шаповалов)
2. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 1. Докажите неравенство:
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. (Босния и Герцеговина, 2002)
3. Даны натуральные числа n и k. В каждой клетке доски n(n стоит одно из чисел 0, 1, 2, …, k. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка, при нажатии на которую все числа этой строки или этого столбца, меньшие k, увеличиваются на 1, а числа, равные k, заменяются нулем. Вначале во всех клетках стояли нули. После этого было сделано произвольное количество нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки не более 2kn раз. (228707)
4. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто выигрывает при правильной игре? (А. Шаповалов)
5. Найдите все такие тройки вещественных чисел a, b, c, что каждое из уравнений 

x3 + (a+1)x2 + (b+3)x + (c+2) = 0,

x3 + (a+2)x2 + (b+1)x + (c+3) = 0,

x3 + (a+3)x2 + (b+2)x + (c+1) = 0

имеет три различных корня, но среди корней всех трех уравнений есть всего пять различных чисел. (Czech, A57i)
6. Диагонали AC и BD выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке M. Оказалось, что MA(MC+MA(CD = MB(MD. Докажите, что (ACD = 2(ABD. (Italy TST-2001)
7. Докажите, что для любых натуральных n и k (n+k > 2) существует число, представимое и как сумма n точных квадратов, и как сумма k точных квадратов, причём все n+k квадратов различны. (С. Волчёнков)
8. Обозначим через Tn количество треугольников с целочисленными сторонами, имеющих периметр n. Вычислите T2011–T2008. (С. Волчёнков)
9. Докажите, что для каждого натурального a > 1 существует простое p такое, что число 1+a+a2+…+ap–1 — составное. (Эстония, 2001)
10. Сколько существует пятизначных чисел-палиндромов, делящихся на 11? (К. Кноп)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Первый тур 3.11.08. Высшая юниорская лига.

1. Дано дерево. За ход разрешается стереть одно ребро, ведущее в висячую вершину, и соединить эту вершину ребром с любой другой вершиной. За какое наименьшее число ходов можно из одного заданного дерева на n вершинах гарантированно получить другое заданное дерево на n вершинах? (Деревом называется связный граф без циклов. Вершина называется висячей, если из нее выходит ровно одно ребро.) (И. Богданов)
2. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков при правильной игре может выиграть независимо от игры соперника? (А. Шаповалов)
3. Есть 6 одинаковых стаканов: 3 с молоком, 3 с кофе. В каждом стакане напитка больше четверти, но меньше половины объема (но не обязательно поровну). За один раз разрешается перелить часть жидкости из одного стакана в другой. Докажите, что за два переливания можно добиться, чтобы чистого молока и чистого кофе осталось по трети от общего объема жидкости (остальное – смеси). (А. Шаповалов)
4. Закончился футбольный турнир в один круг с N > 5 командами. За ничью давалось 1 очко, а за победу должны были давать по k очков (k > 1 и не обязательно целое), но значение k обещали объявить только по окончании турнира. Назовём команду потенциальным победителем, если при каком-то k у неё строго больше очков, чем у любой другой. Докажите, что потенциальных победителей меньше N/2. (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
5. Докажите, что для любых натуральных n и k (n+k > 2) существует число, представимое и как сумма n точных квадратов, и как сумма k точных квадратов, причём все n+k квадратов различны. (С. Волчёнков)
6. На сторонах AB и BC квадрата ABCD взяты точки E и F соответственно так, что AE = FC. Точка H — проекция точки B на СЕ. Докажите, что прямая FH перпендикулярна HD. (Фольклор, предложил А. Голованов)
7. Докажите, что число k рационально тогда и только тогда, когда из бесконечной последовательности k, k+1, k+2, … можно выбрать три различных числа, которые образуют геометрическую прогрессию. (Фольклор, предложил Л. Самойлов)
8. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB = BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны. (Румыния, локальный тур)
9. Простые числа a, b, c таковы, что ab+a+b делится на c, bc+b+c делится на a, ac+a+c делится на b. Докажите, что среди чисел a, b, c есть одинаковые. (Македония, 2007)
10. В каждой клетке доски 10(10 стоит одно из чисел 0, 1, 2, 3, 4 или 5. У каждой строки и каждого столбца имеется кнопка. При нажатии на кнопку все числа этой строки или этого столбца увеличиваются на 1, после чего все шестерки заменяются нулями. Было сделано несколько нажатий на кнопки. Докажите, что таблицу можно вернуть к исходному состоянию, нажав на кнопки менее 100 раз. (228707, специализация)
Двенадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Омск, 1–8 ноября 2008 года

Первый тур 3.11.08. Первая юниорская лига.

1. Известно, что в течение суток в каждый момент в интернет-кафе были посетители. Каждый посетитель был в кафе всего один раз и находился там меньше часа. Докажите, что можно выбрать 12 посетителей, которые в кафе не встречались. (29th CanMO 1997)
2. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2008. Кто из игроков при правильной игре может выиграть независимо от игры соперника? (А. Шаповалов)
3. На сколько число треугольников с целочисленными сторонами и периметром 2008 меньше числа таких треугольников с периметром 2014? (С. Волчёнков)
4. Закончился футбольный турнир в один круг с 25 командами. За ничью давалось 1 очко, а за победу должны были давать по k очков (k > 1 и не обязательно целое), но значение k обещали объявить только по окончании турнира. Назовём команду потенциальным победителем, если при каком-то k у неё строго больше очков, чем у любой другой. Докажите, что потенциальных победителей не больше 12. (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
5. Докажите, что для любого натурального n существует точный квадрат, представимый  как сумма n различных точных квадратов. (Фольклор)
6. В остроугольном треугольнике ABC проведены биссектрисы AL, высота BH и медиана CM. Оказалось, что ML = MH. Докажите, что треугольник ABC — равнобедренный. (А. Шаповалов)
7. Докажите, что для любых натуральных m и n выполнено неравенство 
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8. ABCD — выпуклый четырехугольник, такой, что AB=BC+AD. M — середина стороны CD. Оказалось, что BM и AM перпендикулярны. Докажите, что AD и BC параллельны. (Румыния, локальный тур)
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