XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая лига, 4 тур, краткие решения.

1. Знаменатель несократимой дроби p/q больше 1. Набор целых чисел (r, a1, a2, ..., an) (ai ( 0) назовем разложением дроби p/q, если 
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Например, (–1, –3, 2, –2) — разложение дроби –10/7. Весом разложения мы назовем произведение
(|a1|–1)(|a2|–1)…(|an|–1). Докажите, что сумма всех ненулевых весов разложений дроби p/q равна q.
Решение. У чисел с равными целыми частями разложения отличаются только первыми членами и, следовательно, имеют равные веса. Поэтому утверждение задачи достаточно доказать только для чисел из интервала [0;1).
Далее, в разложении с ненулевым весом |ai| ( 2 при всех i. Поэтому |1/(a1+...+1/an)| < 1 (убедиться в этом можно индукцией по n). Следовательно, в разложении числа p/q, лежащего на интервале [0;1), r = 0 или r = 1.
Теперь индукцией по q докажем утверждение, из которого немедленно вытекает утверждение задачи: у числа p/q ( [0;1) сумма ненулевых весов разложений с r = 0 равна q–p, а сумма ненулевых весов разложений с r = 1 равна p. Заметим, что его достаточно доказать для p/q ( 1/2, так как разложению (r, a1, a2, ..., an) числа x соответствует разложение (r+1, –a1, –a2, ..., –an) числа 1–x, и наоборот.
База индукции (q = 2) очевидна. Также нетрудно проверить утверждение при p = 1. Переход. Пусть 1 < p < q/2. Запишем дробь p/q в виде 
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, где s = [q/p] ( 2. Сумма весов разложений p/q, у которых r = 0, равна по предположению индукции (s–1)(p–t)+st = (s–1)p+t = sp+t–p = q–p. С другой стороны, 
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, причем в силу нашего предположения q( 2p и, следовательно, 
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 с ненулевым весом начинаются только с –2, и сумма весов разложений p/q , у которых r = 1, равна p, что и требовалось доказать.
2. Суду в качестве вещественного доказательства предъявлено 100 одинаковых по весу монет, вес каждой больше 10 г (однако суд не знает, что они одинаковы). К сожалению, имеющиеся в суде весы показывают вес любого груза с отклонением ровно в 1 г — иногда в бóльшую, а иногда в меньшую сторону (и, к счастью, суд знает об этом). При каком наибольшем k эксперт может доказать суду, что среди монет есть не менее k одинаковых?
Ответ: При k = 98. Решение. Пусть монеты весят по a г. Взвешивая монеты по одной, эксперт каждый раз будет получать либо a+1, либо a–1. Этим он докажет, что каждая монета весит либо a, либо a–2, либо a+2. Взвешивая монеты по две, эксперт каждый раз будет получать либо 2a+1, либо 2a–1. Этим он докажет, что монет весом a–2 не более одной и монет весом a+2 — тоже. Так он покажет, что монет одинакового веса не меньше 98. Большего он добиться не сможет. В самом деле, пусть весы каждый раз, когда на них есть монета весом a–2, но нет монеты a+2, завышают показания на 1, а каждый раз, когда на них есть монета весом a+2, но нет монеты a–2, занижают показания на 1. Если мы в первом случае заменим монету весом a–2 на монету весом a и попросим весы занизить вес на 1 г, то их показания не изменятся. То же произойдёт, если мы во втором случае заменим монету весом a+2 на монету весом a и попросим весы завысить вес на 1 г. Если на весах лежат обе монеты веса, не равного a, то, заменив их монетами весом a, мы не изменим общего веса монет, и если весы будут ошибаться по-прежнему, то их показания не изменятся. Таким образом, эксперт не сможет отличить ситуацию, когда по монете весом a+2 и a–2 есть, от ситуации, когда их нет.
3. Даны вещественное ( > 1 и натуральное k > 2. В наборе из k положительных чисел разрешается увеличивать любое число в ( раз и повторять эту операцию любое число раз. Известно, что из некоторого набора нельзя получить набор сторон k-угольника; если же ( уменьшить (оставив бóльшим 1), то такого набора уже не найдется. Докажите, что ( является k-ой степенью корня многочлена с целыми коэффициентами, и найдите такой многочлен.
Ответ: xk–1–xk–2–xk–3–...–1. Решение. Обозначим через s (единственный) положительный корень уравнения xk–1 = xk–2+xk–3+...+1. Если ( ( sk, то нетрудно видеть, что из палочек 1, s, ..., sk–1 ничего не получить.
Пусть ( < sk, и пусть a1, a2, ..., ak — наши числа. Ясно, что можно добиться ситуации, когда a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ ak < (a1. Ясно теперь, что, если нельзя умножить первые i чисел на ( и получить набор сторон k-угольника, то (ai–1+...+(a1+ak+...+ai+1 ≤ (ai, откуда ak+...+ai+1 ≤ ( (ai–ai–1–...–a1) < sk(ai–ai–1–...–a1), или sk(ai–1+...+a1)+ak+...+ai+1 < skai. Умножая такое неравенство на sk–i и складывая все полученные неравенства, получаем  (sk–1+...+s)(sk–1a1+...+s0ak) < sk(sk–1a1+...+s0ak), что неверно (левая и правая части равны). Значит, при ( < sk можно получить набор сторон k-угольника, что и требовалось.
4. Точка P внутри ромба ABCD не лежит ни на одной его диагонали, O — точка пересечения диагоналей ромба. Точки M, N, R, Q — проекции точки P на стороны AB, BC, CD, DA соответственно. Серединные перпендикуляры к отрезкам MN и RQ пересекаются в точке S, а серединные перпендикуляры к отрезкам MQ и NR пересекаются в точке T. Докажите, что PSOT — прямоугольник.
Решение. Пусть K — основание перпендикуляра, опущенного из P на BD. Тогда точки P, O, K, M, N лежат на окружности с диаметром PB. Поскольку BK — биссектриса угла MBN, то MK=KN, то есть точка K лежит на серединном перпендикуляре к MN. Аналогично, K лежит на серединном перпендикуляре к RQ, то есть K = S. Аналогично получаем, что T — основание перпендикуляра, опущенного из P на AC. Теперь утверждение задачи очевидно.
( Ответ с примером плохого набора, но без оценки — 2 балла.
5. Прямую l назовем касательной к множеству H точек на плоскости, если она имеет ровно одну общую точку с H. Найдите такое множество H, что через любую его точку проходит ровно одна касательная к нему, но любая прямая пересекает H по непустому множеству.
Решение. Подходит, например, множество H = {(x, x2sinx): x( R}. Действительно, любая вертикальная прямая пересекает его по одной точке, а любая невертикальная — по бесконечному множеству точек, откуда и следует требуемое. Другим примером служат две параллельные прямые и третья, их пересекающая, с выброшенными точками пересечения.
6. Функция f: {–1; 1}n ( {–1; 1} обладает следующими двумя свойствами:

а) f(–x1, –x2, ..., –xn) = –f(x1, x2, ..., xn);
б) если f(x1, x2, ..., xn) = y, то при замене любого из xi на y значение функции не изменится.

Функция g(x1, x2, x3) всегда равна тому из чисел, которое чаще встречается в наборе x1, x2, x3. Докажите, что функция f может быть получена последовательным применением функции g к первоначальным переменным и получаемым значениям.
Решение. Заметим, что любая композиция функций g удовлетворяет свойству а) (назовем его нечетностью); свойство б) можно переформулировать так: если заменить значение какого-то аргумента с 0 на 1, то значение функции не может измениться с 1 на 0 (это свойство назовем монотонностью). Теперь несложной индукцией проверяем, что композиция функций g удовлетворяет и этому свойству. Из первого замечания следует, что если мы представим функцию f1(x1, ..., xn–1) = f(x1, ..., xn–1, –1) в виде композиции функций g с аргументами x1, ..., xn–1, –1, то, заменяя везде –1 на xn, мы получим требуемое представление функции f. (В такой ситуации мы будем говорить, что f1 представляется в виде композиции функций g с константой –1.) При этом функция f1 монотонна и обладает следующим свойством субнечетности: в) если f1(x1, ..., xn–1) = 1, то f1(–x1, ..., –xn–1) = –1. Заметим, что любая композиция g с константой –1 является субнечетной и монотонной.
Значит, докажем индукцией по n, что любую субнечетную монотонную функцию F (от n переменных) можно представить в виде композиции функций g с константой –1. База проверяется непосредственно. Пусть n ( 2; обозначим X = (x1, ..., xn–1) и рассмотрим функции F(1(X) = F(X, (1). Тогда F–1 является субнечетной (ибо F(X, –1) = 1 ( F(X,1) = 1 ( F(–X,–1) = –1), и по предположению индукции ее можно представить в виде композиции G(X,–1) функций g с константой –1. Функция же F1(X) является просто монотонной; нетрудно видеть, что любую монотонную функцию можно представить в виде композиции функций max и min, их же легко представить в виде композиции g с константами (1: например, max(x1,x2) = g(x1,x2,1). Тогда F1 можно представить в таком же виде H(X,1,–1).
Докажем теперь, что F(X,xn) = g(G(X,–1), G(X,xn), H(X,xn,–1)); это и будет требуемым представлением. Обозначим правую часть нашего равенства через S(X,xn,–1). Если xn = –1, то G(X,–1) = G(X,xn) = F(X,–1), поэтому F(X,xn) = S(X,xn,–1), что и требовалось. Пусть, наоборот, xn = 1. Из монотонности следует, что G(X,–1) = F(X,–1) ≤ F(X,1) = H(X,1,–1). Кроме того, H(X,1,–1) = 1 ( F(X,1) = 1 ( F(–X,–1) = –1 (
G(–X,–1) = –1 ( G(X,1) = 1, ибо по замеченному выше функция G(X,xn) нечетна. Значит,
G(X,–1) ≤ H(X,1,–1) ≤ G(X,1), а тогда S(X,xn,1) = H(X,1,–1) = F2(X,1), что и требовалось.

7. Бумажный многоугольник площади 2S назовем оберткой данного картонного прямоугольника площади S, если многоугольником можно покрыть обе стороны прямоугольника без наложений и перекрытий (естественно, согнув его несколько раз). Общей оберткой двух прямоугольников называется многоугольник, который является оберткой как первого, так и второго. Докажите, что для любых натуральных k, l, m у прямоугольников kl(m и k(lm есть общая обертка.
Решение. Разделим оба многоугольника на клетки k(m. Тогда первый представит собой полоску l(1 из таких прямоугольных клеток, а второй — полоску 1(l. Теперь общую обертку можно изготовить в виде зигзагообразной 2l–клеточной фигуры следующего вида: к первой клетке k(m (считаем, что у всех клеток сторона длины k — вертикальная) вторую клетку приклеиваем справа, ко второй третью — снизу, к третьей четвертую — снова справа и т.д. Тогда для обертывания второго многоугольника нужно складывать обертку и переходить на другую сторону многоугольника по всем сторонам клеток, имеющим длину m, а для обертывания второго — сложить пополам две крайние клетки, а затем складывать обертку по сторонам длины k.
8. Хорды AB и BC окружности ( равны. Окружности (1 и (2 касаются хорд AB и BC соответственно, а также касаются окружности ( в точках K и L, лежащих на меньших дугах AB и BC, соответственно. Точки M и N на этих же хордах (соответственно) таковы, что прямая MN касается окружностей (1 и (2, причем эти окружности лежат по другую сторону от MN, нежели B. Докажите, что прямые KM и LN пересекаются на биссектрисе угла ABC.
Решение. Заметим, что биссектриса угла ABC является диаметром окружности (. Обозначим через O, O1, O2 центры окружностей (, (1 и (2, а через X — точку пересечения их общих внешних касательных (одна из них — это MN; точка X может быть бесконечно удаленной). Ясно, что O1O2 проходит через X; прямая KL также проходит через X по теореме о трех гомотетиях (примененной к окружностям из условия). Применим теперь к треугольникам KO1M и LO2N теорему Дезарга. Прямые O1M и O2N являются биссектрисами углов треугольника BMN, поэтому точка их пересечения лежит на биссектрисе BO; прямые KO1 и LO2 пересекаются в O; значит, KM и LN также пересекаются на ней. (Легко видеть, что в случае совпадения двух этих точек пересечения совпадают все три.)
9. Даны простое p и p2 линейных функций lk(x,y) = akx+bky двух переменных. Известно, что для каждых целых чисел u и v, хотя бы одно из которых не кратно p, все остатки от деления на p встречаются в наборе чисел lk(u,v) ровно по p раз. Докажите, что в наборе пар (ak, bk) встречаются все возможные пары остатков при делении на p.
Решение. Зафиксируем пару (a, b) и докажем, что форма ax+by встречается среди lk. Для этого проведем через точку (a, b) p+1 обобщенную "прямую mod p", то есть для каждой пары (k, l) вычетов mod p, в которой есть ненулевой элемент, рассмотрим все пары вида (a+tk, b+tl), где t пробегает все значения от 0 до p–1. Очевидно, пропорциональным парам (k, l) соответствуют одни и те же прямые, и на каждой прямой лежит ровно p пар, включая (a, b) (отсюда, в частности, следует, что прямых всего p+1. Каждая пара, отличная от (a, b), попадает ровно на одну прямую. Поэтому все прямые покрывают по одному разу все пары, кроме (a, b), и p+1 раз саму пару (a, b). Теперь заметим, что на каждой прямой лежит ровно p пар, соответствующих имеющимся у нас линейным функциям –– потому что только такие линейные функции принимают значение al–bk в точке (l, –k). Тогда на всех прямых с учетом кратности лежит p2+p пар, присутствующих в исходном множестве, что может объясняться только p-кратным подсчетом самой пары (a, b). Это и значит, что в исходном множестве присутствовала функция ax+by.
10. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.

Решение. Заметим, что (5k–1)(5k–2)(5k–3)(5k–4) ( 4 (mod 10), а 5k(5k–1)(5k–2)(5k–3)(5k–4) = 10k(1/2 (5k–1)(5k–2)(5k–3)(5k–4), поэтому последняя ненулевая цифра этого произведения такая же, как и у числа 2k (ибо число 1/2  (5k–1)(5k–2)(5k–3)(5k–4) четно). Перемножая такие сравнения по всем k от 1 до n, получаем требуемое.

XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая лига, 4 тур, краткие решения.

1. Вершины дерева покрашены в красный и синий цвета так, что смежные вершины имеют разные цвета, и красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что хотя бы одна из висячих вершин покрашена в красный цвет.

Первое решение. Достаточно доказать, что если все висячие вершины дерева T — синие, то синих больше, чем красных. Докажем это индукцией по количеству вершин. База для дерева из одной вершины и для дерева-ёжика, в котором одна вершина соединена с несколькими висячими (не менее, чем двумя) вершинами очевидна.
Рассмотрим дерево T, в котором все висячие вершины — синие. Подвесим его за любую не висячую вершину и рассмотрим нижний уровень — в нем только висячие вершины. (В первый уровень попадает корень дерева — та вершина, за которую оно подвешено, во второй уровень — те вершины, что смежны с вершиной первого уровня, и так далее.) Рассмотрим вершину предпоследнего уровня v. Она смежна с вершиной w из предыдущего уровня и одной или несколькими висячими вершинами из последнего уровня, покрашенными в синий цвет. Значит, v — красная, а w — синяя. Удалим v и все висящие на ней вершины последнего уровня. Мы удалили одну красную вершину и не меньше одной синей. Есть ровно одна вершина, которая могла стать в результате этого висячей — это синяя вершина w. Таким образом, в новом дереве T1 все висячие вершины — синие и по индукционному предположению синих вершин в T1 (а, следовательно, и в T) больше, чем красных.
Второе решение. Предположим, что всего вершин n, а все красные вершины имеют степень не менее 2. Сумма степеней вершин дерева равняется 2n–2, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна n–1. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более (n–1)/2, то есть, менее половины от общего количества, противоречие.
2. У Игоря есть весы, показывающие массу взвешиваемого предмета не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Можно взвешивать любое количество предметов любое количество раз. При каких n Игорь сможет для любого набора из n предметов определить их массы с помощью своих весов?
Ответ: Ни при каких. Решение. В наборе из n предметов зафиксируем один, и пусть весы при любом взвешивании с участием этого предмета завышают вес на 1 г, а без него — занижают. Увеличим вес зафиксированного предмета на 2 г, и пусть теперь весы всегда занижают вес на 1 г. Результаты всех взвешиваний те же, а вес одного из предметов изменился.
3. У Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в t раз (t > 1). Найдите все значения t (не обязательно целые), при которых Хоттабыч всегда может получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника).

Ответ: 
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 Решение. Пусть 
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. В геометрической прогрессии 1, q, q2, … (*) каждый член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих, поэтому ни из каких трёх её членов нельзя составить треугольник. Если у Хоттабыча окажутся палочки длины 1, q, q2, то при t = q3 он не сможет получить треугольник, потому что при любых операциях с палочками их длины всегда будут тремя различными членами прогрессии (*). При t > q достаточно взять палочки длин 1, t, t2, потому что в геометрической прогрессии 1, t, t2, … любой член, начиная с третьего, больше суммы двух предыдущих.
Пусть t < q3, и пусть a1, a2, a3 — наши числа. Ясно, что можно добиться ситуации, когда a1 ≤ a2 ≤ a3 < ta1. Ясно теперь, что если умножением отрезков на t нельзя составить треугольник, то a1+a2 ≤ a3 (1), a2+a3 ≤ ta1 и a3+ta1 ≤ ta2. Отсюда a2+a3 < q3a1 (2) и a3 < q3(a2–a1) (3). Умножим неравенство (1) на q3, неравенство (2) на q2, неравенство (1) на q, и сложим полученные неравенства. После преобразований получим (q2+q)(q2a1+qa2+a3) < q3(q2a1+qa2+a3), что невозможно, ибо q3 =q2+q, а q2a1+qa2+a3 (0.
4. ABCD — ромб, точка P внутри него, но не лежит ни на одной диагонали. Точки M, N, R, Q — это проекции точки P на стороны AB, BC, CD, DA соответственно. Серединные перпендикуляры к отрезкам MN и RQ пересекаются в точке S, а серединные перпендикуляры к отрезкам NR и MQ пересекаются в точке T. Докажите, что PSOT — прямоугольник.

Решение. Пусть K — основание перпендикуляра, опущенного из P на BD. Тогда точки P, O, K, M, N лежат на окружности с диаметром PB. Поскольку BK — биссектриса угла MBN, то MK=KN, то есть точка K лежит на серединном перпендикуляре к MN. Аналогично, K лежит на серединном перпендикуляре к RQ, то есть K = S. Аналогично получаем, что T — основание перпендикуляра, опущенного из P на AC. Теперь утверждение задачи очевидно.
5. В окружность единичного радиуса с центром O вписан правильный 2009–угольник, его вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в трех разноцветных вершинах многоугольника, содержащий точку O.
Решение. Назовём почти диаметрами (ПД) наиболее длинные диагонали 2009-угольника. Их 2009, и они образуют цикл. Поэтому найдётся ПД с разноцветными концами A и B — пусть красным и синим соответственно. Если с той стороны от него, где лежит центр O, найдётся зелёная точка — всё в порядке. В противном случае найдётся зелёная точка C с другой стороны. Проведём ПД CD так, чтобы центр O и точка A были с одной стороны от него. Тогда точка D — красная, иначе треугольник ADC — искомый. По той же причине конец E ПД CE, от которого по одну сторону лежат центр O и точка B, синий. Но тогда искомым треугольником будет CDE.
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB ,BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.

Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
7. Целые числа a, b, c, d различны. Докажите, что количество решений уравнения x3+ax+b = y3+cy+d в целых числах конечно.

Решение. Решений с x = y не более одного. Пусть x > y. Тогда x3–y3 ( x3–(x–1)3 = 3(x–1)2–3(x–1)+1. Но исходное уравнение равносильно уравнению x3–y3 = ax+b–cy–d. Но при всех достаточно больших x выполнено неравенство |ax+b–cy–d |< 3(x–1)2–3(x–1)+1. Случай y > x аналогичен.
8. Назовем самой частой цифрой числа n любую из цифр, встречающихся в десятичной записи не меньшее число раз, чем все остальные цифры. Назовем самой редкой цифрой числа n любую из цифр, встречающихся в десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие–то цифры не встречаются в записи числа n, то самая редкая цифра этого числа — одна из них.) Саша составляет последовательность так, что bn — либо самая редкая, либо самая частая цифра числа n. Может ли Саша получить периодическую последовательность?

Ответ: Нет. Решение. Покажем, что в последовательности есть сколь угодно длинный участок только из цифр 0 и 1. Рассмотрим число n, состоящее из 2k единиц, k двоек, троек, четверок, пятерок, шестерок, семерок, восьмерок и девяток и m нулей на конце, где k много больше m. Тогда у всех чисел от n до n+10m–1 самая частая цифра — 1, а самая редкая — 0. Следовательно, мы нашли нашей последовательности 10m подряд 0 или 1. Но, аналогично, существует участок из 10m подряд 2 или 3, что показывает, что период последовательности должен быть больше 10m для любого m, что очевидно невозможно.
9. Пусть n — нечетное натуральное число. Докажите, что каждое натуральное число, меньшее n, можно представить, как сумму или разность двух чисел от 1 до n–1, взаимно простых с n.
Решение. 
10. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.

Решение. Докажем, что эти цифры совпадают по модулю 5. Так как они обе, как известно, четные, то этого достаточно. Как известно, количество пятерок в разложении k! меньше количества двоек при k ( 2. Следовательно, последняя ненулевая цифра k! при k ( 2 четна, а количество нулей на конце равно количеству пятерок в разложении. Пусть 5 входит с показателем m в разложение n!, тогда нетрудно понять, что 5 входит в разложение (5n)! с показателем m+n. Нам достаточно доказать, что числа (5n)!/10m+n и 2n(n!/10m сравнимы по модулю 5. Отметим, что 1(2(3(4 ( 4 (mod 5). Следовательно, (5n)!/10n+m ( 4n/2n(n!/10m ( 2n (n!/10m (mod 5), что и требовалось доказать.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Вторая лига, 4 тур, краткие решения.

1. У Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 6 раз. Верно ли, что Хоттабыч всегда может получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника.
Ответ: Нет. Решение. В геометрической прогрессии 1, 
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)2, … (*) каждый член, начиная с третьего, больше суммы двух предыдущих, поэтому ни из каких трёх её членов нельзя составить треугольник. Если у Хоттабыча окажутся палочки длины 1, 
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)2, то он не сможет получить треугольник, потому что при любых операциях с палочками их длины всегда будут тремя различными членами прогрессии (*). 
2. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB ,BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.
Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
3. Докажите, что последняя ненулевая цифра числа (5n)! совпадает с последней ненулевой цифрой числа 2n(n!.
Решение. Докажем, что эти цифры совпадают по модулю 5. Так как они обе, как известно, четные, то этого достаточно. Как известно, количество пятерок в разложении k! меньше количества двоек при k ( 2. Следовательно, последняя ненулевая цифра k! при k ( 2 четна, а количество нулей на конце равно количеству пятерок в разложении. Пусть 5 входит с показателем m в разложение n!, тогда нетрудно понять, что 5 входит в разложение (5n)! с показателем m+n. Нам достаточно доказать, что числа (5n)!/10m+n и 2n(n!/10m сравнимы по модулю 5. Отметим, что 1(2(3(4 ( 4 (mod 5). Следовательно, (5n)!/10n+m ( 4n/2n(n!/10m ( 2n (n!/10m (mod 5), что и требовалось доказать.

4. Целые числа a, b, c, d различны. Докажите, что количество решений уравнения x3+ax+b = y3+cy+d в целых числах конечно.
Решение. Решений с x = y не более одного. Пусть x > y. Тогда x3–y3 ( x3–(x–1)3 = 3(x–1)2–3(x–1)+1. Но исходное уравнение равносильно уравнению x3–y3 = ax+b–cy–d. Но при всех достаточно больших x выполнено неравенство |ax+b–cy–d |< 3(x–1)2–3(x–1)+1. Случай y > x аналогичен.
5. В окружность единичного радиуса с центром O вписан правильный 2009-угольник, его вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в трех разноцветных вершинах многоугольника, содержащий точку O.
Решение. Назовём почти диаметрами (ПД) наиболее длинные диагонали 2009-угольника. Их 2009, и они образуют цикл. Поэтому найдётся ПД с разноцветными концами A и B — пусть красным и синим соответственно. Если с той стороны от него, где лежит центр O, найдётся зелёная точка — всё в порядке. В противном случае найдётся зелёная точка C с другой стороны. Проведём ПД CD так, чтобы центр O и точка A были с одной стороны от него. Тогда точка D — красная, иначе треугольник ADC — искомый. По той же причине конец E ПД CE, от которого по одну сторону лежат центр O и точка B, синий. Но тогда искомым треугольником будет CDE.
6. У Игоря есть весы, показывающие массу взвешиваемого предмета не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Можно взвешивать любое количество предметов любое количество раз. При каких n Игорь сможет для любого набора из n предметов определить их массы с помощью своих весов?
Ответ: Ни при каких. Решение. В наборе из n предметов зафиксируем один, и пусть весы при любом взвешивании с участием этого предмета завышают вес на 1 г, а без него — занижают. Увеличим вес зафиксированного предмета на 2 г, и пусть теперь весы всегда занижают вес на 1 г. Результаты всех взвешиваний те же, а вес одного из предметов изменился.
7. В стране 1000 городов соединены 999 дорогами так, что из любого города можно добраться до любого другого (возможно, проезжая через другие города). Все города поделены на две республики, причем в первой республике больше городов, чем во второй. При этом каждая дорога соединяет два города из разных республик. Докажите, что найдется город первой республики, из которого выходит ровно одна дорога.
Решение. Очевидно, граф городов и дорог страны — дерево. Сумма степеней его вершин равняется 1998, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна 999. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более 999/2, то есть, менее половины от общего количества, противоречие.
8. Решите систему уравнений: 
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Ответ. a=b=c=d=e=f=
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. Решение. Если, например, b — наибольшее из чисел, то после вычитания первого уравнения из второго получаем, что левая часть неотрицательна, а правая неположительна. Следовательно, b=a и b=f. Аналогично получаем, что все числа равны. Тогда каждое из них является решением уравнения 4a = (4a)4. 
[image: image32.png]


9. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен радиуса 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна.
Решение. 
[image: image16]См. рисунок.
10. Назовем самой редкой цифрой числа n любую из цифр, встречающихся в десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие–то цифры не встречаются в записи числа n, то самая редкая цифра этого числа — одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр, беря самые редкие цифры чисел 1, 2, 3, ..., n, … . Может ли Саша получить периодическую последовательность?
Ответ: Нет. Решение. Рассмотрим число n, состоящее из 2k единиц, k двоек, троек, четверок, пятерок, шестерок, семерок, восьмерок и девяток и m нулей на конце, где k много больше m. Тогда у всех чисел от n до n+10m–1 самая редкая цифра — 0. Следовательно, мы нашли нашей последовательности 10m подряд нулей. Но, аналогично, существует участок из 10m подряд единиц, что показывает, что период последовательности должен быть больше 10m для любого m, что очевидно невозможно.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая юниорская лига, 4 тур, финал, краткие решения.
1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро).

Первое решение. Достаточно доказать, что если все висячие вершины дерева T — синие, то синих больше, чем красных. Докажем это индукцией по количеству вершин. База для дерева из одной вершины и для дерева-ёжика, в котором одна вершина соединена с несколькими висячими (не менее, чем двумя) вершинами очевидна.
Рассмотрим дерево T, в котором все висячие вершины — синие. Подвесим его за любую не висячую вершину и рассмотрим нижний уровень — в нем только висячие вершины. (В первый уровень попадает корень дерева — та вершина, за которую оно подвешено, во второй уровень — те вершины, что смежны с вершиной первого уровня, и так далее.) Рассмотрим вершину предпоследнего уровня v. Она смежна с вершиной w из предыдущего уровня и одной или несколькими висячими вершинами из последнего уровня, покрашенными в синий цвет. Значит, v — красная, а w — синяя. Удалим v и все висящие на ней вершины последнего уровня. Мы удалили одну красную вершину и не меньше одной синей. Есть ровно одна вершина, которая могла стать в результате этого висячей — это синяя вершина w. Таким образом, в новом дереве T1 все висячие вершины — синие и по индукционному предположению синих вершин в T1 (а, следовательно, и в T) больше, чем красных.
Второе решение. Предположим, что всего вершин n, а все красные вершины имеют степень не менее 2. Сумма степеней вершин дерева равняется 2n–2, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна n–1. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более (n–1)/2, то есть, менее половины от общего количества, противоречие.
2. У старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в t раз (t > 1). Он может сделать такую операцию сколько угодно раз. Найдите все значения t, при которых Хоттабыч сможет добиться, чтобы из его палочек можно было составить треугольник, вне зависимости от первоначальных длин палочек.

Ответ: 
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 Решение. Пусть 
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. В геометрической прогрессии 1, q, q2, … (*) каждый член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих, поэтому ни из каких трёх её членов нельзя составить треугольник. Если у Хоттабыча окажутся палочки длины 1, q, q2, то при t = q3 он не сможет получить треугольник, потому что при любых операциях с палочками их длины всегда будут тремя различными членами прогрессии (*). При t > q достаточно взять палочки длин 1, t, t2, потому что в геометрической прогрессии 1, t, t2, … любой член, начиная с третьего, больше суммы двух предыдущих.

Пусть t < q3, и пусть a1, a2, a3 — наши числа. Ясно, что можно добиться ситуации, когда a1 ≤ a2 ≤ a3 < ta1. Ясно теперь, что если умножением отрезков на t нельзя составить треугольник, то a1+a2 ≤ a3 (1), a2+a3 ≤ ta1 и a3+ta1 ≤ ta2. Отсюда a2+a3 < q3a1 (2) и a3 < q3(a2–a1) (3). Умножим неравенство (1) на q3, неравенство (2) на q2, неравенство (1) на q, и сложим полученные неравенства. После преобразований получим (q2+q)(q2a1+qa2+a3) < q3(q2a1+qa2+a3), что невозможно, ибо q3 =q2+q, а q2a1+qa2+a3 (0.
3. В окружность радиуса 1 с центром O вписан правильный 300-угольник. Его вершины раскрашены в 3 цвета так, что вершин каждого цвета поровну. Докажите, что треугольники с вершинами трех разных цветов целиком покрывают круг радиуса 0,5 с центром O.

Решение. 
4. Есть 12 монет одинакового веса, заведомо большего 10 г. У эксперта есть весы, показывающие массу предметов на чаше не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Для какого наибольшего k эксперт может с помощью этих весов гарантированно доказать суду, что среди этих 12 монет есть не менее k монет одинакового веса?

Ответ: k = 10. Решение. Пусть монеты весят по a г. Взвешивая монеты по одной, эксперт каждый раз будет получать либо a+1, либо a–1. Этим он докажет, что каждая монета весит либо a, либо a–2, либо a+2. Взвешивая монеты по две, эксперт каждый раз будет получать либо 2a+1, либо 2a–1. Этим он докажет, что монет весом a–2 не более одной и монет весом a+2 — тоже. Так он покажет, что монет одинакового веса не меньше 10. Большего он добиться не сможет. В самом деле, пусть весы каждый раз, когда на них есть монета весом a–2, но нет монеты a+2, завышают показания на 1, а каждый раз, когда на них есть монета весом a+2, но нет монеты a–2, занижают показания на 1. Если мы в первом случае заменим монету весом a–2 на монету весом a и попросим весы занизить вес на 1 г, то их показания не изменятся. То же произойдёт, если мы во втором случае заменим монету весом a+2 на монету весом a и попросим весы завысить вес на 1 г. Если на весах лежат обе монеты веса, не равного a, то, заменив их монетами весом a, мы не изменим общего веса монет, и если весы будут ошибаться по-прежнему, то их показания не изменятся. Таким образом, эксперт не сможет отличить ситуацию, когда по монете весом a+2 и a–2 есть, от ситуации, когда их нет.
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно?

Ответ. При n = 2, 3, 4. Решение. Примеры. {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 4). Оценка. Можно считать, что числа ai записаны в порядке возрастания. Тогда суммы a1+a2, a1+a3,, an–2+an и an–1+an равны соответственно первому, второму, предпоследнему и последнему членам прогрессии. Но тогда разность прогрессии равна разности двух первых и двух последних сумм, откуда a3–a2 = an–1–an–2, что равносильно a3+an–2 = a2+an–1. Поскольку при n > 5 все слагаемые, входящие в последнюю сумму, различны, получаем противоречие с условием, что все суммы различны.
Остался случай n = 5. Линейная замена исходных чисел порождает линейную замену попарных сумм. Сделаем такую замену, чтобы прогрессия сумм стала такой: 2, 4, 6, ..., 20. Из равенства
ai = ((ai + aj)+(ai + ak)–(aj + ak))/2 следует, что все ai стали целыми. Если сложить между собой все 10 попарных сумм, то каждое ai войдет 4 раза, поэтому сумма должна делиться на 4. Но 2+4+...+20 = 110 не кратно 4. Снова противоречие.
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.

Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
[image: image33.png]


7. В кузове грузовика ширины, больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна)
Решение. 
[image: image19]См. рисунок.
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую с некоторого места?
Ответ: Нет. Решение. Рассмотрим число n, состоящее из 2k единиц, k двоек, троек, четверок, пятерок, шестерок, семерок, восьмерок и девяток и m нулей на конце, где k много больше m. Тогда у всех чисел от n до n+10m–1 самая редкая цифра — 0. Следовательно, мы нашли нашей последовательности 10m подряд нулей. Но, аналогично, существует участок из 10m подряд единиц, что показывает, что период последовательности должен быть больше 10m для любого m, что очевидно невозможно.
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу?
Ответ. При N = 30. Решение. Пример. Сделаем ровно 27 различных высот строк и 30 различных ширин столбцов. Тогда, если все эти числа различны, то различных прямоугольников ровно 27(30 = 810. Сделаем теперь 5 различных ширин равными 5 высотам. На пересечении соответствующих строк и столбцов возникнет (52–5)/2 = 10 пар равных прямоугольников. Итого различных прямоугольников 810–10 = 800. Оценка. Если есть c различных по ширине столбцов и r различных по высоте строк, а при этом для k различных высот строк совпадают с ширинами столбцов, то всего различных прямоугольников
cr – k(k–1)/2. Так как 282 < 800, достаточно проверить лишь случай N = 29. В случае c = r = 29 должно быть k(k–1)/2 = 292–800 = 61 — решений в целых числах нет. В случае c = 28, r = 29 должно быть
k(k–1)/2 = 28(29–800 = 12 — решений в целых числах тоже нет. А 27(29 < 800.
10. Найдите все такие натуральные n, для которых последняя ненулевая цифра числа (5n)! равна последней ненулевой цифре числа 2n∙n!.
Ответ: Таких нет. Решение. Докажем, что последние ненулевые цифры указанных чисел совпадают по модулю 5. Так как они обе, как известно, четные, то этого достаточно. Как известно, количество пятерок в разложении k! меньше количества двоек при k ( 2. Следовательно, последняя ненулевая цифра k! при k ( 2 четна, а количество нулей на конце равно количеству пятерок в разложении. Пусть 5 входит с показателем m в разложение n!, тогда нетрудно понять, что 5 входит в разложение (5n)! с показателем m+n. Нам достаточно доказать, что числа (5n)!/10m+n и 2n(n!/10m сравнимы по модулю 5. Отметим, что 1(2(3(4 ( 4 (mod 5). Следовательно, (5n)!/10n+m ( 4n/2n(n!/10m ( 2n (n!/10m (mod 5), что и требовалось доказать.

XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Высшая юниорская лига, 4 тур, бои за 3 и 5 места, краткие решения.
1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро).

Первое решение. Достаточно доказать, что если все висячие вершины дерева T — синие, то синих больше, чем красных. Докажем это индукцией по количеству вершин. База для дерева из одной вершины и для дерева-ёжика, в котором одна вершина соединена с несколькими висячими (не менее, чем двумя) вершинами очевидна.
Рассмотрим дерево T, в котором все висячие вершины — синие. Подвесим его за любую не висячую вершину и рассмотрим нижний уровень — в нем только висячие вершины. (В первый уровень попадает корень дерева — та вершина, за которую оно подвешено, во второй уровень — те вершины, что смежны с вершиной первого уровня, и так далее.) Рассмотрим вершину предпоследнего уровня v. Она смежна с вершиной w из предыдущего уровня и одной или несколькими висячими вершинами из последнего уровня, покрашенными в синий цвет. Значит, v — красная, а w — синяя. Удалим v и все висящие на ней вершины последнего уровня. Мы удалили одну красную вершину и не меньше одной синей. Есть ровно одна вершина, которая могла стать в результате этого висячей — это синяя вершина w. Таким образом, в новом дереве T1 все висячие вершины — синие и по индукционному предположению синих вершин в T1 (а, следовательно, и в T) больше, чем красных.
Второе решение. Предположим, что всего вершин n, а все красные вершины имеют степень не менее 2. Сумма степеней вершин дерева равняется 2n–2, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна n–1. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более (n–1)/2, то есть, менее половины от общего количества, противоречие.
2. У старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 4 раза. Верно ли, что Хоттабыч всегда может получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника.
Ответ: Верно. Решение. Пусть 
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 — положительный корень уравнения q2 = q+1. Заметим, что 4 < q3. Пусть a1, a2, a3 — наши числа. Ясно, что можно добиться ситуации, когда a1 ≤ a2 ≤ a3 < 4a1. Ясно теперь, что если умножением отрезков на 4 нельзя составить треугольник, то a1+a2 ≤ a3 (1), a2+a3 ≤ 4a1 и a3+4a1 ≤ 4a2. Отсюда a2+a3 < q3a1 (2) и a3 < q3(a2–a1) (3). Умножим неравенство (1) на q3, неравенство (2) на q2, неравенство (1) на q, и сложим полученные неравенства. После преобразований получим (q2+q)(q2a1+qa2+a3) < q3(q2a1+qa2+a3), что невозможно, ибо q3 =q2+q, а q2a1+qa2+a3 (0.
3. В окружность единичного радиуса с центром O вписан правильный 105–угольник, его вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в трех разноцветных вершинах многоугольника, содержащий точку O.
Решение. Назовём почти диаметрами (ПД) наиболее длинные диагонали 105-угольника. Их 105, и они образуют цикл. Поэтому найдётся ПД с разноцветными концами A и B — пусть красным и синим соответственно. Если с той стороны от него, где лежит центр O, найдётся зелёная точка — всё в порядке. В противном случае найдётся зелёная точка C с другой стороны. Проведём ПД CD так, чтобы центр O и точка A были с одной стороны от него. Тогда точка D — красная, иначе треугольник ADC — искомый. По той же причине конец E ПД CE, от которого по одну сторону лежат центр O и точка B, синий. Но тогда искомым треугольником будет CDE.
4. Есть 12 монет одинакового веса, заведомо большего 10 г. У эксперта есть весы, показывающие массу предметов на чаше не совсем правильно — либо на один грамм больше настоящего значения, либо на один грамм меньше (каждый раз весы обязательно ошибаются, но неизвестно, в какую сторону). Для какого наибольшего k эксперт может с помощью этих весов гарантированно доказать суду, что среди этих 12 монет есть не менее k монет одинакового веса?

Ответ: k = 10. Решение. Пусть монеты весят по a г. Взвешивая монеты по одной, эксперт каждый раз будет получать либо a+1, либо a–1. Этим он докажет, что каждая монета весит либо a, либо a–2, либо a+2. Взвешивая монеты по две, эксперт каждый раз будет получать либо 2a+1, либо 2a–1. Этим он докажет, что монет весом a–2 не более одной и монет весом a+2 — тоже. Так он покажет, что монет одинакового веса не меньше 10. Большего он добиться не сможет. В самом деле, пусть весы каждый раз, когда на них есть монета весом a–2, но нет монеты a+2, завышают показания на 1, а каждый раз, когда на них есть монета весом a+2, но нет монеты a–2, занижают показания на 1. Если мы в первом случае заменим монету весом a–2 на монету весом a и попросим весы занизить вес на 1 г, то их показания не изменятся. То же произойдёт, если мы во втором случае заменим монету весом a+2 на монету весом a и попросим весы завысить вес на 1 г. Если на весах лежат обе монеты веса, не равного a, то, заменив их монетами весом a, мы не изменим общего веса монет, и если весы будут ошибаться по-прежнему, то их показания не изменятся. Таким образом, эксперт не сможет отличить ситуацию, когда по монете весом a+2 и a–2 есть, от ситуации, когда их нет.
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно?

Ответ. При n = 2, 3, 4. Решение. Примеры. {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 4). Оценка. Можно считать, что числа ai записаны в порядке возрастания. Тогда суммы a1+a2, a1+a3,, an–2+an и an–1+an равны соответственно первому, второму, предпоследнему и последнему членам прогрессии. Но тогда разность прогрессии равна разности двух первых и двух последних сумм, откуда a3–a2 = an–1–an–2, что равносильно a3+an–2 = a2+an–1. Поскольку при n > 5 все слагаемые, входящие в последнюю сумму, различны, получаем противоречие с условием, что все суммы различны.
Остался случай n = 5. Линейная замена исходных чисел порождает линейную замену попарных сумм. Сделаем такую замену, чтобы прогрессия сумм стала такой: 2, 4, 6, ..., 20. Из равенства
ai = ((ai + aj)+(ai + ak)–(aj + ak))/2 следует, что все ai стали целыми. Если сложить между собой все 10 попарных сумм, то каждое ai войдет 4 раза, поэтому сумма кратна 4. Но 2+4+...+20 = 110 не кратно 4. Снова противоречие.
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.

Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
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7. В кузове грузовика ширины, больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна)
Решение. 
[image: image21]
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую с некоторого места?
Ответ: Нет. Решение. Рассмотрим число n, состоящее из 2k единиц, k двоек, троек, четверок, пятерок, шестерок, семерок, восьмерок и девяток и m нулей на конце, где k много больше m. Тогда у всех чисел от n до n+10m–1 самая редкая цифра — 0. Следовательно, мы нашли нашей последовательности 10m подряд нулей. Но, аналогично, существует участок из 10m подряд единиц, что показывает, что период последовательности должен быть больше 10m для любого m, что очевидно невозможно.
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу?
Ответ. При N = 30. Решение. Пример. Сделаем ровно 27 различных высот строк и 30 различных ширин столбцов. Тогда, если все эти числа различны, то различных прямоугольников ровно 27(30 = 810. Сделаем теперь 5 различных ширин равными 5 высотам. На пересечении соответствующих строк и столбцов возникнет (52–5)/2 = 10 пар равных прямоугольников. Итого различных прямоугольников 810–10 = 800. Оценка. Если есть c различных по ширине столбцов и r различных по высоте строк, а при этом для k различных высот строк совпадают с ширинами столбцов, то всего различных прямоугольников
cr – k(k–1)/2. Так как 282 < 800, достаточно проверить лишь случай N = 29. В случае c = r = 29 должно быть k(k–1)/2 = 292–800 = 61 — решений в целых числах нет. В случае c = 28, r = 29 должно быть
k(k–1)/2 = 28(29–800 = 12 — решений в целых числах тоже нет. А 27(29 < 800.
10. Найдите все такие натуральные n, для которых последняя ненулевая цифра числа (5n)! равна последней ненулевой цифре числа 2n∙n!.
Ответ: Таких нет. Решение. Докажем, что последние ненулевые цифры указанных чисел совпадают по модулю 5. Так как они обе, как известно, четные, то этого достаточно. Как известно, количество пятерок в разложении k! меньше количества двоек при k ( 2. Следовательно, последняя ненулевая цифра k! при k ( 2 четна, а количество нулей на конце равно количеству пятерок в разложении. Пусть 5 входит с показателем m в разложение n!, тогда нетрудно понять, что 5 входит в разложение (5n)! с показателем m+n. Нам достаточно доказать, что числа (5n)!/10m+n и 2n(n!/10m сравнимы по модулю 5. Отметим, что 1(2(3(4 ( 4 (mod 5). Следовательно, (5n)!/10n+m ( 4n/2n(n!/10m ( 2n (n!/10m (mod 5), что и требовалось доказать.

XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Юниорская группа, 4 тур, стыковые бои высшей и первой лиг, краткие решения.
1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро).

Первое решение. Достаточно доказать, что если все висячие вершины дерева T — синие, то синих больше, чем красных. Докажем это индукцией по количеству вершин. База для дерева из одной вершины и для дерева-ёжика, в котором одна вершина соединена с несколькими висячими (не менее, чем двумя) вершинами очевидна.
Рассмотрим дерево T, в котором все висячие вершины — синие. Подвесим его за любую не висячую вершину и рассмотрим нижний уровень — в нем только висячие вершины. (В первый уровень попадает корень дерева — та вершина, за которую оно подвешено, во второй уровень — те вершины, что смежны с вершиной первого уровня, и так далее.) Рассмотрим вершину предпоследнего уровня v. Она смежна с вершиной w из предыдущего уровня и одной или несколькими висячими вершинами из последнего уровня, покрашенными в синий цвет. Значит, v — красная, а w — синяя. Удалим v и все висящие на ней вершины последнего уровня. Мы удалили одну красную вершину и не меньше одной синей. Есть ровно одна вершина, которая могла стать в результате этого висячей — это синяя вершина w. Таким образом, в новом дереве T1 все висячие вершины — синие и по индукционному предположению синих вершин в T1 (а, следовательно, и в T) больше, чем красных.
Второе решение. Предположим, что всего вершин n, а все красные вершины имеют степень не менее 2. Сумма степеней вершин дерева равняется 2n–2, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна n–1. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более (n–1)/2, то есть, менее половины от общего количества, противоречие.
2. У старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 3 раза. Верно ли, что Хоттабыч всегда может получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника.
Ответ: Верно. Решение. Пусть a1, a2, a3 — наши числа. Ясно, что можно добиться ситуации, когда a1 ≤ a2 ≤ a3 < 3a1. Если умножением отрезков на 3 нельзя составить треугольник, то a1+a2 ≤ a3 и a2+a3 ≤ 3a1. Складывая два этих неравенства, получаем 2a2 ≤ 2a1  Отсюда a2=a1, но тогда получается треугольник (a3, 3a1, 3a2).
3. 35 вершин правильного 105-угольника окрашены в белый, 35 — в синий и 35 — в красный цвет. Докажите, что центр 105-угольника лежит внутри какого-то треугольника с разноцветными вершинами.
Решение. Назовём почти диаметрами (ПД) наиболее длинные диагонали 105-угольника. Их 105, и они образуют цикл. Поэтому найдётся ПД с разноцветными концами A и B — пусть красным и синим соответственно. Если с той стороны от него, где лежит центр O, найдётся зелёная точка — всё в порядке. В противном случае найдётся зелёная точка C с другой стороны. Проведём ПД CD так, чтобы центр O и точка A были с одной стороны от него. Тогда точка D — красная, иначе треугольник ADC — искомый. По той же причине конец E ПД CE, от которого по одну сторону лежат центр O и точка B, синий. Но тогда искомым треугольником будет CDE.
4. Имеются бешеные весы, которые всегда показывают вес либо на 1 г больше, либо на 1 г меньше истинного веса груза на чаше. Всегда ли с помощью бешеных весов можно определить точные веса десяти монет?
Ответ: Нет. Зафиксируем одну монету, и пусть весы при любом взвешивании с её участием дмета завышают вес на 1 г, а без него — занижают. Увеличим вес зафиксированной монеты на 2 г, и пусть теперь весы всегда занижают вес на 1 г. Результаты всех взвешиваний те же, а вес одной из монет изменился.
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j )— различны и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно?

Ответ. При n = 2, 3, 4. Решение. Примеры. {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 4). Оценка. Можно считать, что числа ai записаны в порядке возрастания. Тогда суммы a1+a2, a1+a3,, an–2+an и an–1+an равны соответственно первому, второму, предпоследнему и последнему членам прогрессии. Но тогда разность прогрессии равна разности двух первых и двух последних сумм, откуда a3–a2 = an–1–an–2, что равносильно a3+an–2 = a2+an–1. Поскольку при n > 5 все слагаемые, входящие в последнюю сумму, различны, получаем противоречие с условием, что все суммы различны.
Остался случай n = 5. Линейная замена исходных чисел порождает линейную замену попарных сумм. Сделаем такую замену, чтобы прогрессия сумм стала такой: 2, 4, 6, ..., 20. Из равенства
ai = ((ai + aj)+(ai + ak)–(aj + ak))/2 следует, что все ai стали целыми. Если сложить между собой все 10 попарных сумм, то каждое ai войдет 4 раза, поэтому сумма должна делиться на 4. Но 2+4+...+20 = 110 не кратно 4. Снова противоречие.
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.

Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
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7. В кузове грузовика ширины, больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рисунке не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна

Решение. 
[image: image22]См. рисунок
8. Назовем самой редкой цифрой числа любую из цифр, встречающихся в его десятичной записи не большее число раз, чем все остальные цифры. (В частности, если какие-то цифры в записи числа не встречаются, то самая редкая цифра – одна из них.) Саша составляет бесконечную последовательность цифр по такому правилу: на k-тое место он ставит любую из самых редких цифр числа k. Может ли Саша получить последовательность, периодическую с некоторого места?
Ответ: Нет. Решение. Рассмотрим число n, состоящее из 2k единиц, k двоек, троек, четверок, пятерок, шестерок, семерок, восьмерок и девяток и m нулей на конце, где k много больше m. Тогда у всех чисел от n до n+10m–1 самая редкая цифра — 0. Следовательно, мы нашли нашей последовательности 10m подряд нулей. Но, аналогично, существует участок из 10m подряд единиц, что показывает, что период последовательности должен быть больше 10m для любого m, что очевидно невозможно.
9. Прямоугольная доска разбита прямыми, параллельными сторонам, на N строк и N столбцов, то есть на N2 клеток-прямоугольников. При каком наименьшем N среди этих клеток может быть ровно 800 прямоугольников, не равных друг другу?
Ответ. При N = 30. Решение. Пример. Сделаем ровно 27 различных высот строк и 30 различных ширин столбцов. Тогда, если все эти числа различны, то различных прямоугольников ровно 27(30 = 810. Сделаем теперь 5 различных ширин равными 5 высотам. На пересечении соответствующих строк и столбцов возникнет (52–5)/2 = 10 пар равных прямоугольников. Итого различных прямоугольников 810–10 = 800. Оценка. Если есть c различных по ширине столбцов и r различных по высоте строк, а при этом для k различных высот строк совпадают с ширинами столбцов, то всего различных прямоугольников
cr – k(k–1)/2. Так как 282 < 800, достаточно проверить лишь случай N = 29. В случае c = r = 29 должно быть k(k–1)/2 = 292–800 = 61 — решений в целых числах нет. В случае c = 28, r = 29 должно быть
k(k–1)/2 = 28(29–800 = 12 — решений в целых числах тоже нет. А 27(29 < 800.
10. Натуральные числа a, b, c таковы, что a2+b2 = c2. Докажите, что число 
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не может быть целым.
Решение. Не умаляя общности, мы можем считать числа a и b взаимно простыми. Имеем: 
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. Поэтому если 
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 целое, то и 
[image: image26.wmf]2

c

ab

 целое, то есть c2 делится на ab. Но тогда b2 делится на a. Противоречие.
XII МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ОМСК, 1-8.11.2008
Первая юниорская лига, 4 тур, краткие решения.

1. Вершины дерева окрашены в красный и синий цвета так, что любые две смежные вершины — разного цвета. Красных вершин не меньше, чем синих. Докажите, что в этом дереве имеется висячая красная вершина. (Дерево — это связный граф без циклов. Из висячей вершины выходит ровно одно ребро).

Первое решение. Достаточно доказать, что если все висячие вершины дерева T — синие, то синих больше, чем красных. Докажем это индукцией по количеству вершин. База для дерева из одной вершины и для дерева-ёжика, в котором одна вершина соединена с несколькими висячими (не менее, чем двумя) вершинами очевидна.
Рассмотрим дерево T, в котором все висячие вершины — синие. Подвесим его за любую не висячую вершину и рассмотрим нижний уровень — в нем только висячие вершины. (В первый уровень попадает корень дерева — та вершина, за которую оно подвешено, во второй уровень — те вершины, что смежны с вершиной первого уровня, и так далее.) Рассмотрим вершину предпоследнего уровня v. Она смежна с вершиной w из предыдущего уровня и одной или несколькими висячими вершинами из последнего уровня, покрашенными в синий цвет. Значит, v — красная, а w — синяя. Удалим v и все висящие на ней вершины последнего уровня. Мы удалили одну красную вершину и не меньше одной синей. Есть ровно одна вершина, которая могла стать в результате этого висячей — это синяя вершина w. Таким образом, в новом дереве T1 все висячие вершины — синие и по индукционному предположению синих вершин в T1 (а, следовательно, и в T) больше, чем красных.
Второе решение. Предположим, что всего вершин n, а все красные вершины имеют степень не менее 2. Сумма степеней вершин дерева равняется 2n–2, а суммы степеней красных и синих вершин, очевидно, равны. Таким образом, сумма степеней красных вершин равна n–1. Если степень любой красной вершины не меньше 2, то их количество не более (n–1)/2, то есть менее половины от общего количества, противоречие.
2. У старика Хоттабыча есть три палочки. Вырвав из бороды волосок, он может удлинить любую выбранную им палочку ровно в 2 раза. Верно ли, что Хоттабыч всегда может получить три отрезка, являющиеся сторонами треугольника.
Ответ: Верно. Решение. Пусть длины палочек равны a ≤ b ≤ c, а натуральное n таково, что 2n > с. Тогда найдутся такие степени двойки, что числа 2n ≤ 2ka, 2lb, 2mc < 2n+1. Поскольку наибольшее из них меньше суммы двух меньших, то из палочек такой длины можно составить треугольник.
3. Три вершины правильного девятиугольника окрашены в белый, три — в синий и три — в красный цвет. Докажите, что центр девятиугольника лежит внутри какого-то треугольника с разноцветными вершинами.

Решение. Назовём почти диаметрами (ПД) наиболее длинные диагонали девятиугольника. Их 9, и они образуют цикл. Поэтому найдётся ПД с разноцветными концами A и B — пусть красным и синим соответственно. Если с той стороны от него, где лежит центр O, найдётся зелёная точка — всё в порядке. В противном случае найдётся зелёная точка C с другой стороны. Проведём ПД CD так, чтобы центр O и точка A были с одной стороны от него. Тогда точка D — красная, иначе треугольник ADC — искомый. По той же причине конец E ПД CE, от которого по одну сторону лежат центр O и точка B, синий. Но тогда искомым треугольником будет CDE.
4. Имеются бешеные весы, которые всегда показывают вес либо на 1 г больше, либо на 1 г меньше истинного веса груза на чаше. Всегда ли с помощью бешеных весов можно определить точные веса десяти монет?
Ответ: Нет. Зафиксируем одну монету, и пусть весы при любом взвешивании с её участием всегда завышают вес на 1 г, а без него — занижают. Увеличим вес зафиксированной монеты на 2 г, и пусть теперь весы всегда занижают вес на 1 г. Результаты всех взвешиваний те же, а вес одной из монет изменился.
5. Даны n действительных чисел a1, a2, …, an. Известно, что все попарные суммы ai+aj (i ≠ j) – различны и в порядке возрастания образуют арифметическую прогрессию. При каких n такое возможно?

Ответ. При n = 2, 3, 4. Решение. Примеры. {0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 4). Оценка. Можно считать, что числа ai записаны в порядке возрастания. Тогда суммы a1+a2, a1+a3,, an–2+an и an–1+an равны соответственно первому, второму, предпоследнему и последнему членам прогрессии. Но тогда разность прогрессии равна разности двух первых и двух последних сумм, откуда a3–a2 = an–1–an–2, что равносильно a3+an–2 = a2+an–1. Поскольку при n > 5 все слагаемые, входящие в последнюю сумму, различны, получаем противоречие с условием, что все суммы различны.
Остался случай n = 5. Линейная замена исходных чисел порождает линейную замену попарных сумм. Сделаем такую замену, чтобы прогрессия сумм стала такой: 2, 4, 6, ..., 20. Из равенства
ai = ((ai + aj)+(ai + ak)–(aj + ak))/2 следует, что все ai стали целыми. Если сложить между собой все 10 попарных сумм, то каждое ai войдет 4 раза, поэтому сумма должна делиться на 4. Но 2+4+...+20 = 110 не кратно 4. Снова противоречие.
6. Точка I — центр вписанной окружности, а G — точка пересечения медиан треугольника ABC. Точки GA, GB, GC — точки пересечения медиан треугольников AIB, BIC, CIA соответственно. Докажите, что G — центр вписанной окружности треугольника GAGBGC.

Решение. Проведём гомотетию с центром G и коэффициентом –1/2. Точка I перейдёт в центр J окружности, вписанной в треугольник A′B′C′ из средних линий треугольника ABC. Проведём гомотетию с центром I и коэффициентом 2/3. Треугольник A′B′C′ перейдёт в треугольник GAGBGC, а точка J — в точку G.
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7. В кузове грузовика ширины больше 3, но меньше 4 лежат десять бревен диаметра 1 как на рисунке. Первое касается левой стенки и дна, третье — правой стенки и дна, а второе — только дна. На втором слое бревно 4 касается 1 и 2, бревно 5 — бревен 2 и 3. На третьем слое бревно 6 касается боковой стенки и 4, бревно 7 — бревен 4 и 5, бревно 8 — стенки и бревна 5. Аналогично выстраиваем четвертый слой и пятый, который на рис. не показан. Докажите, что все бревна пятого слоя находятся на одном расстоянии от дна

Решение. 
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8. Натуральные числа a, b, c таковы, что a2+b2 = c2. Докажите, что 
[image: image28.wmf]2
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не может быть целым.
Решение. Не умаляя общности, мы можем считать числа a и b взаимно простыми. Имеем: 
[image: image29.wmf]2
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. Поэтому если 
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 целое, то и 
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 целое, то есть c2 делится на ab. Но тогда b2 делится на a. Противоречие.
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