Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Второй тур 01.12.11. Высшая лига.

1. Клетчатый прямоугольник m(n склеили в тор (m, n ( 2). После этого на каждой стороне клетки поставили стрелку так, что в каждую вершину входит ровно по две стрелки. Докажите, что в полученном графе есть простой чётный цикл. (Dan Schwarz)
2. Найдите все функции f : (0, +() ( (0, +() такие, что при всех x, y, z ( (0, +(), где x+y > z, выполнено равенство 
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. (Монголия, отбор на ММО, 2008)
3. Точка I — центр вписанной окружности остроугольного неравнобедренного треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны AB в точке Q. На стороне AB отмечена точка T такая, что IT || CQ. Прямая, проходящая через T, касается вписанной окружности в точке K ( Q и пересекает прямые CA и CB в точках L и N соответственно. Докажите, что T — середина отрезка LN. (Белоруссия, 2010, Я. Константиновский)
4. Докажите, что для любого натурального m > 1 и любого целого r, 0 ≤ r < m, существует натуральное n такое, что показатель степени, в которой 2 входит в разложение на простые множители числа n!, дает остаток r при делении на m. (Монголия, отбор на ММО, 2011)
5. На плоскости из точки O выпущены три луча, составляющие друг с другом углы 120(. В некоторые три различные момента времени Женя пускает по ним из точки O трёх жуков, бегущих с равными скоростями. Сколько может оказаться моментов времени, в которые эти жуки находятся в вершинах прямоугольного треугольника? (И. Богданов)
6. На прямой отмечен отрезок AB. При помощи циркуля и линейки отметьте точку C на AB такую, что AB = 14 AC, проведя не более 5 линий. (Разрешается отмечать точки, проводить прямую через две отмеченные точки и окружность с отмеченным центром, проходящую через отмеченную точку.) (Nieuw Archief, небольшое усложнение)
7. Произведение положительных чисел x1, x2, ..., xn равно 1. Докажите, что существует натуральное k ≤ n, для которого 
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. (Южная Африка, 2005)
8. В треугольнике ABC с AB ( AC точка O — центр описанной окружности (, H — ортоцентр. Продолжение медианы AM пересекает ( в точке N. Окружность, построенная на AM как на диаметре, пересекает ( в точках A и P. Докажите, что прямые AP, BC и OH пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда AH = HN. (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2006)
9. На клетчатой доске отмечено несколько клеток. Ладья ходит только по отмеченным клеткам (возможно, перепрыгивая через неотмеченные). Известно, что эта ладья может дойти от любой отмеченной клетки до любой другой за два хода. Докажите, что существует горизонталь, на которую ладья может попасть из любой отмеченной клетки за один ход. Напомним, что ладья ходит по горизонтали или вертикали на любое число клеток.  (C. Волчёнков)
10. Есть 100 слив с косточками. Веса любых двух слив отличаются не более, чем вдвое, и веса любых двух косточек тоже отличаются не более, чем вдвое. Общий вес косточек втрое меньше общего веса слив. Докажите, что сливы можно разделить на две кучки по 50 штук так, чтобы в каждой кучке доля косточек была меньше 35%. (А. Шаповалов)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Второй тур 01.12.11. Первая лига.

1. В графе есть рёбра веса 1 и рёбра веса 2. Известно, что для каждой вершины сумма весов ребер с концом в этой вершине нечетна. Докажите, что можно ориентировать рёбра графа так, чтобы для каждой вершины сумма весов входящих в нее ребер отличалась от суммы весов выходящих из нее ребер не более, чем на 1. (США, отбор на ММО, 2011)
2. Натуральные числа k, m, n таковы, что k > n > 1 и НОД(k, n) = 1. Докажите, что если km–nm–1 делится на k–n, то k ≤ 2n–1. (Индонезия, 2003)
3. Точка I — центр вписанной окружности остроугольного неравнобедренного треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны AB в точке Q. На стороне AB отмечена точка T такая, что IT || CQ. Прямая, проходящая через T, касается вписанной окружности в точке K ( Q и пересекает прямые CA и CB в точках L и N соответственно. Докажите, что T — середина отрезка LN. (Белоруссия, 2010, Я. Константиновский)
4. Докажите, что для любого натурального m > 1 существует натуральное n > 1 такое, что показатель степени, в которой 2 входит в разложение на простые множители числа n!, делится на m. (Монголия, отбор на ММО, 2011, упрощение)
5. На плоскости из точки O выпущены три луча, составляющие друг с другом углы 120(. В некоторые три различные момента времени Женя пускает по ним из точки O трёх жуков, бегущих с равными скоростями. Сколько может оказаться моментов времени, в которые эти жуки находятся в вершинах прямоугольного треугольника? (И. Богданов)
6. На прямой отмечен отрезок AB. При помощи циркуля и линейки отметьте точку C на AB такую, что AB = 6AC, проведя не более 4 линий. (Разрешается отмечать точки, проводить прямую через две отмеченные точки и окружность с отмеченным центром, проходящую через отмеченную точку.) (Nieuw Archief voor Wiskunde, 2010, небольшое усложнение)
7. Произведение положительных чисел x1, x2, ..., xn равно 1. Докажите, что существует натуральное k ≤ n, для которого 
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8. В треугольнике ABC с AB ( AC точка O — центр описанной окружности (, H — ортоцентр. Продолжение медианы AM пересекает ( в точке N. Окружность, построенная на AM как на диаметре, пересекает ( в точках A и P. Докажите, что прямые AP, BC и OH пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда AH = HN. (Олимпиада Rioplatense, 2006)
9. На клетчатой доске отмечено несколько клеток. Ладья ходит только по отмеченным клеткам (возможно, перепрыгивая через неотмеченные). Известно, что эта ладья может дойти от любой отмеченной клетки до любой другой за два хода. Докажите, что существует горизонталь, на которую ладья может попасть из любой отмеченной клетки за один ход. Напомним, что ладья ходит по горизонтали или вертикали на любое число клеток. (C. Волчёнков)
10. Есть 100 слив с косточками. Веса любых двух слив отличаются не более, чем вдвое, и веса любых двух косточек тоже отличаются не более, чем вдвое. Общий вес косточек втрое меньше общего веса слив. Докажите, что сливы можно разделить на две кучки по 50 штук так, чтобы в каждой кучке доля косточек была меньше 40%. (А. Шаповалов)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Второй тур 01.12.11. Вторая лига.

1. В треугольнике ABC AB = c, BC = a, AC = b. Окружность, проходящая через точки A и B, пересекает сторону AC в точке M, а сторону BC в точке P. Найдите длину хорды MP, если известно, что на этой хорде лежит центр вписанной окружности треугольника ABC. (Болгарские олимпиады)
2. На клетчатой доске отмечено несколько клеток. Ладья ходит только по отмеченным клеткам (возможно, перепрыгивая через неотмеченные). Известно, что эта ладья может дойти от любой отмеченной клетки до любой другой за два хода. Докажите, что существует горизонталь, на которую ладья может попасть из любой отмеченной клетки за один ход. Напомним, что ладья ходит по горизонтали или вертикали на любое число клеток. (C. Волчёнков)
3. Есть килограмм маслин разного веса с косточками. Доля косточек в общем весе маслин равна 1/4. Петя и Вася берут по очереди по одной маслине (начинает Петя), пока не разберут все. Докажите, что Петя может добиться, чтобы доля косточек в общем весе выбранных им маслин была ближе к 1/4, чем аналогичная доля у Васи. (А. Шаповалов)
4. Несколько чисел выписаны в строчку. Если оказывается, что какое-то число больше другого, но стоит в ряду левее него (не обязательно рядом), то эти два числа меняют местами и умножают на 2. Верно ли что этот процесс обязательно завершится? (С. Волченков)
5. Петя задумал натуральное число x ( 10000. За один вопрос Вася предъявляет квадратный трехчлен, а Петя отвечает, больше, меньше или равен 0 этот трехчлен в точке x. Может ли Вася гарантированно найти x за 12 вопросов? (А. Шаповалов)
6. На плоскости нарисована прямая, на которой отмечен отрезок. При помощи циркуля и линейки отсеките от него шестую часть, проведя не более 4 линий. (Разрешается отмечать точки, проводить прямую через две отмеченные точки и окружность с отмеченным центром, проходящую через отмеченную точку. (Nieuw Archief, 2010-3)
7. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом A углы B и C не равны. Окружность с центром в некоторой точке O, проходящая через B и C, пересекает катеты AB и AC в точках P и Q соответственно. Высота AS пересекает отрезок PQ в точке K. M — середина гипотенузы BC. Докажите, что AKOM — параллелограмм. (Юниорская Балканиада, 2001, shortlist)
8. Какое наименьшее количество целых чисел (не обязательно положительных) нужно вставить между числами 1 и 2011 так, чтобы сумма любых двух соседних чисел в этом ряду была степенью двойки? (USA, Math Talent Search, 2011)
9. Произведение чисел a, b, c равно 1. Может ли каждое из чисел: 
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 быть больше 1? (Румынские олимпиады)
10. Два многочлена с целыми коэффициентами степени n > 1 подобраны так, что они имеют общий рациональный корень r, их коэффициенты при xn–1 совпадают, а разность коэффициентов при xn есть простое число. Докажите, что число r целое. (Индия, 2011)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Второй тур 01.12.11. Высшая юниорская лига.

1. Натуральные числа k, m, n таковы, что k > n > 1 и НОД(k, n) = 1. Докажите, что если
km–nm–1 делится на k–n, то k ≤ 2n–1. (Индонезия, 2003)
2. Есть 100 слив с косточками. Веса любых двух слив отличаются не более, чем вдвое, и веса любых двух косточек тоже отличаются не более, чем вдвое. Общий вес косточек втрое меньше общего веса слив. Докажите, что сливы можно разделить на две кучки по 50 штук так, чтобы в каждой кучке доля косточек была меньше 40%. (А. Шаповалов)
3. Точка I — центр вписанной окружности остроугольного неравнобедренного треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны AB в точке Q. На стороне AB отмечена точка T такая, что IT || CQ. Прямая, проходящая через T, касается вписанной окружности в точке K ( Q и пересекает прямые CA и CB в точках L и N соответственно. Докажите, что T — середина отрезка LN. (Белоруссия, 2010, Я. Константиновский)
4. Докажите, что для любого натурального m > 1 и любого целого r, 0 ≤ r < m, существует натуральное n такое, что показатель степени, в которой 2 входит в разложение на простые множители числа n!, дает остаток r при делении на m. (Монголия, отбор на ММО, 2011)
5. На плоскости из точки O выпущены три луча, составляющие друг с другом углы 120(. В некоторые три различные момента времени Женя пускает по ним из точки O трёх жуков, бегущих с равными скоростями. Сколько может оказаться моментов времени, в которые эти жуки находятся в вершинах прямоугольного треугольника? (И. Богданов)
6. На прямой отмечен отрезок AB. При помощи циркуля и линейки отметьте точку C на AB такую, что AB = 6AC, проведя не более 4 линий. (Разрешается отмечать точки, проводить прямую через две отмеченные точки и окружность с отмеченным центром, проходящую через отмеченную точку.) (Nieuw Archief, небольшое усложнение)
7. Докажите, что (ab+bc+ca–1)2 ≤ (a2+1)(b2+1)(c2+1) при всех вещественных a, b и c. (Индонезия, отбор на ММО, 2007)
8. Петя задумал натуральное число x ( 10000. За один вопрос Вася предъявляет квадратный трехчлен, а Петя отвечает, больше, меньше или равен 0 этот трехчлен в точке x. Может ли Вася гарантированно найти x за 12 вопросов? (А. Шаповалов)
9. На клетчатой доске отмечено несколько клеток. Ладья ходит только по отмеченным клеткам (возможно, перепрыгивая через неотмеченные). Известно, что эта ладья может дойти от любой отмеченной клетки до любой другой за два хода. Докажите, что существует горизонталь, на которую ладья может попасть из любой отмеченной клетки за один ход. Напомним, что ладья ходит по горизонтали или вертикали на любое число клеток. (C. Волчёнков)
10. В графе есть рёбра веса 1 и рёбра веса 2. Известно, что для каждой вершины сумма весов ребер с концом в этой вершине нечетна. Докажите, что можно ориентировать рёбра графа так, чтобы для каждой вершины сумма весов входящих в нее ребер отличалась от суммы весов выходящих из нее ребер не более, чем на 1. (США, отбор на ММО, 2011)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Второй тур 01.12.11. Первая юниорская лига.

1. Докажите, что между натуральными числами A и 15A найдется число с суммой цифр на 5 больше, чем у A. (А.Шаповалов)
2. На клетчатой доске отмечено несколько клеток. Ладья ходит только по отмеченным клеткам (возможно, перепрыгивая через неотмеченные). Известно, что эта ладья может дойти от любой отмеченной клетки до любой другой за два хода. Докажите, что существует горизонталь, на которую ладья может попасть из любой отмеченной клетки за один ход. Напомним, что ладья ходит по горизонтали или вертикали на любое число клеток. (С. Волченков)
3. Есть килограмм маслин разного веса с косточками. Доля косточек в общем весе маслин равна 1/4. Петя и Вася берут по очереди по одной маслине (начинает Петя), пока не разберут все. Докажите, что Петя может добиться, чтобы доля косточек в общем весе выбранных им маслин была ближе к 1/4, чем аналогичная доля у Васи. (А. Шаповалов)
4. Натуральные числа k и n взаимно просты, k > n > 1. Нашлось такое натуральное m, что km–nm–1 разделилось нацело на k–n. Докажите, что k ( 2n–1. (Индонезия, 2003)
5. Сережа задумал натуральное число x ( N. За один вопрос Саша предъявляет квадратный трехчлен, а Сережа отвечает, больше, меньше или равен 0 этот трехчлен в точке x. Для какого наибольшего натурального N Сережа может гарантированно найти x за k вопросов? (А. Шаповалов)
6. На плоскости нарисована прямая, на которой отмечен отрезок. При помощи циркуля и линейки отсеките от него шестую часть, проведя не более 4 линий. (Разрешается отмечать точки, проводить прямую через две отмеченные точки и окружность с отмеченным центром, проходящую через отмеченную точку.) (Nieuw Archief, 2010-3)
7. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом A углы B и C не равны. Окружность с центром в некоторой точке O, проходящая через B и C, пересекает катеты AB и AC в точках P и Q соответственно. Высота AS пересекает отрезок PQ в точке K. M — середина гипотенузы BC. Докажите, что AKOM — параллелограмм. (Юниорская Балканиада, 2001, shortlist)
8. На свободные поля шахматной доски по одному выставляются короли. Первый выставляется произвольно, каждый следующий должен бить нечетное число ранее выставленных. Какое наибольшее число королей можно выставить? (А.Шаповалов)
9. Несколько чисел выписаны в строчку. Если оказывается, что какое-то число больше другого, но стоит в ряду левее него (не обязательно рядом), то эти два числа меняют местами и умножают на 2. Верно ли что этот процесс обязательно завершится? (С. Волченков)
10. Учитель написал на доске три натуральных числа a, b, c, причем c = a+b–2011. Ученики выходили к доске по одному. Каждый ученик стирал написанные числа и писал вместо них три новых числа: a+b, a+c, b+c. В конце получилось три числа с суммой миллион. Сколько учеников выходило к доске? (А. Штерн)
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