Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 29.11.11. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. На столе лежат две кучки по 10 спичек в каждой. Петя и Вася по очереди забирают со стола по одной спичке (из любой кучки), пока одна из кучек не закончится. Первым ходит Петя. Вася хочет, чтобы у него на руках в итоге оказалось не больше 8 спичек. Сможет ли он добиться этого независимо от игры Пети? (И. Рубанов)
2. Натуральные числа a и b (a ≤ b) таковы, что для любых действительных чисел x и y, удовлетворяющих неравенству a ≤ x ≤ y ≤ b, выполнено неравенство a ≤ x/y+y/x ≤ b. Найдите все такие пары чисел a и b. (Жюри)
3. Стороны треугольника ABC — натуральные числа. Биссектриса угла B и высота, опущенная из вершины C, пересекаются в точке P внутри треугольника. Докажите, что отношение площадей треугольников APB и APC рационально. (Эстония, 2011)
4. Поверхность куба 11(11(11 разбита на клетки 1(1. Муравей бегает по диагоналям клеток, нигде не поворачивая назад. Он не может бывать внутри одной клетки более одного раза, но может несколько раз проходить одну вершину. Может ли он посетить центры 720 клеток? (А. Шаповалов)
5. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, каждое из которых делит число 
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 при некотором натуральном n. (G. dalla Torre, Nieuw Archief voor Wiskunde, 2010, #4)
6. В остроугольном треугольнике ABC точка M — середина стороны AB, AP и BQ — высоты. Окружность, проходящая через точки B, M и P, касается стороны AC. Докажите, что окружность, проходящая через точки A, M и Q, касается прямой BC. (Белоруссия, 2010, И. Воронович)
7. Неотрицательные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 3. Докажите, что x(2–y2)(2–z2)+y(2–z2)(2–x2)+z(2–x2)(2–y2) ≤ 3. (И.Богданов и К.Сухов по мотивам задачи отбора на ММО, Гонконг, 1994)
8. Пусть A — количество способов, которыми можно разбить множество натуральных чисел от 1 до n на непустые подмножества. Пусть B — количество способов разбить множество натуральных чисел от 1 до n+1 на непустые подмножества так, чтобы соседние числа были в разных подмножествах. Разбиения, отличающиеся только порядком подмножеств, считаются одинаковыми. Докажите, что A = B. (Сообщил Ф. Петров)

Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 29.11.11. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Можно ли из девяти различных цифр составить три трёхзначных числа, дающие в сумме 2011? (И. Рубанов)
2. На столе лежат n кучек по n спичек. За один ход берется одна спичка из любой кучки. Двое игроков ходят по очереди. Если не позднее (n–1)2-го хода будет взята последняя спичка из какой-то кучки, взявший её выигрывает, иначе – ничья. Есть ли у кого-то из игроков выигрышная стратегия, и если да, то у кого? (И. Рубанов, А. Шаповалов)
3. Докажите, что найдется такое рациональное x > 9999, что {x2}+{x} = 0,99 (здесь {a} — дробная часть числа a). (Румыния, 2004)
4. Квадратом можно накрыть любой прямоугольник, вписанный в окружность S. Верно ли, что этим квадратом можно накрыть S? (А.Шаповалов)
5. Дан вписанный четырехугольник ABCD с перпендикулярными диагоналями и радиусом описанной окружности R. Точка M — середина диагонали AC, точка N — середина дуги ABC, точка E симметрична B относительно AC, точка F — середина отрезка DE. Докажите, что BM+R ( NF. (А. Пастор)
6. Поверхность куба 15(15(15 разбита на клетки 1(1. Муравей бегает по диагоналям клеток, нигде не поворачивая назад. Он не может бывать внутри одной клетки более одного раза, но может несколько раз проходить одну вершину. Какие наибольшее число центров клеток он может посетить? (А. Шаповалов)
7. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, каждое из которых делит число 
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 при некотором натуральном n. (G. dalla Torre, Nieuw Archief voor Wiskunde, 2010, #4)
8. Пусть A — количество способов, которыми можно разбить множество натуральных чисел от 1 до n на непустые подмножества. Пусть B — количество способов разбить множество натуральных чисел от 1 до n+1 на непустые подмножества так, чтобы соседние числа были в разных подмножествах. Разбиения, отличающиеся только порядком подмножеств, считаются одинаковыми. Докажите, что A = B. (Сообщил Ф. Петров)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. На столе лежат две кучки по 10 спичек в каждой. Петя и Вася по очереди забирают со стола по одной спичке (из любой кучки), пока одна из кучек не закончится. Первым ходит Петя. Вася хочет, чтобы у него на руках в итоге оказалось не больше 8 спичек. Сможет ли он добиться этого независимо от игры Пети?

Ответ: Нет. Решение. Петя не позволит Васе взять меньше 9 спичек, если каждым ходом, начиная со второго, будет брать спичку не из той же кучки, что Вася перед этим. Поскольку после первого хода Васи в каждой кучке остается не меньше 8 спичек, Васе придется, кроме первого, сделать еще не меньше 8 ходов.
Задача 2. Натуральные числа a и b (a ≤ b) таковы, что для любых действительных чисел x и y, удовлетворяющих неравенству a ≤ x ≤ y ≤ b, выполнено неравенство a ≤ x/y+y/x ≤ b. Найдите все такие пары чисел a и b.
Ответ: a = 2, b ( 2. Решение. Полагая x = y, находим, что a ≤ 2. При этом a ( 1, иначе при x = 1 и y = b имеем x/y+y/x = b+1/b > b, что противоречит условию. Поэтому a = 2. Заметим, что 2 ≤ x/y+y/x при любых положительных a и b. Покажем, что при любых b ( 2 и 2 ≤ x ≤ y ≤ b выполнено неравенство x/y+y/x ≤ b. Умножая на xy, получаем равносильное неравенство x2+y2 ≤ bxy, верное, так как bxy ( xy2 ( 2y2 ( x2+y2.
Задача 3. Стороны треугольника ABC — натуральные числа. Биссектриса угла B и высота, опущенная из вершины C, пересекаются в точке P внутри треугольника. Докажите, что отношение площадей треугольников APB и APC рационально.
Решение. Лемма. Если точка D лежит на стороне AB треугольника ABC, а точка E — на отрезке CD, то 
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. Решение задачи. Пусть BT и CH — биссектриса и высота из условия задачи. Тогда 
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 тоже рационально, поскольку из теоремы косинусов вытекает рациональность косинусов углов треугольника ABC.
Задача 4. Поверхность куба 11(11(11 разбита на клетки 1(1. Муравей бегает по диагоналям клеток, нигде не поворачивая назад. Он не может бывать внутри одной клетки более одного раза, но может несколько раз проходить одну вершину. Может ли он посетить центры 720 клеток?
Ответ: Нет. Решение. Покрасим вершины клеток в два цвета в шахматном порядке. Тогда каждая диагональ будет соединять две одноцветных вершины, и муравей сможет бегать только через вершины одного цвета (пусть они белые). Все эти вершины, кроме четырёх вершин куба — чётные. Возьмем максимальный маршрут муравья и сотрем все входящие в него ребра. Тогда по крайней мере из двух белых вершин будет выходить нечетное число нестертых ребер. При этом хотя бы две такие вершины попадут в одну компоненту связности нестертой части «белого» графа. Соединяющий их в этой компоненте маршрут имеет длину не менее 11, поэтому существует по крайней мере 11 не посещенных муравьем центров клеток, то есть муравей посетил не более 6(112–11 = 715 центров клеток.
Задача 5. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, каждое из которых делит число 
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 при некотором натуральном n.
Решение. Заметим, что при n ( 2 
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 > 4n–3n > 1. Допустим, есть конечный набор простых чисел p1, …, pk, по которому раскладываются все числа вида 
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. Положим n = (p1–1)…(pk–1). Тогда по малой теореме Ферма 3n при делении на любое из pi дает остаток 1, а 
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 — остаток 2. Поэтому разность 
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 не делится ни на одно из pi — противоречие.
Задача 6. В остроугольном треугольнике ABC точка M — середина стороны AB, AP и BQ — высоты. Окружность, проходящая через точки B, M и P, касается стороны AC. Докажите, что окружность, проходящая через точки A, M и Q, касается прямой BC.
Решение. Пусть D — точка касания окружности BMP с AC, а E — точка пересечения прямых MD и BC. Заметим, что точка M является серединой дуги BP окружности MBP, а точка D лежит на ней, следовательно, луч MD пересекает прямую BP, причем в точке на луче BC. Покажем, что четырехугольник AMQE вписан в окружность, касающуюся BC. Поскольку M — середина гипотенузы в прямоугольных треугольниках APB и AQB, AM = MB = MP = MQ. Далее, (MEP = (MPB–(PMD = (MBP–(PBD = (MBD = (MDA. Значит, треугольники MBD и MEB подобны, откуда MB2 = MD(ME= MA2. Отсюда получаем подобие треугольников MDA и MAE и равенство углов MAD и MEA. Теперь из равенства MA = MQ следует, что (MQA = (MAQ = (MEA, то есть четырехугольник AMQE вписан. Наконец, из того же подобия (MAE = (MDA = (MEB, то есть окружность AME касается прямой BC в точке E.
Задача 7. Неотрицательные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 3. Докажите, что x(2–y2)(2–z2)+y(2–z2)(2–x2)+z(2–x2)(2–y2) ≤ 3.
Решение. Положим s = x+y+z. Тогда x(2–y2)(2–z2)+y(2–z2)(2–x2)+z(2–x2)(2–y2) = 4s+xyz(xy+yz+zx)–2(x2y+y2x+y2z+z2y+z2x+z2x) = 4s+3xyz–2(xy(s–z)+yz(s–x)+zx(s–y)) = –2s+9xyz. Итак, надо доказать, что –2s+9xyz ≤ 3 Для этого достаточно заметить, что s2 = (x2+y2+z2)+2(xy+yz+zx) ( 3(xy+yz+zx) = 9, откуда s ( 3, а 27(xyz)2 ≤ (xy+yz+zx)3, откуда xyz ≤ 1.
Задача 8. Пусть A — количество способов, которыми можно разбить множество натуральных чисел от 1 до n на непустые подмножества. Пусть B — количество способов разбить множество натуральных чисел от 1 до n+1 на непустые подмножества так, чтобы соседние числа были в разных подмножествах. Разбиения, отличающиеся только порядком подмножеств, считаются одинаковыми. Докажите, что A = B.
Первое решение. Построим биекцию из множества Bn разбиений чисел от 1 до n на подмножества в множество B'n+1 разбиений чисел от 1 до n+1, в которых любые два соседних числа лежат в разных подмножествах.
Пусть C ( Bn. Добавим новое подмножество M и определим туда число n+1. Рассмотрим любой максимальный по включению отрезок последовательных чисел m, m–1, ..., m–k, лежащих в одном из множеств разбиения C и переместим числа m–1, m–3, ... в M. Понятно, что в M не будет двух соседних чисел, не останется таких пар и в остальных множествах, то есть, получилось разбиение C' ( B'n+1.
Наоборот, рассмотрим разбиение C' ( B'n+1 и множество M ( C', содержащее n+1. Если k ( n+1 и k ( M, то k+1 ( M и мы можем поместить k в то же множество, где содержится k+1.
Очевидно, построены два взаимно обратных отображения.
Второе решение Для каждого разбиения чисел от 1 до n занумеруем составляющие его подмножества в порядке, в котором идут их наименьшие числа. Построим дерево с вершинами, помеченными числами от 1 до n, маршруты из корня которого в его висячие вершины будут находиться во взаимно-однозначном соответствии с разбиениями чисел от 1 до n на непустые подмножества. Корень занумеруем цифрой 1: единица всегда в первом подмножестве. Двойка может лежать либо в подмножестве 1, либо в подмножестве 2, поэтому на следующем ярусе расположим соответствующие этим двум случаям вершины, помеченные цифрами 1 и 2. Далее дерево строится по индукции: если уже построены k ярусов, то с каждой вершиной C k-го яруса связано m+1 вершин (k+1)-го яруса, помеченных числами от 1 до m+1, где m — наибольшее число на маршруте из C в корень дерева.

Теперь построим аналогичное дерево для разбиений чисел от 1 до n+1, где соседние числа находятся в разных подмножествах. Из его корня, помеченного единицей, ведет ребро в единственную вершину второго яруса, помеченную двойкой, а из неё — в две вершины третьего яруса, помеченные единицей и тройкой (двойка невозможна, поскольку тогда числа 2 и 3 попадут в одно подмножество). Далее дерево строится по индукции: если уже построены k ярусов, то с каждой вершиной C k-го яруса связано m вершин (k+1)-го яруса, помеченных числами от 1 до m+1, исключая число, которым помечена вершина C, где m — наибольшее число на маршруте из C в корень дерева.

Осталось заметить, что если у второго дерева удалить единственное ребро, ведущее из корня во второй ярус, то в новом корне (бывшей единственной вершине второго яруса) у него окажется двойка, и потому получившийся обрубок второго дерева изоморфен первому дереву (доказывается индукцией по ярусам совместно с утверждением, что максимальное число на пути из вершины в корень во втором дереве на 1 больше максимального числа на соответствующем пути в первом дереве).
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Можно ли из девяти различных цифр составить три трёхзначных числа, дающие в сумме 2011?

Ответ: Да. Например, 907+423+681 = 2011.
Задача 2. На столе лежат n кучек по n спичек. За один ход берется одна спичка из любой кучки. Двое игроков ходят по очереди. Если не позднее (n–1)2-го хода будет взята последняя спичка из какой-то кучки, взявший её выигрывает, иначе – ничья. Есть ли у кого-то из игроков выигрышная стратегия, и если да, то у кого?
Ответ: Нет. Решение. Заметим, что если кто-то раньше (n–1)2-го хода взял спичку из кучки, где перед этим было две спички, то он проиграл, ибо его соперник тут же заберет из этой кучки последнюю спичку. Значит, если никто не стремится проиграть, после первых (n–1)2–1 ходов в каждой кучке должно быть не меньше двух спичек. Но тогда их там останется ровно по две, потому что n2–((n–1)2–1) = 2n. А это, очевидно, ничья.
Задача 3. Докажите, что найдется такое рациональное x > 9999, что {x2}+{x} = 0,99 (здесь {a} — дробная часть числа a).
Решение. Подойдет, например, число 10001,3.
Задача 4. Квадратом можно накрыть любой прямоугольник, вписанный в окружность S. Верно ли, что этим квадратом можно накрыть S?

Ответ: Нет. Решение. Впишем в окружность S правильный восьмиугольник и продолжим четыре его стороны, идущие через одну. Получится квадрат K. Накрыть им окружность S нельзя, потому что расстояние между его параллельными сторонами меньше ее диаметра. Заметим, что точки пересечения сторон квадрата с S делят S на 8 дуг по 45(. Покрасим те из них, что внутри квадрата K, в красный цвет. Возьмем любой прямоугольник, вписанный в S. Если меньшая его сторона стягивает дугу, не большую 45(, повернем его так, чтобы концы этой стороны оказались на красной дуге. Тогда концы параллельной стороны окажутся на симметричной красной дуге, и прямоугольник будет накрыт квадратом K. Если же меньшая сторона прямоугольника стягивает дугу, большую 45(, большая его сторона стягивает дугу, меньшую 135(, но не меньшую 90(. Тогда можно повернуть прямоугольник так, что один конец большей стороны окажется в конце какой-то красной дуги, а другой — на следующей красной дуге, и снова прямоугольник окажется накрыт квадратом K.
Задача 5. Дан вписанный четырехугольник ABCD с перпендикулярными диагоналями и радиусом описанной окружности R. Точка M — середина диагонали AC, точка N — середина дуги ABC, точка E симметрична B относительно AC, точка F — середина отрезка DE. Докажите, что BM+R ( NF.

Решение: Пусть O — центр описанной окружности четырехугольника ABCD. Докажем, что BM = OF. Из этого будет следовать утверждение задачи, поскольку BM+R = OF+ON ( NF. Для этого заметим, что BM = EM по симметрии. Далее, рассмотрим точку H, симметричную точке D относительно прямой AC. Известно, что точка H — ортоцентр треугольника ABC. По симметрии получаем, что 
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. Рассмотрим гомотетию с центром в центре тяжести треугольника ABC и коэффициентом –1/2. Эта гомотетия переводит точку B в точку M и точку H в точку O. Тогда 
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. Это означает, что EFOM — параллелограмм, откуда BM = EM = FO, что и требовалось.

Задача 6. Поверхность куба 15(15(15 разбита на клетки 1(1. Муравей бегает по диагоналям клеток, нигде не поворачивая назад. Он не может бывать внутри одной клетки более одного раза, но может несколько раз проходить одну вершину. Какие наибольшее число центров клеток он может посетить?
Ответ: 1335. Решение. Оценка. Покрасим вершины клеток в два цвета в шахматном порядке. Тогда каждая диагональ будет соединять две одноцветных вершины, и муравей сможет бегать только через вершины одного цвета (пусть они белые). Все эти вершины, кроме четырёх вершин куба — чётные. Возьмем максимальный маршрут муравья и сотрем все входящие в него ребра. Тогда по крайней мере из двух белых вершин будет выходить нечетное число нестертых ребер. При этом хотя бы две такие вершины попадут в одну компоненту связности нестертой части «белого» графа. Соединяющий их в этой компоненте маршрут имеет длину не менее 15, поэтому существует по крайней мере 15 не посещенных муравьем центров клеток. Итак, муравей посетил не более 6(152–15 = 1335 центров клеток. Пример. Удалим 15 диагоналей клеток, соединяющие две белые вершины по диагонали грани куба. Оставшаяся часть «белого» графа связна, и все ее вершины, кроме двух, четны. Поэтому там существует эйлеров маршрут. Он проходит через 1335 центров клеток, поскольку в «белом» графе осталось 1335 ребер.

Задача 7. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, каждое из которых делит число 
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 при некотором натуральном n.
Решение. Заметим, что при n ( 2 
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 > 4n–3n > 1. Допустим, есть конечный набор простых чисел p1, …, pk, по которому раскладываются все числа вида 
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. Положим n = (p1–1)…(pk–1). Тогда по малой теореме Ферма 3n при делении на любое из pi дает остаток 1, а 
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 — остаток 2. Поэтому разность 
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 не делится ни на одно из pi — противоречие.

Задача 8. Пусть A — количество способов, которыми можно разбить множество натуральных чисел от 1 до n на непустые подмножества. Пусть B — количество способов разбить множество натуральных чисел от 1 до n+1 на непустые подмножества так, чтобы соседние числа были в разных подмножествах. Разбиения, отличающиеся только порядком подмножеств, считаются одинаковыми. Докажите, что A = B.
Первое решение. Построим биекцию из множества Bn разбиений чисел от 1 до n на подмножества в множество B'n+1 разбиений чисел от 1 до n+1, в которых любые два соседних числа лежат в разных подмножествах.
Пусть C ( Bn. Добавим новое подмножество M и определим туда число n+1. Рассмотрим любой максимальный по включению отрезок последовательных чисел m, m–1, ..., m–k, лежащих в одном из множеств разбиения C и переместим числа m–1, m–3, ... в M. Понятно, что в M не будет двух соседних чисел, не останется таких пар и в остальных множествах, то есть, получилось разбиение C' ( B'n+1.
Наоборот, рассмотрим разбиение C' ( B'n+1 и множество M ( C', содержащее n+1. Если k ( n+1 и k ( M, то k+1 ( M и мы можем поместить k в то же множество, где содержится k+1.
Очевидно, построены два взаимно обратных отображения.
Второе решение Для каждого разбиения чисел от 1 до n занумеруем составляющие его подмножества в порядке, в котором идут их наименьшие числа. Построим дерево с вершинами, помеченными числами от 1 до n, маршруты из корня которого в его висячие вершины будут находиться во взаимно-однозначном соответствии с разбиениями чисел от 1 до n на непустые подмножества. Корень занумеруем цифрой 1: единица всегда в первом подмножестве. Двойка может лежать либо в подмножестве 1, либо в подмножестве 2, поэтому на следующем ярусе расположим соответствующие этим двум случаям вершины, помеченные цифрами 1 и 2. Далее дерево строится по индукции: если уже построены k ярусов, то с каждой вершиной C k-го яруса связано m+1 вершин (k+1)-го яруса, помеченных числами от 1 до m+1, где m — наибольшее число на маршруте из C в корень дерева.


Теперь построим аналогичное дерево для разбиений чисел от 1 до n+1, где соседние числа находятся в разных подмножествах. Из его корня, помеченного единицей, ведет ребро в единственную вершину второго яруса, помеченную двойкой, а из неё — в две вершины третьего яруса, помеченные единицей и тройкой (двойка невозможна, поскольку тогда числа 2 и 3 попадут в одно подмножество). Далее дерево строится по индукции: если уже построены k ярусов, то с каждой вершиной C k-го яруса связано m вершин (k+1)-го яруса, помеченных числами от 1 до m+1, исключая число, которым помечена вершина C, где m — наибольшее число на маршруте из C в корень дерева.


Осталось заметить, что если у второго дерева удалить единственное ребро, ведущее из корня во второй ярус, то в новом корне (бывшей единственной вершине второго яруса) у него окажется двойка, и потому получившийся обрубок второго дерева изоморфен первому дереву (доказывается индукцией по ярусам совместно с утверждением, что максимальное число на пути из вершины в корень во втором дереве на 1 больше максимального числа на соответствующем пути в первом дереве).
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