Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 02.11.13. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Три толстяка вместе весят 400 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг. (Фольклор)
2. Даны шесть попарно различных чисел: три положительных и три отрицательных. Докажите, что их можно вписать на место многоточий в три равенства вида y = …x+… так, что прямые, заданные тремя полученными уравнениями, будут ограничивать треугольник, внутри которого лежит начало координат. (И. Рубанов)
3. На плоскости нарисован квадрат со стороной 1. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) делают ходы в следующей игре. Каждым ходом игрок получает прямоугольник, присоединяя к полученному на предыдущем ходу прямоугольнику квадрат, имеющий с ним общую сторону. Выигрывает тот, у кого получится прямоугольник с площадью, кратной 5. Есть ли выигрышная стратегия у кого-нибудь из играющих? (Форум Oliforum)
4. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными? (Чешско-польско-словацкое соревнование для юниоров, 2012)
5. Различные натуральные числа a, b, c, d меньше простого числа p, а числа a4, b4, c4, d4 дают одинаковые остатки при делении на p. Докажите, что a2013+b2013+c2013+d2013 делится на a+b+c+d. (П. Леонетти, конкурс Oliforum, 2013)
6. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек A и B. Докажите, что (QBA = (MCB. (Centroamerican Olympiad, 2013)
7. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. Докажите, что весь граф можно правильно раскрасить в k+n–1 цвет. 
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КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 02.11.13. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Три толстяка вместе весят 400 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг. (Фольклор)
2. Даны шесть попарно различных чисел: три положительных и три отрицательных. Докажите, что их можно вписать на место многоточий в три равенства вида y = …x+… так, что прямые, заданные тремя полученными уравнениями, будут ограничивать треугольник, внутри которого лежит начало координат. (И. Рубанов)
3. На плоскости нарисован квадрат со стороной 1. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) делают ходы в следующей игре. Каждым ходом игрок получает прямоугольник, присоединяя к полученному на предыдущем ходу прямоугольнику квадрат, имеющий с ним общую сторону. Выигрывает тот, у кого получится прямоугольник с площадью, кратной 5. Есть ли выигрышная стратегия у кого-нибудь из играющих? (Форум Oliforum)
4. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными? (Чешско-польско-словацкое соревнование для юниоров, 2012)
5. Различные натуральные числа a, b, c, d меньше простого числа p, а числа a4, b4, c4, d4 дают одинаковые остатки при делении на p. Докажите, что a2013+b2013+c2013+d2013 делится на a+b+c+d. (П. Леонетти, конкурс Oliforum, 2013)
6. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек A и B. Докажите, что (QBA = (MCB. (Centroamerican Olympiad, 2013)
7. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. Докажите, что весь граф можно правильно раскрасить в k+n–1 цвет. (И. Богданов)
 (И. Богданов)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 02.11.13. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Четыре толстяка вместе весят 540 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг. (Фольклор)
2. Можно ли расположить прямоугольники 30(40 и 10(50 на плоскости так, чтобы площадь их общей части была больше, чем 440? (И. Рубанов)
3. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными? (Чешско-польско-словацкое соревнование для юниоров, 2012)
4. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек А и B. Докажите, что (QBA = (MCB. (Centroamerican Olympiad, 2013)
5. Какая цифра встречается чаще других в числе 
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6. Докажите, что для любых положительных a, b, c, d выполнено неравенство 
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7. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность (. Его диагонали пересекаются в точке F, а продолжения сторон AB и CD — в точке E. Обозначим через G и H проекции точки F на AB и CD, а через M и N — середины отрезков BC и EF соответственно. Окружность, описанная около треугольника MNG, пересекает отрезок BF в единственной точке P. Окружность, описанная около треугольника MNH, пересекает отрезок CF в единственной точке Q. Докажите, что PQ || BC. (China TST, 2013)
8. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. В какое минимальное количество цветов можно с гарантией правильно раскрасить все вершины этого графа? (И. Богданов)
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КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 02.11.13. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Четыре толстяка вместе весят 540 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг. (Фольклор)
2. Можно ли расположить прямоугольники 30(40 и 10(50 на плоскости так, чтобы площадь их общей части была больше, чем 440? (И. Рубанов)
3. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными? (Чешско-польско-словацкое соревнование для юниоров, 2012)
4. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек А и B. Докажите, что (QBA = (MCB. (Centroamerican Olympiad, 2013)
5. Какая цифра встречается чаще других в числе 
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6. Докажите, что для любых положительных a, b, c, d выполнено неравенство 
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. (И. Богданов по мотивам задачи Б. Баева)
7. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность (. Его диагонали пересекаются в точке F, а продолжения сторон AB и CD — в точке E. Обозначим через G и H проекции точки F на AB и CD, а через M и N — середины отрезков BC и EF соответственно. Окружность, описанная около треугольника MNG, пересекает отрезок BF в единственной точке P. Окружность, описанная около треугольника MNH, пересекает отрезок CF в единственной точке Q. Докажите, что PQ || BC. (China TST, 2013)
8. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. В какое минимальное количество цветов можно с гарантией правильно раскрасить все вершины этого графа? (И. Богданов)

Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Три толстяка вместе весят 400 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг.
Решение. Любые два толстяка вместе весят не больше 280 кг. Поэтому каждый толстяк весит не меньше 120 кг, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 2. Даны шесть попарно различных чисел: три положительных и три отрицательных. Докажите, что их можно вписать на место многоточий в три равенства вида y = …x+… так, что прямые, заданные тремя полученными уравнениями, будут ограничивать треугольник, внутри которого лежит начало координат.
Решение. Пусть даны числа a > b > c > 0 > d > e > f (*) Тогда искомыми будут, например, прямые (1) y = ax+с, (2) y = fx+b, (3) y = dx+e. В самом деле, прямые (1) и (3) пересекаются с осью ординат в точках C(0, c) и E(0, e) соответственно, а между собой — в точке M с отрицательной абсциссой (e–c)/(a–d) < 0. Прямая же (2) пересекается с прямыми (1) и (3) в точках A и B с положительными абсциссами (b–c)/(a–f) и (b–e)/(d–f) соответственно. Точки C и E с абсциссами, равными 0, лежат на отрезках MA и MB соответственно, а начало координат — на отрезке CE (так как c > 0, а e < 0). Поэтому начало координат лежит внутри треугольника MAB, что и требовалось доказать.

Задача 3. На плоскости нарисован квадрат со стороной 1. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) делают ходы в следующей игре. Каждым ходом игрок получает прямоугольник, присоединяя к полученному на предыдущем ходу прямоугольнику квадрат, имеющий с ним общую сторону. Выигрывает тот, у кого получится прямоугольник с площадью, кратной 5. Есть ли выигрышная стратегия у кого-нибудь из играющих?
Ответ. Нет. Решение. Будем записывать позиции в этой игре парами остатков по модулю 5 от длин сторон прямоугольника, не различая позиции (a,b) и (b,a). Из исходной позиции (1,1) можно попасть только в (2,1), оттуда — в (3,1) (ход в (3,2) ведет к немедленному проигрышу), далее — в (4,3) (ход в (4,1) — проигрышный), затем — в (4,2) (снова альтернативный ход в (4,1) — проигрышный), а из (4,2) единственный не проигрышный ход ведёт в уже известную нам позицию (2,1). Таким образом, если никто не делает проигрышных ходов, игра длится бесконечно.
Задача 4. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными?
Ответ. 2400. Решение. Оценка. Пронумеруем вертикали доски слева направо по модулю 3: 0-1-2-0-1-2-… Нулей и единиц получится по 17, двоек — 16. В каждой перекрашиваемой тройке клеток есть ровно одна клетка из вертикали с номером 2. Всего таких клеток 800, поэтому нам удастся перекрасить не более 2400 клеток. Пример. Разобьём доску на параллельные диагонали. Клетки каждой из них будем перекрашивать подряд, начиная с верхней, пока это возможно. Легко видеть, что все вертикали с номером 2 окажутся при этом закрашены целиком, так что будет закрашено не менее 2400 клеток.
Задача 5. Различные натуральные числа a, b, c, d меньше простого числа p, а числа a4, b4, c4, d4 дают одинаковые остатки при делении на p. Докажите, что a2013+b2013+c2013+d2013 делится на a+b+c+d.
Решение. Заметим, что числа x2 и y2 дают одинаковые остатки при делении на p тогда и только тогда, когда x2–y2 = (x–y)(x+y) делится на p, то есть либо числа x и y сравнимы по модулю p (если x–y делится на p), либо числа x и –y сравнимы по модулю p (если x+y делится на p). Поэтому среди чисел a2, b2, c2, d2 две пары сравнимых по модулю p – пусть это a2 с b2 и c2 с d2. Поскольку числа a, b, c, d различны и меньше p, это возможно только если a+b = p и c+d = p. Таким образом, a+b+c+d = 2p. Заметим, что a2013+b2013 делится на a+b = p, c2013+d2013 делится на c+d = p, и четность суммы у a2013+b2013+c2013+d2013 такова же, как a+b+c+d, то есть число a2013+b2013+c2013+d2013 чётно. Таким образом, сумма a2013+b2013+c2013+d2013 делится на 2p, что и требовалось доказать.
Задача 6. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек А и B. Докажите, что (QBA = (MCB.
Решение. Пусть AQ и BP пересекаются в точке X. Из условия следует подобие треугольников MAD и MPA, откуда (MAD = (MPA = (CPD и AM2 = MP(MD = MB2. Значит, треугольники MBD и MPB также подобны, откуда (MBX = (MBP = (MDB = (MDQ. Так как AX = BX, (MAQ = (MAX = (MBX, откуда (MDQ = (MAQ. Следовательно, точки A, M, Q, D лежат на одной окружности и (MAD = (CQD. Отсюда (CPD =(MAD = (CQD, значит, точки C, D, P, Q лежат на одной окружности. Далее MP(MD = MQ(MC, получаем MB2 = MQ(MC, значит, треугольники MBC и MQB подобны, откуда (QBM = (MCB. 

Задача 7. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. Докажите, что весь граф можно правильно раскрасить в k+n–1 цвет.
Решение. Раскрасим B ( C в n цветов, назовём один из этих цветов первым, и пусть D — совокупность всех вершин из B, покрашенных в первый цвет. Теперь раскрасим A ( D в k цветов, использовав в качестве одного из них первый цвет (а остальные k–1 цветов взяв отличными от уже использованных n цветов). У вершин, не входящих в A ( D, сохраним прежнюю раскраску. Поскольку никакие вершины из A ( D не связаны рёбрами с вершинами из C, покрашенными в первый цвет (из D — в силу правильности раскраски B ( C в n цветов, из A — по условию), получится правильная раскраска графа в k+n–1 цвет.
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Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Четыре толстяка вместе весят 540 кг. При этом каждый из них весит не больше 140 кг. Докажите, что веса любых двух из них отличаются не больше, чем на 20 кг.
Решение. Любые три толстяка вместе весят не больше 420 кг. Поэтому каждый толстяк весит не меньше 120 кг, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 2. Можно ли расположить прямоугольники 30(40 и 10(50 на плоскости так, чтобы площадь их общей части была больше, чем 440?
Ответ. Можно. Решение. Заметим, что диагонали прямоугольника 30(40 равны 50, и наложим прямоугольник 10(50 на одну из этих диагоналей отрезком, соединяющем середины коротких сторон. Удалив из прямоугольника 10(50 его пересечение с прямоугольником 30(40, получим четыре прямоугольных треугольника, подобных треугольникам, на которые диагональ делит прямоугольник 30(40, то есть с отношением катетов 3:4. У каждого из этих четырёх треугольников есть катет длины 5 — половина короткой стороны прямоугольника 10(50, причём у двух из них это длинный катет, а у двух — короткий. Поэтому суммарная площадь этих треугольников равна 25((3/4+4/3) = 625/12 <60. Значит, площадь общей части наших прямоугольников больше, чем 500–60 = 440, что и требовалось доказать.
Задача 3. Все клетки доски 50(50 — белые. Разрешается перекрашивать в зелёный цвет любые три белых клетки, стоящие подряд по диагонали. Какое наибольшее количество клеток можно сделать зелёными?
Ответ. 2400. Решение. Оценка. Пронумеруем вертикали доски слева направо по модулю 3: 0-1-2-0-1-2-… Нулей и единиц получится по 17, двоек — 16. В каждой перекрашиваемой тройке клеток есть ровно одна клетка из вертикали с номером 2. Всего таких клеток 800, поэтому нам удастся перекрасить не более 2400 клеток. Пример. Разобьём доску на параллельные диагонали. Клетки каждой из них будем перекрашивать подряд, начиная с верхней, пока это возможно. Легко видеть, что все вертикали с номером 2 окажутся при этом закрашены целиком, так что будет закрашено не менее 2400 клеток.
Задача 4. Точка M — середина стороны AB выпуклого четырёхугольника ABCD. Диагонали AC и BD пересекают отрезки DM и CM в точках P и Q соответственно. Оказалось, что (PAM = (MDA, а точка пересечения отрезков AQ и BP равноудалена от точек А и B. Докажите, что (QBA = (MCB.
Решение. Пусть AQ и BP пересекаются в точке X. Из условия следует подобие треугольников MAD и MPA, откуда (MAD = (MPA = (CPD и AM2 = MP(MD = MB2. Значит, треугольники MBD и MPB также подобны, откуда (MBX = (MBP = (MDB = (MDQ. Так как AX = BX, (MAQ = (MAX = (MBX, откуда (MDQ = (MAQ. Следовательно, точки A, M, Q, D лежат на одной окружности и (MAD = (CQD. Отсюда (CPD =(MAD = (CQD, значит, точки C, D, P, Q лежат на одной окружности. Далее MP(MD = MQ(MC, получаем MB2 = MQ(MC, значит, треугольники MBC и MQB подобны, откуда (QBM = (MCB. 

Задача 5. Какая цифра встречается чаще других в числе 
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Ответ. Цифра 4. Решение. Положим a = 455 555. Имеем:
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 = (a(10222 222 222 – a)/9 = (a/9)(10222 222 222 – a/9.
Заметим, что a дает при делении на 9 остаток 4, поэтому a/9 — бесконечная десятичная дробь, у которой после запятой идут четверки. Поскольку a < 1055 555, у числа (a/9)(10222 222 222 перед запятой идут по крайней мере 222222222–55555 четверок, а вычитание из него числа a/9 «испортит» не более 55556 последних четверок. Стало быть, в числе (a(10222 222 222–a)/9 не меньше 222222222–111111 четверок. С другой стороны, в этом числе не более 222222222+55555 знаков. Таким образом, доля четверок среди цифр этого числа не меньше, чем (222222222–111111)/(222222222+55555) > 22/23 > 1/2, откуда и получаем ответ.
Задача 6. Докажите, что для любых положительных a, b, c, d выполнено неравенство 
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Решение. По неравенству Коши-Буняковского-Шварца
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( (ab+bc+cd+da)2 = (a+c)2(b+d)2. 
С другой стороны, 

[image: image9.wmf]22222222

()()()()

abcdbcdacdabdabc

+++++++

 = (a+c)(b+d)(ac+bd).
Отсюда
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Задача 7. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность (. Его диагонали пересекаются в точке F, а продолжения сторон AB и CD — в точке E. Обозначим через G и H проекции точки F на AB и CD, а через M и N — середины отрезков BC и EF соответственно. Окружность, описанная около треугольника MNG, пересекает отрезок BF в единственной точке P. Окружность, описанная около треугольника MNH, пересекает отрезок CF в единственной точке Q. Докажите, что PQ || BC.
Решение. Пусть E лежит на лучах AB и DC (случай, когда E лежит на лучах BA и CD, рассматривается аналогичным образом). Пусть P' и Q' — середины отрезков FB и FC. Докажем, что P = P'. Аналогично  Q = Q', и отсюда сразу последует утверждение задачи. Для этого достаточно показать, что G, P', M, N лежат на одной окружности.

P'N — средняя линия треугольника BEF, значит, (GNP' = (EGN = (GEN (последнее равенство следует из того, что N — середина гипотенузы прямоугольного треугольника EGF). Положим ( = (GFB. Из вписанности четырехугольника ABCD следует, что ( = 90(–(GBF = 90(–(HCF = (CFH. Из прямоугольности треугольника FGB следует, что (BP'G = 2(.
Рассмотрим треугольники GP'M и GFH.  Имеем:

(GP'M = (GP'B+(BP'M = 2(+(BFC = (GFH; 

GP'/P'M = (BF/2)/(FC/2) = (BFcos()/(FCcos() = GF/FH.
Значит, треугольники GP'M и GFH подобны. Отсюда (GMP' = (GHF. Но из вписанности четырехугольника EGFH ((EGF = (EHF = 90() следует, что (GEN = (GEF = (GHF, откуда (GNP' = (NGE = (GEN = (GHF = (GMP', что и требовалось.

Задача 8. Вершины графа разбиты на три множества A, B, C так, что вершины из A не связаны рёбрами с вершинами из C. Известно, что A ( B можно правильно раскрасить в k цветов, а B ( C — в n цветов. В какое минимальное количество цветов можно с гарантией правильно раскрасить все вершины этого графа?
Ответ. В k+n–1 цвет. Решение. Покажем, что в k+n–1 цвет правильно раскрасить все вершины можно всегда. Раскрасим B ( C в n цветов, назовём один из этих цветов первым, и пусть D — совокупность всех вершин из B, покрашенных в первый цвет. Теперь раскрасим A ( D в k цветов, использовав в качестве одного из них первый цвет (а остальные k–1 цветов взяв отличными от уже использованных n цветов). У вершин, не входящих в A ( D, сохраним прежнюю раскраску. Поскольку никакие вершины из A ( D не связаны рёбрами с вершинами из C, покрашенными в первый цвет (из D — в силу правильности раскраски B ( C в n цветов, из A — по условию), получится правильная раскраска графа в k+n–1 цвет.

Теперь покажем, что меньшего числа цветов может и не хватить. Расположим kn точек в виде прямоугольника из n строк и k столбцов. Примем это множество за B. Снизу добавим нулевую строку из k точек, примем ее за A, слева — нулевой столбец, примем его за C. Ребрами в B соединим любые две точки, не лежащие ни в одной строке, ни в одном столбце. В A соединим рёбрами каждые две точки, в C — тоже. Кроме того, соединим рёбрами каждую точку из A со всеми точками из B, не лежащими с ней в одном столбце, и каждую точку из C со всеми точками из B, не лежащими с ней в одной строке. Очевидны правильные раскраски A ( B в k цветов (по столбцам) и C ( B в n цветов (по строкам). Покажем, что полученный граф нельзя раскрасить меньше, чем в k+n–1 цвет.
Допустим, есть правильная раскраска A ( B ( C в k+n–2 цвета. Поскольку точки множества A раскрашены в k различных цветов, а точки множества C — в n различных цветов, то есть m ( 2 цветов (назовём их общими), в которые покрашены точки обоих этих множеств. Отметим строки и столбцы, в которых находятся такие точки; на их пересечении находится m2 точек множества B. Заметим, что в каждый из m общих цветов может быть покрашено не больше одной из этих m2 точек, а именно, точка, стоящая на пересечении соответствующих столбца и строки. Стало быть, среди этих m2 точек есть m2–m точек, раскрашенных в другие цвета. Это не могут быть общие цвета, но не могут быть и другие цвета, использованные при раскраске точек множеств A и С, потому что со всеми точками таких цветов точки из отмеченных строк и столбцов связаны рёбрами. Всего при раскраске точек из A и С было использовано k+n–m цветов. Из упомянутых выше m2–m точек можно выбрать m точек, никакие две из которых не лежат в одной строке или одном столбце. Каждые две из этих m точек связаны ребром, поэтому они раскрашены не менее, чем в m цветов. Получается, что всего использовано не менее, чем k+n цветов. Противоречие.
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