Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Первый тур 03.11.13. Высшая лига.

1. Врачи разных стран утверждают, что для нормальной работы организма за каждые календарные сутки нужно спать как минимум 6 часов, за каждые 7 суток подряд — как минимум 45 часов, а за каждые 30 суток подряд — как минимум 194 часа. Какое минимальное количество часов нужно проспать за високосный год, чтобы выполнить все эти требования? (И. Богданов)
2. Пусть a — вещественное число. Зададим последовательность x1, x2, … условиями x1 = 1 и axn = x1+x2+…+xn+1 при всех n ( 1. Найдите наименьшее a, при котором все члены этой последовательности неотрицательны. (G. Woeginger, Mediterranian Olympiad, 2012)
3. В тетраэдре ABCD точка A1 — точка пересечения медиан грани BCD, а точка A2 — вторая точка пересечения прямой AA1 с описанной сферой. Аналогично определим точки B1, C1, D1, B2, C2, D2. Найдите максимальное возможное значение выражения 
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. (Nieuw Archief, 2008-2)
4. Для некоторого натурального n нашлось n таких строк одинаковой длины, составленных из нулей и единиц, что для любого 1 ≤ k ≤ n(n–1)/2 среди них найдутся две строки, отличающиеся ровно в k разрядах. Докажите, что n — либо точный квадрат, либо точный квадрат, увеличенный на 2. (И. Богданов)
5. На одной из клеток доски n(n, строки и столбцы которой занумерованы числами от 1 до n, стоит фишка. Если фишка стоит в k-ой строке, её можно переместить в любую клетку k-го столбца. Докажите, что можно так перемещать фишку, чтобы она побывала во всех клетках доски ровно по одному разу и вернулась в исходную клетку. (Д. Щербанеску, конкурс IMAR, Румыния, 2008)
6. Существует ли множество точек на плоскости, которое пересекается с любым треугольником площади 1 по конечному непустому подмножеству? (S. Kohl, G. Arizmendi)
7. Среди многочленов P(x), Q(x), R(x) степени n нет равных и противоположных. При каких n может оказаться, что уравнение |P(x)| = |Q(x)| = |R(x)| имеет 2n различных действительных решений? (И. Богданов)
8. Треугольник ABC вписан в окружность (. Окружность ( касается окружности ( в точке T и касается отрезков AB и AC в точках K и L соответственно. Докажите, что центры окружностей, описанных около треугольников TAK, TBK, TAL и TCL, лежат на одной окружности. (П. Кожевников по мотивам USATST 2013)
9. Пусть a — натуральное число. Докажите, что существует бесконечно много таких простых p, что при некоторых натуральных m и n числа m2+3 и n3–a делятся на p. (Czech-Polish-Slovak Match 2011)
10. В треугольнике ABC провели высоты AA1, BB1 и CC1. Обозначим через P точку пересечения CC1 и A1B1, а через M — середину A1B1. Докажите, что точки A, B, P и M лежат на одной окружности. (А. Акопян)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Первый тур 03.11.13. Первая лига.

1. Врачи разных стран утверждают, что для нормальной работы организма за каждые календарные сутки нужно спать как минимум 6 часов, за каждые 7 суток подряд — как минимум 45 часов, а за каждые 30 суток подряд — как минимум 194 часа. Какое минимальное количество часов нужно проспать за високосный год, чтобы выполнить все эти требования? (И. Богданов)
2. Пусть a > 0. Рассмотрим последовательность, заданную следующим образом: a1 = 0, an+1 = 
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 для всякого натурального n. Докажите, что в этой последовательности встретится бесконечно много иррациональных чисел. (Mathematical Reflections 4, 2013)
3. Дан четырёхугольник ABCD, вписанный в окружность (. Точка A1 — точка пересечения медиан треугольника BCD, а точка A2 — вторая точка пересечения прямой AA1 с (. Аналогично определим точки B1, C1, D1, B2, C2, D2. Найдите максимальное возможное значение выражения 
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. (Nieuw Archief, 2008-2, упрощение)
4. Для некоторого натурального m нашлось 4m таких строк одинаковой длины, составленных из нулей и единиц, что для любого 1 ≤ k ≤ 2m(4m–1) среди них найдутся две строки, отличающиеся ровно в k разрядах. Докажите, что m — точный квадрат. (И. Богданов)
5. На одной из клеток доски n ( n, строки и столбцы которой занумерованы числами от 1 до n, стоит фишка. Если фишка стоит в k-й строке, её можно переместить в любую клетку k-го столбца. Докажите, что можно так перемещать фишку, чтобы она побывала во всех клетках доски ровно по одному разу и вернулась в исходную клетку. (Д. Щербанеску, конкурс IMAR, Румыния, 2008)
6. Существует ли множество точек на плоскости, которое пересекается с любым треугольником со сторонами, меньшими 1 000 000, и площадью 1 по конечному непустому подмножеству? (S. Kohl, G. Arizmendi, упрощение)
7. Среди квадратных трёхчленов P(x), Q(x), R(x) нет равных и противоположных. Может ли оказаться, что уравнение |P(x)| = |Q(x)| = |R(x)| имеет четыре различных действительных решения? (И. Богданов)
8. Треугольник ABC вписан в окружность (. Окружность ( касается окружности ( в точке T и касается отрезков AB и AC в точках K и L соответственно. Докажите, что центры окружностей, описанных около треугольников TAK, TBK, TAL и TCL, лежат на одной окружности. (П. Кожевников по мотивам USATST 2013)
9. Натуральные числа a и b таковы, что при всех натуральных n > 
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число bn–na делится на an–nb. Докажите, что a = b. (P. Leonetti)
10. В трапеции ABCD (AB || CD) точки P и Q —середины диагоналей AC и BD соответственно. Известно, что (PBA = (DBC. Докажите, что (QCB = (ACD. (Pan African, 2013)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Первый тур 03.11.13. Вторая лига.

1. Врачи разных стран утверждают, что для нормальной работы организма за каждые календарные сутки нужно спать как минимум 6 часов, за каждые 7 суток подряд — как минимум 45 часов, а за каждые 30 суток подряд — как минимум 194 часа. Какое минимальное количество часов нужно проспать за високосный год, чтобы выполнить все эти требования? (И. Богданов)
2. Решите в действительных числах уравнение (5x+3)(x2+x+1)(x2+2x+3) = 1001. (С. Волченков)
3. В вершинах правильного 50-угольника расставлены 50 трёхзначных чисел, в записи каждого из которых по одной единице, двойке и тройке. Оказалось, что любые два числа, стоящие в соседних вершинах, совпадают ровно в одном разряде. Докажите, что любые два числа, стоящие в противоположных вершинах, тоже совпадают ровно в одном разряде. (С. Волчёнков)
4. На одной из клеток доски n(n, строки и столбцы которой занумерованы числами от 1 до n, стоит фишка. Если фишка стоит в k-ой строке, её можно переместить в любую клетку k-го столбца. Докажите, что можно так перемещать фишку, чтобы она побывала во всех клетках доски ровно по одному разу и вернулась в исходную клетку. (Д. Щербанеску, конкурс IMAR, Румыния, 2008)
5. На плоскости отмечены пять точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Сколько существует пятиугольников с вершинами в отмеченных точках? Укажите все возможности при различных расположениях точек. (С. Волчёнков)
6. Среди линейных двучленов P(x), Q(x), R(x) нет равных и противоположных. Может ли оказаться, что уравнение |P(x)| = |Q(x)| = |R(x)| имеет два различных действительных решения? (И. Богданов)
7. В трапеции ABCD (AB || CD) точки P и Q —середины диагоналей AC и BD соответственно. Известно, что (PBA = (DBC. Докажите, что (QCB = (ACD. (Pan African, 2013)
8. Двое по очереди ставят на свободные клетки клетчатого прямоугольника размера n(m (m, n ( 3) какую-нибудь связную фигурку из 8 клеток (на каждом ходу можно класть любую такую фигурку). Кому некуда ходить — проиграл. Кто выиграет при правильной игре? Клетчатая фигурка называется связной, если любые две её клетки можно связать цепочкой её клеток, в которой любые две соседние клетки имеют общую сторону. (С. Волчёнков, С. Корытов)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Первый тур 03.11.13. Высшая юниорская лига.

1. Врачи разных стран утверждают, что для нормальной работы организма за каждые календарные сутки нужно спать как минимум 6 часов, за каждые 7 суток подряд — как минимум 45 часов, а за каждые 30 суток подряд — как минимум 194 часа. Какое минимальное количество часов нужно проспать за високосный год, чтобы выполнить все эти требования? (И. Богданов)
2. Докажите, что для любых трёх различных положительных чисел a, b, c из отрезков с длинами 
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 можно составить треугольник. (Польша, 2013/14, 1 тур)
3. Касательная в точке A к описанной окружности ( треугольника ABC пересекает прямую BC в точке D. Прямая l пересекает отрезок AD в точке P, окружность ( в точках Q и T, стороны AB и AC соответственно в точках R и S, а продолжение стороны BC в точке U. Точки P, Q, R, S, T и U расположены на прямой l в алфавитном порядке. Докажите, что если QR = ST, то PQ = UT. (Форум Oliforum)
4. Для некоторого натурального n нашлось n таких строк одинаковой длины, составленных из нулей и единиц, что для любого 1 ≤ k ≤ n(n–1)/2 среди них найдутся две строки, отличающиеся ровно в k разрядах. Докажите, что n — либо точный квадрат, либо точный квадрат, увеличенный на 2. (И. Богданов)
5. На одной из клеток доски n(n, строки и столбцы которой занумерованы числами от 1 до n, стоит фишка. Если фишка стоит в k-ой строке, её можно переместить в любую клетку k-го столбца. Докажите, что можно так перемещать фишку, чтобы она побывала во всех клетках доски ровно по одному разу и вернулась в исходную клетку. (Д. Щербанеску, конкурс IMAR, Румыния, 2008)
6. Точка P лежит на окружности, вписанной в квадрат ABCD с целой стороной. Может ли оказаться, что расстояния от P до всех вершин квадрата — целые? (Великобритания, 2013)
7. Среди квадратных трёхчленов P(x), Q(x), R(x) нет равных и противопо​ложных. Может ли оказаться, что уравнение |P(x)| = |Q(x)| = |R(x)| имеет четыре различных действительных решения?
8. В треугольнике ABC провели высоты AA1, BB1 и CC1. Обозначим через P точку пересечения CC1 и A1B1, а через M — середину A1B1. Докажите, что точки A, B, P и M лежат на одной окружности. (А. Акопян)
9. Последовательность чисел Фибоначчи задана условиями F1 = F2 = 1, Fm+1 = Fm+Fm–1 при всех натуральных m > 1. Найдите все четвёрки натуральных чисел a, b, c, n (a < b < c) такие, что все числа a, b, c, a+n, b+n, c+2n — числа Фибоначчи. (Саудовская Аравия, отбор на ММО, 2013)
10. Назовём ориентированный граф k-дольным, если его вершины разбиваются на множества A1, A2, …, Ak так, что конец каждого ребра с началом в Ai принадлежит Ai+1 (мы считаем Ak+1 = A1). Докажите, что граф является k-дольным тогда и только тогда, когда в любом неориентированном цикле (цикле, составленном из рёбер без учёта направления) разность количеств рёбер, идущих в одном и другом направлениях, кратна k. (Форум Oliforum)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Первый тур 03.11.13. Первая юниорская лига.

1. Врачи разных стран утверждают, что для нормальной работы организма за каждые календарные сутки нужно спать как минимум 6 часов, за каждые 7 суток подряд — как минимум 45 часов, а за каждые 30 суток подряд — как минимум 194 часа. Какое минимальное количество часов нужно проспать за високосный год, чтобы выполнить все эти требования? (И. Богданов)
2. Решите в действительных числах уравнение (5x+3)(x2+x+1)(x2+2x+3) = 1001. (С. Волченков)
3. В вершинах правильного 50-угольника расставлены 50 трёхзначных чисел, в записи каждого из которых по одной единице, двойке и тройке. Оказалось, что любые два числа, стоящие в соседних вершинах, совпадают ровно в одном разряде. Докажите, что любые два числа, стоящие в противоположных вершинах, тоже совпадают ровно в одном разряде. (С. Волчёнков)
4. В трапеции ABCD (AB || CD) точки P и Q —середины диагоналей AC и BD соответственно. Известно, что (PBA = (DBC. Докажите, что (QCB = (ACD. (Pan African, 2013)
5. На одной из клеток доски n(n, строки и столбцы которой занумерованы числами от 1 до n, стоит фишка. Если фишка стоит в k-ой строке, её можно переместить в любую клетку k-го столбца. Докажите, что можно так перемещать фишку, чтобы она побывала во всех клетках доски ровно по одному разу и вернулась в исходную клетку. (Д. Щербанеску, конкурс IMAR, Румыния, 2008)
6. Точка P лежит на окружности, вписанной в квадрат ABCD с целой стороной. Может ли оказаться, что расстояния от P до всех вершин квадрата — целые? (Великобритания, 2013)
7. Среди линейных двучленов P(x), Q(x), R(x) нет равных и противоположных. Может ли оказаться, что уравнение |P(x)| = |Q(x)| = |R(x)| имеет два различных действительных решения? (И. Богданов)
8. В треугольнике ABC провели высоты AA1, BB1 и CC1. Обозначим через P точку пересечения CC1 и A1B1, а через M — середину A1B1. Докажите, что точки A, B, P и M лежат на одной окружности. (А. Акопян)
9. Последовательность чисел Фибоначчи задана условиями F1 = F2 = 1, Fm+1 = Fm+Fm–1 при всех натуральных m > 1. Найдите все четвёрки натуральных чисел a, b, c, n (a < b < c) такие, что все числа a, b, c, a+n, b+n, c+2n — числа Фибоначчи. (Саудовская Аравия, отбор на ММО, 2013)
10. В едином и неделимом государстве некоторые города соединены дорогами с односторонним движением, и только президент имеет право ездить в любом направлении. После многократных поездок по стране президент заметил, что если выехать из любого города, проехать по любому количеству дорог и вернуться обратно, то разность количества дорог, которые он проехал по правилам и тех дорог, которые он проехал не по правилам всегда делится на три. Докажите, что страну можно разделить на три независимые республики так, что из первой республики дороги будут вести только во вторую, из второй — только в третью и из третьей — только в первую. (Форум Oliforum)
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