Девятнадцатый математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Сочи, 31 октября  9 ноября 2015 года
КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 01.11.15. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ
1. Между городами ездит поезд с постоянной скоростью, кроме двух участков, на которых он вынужден ехать с меньшей скоростью ввиду их плохого состояния. Если отремонтировать любой из этих участков, то средняя скорость поезда увеличится на треть. Во сколько раз она увеличится, если отремонтировать оба участка? (Эстония, 2008)
2. У Васи есть доска, на которой написано натуральное число. Вася может стереть с доски число n и записать вместо него n/2, если n чётно, или любое из чисел 3n+1 и 3n-1 по своему выбору, если n нечётно. Если на доске окажется число 1, Вася проиграет. Найдите все начальные числа, для которых Вася не сможет избежать проигрыша. (Польша, 2015/16, 1 этап, модификация)
3. Точка H лежит на высоте BK остроугольного треугольника ABC. Описанная окружность треугольника ABH пересекает сторону BC в точке D. Прямая DH пересекает сторону AC в точке P. Докажите, что центр описанной окружности треугольника ADP лежит на прямой AB. (Корея-2015, упрощение)
4. Натуральный делитель d натурального числа n называется интересным, если d+1 — тоже делитель числа n. Докажите, что не более половины всех делителей числа n являются интересными. (ЮАР, 2015)
5. Сколькими способами можно раскрасить клетки доски 2020 в три цвета так, чтобы все цвета были использованы и в каждом уголке из трёх клеток присутствовали ровно два цвета? Доска закреплена, поворачивать и переворачивать её нельзя. (И. Рубанов, С. Берлов)
6. Есть колода из 2n карточек, на каждой написан набор чисел от 1 до n, причём все наборы различны. Назовём набор карточек полным, если на них встречается каждое число от 1 до n ровно по разу. Из колоды выбрали k карточек так, что из них нельзя выбрать полный набор, но при добавлении любой карточки из колоды это условие нарушается. При каком наименьшем k это возможно? (MathOverflow)

7. Дано натуральное m > 1 и целые числа a, b, c, d. Докажите, что существуют целые числа x, y, u, v, не превосходящие по модулю  и не все равные 0, такие, что ax+by  u (mod m) и cx+dy  v (mod m). (Фольклор)
8. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Точка P на дуге AC его описанной окружности такова, что API = CPI. Оказалось, что PI больше радиуса описанной окружности. Докажите, что B > 60. (С. Берлов по мотивам задачи казахстанской олимпиады 2013 г.)

Девятнадцатый математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Сочи, 31 октября  9 ноября 2015 года
КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 01.11.15. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ
1. Натуральное число называется палиндромом, если его десятичная запись читается одинаково слева направо и справа налево (десятичная запись числа не может начинаться с нуля). Существуют ли семизначный и четырёхзначный палиндромы, сумма которых — восьмизначный палиндром? (Эстония, модифицировано)
2. В вершинах правильной шестиугольной призмы расставлены натуральные числа от 1 до 12, каждое использовано по одному разу. Назовём грань призмы богатой, если сумма чисел в её вершинах не меньше 40. Найдите наибольшее возможное количество богатых граней. (С. Волчёнков+методкомиссия)
3. Дано нечётное натуральное число n. Назовём его натуральный делитель d интересным, если d+2 — также делитель числа n. Докажите, что среди натуральных делителей числа n не более половины интересных. (ЮАР, 2015, модифицировано)
4. Точка H лежит на высоте BK остроугольного треугольника ABC. Окружность, описанная около треугольника ABH, пересекает вторично отрезок BC в точке D. Прямая DH пересекает сторону AC в точке P. Точки Q и R — центры окружностей, описанных около треугольников ADP и ABH соответственно. Докажите, что точки B, D, Q и R лежат на одной окружности. (Корея-2015)
5. Найдите все функции f: (0,+)  (0,+), обладающие следующими свойствами: для каждого y > 0 существует x > 0 такое, что f(x) = y, и при всех положительных x выполняется равенство 2xf(f(x)) = f(x)(x+f(f(x))). (Бразилия-2012)
6. Есть колода из 2n карточек, на каждой написан набор чисел от 1 до n, причём все наборы различны. Назовём набор карточек полным, если на карточках этого набора каждое число от 1 до n встречается ровно по разу. Из колоды выбрали k карточек так, что из них нельзя выбрать полный набор, но при добавлении любой карточки из колоды это условие нарушается. При каком наименьшем k это возможно? (MathOverflow)

7. Докажите, что при любом натуральном n > 1 верно неравенство . (Через [x], как обычно, обозначается наибольшее целое число, не превосходящее x.) (MathOverflow)
8. Точки I и O — центры вписанной и описанной окружностей неравнобедренного треугольника ABC соответственно. На дугах AC и CB его описанной окружности взяты точки P и Q соответственно таким образом, что API = CPI и BQI = CQI. Докажите, что прямые BP, AQ и OI пересекаются в одной точке. (Казахстан-2013)

9. Пусть w — бесконечное вправо слово из символов a и b. Обозначим через S(n) количество его различных подслов длины n. Может ли оказаться, что неравенство  выполнено при всех достаточно больших n? (Слово — это произвольная последовательность букв. Подслово слова w — это слово, образованное несколькими буквами слова w, идущими подряд в том же порядке.) (Богданов, MathOverflow)
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Решения задач командной олимпиады младшей группы.
Задача 1. Между городами ездит поезд с постоянной скоростью, кроме двух участков, на которых он вынужден ехать с меньшей скоростью ввиду их плохого состояния. Если отремонтировать любой из этих участков, то средняя скорость поезда увеличится на треть. Во сколько раз она увеличится, если отремонтировать оба участка?
Ответ. В 2 раза. Решение. Если скорость увеличилась на треть, а расстояние не изменилось, то время в пути стало составлять 1:4/3 = 3/4 от прежнего, то есть уменьшилось на четверть. Если отремонтировать второй участок, время сократится ещё на четверть от исходного, то есть станет наполовину меньше прежнего. Если время уменьшилось вдвое, то средняя скорость вдвое возросла.
Задача 2. У Васи есть доска, на которой написано натуральное число. Вася может стереть с доски число n и записать вместо него n/2, если n чётно, или любое из чисел 3n+1 и 3n1 по своему выбору, если n нечётно. Если на доске окажется число 1, Вася проиграет. Найдите все начальные числа, для которых Вася не сможет избежать проигрыша.
Ответ. 2k, где k  неотрицательное целое число. Решение. Если на доске 2k, Вася k раз поделит на 2 и проиграет. В противном случае число на доске равно 2km, где m  нечетное число, большее 1. Поделив k раз на 2, Вася получит m. Следующим он должен написать то из чисел 3m+1 и 3m1, которое не делится на 4. Поделив его затем на 2, он получит нечётное число, не меньшее (3m1)/2, которое при m  3 больше m. Повторяя описанные операции, Вася получит возрастающую последовательность нечётных чисел, и, следовательно, не проиграет.
Задача 3. Точка H лежит на высоте BK остроугольного треугольника ABC. Описанная окружность треугольника ABH пересекает сторону BC в точке D. Прямая DH пересекает сторону AC в точке P. Докажите, что центр описанной окружности треугольника ADP лежит на прямой AB.
Решение. Обозначим через Q центр описанной окружности треугольника ADP. Тогда 2QAP =180AQP = 1802ADP = 1802ABH = 2BAC, поэтому точка Q лежит на AB.
Задача 4. Натуральный делитель d натурального числа n называется интересным, если d+1 — тоже делитель числа n. Докажите, что не более половины всех делителей числа n являются интересными.


Решение. Числа d и d+1 взаимно просты. Поэтому если d  интересный делитель числа n, то n делится на d(d+1) = d2+d, откуда d2 < n и d < . Но это значит, что каждому интересному делителю d соответствует заведомо неинтересный делитель n/d > , и потому интересных делителей не больше, чем неинтересных, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 5. Сколькими способами можно раскрасить клетки доски 2020 в три цвета так, чтобы все цвета были использованы и в каждом уголке из трёх клеток присутствовали ровно два цвета? Доска закреплена, поворачивать и переворачивать её нельзя.
Ответ. 621912. Решение. Будем называть доминошкой две клетки, имеющие общую сторону. 
Лемма. Если вертикальная (горизонтальная) доминошка покрашена в два цвета, то в те же два цвета покрашены все клетки двух горизонталей (вертикалей), содержащих эту доминошку.
Доказательство. Рассмотрим доминошку, граничащую с нашей по длинной стороне. Достаточно доказать, что она покрашена в те же два цвета. Действительно, если одна из ее клеток покрашена в третий цвет, то есть трёхцветный уголок, а если обе ее клетки покрашены в один из двух цветов нашей доминошки, то есть одноцветный уголок. Лемма доказана.
Допустим, есть квадрат 22, раскрашенный в два цвета в шахматном порядке. Тогда обе содержащие его горизонтали и обе содержащие его вертикали раскрашены в те же цвета 1 и 2. Заметим, что если уголок раскрашен в два цвета, то клетка, дополняющая его до квадрата 22, также раскрашена в один из этих двух цветов. Используя это, нетрудно показать, что в рассматриваемом нами случае в цвета 1 и 2 покрашены все клетки плоскости. Значит, при выполнении условия задачи всякий квадрат 22 состоит из двух одноцветных доминошек разных цветов (*). 
Возьмём какой-нибудь квадрат 22. Допустим, его одноцветные доминошки горизонтальны (вертикальны). Тогда, последовательно сдвигая квадрат 22 на одну клетку по горизонтали (вертикали) и используя (*), убеждаемся, что каждая из горизонталей (вертикалей), в которых лежит наш квадрат, целиком покрашена в один цвет. Далее сдвигами квадратов, лежащих в этих горизонталях (вертикалях), по вертикали (горизонтали) показываем, что все горизонтали (вертикали)  одноцветные.
Осталось подсчитать число описанных «матрасных» (когда-то давно матрасы любили красить в полоску) раскрасок, где соседние горизонтали (вертикали) покрашены в разные цвета. Пусть одноцветны горизонтали. Первую мы можем покрасить тремя способами, каждую следующую  двумя, и из этого числа надо вычесть количество двухцветных «матрасных» раскрасок. Получаем 32196. Чтобы учесть раскраски по вертикалям, это число надо умножить на 2.
Задача 6. Есть колода из 2n карточек, на каждой написан набор чисел от 1 до n, причём все наборы различны. Назовём набор карточек полным, если на них встречается каждое число от 1 до n ровно по разу. Из колоды выбрали k карточек так, что из них нельзя выбрать полный набор, но при добавлении любой карточки из колоды это условие нарушается. При каком наименьшем k это возможно?
Ответ. 2n–1. Решение. Пример. Очевидно, что подходят все карточки (включая пустую), не содержащие числа 1. Оценка. Обозначим искомый набор карточек через . Разобьем все карточки на пары: если на одной карточке написан набор чисел A, то на парной к ней написаны все числа от 1 до n, не написанные на A. Ясно, что в набор  не могут входить карточка и парная ей карточка, так как они вместе образуют полный набор. Покажем, что для любых двух парных карточек A и B одна из них обязана входить в набор . Действительно, пусть A и B не входит в . Добавляя к  карточку A, получаем, что в   A содержится полный набор карточек. Тогда в этот полный набор должна входить карточка A, так как иначе в  уже содержался бы полный набор карточек. Поэтому некоторыми карточками A1, A2, ..., As из  можно набрать дополнение карточки A, то есть карточку B. Аналогично, некоторыми карточками B1, ..., Bt из  можно набрать карточку A. Но тогда карточки A1, ..., As, B1, ..., Bt из  образуют полный набор. Противоречие. Итак, в набор  из каждой пары карточек входит ровно одна карточка, поэтому в  ровно 2n/2 = 2n–1 карточка.

Задача 7. Дано натуральное m > 1 и целые числа a, b, c, d. Докажите, что существуют целые числа x, y, u, v, не превосходящие по модулю  и не все равные 0, такие, что ax+by  u (mod m) и cx+dy  v (mod m).



Решение. Каждой четвёрке целых неотрицательных чисел p, q, r, s   сопоставим пару вычетов (ap+bq–r, cp+dq–s) по модулю m. Количество четвёрок равно ([]+1)4 > m2, а пар вычетов по модулю m имеется m2, поэтому каким-то двум различным четвёркам (p, q, r, s) и (p', q', r', s') будет сопоставлена одна и та же пара вычетов: ap+bq–r  ap'+bq'–r' (mod m), cp+dq–s  cp'+dq'–s' (mod m). Получаем a(p–p')+b(q–q')  r–r' (mod m), c(p–p')+d(q–q')  s–s' (mod m), что и значит, что числа x = p–p', y = q–q', u = r–r', v = s–s' (очевидно, не все равные 0 и не превосходящие по модулю ) удовлетворяют условию задачи.
Задача 8. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Точка P на дуге AC его описанной окружности такова, что API = CPI. Оказалось, что PI больше радиуса описанной окружности. Докажите, что B > 60.
Решение. Обозначим через S и T точки пересечения лучей BI и PI с описанной окружностью ABC. Ясно, что S и T являются серединами дуг AC и ABC соответственно. Обозначим также через r и R радиусы вписанной и описанной окружностей треугольника ABC. Как известно, SI = SC, и по теореме синусов оба эти отрезка равны 2R/sinIBC. Кроме того, BI = r/sinIBC. Поскольку произведения отрезков хорд в окружности равны, то PIIT = SIIS = 2RsinIBCr/sinIBC = 2Rr, откуда IT < 2r. Заметим, что IBT = 90, поэтому2r > IT > IB = r/sinIBT, откуда sinIBT > 1/2 и B = 2IBT > 60.
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Решения задач командной олимпиады старшей группы.
Задача 1. Натуральное число называется палиндромом, если его десятичная запись читается одинаково слева направо и справа налево (десятичная запись числа не может начинаться с нуля). Существуют ли семизначный и четырёхзначный палиндромы, сумма которых — восьмизначный палиндром?
[bookmark: _GoBack]Ответ. Да: 9997999 и 2002. Замечание. Этот пример  единственный. В самом деле, восьмизначная сумма семизначного и четырёхзначного чисел должна начинаться с 1000 и, значит, должна равняться 10000001. Поэтому семизначный палиндром должен начинаться с 999 и имеет вид 999x999, а четырёхзначный должен оканчиваться и начинаться на 2, откуда x = 7.
Задача 2. В вершинах правильной шестиугольной призмы расставлены натуральные числа от 1 до 12, каждое использовано по одному разу. Назовём грань призмы богатой, если сумма чисел в её вершинах не меньше 40. Найдите наибольшее возможное количество богатых граней.
Ответ. Три. Решение. Сумма чисел от 1 до 12 равна 78. Поэтому любые две богатые грани должны иметь общее ребро: иначе сумма чисел уже на них будет больше 78. Значит, среди богатых граней не больше двух боковых и не больше одного основания. Пример, когда богатых граней ровно три: 10, 12, 9, 6, 5, 4 на верхнем основании и 7, 11, 8, 1, 2, 3 соответственно на нижнем основании.
Задача 3. Дано нечётное натуральное число n. Назовём его натуральный делитель d интересным, если d+2 — также делитель числа n. Докажите, что среди натуральных делителей числа n не более половины интересных.


Решение. Так как НОД(d, d+2)  2, а число n нечётно, если d  интересный делитель числа n, то n делится на d(d+2) = d2+2d, откуда d2 < n и d < . Но это значит, что каждому интересному делителю d соответствует заведомо неинтересный делитель n/d > , и потому интересных делителей не больше, чем неинтересных, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 4. Точка H лежит на высоте BK остроугольного треугольника ABC. Окружность, описанная около треугольника ABH, пересекает вторично отрезок BC в точке D. Прямая DH пересекает сторону AC в точке P. Точки Q и R — центры окружностей, описанных около треугольников ADP и ABH соответственно. Докажите, что точки B, D, Q и R лежат на одной окружности.
Решение. 2QAP = 180AQP = 1802ADP = 1802ABH = 2BAC, поэтому точка Q лежит на AB.  Следовательно, DQB = 2DAB = DRB, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 5. Найдите все функции f: (0,+)  (0,+), обладающие следующими свойствами: для каждого y > 0 существует x > 0 такое, что f(x) = y, и при всех положительных x выполняется равенство 2xf(f(x)) = f(x)(x+f(f(x))).



Ответ. f(x) = x. Решение. Положим g(t) = . Тогда f(t) = , f(f(t)) = . Подставляя это в равенство из условия и полагая x = 1/t, после преобразований получим x+g(g(x)) = 2g(x) для всех x > 0 (*). Предположим, что g(x0) ≠ x0 для некоторого x0. Заметим, что для любого положительного y найдется такое x, что g(x) = y. Значит, у каждого положительного числа есть некоторый прообраз. Определим последовательность xk такую, что g(xk) = xk+1 для любого целого k. При этом x0 и x1 различны. Из условия (*) получим, что xk+1+xk–1 = 2xk, то есть эта последовательность является бесконечной в обе стороны арифметической прогрессией с разностью, не равной 0. Но такая прогрессия не может целиком состоять из положительных чисел. Получаем противоречие. Значит, g(x) = x для любого x, откуда получаем единственный ответ f(x) = x.
Задача 6. Есть колода из 2n карточек, на каждой написан набор чисел от 1 до n, причём все наборы различны. Назовём набор карточек полным, если на карточках этого набора каждое число от 1 до n встречается ровно по разу. Из колоды выбрали k карточек так, что из них нельзя выбрать полный набор, но при добавлении любой карточки из колоды это условие нарушается. При каком наименьшем k это возможно?
Ответ. 2n–1. Решение. Пример. Очевидно, что подходят все карточки (включая пустую), не содержащие числа 1. Оценка. Обозначим искомый набор карточек через . Разобьем все карточки на пары: если на одной карточке написан набор чисел A, то на парной к ней написаны все числа от 1 до n, не написанные на A. Ясно, что в набор  не могут входить карточка и парная ей карточка, так как они вместе образуют полный набор. Покажем, что для любых двух парных карточек A и B одна из них обязана входить в набор . Действительно, пусть A и B не входит в . Добавляя к  карточку A, получаем, что в   {A} содержится полный набор карточек. Тогда в этот полный набор должна входить карточка A, так как иначе в  уже содержался бы полный набор карточек. Поэтому некоторыми карточками A1, A2, ..., As из  можно набрать дополнение карточки A, то есть карточку B. Аналогично, некоторыми карточками B1, ..., Bt из  можно набрать карточку A. Но тогда карточки A1, ..., As, B1, ..., Bt из  образуют полный набор. Противоречие. Итак, в набор  из каждой пары карточек входит ровно одна карточка, поэтому в  ровно 2n/2 = 2n–1 карточек.

Задача 7. Докажите, что при любом натуральном n > 1 верно неравенство . (Через [x], как обычно, обозначается наибольшее целое число, не превосходящее x.)



Решение. При n = 2 и n = 3 неравенство проверяется напрямую. Пусть n  4. Положим k = +1 > ; тогда 3k2 > n2. Так как квадрат числа не даёт остатка 2 по модулю 3, имеем 3k2–n2  2. Используя тот факт, что n2 > 10, теперь имеем , откуда и следует наше неравенство.
Задача 8. Точки I и O — центры вписанной и описанной окружностей неравнобедренного треугольника ABC соответственно. На дугах AC и CB его описанной окружности взяты точки P и Q соответственно таким образом, что API = CPI и BQI = CQI. Докажите, что прямые BP, AQ и OI пересекаются в одной точке.
Решение. Пусть P1 — середина дуги AC, не содержащей точки B, P2 — середина дуги AC, содержащей точку B. Аналогично определим точки Q1 и Q2. Из определения точек P и Q точки I, P, P2, а также точки I, Q, Q2 лежат на одной прямой. Пусть прямые BP и AQ пересекаются в точке X, а прямые BQ2 и AP2 — в точке Y (возможно, бесконечно удаленной). Заметим, что Y ≠ O. Нам достаточно доказать, что точки O, I, X лежат на одной прямой. По теореме Паскаля для шестивершинника AQ1Q2BP1P2 точки I = AQ1  BP1, Y = AP2  BQ2, O = P1P2  Q1Q2 лежат на одной прямой. По теореме Паскаля для шестивершинника AQQ2BPP2 точки X = AQ  BP, Y = AP2  BQ2, I = PP2  QQ2 лежат на одной прямой. Таким образом, X, Y, O, I лежат на одной прямой, что и требовалось.

Задача 9. Пусть w — бесконечное вправо слово из символов a и b. Обозначим через S(n) количество его различных подслов длины n. Может ли оказаться, что неравенство  выполнено при всех достаточно больших n? (Слово — это произвольная последовательность букв. Подслово слова w — это слово, образованное несколькими буквами слова w, идущими подряд в том же порядке.)




Ответ. Да. Решение. Построим слово w следующим образом. Сначала запишем в каждую позицию букву a, а затем при каждом натуральном k заменим блок из 2k последовательных символов, последний из которых имеет номер , на блок из такого же количества букв b (он будет называться k-ым блоком). Рассмотрим натуральное n > 1000. Оценим число S(n). Подслов слова w длины n, имеющих вид aaa ...abb...b и bb...baa...a, не больше 2n. Подслов, пересекающихся хотя бы с двумя блоками, также не больше 2n. Действительно, нетрудно заметить, что между (k–1)-ым и k-ым блоками стоит хотя бы /2 букв a. Если все эти буквы попали в наше подслово, то   2n, то есть начало этого подслова расположено среди первых 2n символов слова w. Оценим количество остальных подслов длины n. Они содержат ровно один блок, причём строго внутри. Если это k-ый блок, то 2k+1 < n; значит, k < log2n. Поэтому таких слов не больше, чем nlog2n, и S(n)  4n+nlog2 n. С другой стороны, если /2 > n > 2k, то подслова, содержащие k-ый блок, не могут пересекаться с другими блоками. Значит, слов требуемого вида с k-ым блоком будет n–2k–1. Суммируя по всем 
k  (log2log22n, log2n), получаем, что S(n)  n(log2n–log2log22n–2)–3n. Итого,

.
При достаточно больших n каждая из дробей в левой и правой частях не превосходит 1/1000, откуда и следует требуемое.
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