Двадцать третий математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Ижевск, 814 декабря 2019 года
КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 08.12.2019. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ
1. За круглым столом сидят 10 человек. Каждый из них задумал некоторое число и сообщил это число своим соседям по столу (одному соседу слева и одному справа). После этого каждый сидящий за столом назвал вслух среднее арифметическое двух чисел, которые ему сообщили его соседи. В порядке обхода вокруг стола были названы числа 1, 2, ..., 10. Какое число задумал человек, назвавший число 6? (Crux Mathematicorum, 2018, vol.44, No 4)
2. Каждое натуральное число покрашено в один из ста цветов. Докажите, что можно найти несколько (не менее двух) одноцветных чисел, произведение которых будет иметь ровно 1000 натуральных делителей. (Crux Mathematicorum, 2018)
3. Дана окружность и лежащая внутри неё точка P, отличная от центра. Пусть XY — произвольный диаметр окружности, A, B — вторые точки ее пересечения с прямыми PX, PY. Докажите, что все центры описанных окружностей треугольников PAB лежат на одной прямой, не зависящей от выбора диаметра. (А. Заславский)

4. Последовательности положительных чисел {an} и {bn} (n = 0, 1, 2, ...) при каждом натуральном n удовлетворяют условиям . Докажите, что max(a2019, b2019) > 44. (Crux Mathematicorum, 2018)
5. Окружность, проходящая через вершины B и C треугольника ABC, пересекает стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Отрезки BD и CE пересекаются в точке P. H -- основание перпендикуляра, опущенного из точки P на сторону AC. Точки M и N -- середины отрезков BC и AP соответственно. Докажите, что треугольники MNH и CAE подобны. (14 Киевский математический турнир им. Леси Рублевой)
6. Какое наименьшее количество клеток можно отметить в прямоугольнике 620 таким образом, чтобы в каждом прямоугольнике 23 и 32 была отмеченная клетка? (По мотивам шортлиста олимпиады "Балтийский путь", 2019)
7. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k.) (Z.-W. Sun, Д. Крачун)
8. В ориентированном графе исходящая степень каждой вершины равна 3 (петли и встречные ребра разрешены и являются циклами; между каждыми двумя вершинами может быть не более одного ребра данного направления). Докажите, что в этом графе есть два непересекающихся (по вершинам) ориентированных цикла. (Шортлист олимпиады "Балтийский путь", 2019)
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1. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. Лучи AB и DC пересекаются в точке E, а лучи AD и BC — в точке F. Докажите, что хотя бы один из шести углов ABC, BCD, CDA, DAB, BEC и CFD меньше 60. (М. Дидин)
2. Докажите, что для любых a, b, c  1 выполняется неравенство 3abc+a+b+c  2(ab+bc+ca). Найдите все случаи равенства. (Юниорская олимпиада в Малайзии 2015)
3. На плоскости даны фиксированные окружность  и не лежащая на ней точка P. Рассмотрим произвольный диаметр XY окружности ; пусть A и B — вторые точки пересечения  с прямыми PX и PY. Найдите ГМТ центров окружностей, описанных около всевозможных треугольников PAB. (А. Заславский)
4. Расставим в клетках квадрата 100100 различные натуральные числа. Рассмотрим всевозможные клетчатые квадраты, которые можно выделить в этом квадрате, и посчитаем сумму чисел в каждом квадрате. Для какого наибольшего k среди посчитанных сумм может найтись k равных чисел? (Д. Белов)
5. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k.) (Z.-W. Sun, Д. Крачун)
6. На множестве N определена бинарная операция * (иначе говоря, каждым двум натуральным числам a и b сопоставлено натуральное число a*b). Эта операция удовлетворяет тождествам a*a = a и (a*b)*c = (b*c)*a. Докажите, что каждому элементу a  N можно сопоставить некоторое множество действительных чисел S(a) так, чтобы разным числам были сопоставлены разные множества, и выполнялось тождество S(a*b) = S(a)S(b). (D. van Gent, Nieuw Archief voor Wiskunde 2019)
[bookmark: _GoBack]7. В основании неправильной пирамиды лежит равносторонний пятиугольник. Могут ли все 6 её граней быть равновеликими? (И. Богданов)
8. В классе поровну мальчиков и девочек, и все ученики разного роста. Оказалось, что если мальчик дружит с девочкой, то он дружит и со всеми девочками выше неё; и наоборот  если девочка дружит с мальчиком, то она дружит и со всеми мальчиками выше него. Учитель физкультуры хочет выстроить детей в ряд, начиная с мальчика, так, чтобы любые двое соседей в ряду были друзьями разного пола. Оказалось, что количество способов это сделать — натуральное число N, делящееся на 101. Каким наименьшим количеством нулей может оканчиваться десятичная запись числа N? (Ф. Петров в обработке И. Богданова)
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