Двадцать третий математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Ижевск, 814 декабря 2019 года
КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 08.12.2019. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ
1. За круглым столом сидят 10 человек. Каждый из них задумал некоторое число и сообщил это число своим соседям по столу (одному соседу слева и одному справа). После этого каждый сидящий за столом назвал вслух среднее арифметическое двух чисел, которые ему сообщили его соседи. В порядке обхода вокруг стола были названы числа 1, 2, ..., 10. Какое число задумал человек, назвавший число 6? (Crux Mathematicorum, 2018, vol. 44, № 4)
2. Каждое натуральное число покрашено в один из ста цветов. Докажите, что можно найти несколько (не менее двух) одноцветных чисел, произведение которых будет иметь ровно 1000 натуральных делителей. (Crux Mathematicorum, 2018)
3. Дана окружность и лежащая внутри неё точка P, отличная от центра. Пусть XY — произвольный диаметр окружности, A, B — вторые точки ее пересечения с прямыми PX, PY. Докажите, что все центры описанных окружностей треугольников PAB лежат на одной прямой, не зависящей от выбора диаметра. (А. Заславский)

4. Последовательности положительных чисел {an} и {bn} (n = 0, 1, 2, ...) при каждом натуральном n удовлетворяют условиям . Докажите, что max(a2019, b2019) > 44. (Crux Mathematicorum, 2018)
5. Окружность, проходящая через вершины B и C треугольника ABC, пересекает стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Отрезки BD и CE пересекаются в точке P. H — основание перпендикуляра, опущенного из точки P на сторону AC. Точки M и N — середины отрезков BC и AP соответственно. Докажите, что треугольники MNH и CAE подобны. (14 Киевский математический турнир им. Леси Рублевой)
6. Какое наименьшее количество клеток можно отметить в прямоугольнике 620 таким образом, чтобы в каждом прямоугольнике 23 и 32 была отмеченная клетка? (По мотивам шортлиста олимпиады "Балтийский путь", 2019)

7. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k. Это количество вычисляется по формуле , где p1, p2, …, pt  все различные простые делители числа k).) (Z.–W. Sun, Д. Крачун)
8. В ориентированном графе исходящая степень каждой вершины равна 3 (петли и встречные ребра разрешены и являются циклами; между каждыми двумя вершинами может быть не более одного ребра данного направления). Докажите, что в этом графе есть два непересекающихся (по вершинам) ориентированных цикла. (Шортлист олимпиады "Балтийский путь", 2019)

Двадцать третий математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Ижевск, 814 декабря 2019 года
КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 08.12.2019. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ
1. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. Лучи AB и DC пересекаются в точке E, а лучи AD и BC — в точке F. Докажите, что хотя бы один из шести углов ABC, BCD, CDA, DAB, BEC и CFD меньше 60. (М. Дидин)
2. Докажите, что для любых a, b, c  1 выполнено неравенство 3abc+a+b+c  2(ab+bc+ca). Найдите все случаи равенства. (Юниорская олимпиада в Малайзии 2015)
3. На плоскости даны фиксированные окружность  и не лежащая на ней точка P. Рассмотрим произвольный диаметр XY окружности ; пусть A и B — вторые точки пересечения  с прямыми PX и PY соответственно. Найдите ГМТ центров окружностей, описанных около всевозможных треугольников PAB. (А. Заславский)
4. Расставим в клетках квадрата 100100 различные натуральные числа. Рассмотрим всевозможные клетчатые квадраты, которые можно выделить в этом квадрате, и подсчитаем сумму чисел в каждом квадрате. Для какого наибольшего k среди подсчитанных сумм может найтись k равных чисел? (Д. Белов)
5. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k.) (Z.–W. Sun, Д. Крачун)
6. На множестве N определена бинарная операция * (иначе говоря, каждым двум натуральным числам a и b сопоставлено натуральное число a*b). Эта операция удовлетворяет тождествам a*a = a и (a*b)*c = (b*c)*a. Докажите, что каждому элементу a  N можно сопоставить некоторое множество действительных чисел S(a) так, чтобы разным числам были сопоставлены разные множества, и выполнялось тождество S(a*b) = S(a)S(b). (D. van Gent, Nieuw Archief voor Wiskunde 2019)
7. В основании неправильной пирамиды лежит равносторонний пятиугольник. Могут ли все 6 её граней быть равновеликими? (И. Богданов)
8. В классе поровну мальчиков и девочек, и все ученики разного роста. Оказалось, что если мальчик дружит с девочкой, то он дружит и со всеми девочками выше неё; и наоборот  если девочка дружит с мальчиком, то она дружит и со всеми мальчиками выше него. Учитель физкультуры хочет выстроить детей в ряд, начиная с мальчика, так, чтобы любые двое соседей в ряду были друзьями разного пола. Оказалось, что количество способов это сделать — натуральное число N, делящееся на 101. Каким наименьшим количеством нулей может оканчиваться десятичная запись числа N? (Ф. Петров в обработке И. Богданова)


Двадцать третий математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Ижевск, 814 декабря 2019 года
Решения задач командной олимпиады младшей группы.
Задача 1. За круглым столом сидят 10 человек. Каждый из них задумал некоторое число и сообщил это число своим соседям по столу (одному соседу слева и одному справа). После этого каждый сидящий за столом назвал вслух среднее арифметическое двух чисел, которые ему сообщили его соседи. В порядке обхода вокруг стола были названы числа 1, 2, ..., 10. Какое число задумал человек, назвавший число 6?
Ответ. 1. Решение. Пусть назвавший число i задумал число xi. Тогда x2+x4+x6+x8+x10 = 1+3+5+7+9 = 25, а x2+x4 = 6, x8+x10 = 18, откуда x6 = 25–6–18 = 1.
Задача 2. Каждое натуральное число покрашено в один из ста цветов. Докажите, что можно найти несколько (не менее двух) одноцветных чисел, произведение которых будет иметь ровно 1000 натуральных делителей.



Решение. Рассмотрим числа , , ... , где pi — i-ое простое число. Среди них найдутся три одноцветных, они-то нам и подойдут.
Задача 3. Дана окружность и лежащая внутри неё точка P, отличная от центра. Пусть XY — произвольный диаметр окружности, A, B — вторые точки ее пересечения с прямыми PX, PY. Докажите, что все центры описанных окружностей треугольников PAB лежат на одной прямой, не зависящей от выбора диаметра.
Решение. Обозначим через O центр данной окружности, через H  точку пересечения прямых XB и YA, а через S — описанную окружность треугольника PAB. Заметим, что H  ортоцентр треугольника XPY, а центр S  середина отрезка PH. Поскольку PAO = PXO = PHA, то касательная к S в точке A проходит через O, и потому степень точки O относительно S не зависит от выбора диаметра XY. Но тогда проекция H1 точки H на PO постоянна, и все точки H лежат на прямой, проходящей через H1 перпендикулярно PO. Значит, все центры окружностей S лежат на серединном перпендикуляре отрезка PH1.

Задача 4. Последовательности положительных чисел {an} и {bn} (n = 0, 1, 2, ...) при каждом натуральном n удовлетворяют условиям . Докажите, что max(a2019, b2019) > 44.

Решение. Докажем, что отношение  не зависит от n. Действительно,
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Задача 5. Окружность, проходящая через вершины B и C треугольника ABC, пересекает стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Отрезки BD и CE пересекаются в точке P. H — основание перпендикуляра, опущенного из точки P на сторону AC. Точки M и N — середины отрезков BC и AP соответственно. Докажите, что треугольники MNH и CAE подобны.
Решение. Лемма. Пусть треугольники A1B1C1 и A2B2C2 подобны и одинаково ориентированы, и пусть точки A3, B3, C3 делят в одинаковом отношении A1A2, B1B2, C1C2 соответственно. Тогда A3B3C3 также подобен A1B1C1. Доказательство. Пусть три бегуна a, b, c стартуют в A1, B1, C1 и бегут прямолинейно равномерно в A2, B2, C2 соответственно так, чтобы оказаться там одновременно. Перейдем в систему отсчета, в которой бегун a покоится. Бегуны b и c в этой системе отсчета по–прежнему бегут прямолинейно и равномерно (просто из векторов их скоростей вычелся вектор скорости бегуна a). Таким образом, можно считать, что A1 = A2 = A. Из подобия AB1C1 и AB2C2 легко следует подобие AB1B2 и AC1C2, из которого получаем AB1B3 ~ AC1C3 (через соответствующие элементы в подобных треугольниках). Из этого подобия получаем AB1C1 ~ AB3C3. Возвращаясь в исходную систему отсчета, завершаем доказательство леммы.
Пусть точка K симметрична D относительно H. Тогда PKC = PDA, кроме того, ABD = ACE из вписанности BEDC, откуда заключаем, что ABD ~ PCK по двум углам. Применим лемму к треугольникам ABD, PCK, NMH. Из подобия ABD ~ PCK выводим ABD ~ NMH, но ABD ~ ACE, откуда и следует требуемое.
Задача 6. Какое наименьшее количество клеток можно отметить в прямоугольнике 620 таким образом, чтобы в каждом прямоугольнике 23 и 32 была отмеченная клетка?
Ответ. 22. Решение. Оценка. Докажем, что в прямоугольнике 610 необходимо отметить хотя бы 11 клеток. Предположим, что можно отметить 10 клеток. Разобьем прямоугольник 610 на четыре прямоугольника 35. Каждый прямоугольник 35 должен содержать не менее двух отмеченных клеток. Следовательно, хотя бы два прямоугольника 35 содержат ровно две отмеченные клетки.
[image: ][image: ][image: ]Квадрат 33 может содержать не более одной отмеченной клетки, и она должна содержаться во всех четырех прямоугольниках со сторонами 2 и 3, лежащими в этом квадрате, то есть обязана быть в его центре. Поэтому две клетки в прямоугольнике 35 можно отметить единственным образом  вторую и четвертую в средней строке. Прямоугольники 35 с двумя отмеченными клетками могут быть соседними по стороне в прямоугольнике 610 (верхний рисунок), а могут быть соседними по диагонали (нижний рисунок). В первом случае сразу образуется прямоугольник 23 без отмеченных клеток. Во втором случае можно выделить семь непересекающихся прямоугольников 23, и в одном из них точно не будет отмеченной клетки. Пример изображен на рисунке ниже этой строки.

Задача 7. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k. Это количество вычисляется по формуле , где p1, p2, …, pt  все различные простые делители числа k).)

Решение. Пронумеруем все простые числа p1 < p2 < ... < pn < .... Заметим, что каждое положительное рациональное число k  1 можно единственным образом представить в виде , где i — некоторые целые числа, причём n  0; если k = 1, будем считать, что n = 0. 
Докажем индукцией по n, что число k представляется в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа, причём в их разложении на простые множители нет простых чисел, бóльших pn.



Если n = 0, то возьмём a = b = 1. Предположим теперь, что утверждение доказано для всех чисел, меньших n, и докажем его для n. Если n = 2s–1 > 0, то будем искать a в виде , причём a1 и b не делятся на pn. Тогда, учитывая мультипликативность функции Эйлера, достаточно подобрать такие a1 и b, что , причём a1 не делится на pn. Но в разложение левой части входят только простые числа, меньшие pn, поэтому такие a1 и b существуют по предположению индукции. Если n = 2s–1 < 0, рассуждение аналогично. Если n = 2s > 0, то будем искать a и b в виде  и pnb1 соответственно. Дальнейшие рассуждения, а также случай n = 2s < 0 аналогичны уже разобранному.
Задача 8. В ориентированном графе исходящая степень каждой вершины равна 3 (петли и встречные ребра разрешены и являются циклами; между каждыми двумя вершинами может быть не более одного ребра данного направления). Докажите, что в этом графе есть два непересекающихся (по вершинам) ориентированных цикла.
Решение. Будем доказывать индукцией по числу n вершин. База для n = 3 и n = 4 проверяется без труда. Пусть для всех графов с менее чем n вершинами условие выполнено, а в графе G с n вершинами и исходящими степенями 3 не нашлось двух непересекающихся циклов.
Предположим, что в G есть встречные ребра между вершинами v и w. Тогда в G есть цикл vw, и в G{v, w} есть цикл, так как в нем из каждой вершины выходит хотя бы одно ребро. Следовательно, в G нет встречных ребер.
Предположим, что в G есть ребро uv такое, что ни из какой вершины x  V(G) не выходят ребра в обе вершины u и v. Тогда стянем ребро uv: удалим в G вершины u и v и добавим новую вершину w, в которую входят ребра из тех вершин, из которых входили ребра в u и v, и выходят ребра в те вершины, в которые выходили ребра из v. Обозначим полученный граф через G'. В G' n–1 вершина и степень каждой вершины равна 3, поэтому для него выполнено индукционное предположение. Но тогда и в G есть два непересекающихся цикла, так как если цикл в G' проходил через w, то в G этот проход можно заменить на проход через v или uv.


 Осталось разобрать случай, когда каждое ребро имеет «предка», то есть вершину, из которой выходят ребра в оба конца этого ребра. Пусть v  вершина наименьшей входящей степени (обозначим эту степень ). Очевидно,   3.

(1)  = 0. Тогда ребро, исходящее из v, не имеет предка.

(2)  = 1. Тогда ребро, входящее в v, не имеет предка.

(3)  = 2. Пусть есть ребра uv и wv. Тогда u должно быть предком для wv, а w — для uv, но тогда есть ребра vw и wv, а этот случай мы уже разобрали.

(4)  = 3. Тогда все вершины имеют входящую степень 3. Пусть в вершину x входят ребра ux, vx, wx. Предком каждого из этих ребер должна быть u, v или w. Тогда в индуцированном подграфе на вершинах u, v, w в каждую вершину входит хотя бы одно ребро, а так как в G нет встречных ребер, вершины u, v, w образуют цикл длины 3. Заметим, что вершины, в которые ведут ребра из x,  также образуют цикл длины 3 (так как мы можем обратить все ребра и повторить те же рассуждения). В G нет встречных ребер, поэтому мы нашли два непересекающихся цикла.


Двадцать третий математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Ижевск, 814 декабря 2019 года
Решения задач командной олимпиады старшей группы.
Задача 1. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. Лучи AB и DC пересекаются в точке E, а лучи AD и BC — в точке F. Докажите, что хотя бы один из шести углов ABC, BCD, CDA, DAB, BEC и CFD меньше 60.
Решение. BCD = CFD+CDF = CFD+DAB+BEC < 180. Тогда один из углов CFD, DAB, BEC меньше 60.
Задача 2. Докажите, что для любых a, b, c  1 выполнено неравенство 3abc+a+b+c  2(ab+bc+ca). Найдите все случаи равенства.
Ответ. Равенство достигается при всех a, b, c, хотя бы два их которых равны 1. Первое решение. Заметим, что разность левой и правой частей неравенства равняется a(b–1)(c–1)+b(c–1)(a–1)+c(a–1)(b–1). Каждое из этих слагаемых неотрицательно, что доказывает неравенство. Если хотя бы два из чисел a, b, c строго больше 1, например, a > 1 и b > 1, то c(a–1)(b–1) > 0, и в этом случае равенство не достигается. Значит, чтобы выполнялось равенство, необходимо, чтобы по крайней мере два из трех чисел равнялись 1. Несложно видеть, что все такие случаи подходят. Второе решение. Пусть a = 1+x, b = 1+y, c = 1+z. Подставляя эти выражения в исходное неравенство, после преобразований получаем, что оно равносильно очевидному неравенству 3xyz+xy+yz+zx  0. Случаи равенства разбираются аналогично первому решению.
Задача 3. На плоскости даны фиксированные окружность  и не лежащая на ней точка P. Рассмотрим произвольный диаметр XY окружности ; пусть A и B — вторые точки пересечения  с прямыми PX и PY соответственно. Найдите ГМТ центров окружностей, описанных около всевозможных треугольников PAB.

Ответ. Серединный перпендикуляр к отрезку PK, где точка K определена ниже. Решение. Пусть O — центр , а Q — точка, симметричная P относительно O. Точки A и B — основания высот в треугольнике PXY. Пусть H — ортоцентр этого треугольника. Точки Q, X, Y, H лежат на окружности Г с диаметром QH; пусть Г вторично пересекает PO в точке K, то есть K — проекция H на фиксированную прямую PQ. Тогда , откуда точка K также фиксирована. Заметим, что точки P, H, A, B, K лежат на окружности с диаметром PH. Центр этой окружности — середина PH, и она лежит на (фиксированном) серединном перпендикуляре к PK.
[bookmark: _GoBack]Покажем теперь, что любая точка I этого серединного перпендикуляра лежит в искомом ГМТ. Пусть H' — точка, симметричная P относительно I (тогда H'KQ = 90). Окружность Г' с диаметром QH' пересекает  в точках X' и Y' и проходит через K. Поскольку степени точки О относительно окружностей Г' и  равны (и равны KOQO), то радикальная ось X'Y' окружностей Г' и  — диаметр . Тогда H' — ортоцентр треугольника PX'Y'. Пусть A' и B' — вторые точки пересечения  с прямыми PX' и PY'. Тогда A' и B' — основания высот в треугольнике PX'Y', а I — центр описанной окружности треугольника PA'B'.
Задача 4. Расставим в клетках квадрата 100100 различные натуральные числа. Рассмотрим всевозможные клетчатые квадраты, которые можно выделить в этом квадрате, и подсчитаем сумму чисел в каждом квадрате. Для какого наибольшего k среди подсчитанных сумм может найтись k равных чисел?
Ответ. 992 = 9801. Решение. Оценка. Рассмотрим все квадраты, в которых получилась одна и та же сумма, эти квадраты будем называть хорошими. Заметим, что ни один хороший квадрат не может содержаться в другом. Выделим в каждом хорошем квадрате со стороной, большей 1, левый верхний квадрат 22. Единичный хороший квадрат может быть максимум один (так как числа различны); если он есть, выделим для него какой-нибудь квадрат 22, который его содержит. Все выделенные квадраты различны, иначе какой-то хороший квадрат содержался бы в другом. Значит, хороших квадратов не больше, чем квадратов 22, то есть не больше 992 = 9801.
Пример. Расставим какие–то целые числа в первой строке. Теперь в нечетном столбце, начинающемся с a, расставим числа a, –a, a+1, –(a+1), (a+2), –(a+2), ..., a+49, –(a+49), а в чётном столбце, начинающемся с b — числа b, –b, b–1, –(b–1), b–2, –(b–2), ..., b–49, –(b–49). Нетрудно убедиться, что тогда в каждом квадрате 22 сумма будет равна 0, так как в каждой вертикальной доминошке сумма равна 0, 1 или –1, и квадраты 22 образуются двумя доминошками, в которых суммы противоположны. Осталось выбрать числа в первую строку так, чтобы все числа в таблице были различны (например, взяв 109, 2109, ..., 100109), а затем добавить ко всем числам большое натуральное число так, чтобы все числа стали натуральными (например, добавив 10100).
Задача 5. Докажите, что каждое положительное рациональное число k можно представить в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа. (Напомним, что для натурального числа k через (k) обозначают количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k.)

Решение. Пронумеруем все простые числа p1 < p2 < ... < pn < .... Заметим, что каждое положительное рациональное число k  1 можно единственным образом представить в виде , где i — некоторые целые числа, причём n  0; если k = 1, будем считать, что n = 0. 
Докажем индукцией по n, что число k представляется в виде k = (a2)/(b2), где a и b — натуральные числа, причём в их разложение на простые множители нет простых чисел, бóльших pn.



Если n = 0, то возьмём a = b = 1. Предположим теперь, что утверждение доказано для всех чисел, меньших n, и докажем его для n. Если n = 2s–1 > 0, то будем искать a в виде , причём a1 и b не делятся на pn. Тогда, учитывая мультипликативность функции Эйлера, достаточно подобрать такие a1 и b, что , причём a1 не делится на pn. Но в разложение левой части входят только простые числа, меньшие pn, поэтому такие a1 и b существуют по предположению индукцию. Если n = 2s–1 < 0, рассуждение аналогично. Если n = 2s > 0, то будем искать a и b в виде  и pnb1 соответственно. Дальнейшие рассуждения, а также случай n = 2s < 0 аналогичны уже разобранному.
Задача 6. На множестве N определена бинарная операция * (иначе говоря, каждым двум натуральным числам a и b сопоставлено натуральное число a*b). Эта операция удовлетворяет тождествам a*a = a и (a*b)*c = (b*c)*a. Докажите, что каждому элементу a  N можно сопоставить некоторое множество действительных чисел S(a) так, чтобы разным числам были сопоставлены разные множества, и выполнялось тождество S(a*b) = S(a)S(b).
Решение. Применяя несколько раз условия, получим
a*b = (a*b)*(a*b) = (b*(a*b))*a = ((a*b)*a)*b = ((b*a)*a)*b = ((a*a)*b)*b = 
= (b*b)*(a*a) = b*a,
откуда получаем коммутативность операции *. Коммутативность вместе с условием (a*b)*c = (b*c)*a дает ассоциативность операции, поэтому далее скобки ставить не будем. 
Переходя к дополнениям, будем строить множества f(a) такие, что f(a*b) = f(a)f(b). Они будут являться подмножествами в N.
Для любого a  N положим f(a) = a*N = {a*n : n  N}. Покажем, что это  требуемое отображение. Сразу заметим, что a = a*a  a*N. 
Если a*N = b*N, то a = b*c и b = a*d для некоторых c, d  N. Тогда a*b = a*a*d = a*d = b и, аналогично, a*b = b*a = b*b*c = b*c = a. Значит, a = b. Итак, f разным числам сопоставляет разные множества.
Осталось показать, что a*Nb*N = (a*b)*N. Ясно, что a*b*N = b*a*N  a*N, b*N. С другой стороны, если p  a*Nb*N, то p = a*d = b*c, откуда p = a*d = a*a*d = a*b*c  a*b*N. Отсюда a*Nb*N  a*b*N.
Задача 7. В основании неправильной пирамиды лежит равносторонний пятиугольник. Могут ли все 6 её граней быть равновеликими?
Ответ. Да, могут. Решение. Для начала заметим, что треугольники с равными основаниями равновелики тогда и только тогда, когда их высоты к этим основаниям равны. Значит, в искомой пирамиде SABCDE вершина S должна быть равноудалена от всех прямых, содержащих стороны основания. Значит, таким свойством должна обладать и её проекция O на плоскость основания. Это объясняет идею построения, приведённого ниже.
[image: ]Начнём с построения основания. Конструкция указана на рисунке; все пять прямых, содержащих стороны основания, касаются окружности, и весь рисунок симметричен относительно пунктирной прямой.
Объясним, почему этот рисунок возможен. Нарисуем окружность  радиуса 1 с центром O и касательную к ней в точке X. Отложим отрезок XA переменной длины t; проведя вторую касательную к  из A, отложим на ней отрезок AB = 2t (не содержащий точку касания); отразив A относительно BO, получим точку C. Если C попала на продолжение отрезка OX за точку X, то требуемый пятиугольник достраивается отражением относительно OX (заметим, что его угол при вершине C автоматически больше развёрнутого).





Точки A, B, C непрерывно зависят от t. При t = 1/ точка B попадает на OX (а C — правее); при t =  точка B отстоит от OX на расстояние 2, поэтому C точно лежит левее OX. Значит, для некоторого t  (1/, ) точка C попадёт на требуемую прямую.


Заметим, что при t > 1/ имеем OA =  < 2t = AB; значит, SABCO < 2SABC, откуда SABO = SABCO/2 < SABC < SABCDE. Значит, на перпендикуляре, восставленном в точке O к плоскости пятиугольника, найдётся точка S, для которой SABS = SABCDE (ибо SABS меняется непрерывно и неограниченно увеличивается при движении S по этой прямой). Из конструкции следует, что все пять боковых граней также равновелики; следовательно, SABCDE — требуемая пирамида.

Замечание. Значение t можно найти и явно: .
Задача 8. В классе поровну мальчиков и девочек, и все ученики разного роста. Оказалось, что если мальчик дружит с девочкой, то он дружит и со всеми девочками выше неё; и наоборот  если девочка дружит с мальчиком, то она дружит и со всеми мальчиками выше него. Учитель физкультуры хочет выстроить детей в ряд, начиная с мальчика, так, чтобы любые двое соседей в ряду были друзьями разного пола. Оказалось, что количество способов это сделать — натуральное число N, делящееся на 101. Каким наименьшим количеством нулей может оканчиваться десятичная запись числа N?
Ответ. 48. Решение. Назовём исследуемые расстановки легальными. Пусть k — количество мальчиков. Пример получается при k = 101, когда все дружат. Действительно, тогда N = (101!)2, причём 2 входит в 101! хотя бы в 50 степени, а 5 — в степени [101/5]+[101/52] = 24, ибо 101 < 53. Значит, N оканчивается ровно 48 нулями.
Лемма. N = (a1a2... ak)2, где a1, ..., ak — некоторая последовательность неотрицательных целых чисел такая, что i  ai  ai+1–1 при всех i = 1, 2, ..., k–1.
Сначала выведем оценку из леммы. Поскольку N натурально, a1  1, то есть a1 = 1. Если N делится на 101, то одно из чисел a1, ..., ak делится на 101 — скажем, это aj. Из условий ai–1  ai–1 следует, что среди чисел a1, ..., aj–1 встретятся все числа от 1 до 100, то есть N делится на (100!)2 и, следовательно, на 1048.
Осталось доказать лемму. Числа ak–i будут определяться так. Выкинем из компании i самых маленьких девочек и i самых больших мальчиков. Тогда ak–i — это количество оставшихся мальчиков, знакомых со всеми оставшимися девочками. Из этого описания немедленно следуют условия на ai, указанные в лемме.
Индукция по k. При k = 1 имеем N = 1 = a1. Пусть теперь k > 1. Рассмотрим самую маленькую девочку d; пусть M — множество мальчиков, которые с ней дружат, |M| = ak. Заметим, что M состоит из ak самых высоких мальчиков.
В любой легальной расстановке перед d стоит мальчик m из M, а после неё — либо мальчик m' из M, либо никто. Так как m', если он существует, знаком со всеми девочками, то после выбрасывания пары (m, d) из расстановки получится легальная расстановка оставшихся детей. Наоборот, в любую легальную расстановку 2(k–1) детей, отличных от m и d, пару (m, d) можно вставить либо перед произвольным m'  M\{m}, либо в конец, то есть ak способами.

Далее, поскольку m дружит со всеми, для всех m  M после выкидывания пары (m, d) останутся «одинаковые» компании детей (научным языком, графы их дружб изоморфны). Поэтому в них будет поровну легальных расстановок, и эти количества будут по предположению индукции иметь вид N' = (a1a2... ak–1)2. Итак, для каждого из ak мальчиков из M в каждую из N' перестановок можно вставить пару (m, d) ровно ak способами. Значит, N = N', что и требовалось.
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