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Âåëèêèé Íîâãîðîä, 22�29 íîÿáðÿ 2021 ãîäà
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1. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC < BC < AB. Â í¼ì ïðîâåäåíû âûñîòû
AA1, BB1, CC1, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå H, è îòìå÷åíû ñåðåäèíû ñòîðîí A2, B2, C2 ñòîðîí BC, CA,
AB ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
HB1B2, HC1C2 è öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà HA1A2, êàñàþùåéñÿ îòðåçêà A1A2.
Îêðóæíîñòü ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ HB1B2, HC1C2,
êàñàþùèõñÿ îòðåçêîâ B1B2 è C1C2 ñîîòâåòñòâåííî, è öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
HA1A2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû ω1 è ω2 ðàâíû.

À. Ñêóòèí

2. Åð¼ìà Êåëüèí íàðèñîâàë ñòî ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ó
âñåõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïðÿìûìè, îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû
äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ìîãóò ëè åãî ñëîâà áûòü ïðàâäîé?

Ì. Àíòèïîâ

3. Íà êðóãîâîé àâòîäîðîãå ñòîÿò áåíçîêîëîíêè. Ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà áåíçèíà â íèõ õâàòàåò íà
äâà êðóãà. Äâà âîäèòåëÿ õîòÿò, ñòàðòîâàâ îò îäíîé êîëîíêè è, çàïðàâèâøèñü èç íå¼, è ñòàðòîâàâ â
ðàçíûå ñòîðîíû, îáúåõàòü êàæäûé âåñü êðóã; ïî ïóòè ìîæíî çàïðàâëÿòüñÿ íà äðóãèõ êîëîíêàõ, íå
îáÿçàòåëüíî çàáèðàÿ âåñü áåíçèí. Äîêàæèòå, ÷òî èì ýòî óäàñòñÿ.

È. Áîãäàíîâ

4. Äàí ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ABCD ñ öåíòðîì O. Òî÷êè P è Q òàêîâû, ÷òî O ëåæèò íà îòðåçêå PQ,
è PO = 3 ·QO. Äîêàæèòå, ÷òî PA+ PB + PC + PD ⩾ QA+QB +QC +QD.

MathOver�ow

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, k, a è b. Íàçîâ¼ì ïóò¼ì ïóòü ïî öåëî÷èñëåííûìè òî÷êàì èç (0, 0) â
(n, k), ãäå êàæäûé øàã � ñäâèã íà åäèíèöó âïðàâî èëè ââåðõ. Ðàññìîòðèì äâà ïóòè T è B ñ îáùèìè
íà÷àëîì è êîíöîì, íå èìåþùèå äðóãèõ îáùèõ âåðøèí, ïðè÷¼ì T ëåæèò íàä B; îíè îãðàíè÷èâàþò
êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê P . Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé â P , èìåþùèõ a ãîðèçîíòàëüíûõ
ð¼áåð èç T è b ãîðèçîíòàëüíûõ ð¼áåð èç B, ðàâíî êîëè÷åñòâó ïóòåé â P , èìåþùèõ b ãîðèçîíòàëüíûõ
ð¼áåð èç T è a ãîðèçîíòàëüíûõ ð¼áåð èç B.

6.Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò n ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ
êîìïëåêñíûõ êîðíåé z1, . . . , zn. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà âèäà z

k
1+zk2+. . .+zkn, k = 0, 1, 2, . . . , ÿâëÿþòñÿ

öåëûìè ÷èñëàìè, äåëÿùèìèñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû â
f(x), íåêðàòíûå p, ñòîÿò ïðè ìîíîìàõ xk, ãäå k êðàòíî p.

MathOver�ow

7. Ïóñòü n ⩾ 5 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, π(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, à
k < π(n)/2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íàçîâ¼ì ïðèìèòèâíûì, åñëè
â í¼ì íåò äâóõ ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè k + 1 íå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè k.

KoMal

8. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ðàâíà 8. Äîêàæèòå, ÷òî√
2(a2 + b2) +

√
2(b2 + c2) +

√
2(c2 + d2) + 2

√
ad ⩽ 16.

Íèíüáèíü, îòáîð íà âüåòíàìñêóþ îëèìïèàäó
9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì a0 = 0, a1 = 1, a2 = x, a3 = y è

an+2an−2 = x2an+1an−1 − ya2n

ïðè âñåõ n ⩾ 2 (çäåñü x è y � âåùåñòâåííûå ÷èñëà). Îêàçàëîñü, ÷òî an ̸= 0 ïðè âñåõ n ̸= 0. Äëÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k > ℓ, îïðåäåëèì

f(k, ℓ) =
ak+ℓak−ℓ

a2ka
2
ℓ

.

Äîêàæèòå, ÷òî f(k,m) = f(k, ℓ) + f(ℓ,m) ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k > ℓ > m.
Â. Áûêîâñêèé, À. Óñòèíîâ



10. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 100 äåðåâåíü. Èç íåêîòîðûõ ãîðîäîâ â íåêîòîðûå äåðåâíè âåäóò ãðóíòî-
âûå äîðîãè; äðóãèõ äîðîã íåò. Èçâåñòíî, ÷òî äàæå ïîñëå çàêðûòèÿ ëþáîé äîðîãè èç êàæäîãî ãîðîäà
ìîæíî áóäåò ïðîåõàòü ïî äîðîãàì â ëþáóþ äåðåâíþ. Ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî çààñôàëüòèðîâàòü 100
äîðîã òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèëà ðîâíî îäíà àñôàëüòèðîâàííàÿ äîðîãà è âñå ýòè äîðîãè
âåëè â ðàçíûå äåðåâíè. Íà êîíêóðñ áûëè ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå ïðîåêòû àñôàëüòèðîâàíèÿ
äîðîã, óäîâëåòâîðÿþùèå îïèñàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì (èçâåñòíî, ÷òî òàêèõ ïðîåêòîâ áûëî íå ìåíåå
îäíîãî). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî äîðîã ìîãëî íå óïîìèíàòüñÿ íè â îäíîì èç ïðîåêòîâ?

Ä.Êàðïîâ



Äâàäöàòü ÷åòâ¼ðòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ
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Âåëèêèé Íîâãîðîä, 22�29 íîÿáðÿ 2021 ãîäà

×åòâåðòûé òóð 28.11.2021. Ïåðâàÿ ëèãà.

1. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB < BC < CA. Òî÷êè HC è MC � îñíîâàíèå
âûñîòû èç âåðøèíû C è ñåðåäèíà ñòîðîíû AB ñîîòâåòñòâåííî, à H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü
IC � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà HHCMC , à JC � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà HHCMC , êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû HMC . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè HB, MB, IB è
JB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè IB, IC , JB, JC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

À. Ñêóòèí, óïðîùåíèå

2. Åð¼ìà Êåëüèí íàðèñîâàë ñòî ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ó
âñåõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïðÿìûìè, îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû
äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ìîãóò ëè åãî ñëîâà áûòü ïðàâäîé?

Ì. Àíòèïîâ

3. Íà êðóãîâîé àâòîäîðîãå ñòîÿò áåíçîêîëîíêè. Ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà áåíçèíà â íèõ õâàòàåò íà
äâà êðóãà. Äâà âîäèòåëÿ õîòÿò, ñòàðòîâàâ îò îäíîé êîëîíêè è, çàïðàâèâøèñü èç íå¼, è ñòàðòîâàâ â
ðàçíûå ñòîðîíû, îáúåõàòü êàæäûé âåñü êðóã; ïî ïóòè ìîæíî çàïðàâëÿòüñÿ íà äðóãèõ êîëîíêàõ, íå
îáÿçàòåëüíî çàáèðàÿ âåñü áåíçèí. Äîêàæèòå, ÷òî èì ýòî óäàñòñÿ.

È. Áîãäàíîâ

4. Äàí ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ABCD ñ öåíòðîì O. Òî÷êè P è Q òàêîâû, ÷òî O ëåæèò íà îòðåçêå PQ,
è PO = 3 ·QO. Äîêàæèòå, ÷òî PA+ PB + PC + PD ⩾ QA+QB +QC +QD.

MathOver�ow

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m ⩾ n. Ó Èãîðÿ åñòü ïî îäíîìó ïîñòåðó ñ èçîáðàæåíèåì Êîëìîãî-
ðîâà âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåðîâ k × ℓ, ãäå 1 ⩽ k ⩽ m, 1 ⩽ ℓ ⩽ n (â îáùåé ñëîæíîñòè mn ïîñòåðîâ).
Îí äîëæåí ïî î÷åðåäè ïîâåñèòü èõ âñå íà ñòåíó â ñâîåé êîìíàòå (íå ïîâîðà÷èâàÿ). Êàæäûé î÷åðåä-
íîé ïîâåøåííûé ïîñòåð äîëæåí ëèáî íå ïåðåêðûâàòüñÿ ñ ïðåäûäóùèìè, ëèáî ïîëíîñòüþ íàêðûâàòü
îäèí èç òåõ ïîñòåðîâ, êîòîðûå âèäíû íà ñòåíå íà äàííûé ìîìåíò, è íå ïåðåêðûâàòüñÿ ñ îñòàëüíûìè
âèäèìûìè ïîñòåðàìè. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììàðíóþ ïëîùàäü ìîãóò çàíèìàòü ïîñòåðû, êîãäà âñå
îíè áóäóò ïîâåøåíû?

Switzerland Final Round 2021

6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ÷òî

P (x)P (x2) . . . P (xn) = P
(
xn(n+1)/2

)
.

Ñàóäîâñêàÿ Àðàâèÿ, òðåíèðîâî÷íàÿ îëèìïèàäà, 2019

7. Ïóñòü n ⩾ 5 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, π(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, à
k < π(n)/2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} íàçîâ¼ì ïðèìèòèâíûì, åñëè
â í¼ì íåò äâóõ ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè k + 1 íå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè k.

KoMal

8. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ðàâíà 8. Äîêàæèòå, ÷òî√
2(a2 + b2) +

√
2(b2 + c2) +

√
2(c2 + d2) + 2

√
ad ⩽ 16.

Íèíüáèíü, îòáîð íà âüåòíàìñêóþ îëèìïèàäó

9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ai) çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = a, ak+1 = a2k+1 äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî

(a1 + a2)(a2 + a3) . . . (an + an+1)

íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.
Ñàóäîâñêàÿ Àðàâèÿ, òðåíèðîâî÷íàÿ îëèìïèàäà, 2019



10. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 150 äåðåâåíü. Èç íåêîòîðûõ ãîðîäîâ â íåêîòîðûå äåðåâíè âåäóò ãðóí-
òîâûå äîðîãè. Ïðàâèòåëüñòâî ðåøèëî çààñôàëüòèðîâàòü 100 äîðîã òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà
âûõîäèëà ðîâíî îäíà àñôàëüòèðîâàííàÿ äîðîãà è âñå ýòè äîðîãè âåëè â ðàçíûå äåðåâíè. Íà êîíêóðñ
áûëè ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå ïðîåêòû àñôàëüòèðîâàíèÿ äîðîã, óäîâëåòâîðÿþùèå îïèñàííûì
âûøå òðåáîâàíèÿì (èçâåñòíî, ÷òî òàêèõ ïðîåêòîâ áûëî íå ìåíåå îäíîãî). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî
äîðîã ìîãëî íå óïîìèíàòüñÿ íè â îäíîì èç ïðîåêòîâ?

Ä.Êàðïîâ


