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Личная олимпиада. Старшая группа.

1. 999 команд сыграли двухкруговой турнир по волейболу: каждая сыграла с каждой матч дома и матч

в гостях. Каждая команда выиграла ровно половину своих домашних матчей и ровно половину гостевых.

Докажите, что какая-то из команд дважды обыграла какую-то другую. Напомним, что в волейболе ничьих

не бывает.

Решение. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà â êàæäîé ïàðå êîìàíä ëèáî îáå ïîáåäèëè ñîïåðíèêà ó ñåáÿ

äîìà, ëèáî îáå ïîáåäèëè ñîïåðíèêà â ãîñòÿõ. Ñîåäèíèì ðåáðîì òå ïàðû, ãäå îáå êîìàíäû ïîáåäèëè äðóã

äðóãà äîìà. Ïîëó÷èì ãðàô íà 999 âåðøèíàõ, êàæäàÿ ñòåïåíè 499, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ.

2. В равнобокой трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 окружность с центром на основании 𝐴𝐷 касается прямых 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷
в точках 𝐵 и 𝐶 соответственно. Пусть отрезок 𝐴𝐶 вторично пересекает эту окружность в точке

𝑃 . Пусть точка 𝐾 такова, что 𝐴𝐵𝐶𝐾 — параллелограмм. Описанная окружность треугольника 𝐶𝐾𝐷
пересекает отрезок 𝐴𝐶 в точке 𝑄 ̸= 𝐶. Докажите, что 𝐴𝑃 = 𝐶𝑄.

Решение 1. Îáîçíà÷èì ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐴 = 𝛼 è ∠𝐶𝐴𝐵 = 𝛽. Ïóñòü 𝑂 � öåíòð ïåðâîé îêðóæíîñòè èç

óñëîâèÿ. Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî𝑂 � ñåðåäèíà 𝐴𝐷 è ∠𝐵𝑂𝐶 = 180∘−2∠𝐴𝑂𝐵 = 180∘−2(90∘−∠𝐵𝐴𝑂) = 2𝛼.
Òîãäà ∠𝐴𝑃𝐵 = 180∘ − ∠𝐵𝑃𝐶 = 180∘ − ∠𝐵𝑂𝐶/2 = 180∘ − 𝛼. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà 𝐾𝑄𝐶𝐷
èìååì ∠𝐾𝑄𝐶 = 180∘ − ∠𝐶𝐷𝐾 = 180∘ − 𝛼, à èç 𝐴𝐵 ‖ 𝐶𝐾 èìååì ∠𝑄𝐶𝐾 = ∠𝑄𝐴𝐵 = 𝛽. Ñëåäîâàòåëüíî, â
òðåóãîëüíèêàõ 𝐴𝐵𝑃 è 𝐶𝐾𝑄 ðàâíû 𝐴𝐵 = 𝐶𝐾, ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐾𝑄𝐶 = 180∘ − 𝛼 è ∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝑄𝐶𝐾 = 𝛽. Çíà÷èò
îíè ðàâíû, îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî îòðåçêîâ 𝐴𝑃 è 𝐶𝑄.

Решение 2. Òàê êàê ïåðâàÿ îêðóæíîñòü èç óñëîâèÿ êàñàåòñÿ 𝐴𝐵, òî 𝐴𝐵2 = 𝐴𝑃 · 𝐴𝐶. Äîêàæåì, ÷òî
𝐶𝐾2 = 𝐶𝑄 · 𝐶𝐴, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî 𝐶𝑄 = 𝐶𝐾2

𝐶𝐴 = 𝐴𝐵2

𝐶𝐴 = 𝐴𝑃 . Çàìåòèì, ÷òî ∠𝐴𝐾𝐶 = 180∘ −
∠𝐵𝐴𝐾 = 180∘−∠𝐶𝐷𝐾 = ∠𝐾𝑄𝐶, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè 𝐾𝑄𝐶 è 𝐴𝐾𝐶 ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝐶𝐾2 = 𝐶𝑄 · 𝐶𝐴, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Дано простое число 𝑝 > 3. Натуральные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 и 𝑑 таковы, что 𝑎+ 𝑏 = 𝑐+ 𝑑 = 𝑝, а число 𝑎𝑏𝑐𝑑 —

точный квадрат. Докажите, что какие-то два из чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 и 𝑑 совпадают.

Решение. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑎, 𝑐 < 𝑝
2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑎𝑐𝑏𝑑 = 𝑎𝑐(𝑝− 𝑎)(𝑝−

𝑐) = 𝑥2. Òîãäà 𝑥2 ≡ (𝑎𝑐)2 (mod 𝑝), îòêóäà 𝑥 ≡ 𝑎𝑐 (mod 𝑝) èëè 𝑥 ≡ −𝑎𝑐 (mod 𝑝). Ïî ìîäóëþ çàìåíû çíàêà

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑥 ≡ 𝑎𝑐 (mod 𝑝) è 𝑥 = 𝑎𝑐− 𝑘𝑝. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ 𝑎(𝑝− 𝑎)𝑐(𝑝− 𝑐) < (𝑝
2

4 )
2, îòêóäà

|𝑥| = |𝑎𝑐− 𝑘𝑝| < (𝑝
2

4 ). Òàê êàê 𝑎, 𝑐 < 𝑝
2 , òî 𝑎𝑐 < (𝑝

2

4 ) è |𝑘𝑝| < 𝑝2

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, |𝑘| <
𝑝
2 .

Ðàñêðûòèåì ñêîáîê â ðàâåíñòâå 𝑎𝑐(𝑝−𝑎)(𝑝− 𝑐) = (𝑎𝑐−𝑘𝑝)2 ïîëó÷àåì 𝑝2(𝑎𝑐−𝑘2) = 𝑝𝑎𝑐(𝑎+ 𝑐−2𝑘). Çíà÷èò
(𝑎 + 𝑐 − 2𝑘)

... 𝑝. Èç íåðàâåíñòâ 𝑎, 𝑐 < 𝑝
2 è |𝑘| < 𝑝

2 ïîëó÷àåì, ÷òî −𝑝 < 𝑎 + 𝑐 − 2𝑘 < 2𝑝. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè
𝑎+ 𝑐− 2𝑘 = 0, èëè 𝑎+ 𝑐− 2𝑘 = 𝑝.

1) Åñëè 𝑎 + 𝑐 − 2𝑘 = 0, òî èç óñëîâèÿ 𝑝2(𝑎𝑐 − 𝑘2) = 𝑝𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐 − 2𝑘) ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑎𝑐 = 𝑘2. Òîãäà 𝑎 è 𝑐
áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà 𝑥2 − 2𝑘𝑥+ 𝑘2, îòêóäà 𝑎 = 𝑐 = 𝑘.

2) Åñëè 𝑎+𝑐−2𝑘 = 𝑝, òî èç óñëîâèÿ 𝑝2(𝑎𝑐−𝑘2) = 𝑝𝑎𝑐(𝑎+𝑐−2𝑘) ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑎𝑐−𝑘2 = 𝑎𝑐. Ñëåäîâàòåëüíî
𝑘 = 0, è 𝑎+ 𝑐 = 𝑝. Íî òàê íå áûâàåò, òàê êàê 𝑎, 𝑐 < 𝑝

2 .

4. Каждой óïîðÿäî÷åííîé паре чисел 𝑥 и 𝑦 из интервала (0, 1) сопоставлено натуральное число 𝑓(𝑥, 𝑦).
Может ли случиться так, что равенство 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑧) выполняется только при 𝑥 = 𝑦 = 𝑧?

Ответ: Äà, ìîæåò. Решение 1. Ïóñòü 𝑓(𝑧, 𝑧) = 1 äëÿ ëþáîãî 𝑧 ∈ (0, 1). Ïóñòü òåïåðü 𝑥 ̸= 𝑦. Ðàññìîòðèì

ïåðâîå ìåñòî 𝑖, â êîòîðîì îòëè÷àþòñÿ äâîè÷íûå çàïèñè ÷èñåë 𝑥 è 𝑦 (áåð¼ì çàïèñè áåç áåñêîíå÷íûõ õâîñòîâ

åäèíèö). Åñëè â 𝑥 � íîëü, à â 𝑦 � åäèíèöà, òî ïîëîæèì 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑖, èíà÷å ïîëîæèì 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑖+ 1. Ïóñòü
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑧) = 𝑚. Åñëè 𝑚 = 1, òî 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. Åñëè 𝑚 = 2𝑖, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà 𝑖-ì ìåñòà ÷èñëà 𝑦 ñ îäíîé
ñòîðîíû ñòîèò åäèíèöà (ò.ê. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑖), à ñ äðóãîé � íîëü (ò.ê. 𝑓(𝑦, 𝑧) = 2𝑖), ïðîòèâîðå÷èå; àíàëîãè÷íî
ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé 𝑚 = 2𝑖+ 1.

Решение 2. Ïðîíóìåðóåì âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà èíòåðâàëå (0, 1): 𝑟1, 𝑟2, . . . . Ïîëîæèì 𝑓(𝑧, 𝑧) = 1
äëÿ ëþáîãî 𝑧 ∈ (0, 1). Ïóñòü òåïåðü 𝑥 ̸= 𝑦. Åñëè 𝑥 < 𝑦, ïîëîæèì 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑖, ãäå 𝑖 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî 𝑥 < 𝑟𝑖 < 𝑦. Åñëè 𝑥 > 𝑦, ïîëîæèì 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑖 + 1, ãäå 𝑖 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî

òàêîå, ÷òî 𝑥 > 𝑟𝑖 > 𝑦. Ïóñòü 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑧) = 𝑚. Åñëè 𝑚 = 1, òî 𝑥 = 𝑦 = 𝑧. Åñëè 𝑚 = 2𝑖, òî 𝑥 < 𝑟𝑖 < 𝑦 è

𝑦 < 𝑟𝑖 < 𝑧, ÷òî íåâîçìîæíî; àíàëîãè÷íî íåâîçìîæåí ñëó÷àé 𝑚 = 2𝑖+ 1.

Замечание. Îáà ïðèìåðà óñòðîåíû îäèíàêîâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ÷èñëî 𝑡 ∈ (0, 1). Ïîëîæèì 𝑓(𝑡, 𝑡) =
1. ×åãî ìû õîòèì îò îñòàëüíîé ôóíêöèè? Ïîñìîòðèì íà ìíîæåñòâî 𝐴(𝑡) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè



(ïåðåìåííîé 𝑥) 𝑓(𝑥, 𝑡) ïðè 𝑥 ̸= 𝑡, è ìíîæåñòâî 𝐵(𝑡) � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè 𝑓(𝑡, 𝑥) ïðè 𝑥 ̸= 𝑡. ×åãî
ìû õîòèì îò ýòèõ ìíîæåñòâ?

1. ×òîáû íè 𝐴(𝑡), íè 𝐵(𝑡) íå ñîäåðæàëè 1.

2. ×òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü: èíà÷å, åñëè 𝑚 ∈ 𝐴(𝑡) è 𝑚 ∈ 𝐵(𝑡), òî íàéäóòñÿ òàêèå 𝑎 è 𝑏, ÷òî 𝑓(𝑎, 𝑡) = 𝑚 è

𝑓(𝑡, 𝑏) = 𝑚.

3. ×òîáû äëÿ 𝑠 ̸= 𝑡 ìíîæåñòâà 𝐴(𝑡) è 𝐵(𝑠) ïåðåñåêàëèñü: òîãäà â êà÷åñòâå 𝑓(𝑠, 𝑡) ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî

èç 𝐴(𝑡) ∩𝐵(𝑠).

5. Дети привёзли в лагерь по гаджету. При заезде гаджеты пронумеровали: гаджет, привезённый ре-

бёнком 𝑖, получил номер 𝑖. В первую же ночь дети обсудили, кто что привёз, и каждый составил для

себя список, перечислив все гаджеты в порядке от более желанного к менее желанному. Воспитатель хо-

чет предложить детям поменяться гаджетами так, что ребёнку 𝑖 достанется гаджет с номером 𝜎(𝑖).
Группа детей 𝐴 может заблокировать предложение, если дети из 𝐴 могут перераспределить между собой

гаджеты, которые они привезли сами, так, чтобы каждый ребёнок 𝑖 ∈ 𝐴 получил гаджет (привезённый

ребёнком из 𝐴), который ему нравится не меньше, чем 𝜎(𝑖), и при этом нашёлся бы ребёнок 𝑖0 ∈ 𝐴, полу-
чивший гаджет с номером, отличным от 𝜎(𝑖0). Докажите, что существует не более одного предложения

воспитателя, которое не может заблокировать ни одна группа детей.

Решение. Ââåä¼ì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò äåòè, èç ðåá¼íêà 𝑖 ïðîâåä¼ì íàïðàâëåííîå ðåáðî â

ðåá¼íêà 𝑗, åñëè ãàäæåò ñ íîìåðîì 𝑗 íðàâèòñÿ ðåá¼íêó 𝑖 áîëüøå âñåãî. Â ïîëó÷åííîì ãðàôå, î÷åâèäíî, åñòü

íåêîòîðûé öèêë 𝐶1 (âîçìîæíî, ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû). Ïðåäëîæèì êàæäîìó ðåá¼íêó â ýòîì öèêëå

ãàäæåò ñëåäóþùåãî ïî öèêëó ðåá¼íêà. Îòïóñòèì äåòåé èç öèêëà 𝐶1 íà ïðîãóëêó, à ñ îñòàâøèìèñÿ ïðîäåëàåì

òó æå ïðîöåäóðó. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ìíîãî ðàç, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛.

Íàçîâ¼ì ïîëó÷åííîå ïðåäëîæåíèå 𝜎.
Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü äðóãîå ïðåäëîæåíèå 𝜎′. Ïóñòü 𝐵 � ìíîæåñòâî äåòåé 𝑖, äëÿ êîòîðûõ 𝜎(𝑖) ̸=

𝜎′(𝑖). Èç ìíîæåñòâà äåòåé 𝐵 âûáåðåì ðåá¼íêà 𝑖 èç öèêëà ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì 𝐶𝑘. Äîêàæåì, ÷òî äåòè,

îáðàçóþùèå 𝐶𝑘, ìîãóò çàáëîêèðîâàòü ïðåäëîæåíèå 𝜎′. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé èç äåòåé â 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑘−1

ïîëó÷èë â 𝜎 è 𝜎′ îäèí è òîò æå ãàäæåò. Çíà÷èò, êàæäûé èç äåòåé â 𝐶𝑘 ïîëó÷èë ëó÷øèé ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ

ãàäæåò èç îñòàâøèõñÿ, ò.å. òî÷íî íå õóæå ÷åì â 𝜎′, à ðåá¼íîê 𝑖 � íå ñîâïàäàþùèé ñ 𝜎.

Замечание. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå 𝜎 èç ðåøåíèÿ íå ìîæåò çàáëîêèðîâàòü íè îäíà ãðóïïà

äåòåé. Îïèñàííûé â ðåøåíèè àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ top trading cycle.

6. Докажите, что многочлен

𝑃 (𝑥) =

1 000 000∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑖−1)/2

раскладывается в произведение семи непостоянных многочленов с целыми коэффициентами.

Решение. Äîêàæåì, ÷òî 𝑃 (𝑥) äåëèòñÿ íà âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà 1 + 𝑥2
𝑘
ïðè 𝑘 = 0, 1, . . . , 5. Ïîñêîëüêó

ýòè (ïðèâåä¼ííûå) ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû, à èõ ñóììàðíàÿ ñòåïåíü 26 − 1 ìåíüøå 106, ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑥)
åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Лемма. ×èñëà 𝑖(𝑖− 1)/2 ïðè 𝑖 = 1, 2, . . . , 106 äàþò âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ 2𝑘+1 ïîðîâíó ðàç,

ïðè ëþáîì 𝑘 = 0, 1, . . . , 5.
Доказательство. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ïðè 𝑘 = 5, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Äâà äàííûõ ÷èñëà 𝑖(𝑖− 1)/2

è 𝑗(𝑗− 1)/2 ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 26 ðîâíî òîãäà, êîãäà 27 | 𝑖(𝑖− 1)− 𝑗(𝑗− 1) = (𝑖− 𝑗)(𝑖+ 𝑗− 1); ñîìíîæèòåëè
𝑖 − 𝑗 è 𝑖 + 𝑗 − 1 ðàçíîé ÷¼òíîñòè, òàê ÷òî ñðàâíèìîñòü ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî 𝑖 ≡ 𝑗 (mod 27) èëè 𝑖 + 𝑗 ≡ 1
(mod 27). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîì îòðåçêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âèäà [𝑁 · 26 +1, (𝑁 +1) · 26] íåò ïàð
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêèì ñðàâíåíèÿì: ïðî ïåðâîå ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ âòîðîãî äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî ïðè 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 26 èìååì (26𝑁 + 𝑖) + (26𝑁 + 𝑗) ≡ 𝑖 + 𝑗 (mod 27), ïðè÷¼ì 3 ⩽ 𝑖 + 𝑗 ⩽ 27 − 1.
Çíà÷èò, íà ýòîì îòðåçêå íàøå âûðàæåíèå äà¼ò âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 26 ïî ðàçó, à îòðåçîê
[1, 106] ðàçáèâàåòñÿ íà òàêèå îòðåçêè.

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 5. Èñïîëüçóÿ ëåììó, ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 106

íà ïàðû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàðå ðàçíîñòü ÷èñåë áûëà ñðàâíèìà ñ 2𝑘 ïî ìîäóëþ 2𝑘+1. Äëÿ êàæäîé òàêîé

ïàðû 𝑝, 𝑞 ìíîãî÷ëåí 𝑥𝑝 + 𝑥𝑞 äåëèòñÿ íà 1 + 𝑥2
𝑘
, ïîýòîìó è 𝑃 (𝑥) äåëèòñÿ íà 1 + 𝑥2

𝑘
.

7. Дан описанный четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷, все стороны которого имеют разные длины. На сторонах 𝐴𝐷
и 𝐶𝐷 выбраны точки 𝑃 и 𝑄 соответственно. Оказалось, что вписанные окружности треугольников 𝐴𝐵𝑃
и 𝐶𝐵𝑄 с центрами 𝐼𝐴 и 𝐼𝐶 имеют равные радиусы. Окружность с центром 𝐽𝐴 касается отрезков 𝐴𝐵,



𝐴𝐷 и 𝐵𝑄. Окружность с центром 𝐽𝐶 касается отрезков 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и 𝐵𝑃 . Докажите, что вторая точка

пересечения описанных окружностей треугольников 𝐵𝐼𝐴𝐽𝐶 и 𝐵𝐼𝐶𝐽𝐴 лежит на биссектрисе угла 𝐴𝐵𝐶.

Решение. Ïóñòü Ω � âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà 𝐴𝐵𝐶𝐷; ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åå öåíòð 𝐼
íå ëåæèò íà 𝐴𝐶. Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòè èç óñëîâèÿ ñ öåíòðàìè 𝐼𝐴, 𝐼𝐶 , 𝐽𝐴 è 𝐽𝐶 ÷åðåç 𝜔𝐴, 𝜔𝐶 , Ω𝐴, Ω𝐶

ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì íà ñòîðîíàõ 𝐴𝐵 è 𝐵𝐶 òî÷êè 𝐾 è 𝐿 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî îòðåçêè 𝐷𝐾 è

𝐷𝐿 êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé 𝜔𝐴 è 𝜔𝐶 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü 𝐷𝐾 è 𝐷𝐿 ïåðåñåêàþò 𝐵𝑃 è 𝐵𝑄 â òî÷êàõ 𝑇 è 𝑆
ñîîòâåòñòâåííî. Ïî êðèòåðèÿì îïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîëó÷àåì 𝐷𝑇 −𝑇𝐵 = 𝐷𝐴−𝐴𝐵 = 𝐷𝐶−𝐶𝐵 =
𝐷𝑆 − 𝑆𝐵, ïîýòîìó îòðåçêè 𝐷𝐾 è 𝐷𝐿 êàñàþòñÿ îêðóæíîñòåé Ω𝐶 è Ω𝐴 ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åòûðåõóãîëüíèê

𝐵𝑇𝐷𝑆 îïèñàí îêîëî íåêîòîðîé îêðóæíîñòè 𝜔 ñ öåíòðîì 𝐽 .
Ïîñêîëüêó ðàäèóñû 𝜔𝐴 è 𝜔𝐶 ðàâíû, òî 𝐴𝐼𝐴/𝐴𝐼 = 𝐶𝐼𝐶/𝐶𝐼 è 𝑇𝐼𝐴/𝑇𝐽 = 𝑆𝐼𝐶/𝑆𝐽 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐼𝐴𝐼𝐶 ‖

𝐴𝐶 è 𝐼𝐴𝐼𝐶 ‖ 𝑇𝑆. (Òî÷êè 𝑇 è 𝑆 ëåæàò íà îòðåçêàõ 𝐼𝐴𝐽𝐶 è 𝐼𝐶𝐽𝐴, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà

𝐴𝐼𝐶, ïîýòîìó 𝑇𝑆 íå ñîâïàäàåò ñ 𝐴𝐶). Åñëè ðàäèóñû Ω𝐴 è Ω𝐶 ðàçëè÷íû, òî öåíòð ïîëîæèòåëüíîé ãîìîòåòèè

îêðóæíîñòåé Ω𝐴 è Ω𝐶 äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿìûõ 𝐴𝐶 è 𝑇𝑆 ïî òåîðåìå î òðåõ öåíòðàõ ãîìîòåòèè äëÿ Ω𝐴,

Ω𝐶 , Ω è äëÿ Ω𝐴, Ω𝐶 , 𝜔. Çíà÷èò, ðàäèóñû Ω𝐴 è Ω𝐶 ðàâíû è 𝐽𝐴𝐽𝐶 ‖ 𝐼𝐴𝐼𝐶 .
Ïóñòü 𝑋𝐴 è 𝑋𝐶 � âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 𝐼𝐴𝐽𝐴 è 𝐼𝐶𝐽𝐶 ñ îêðóæíîñòÿìè (𝐵𝐼𝐴𝐽𝐶) è (𝐵𝐼𝐶𝐽𝐴) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 𝐼 ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé (𝐵𝐼𝐴𝐽𝐶) è (𝐵𝐼𝐶𝐽𝐴), ÷òî ýêâè-
âàëåíòíî òîìó, ÷òî òî÷êè 𝐼𝐴, 𝐼𝐶 , 𝑋𝐴, 𝑋𝐶 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó 𝐼𝐴𝐼𝐶 ‖ 𝐽𝐴𝐽𝐶 , òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè 𝐽𝐴, 𝐽𝐶 ,𝑋𝐴,𝑋𝐶 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Èìååì ∠(𝐽𝐴𝑋𝐴, 𝑋𝐴𝐽𝐶) = ∠(𝐼𝐴𝑋𝐴, 𝑋𝐴𝐽𝐶) =
∠(𝐼𝐴𝐵,𝐵𝐽𝐶) = ∠(𝐽𝐴𝐵,𝐵𝐼𝐶) = ∠(𝐽𝐴𝑋𝐶 , 𝑋𝐶𝐼𝐶) = ∠(𝐽𝐴𝑋𝐶 , 𝑋𝐶𝐽𝐶), ïîñêîëüêó óãëû 𝐼𝐴𝐵𝐽𝐶 è 𝐽𝐴𝐵𝐼𝐶 ðàâíû

ïîëîâèíå óãëà 𝐴𝐵𝐶.






