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ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Даны натуральные числа k ⩾ 2, n > k и t. Каждому упорядоченному набору натуральных чисел
x1 < x2 < · · · < xk, не превосходящих n, удалось сопоставить натуральное число f(x1, x2, . . . , xk), не
превосходящее t, что f(x1, x2, . . . , xk) ̸= f(x2, x3, . . . , xk+1) при 1 ⩽ x1 < x2 < · · · < xk < xk+1 ⩽ n.

Докажите, что n ⩽ 22
...2

t

(k − 1 двойка).
2. Дано натуральное число k ⩾ 2. Найдите наименьшее натуральное число n такое, что из любых n

точек на плоскости можно выбрать k таких точек, что либо все расстояния между ними не превосходят
2, либо все расстояния между ними строго больше 1.
3. В треугольнике ABC биссектриса угла A пересекает вневписанную окружность (касающуюся сто-

роны BC) в точках D и E таких, что D лежит на отрезке AE. Докажите, что

AD

AE
⩽

BC2

DE2
.

4. Сивая кобыла обошла все клетки доски n× n (n ⩾ 3), каждый раз переходя из клетки в соседнюю
по стороне и посетив каждую клетку ровно один раз. Бред может спросить кобылу, какой по счёту на
её маршруте была любая выбранная им клетка, а кобыла честно ему ответит. Бред хочет узнать, где
кобыла стартовала, задав менее 3n вопросов. Конечно или бесконечно множество таких n, при которых
Бред заведомо может достичь своей цели?
5. Последовательность a1, a2, . . . состоит из квадратов натуральных чисел и удовлетворяет при всех

натуральных m и n условию am+n = am + an + 2mn. Найдите все такие последовательности.
6. Дано бесконечное множество A, состоящее из целых чисел. Докажите, что в нем можно выбрать

такие 20 элементов, что среднее арифметическое любых 11 из них не принадлежит множеству A.
7. В клетках таблицы n × n (n ⩾ 2) расставлены положительные числа. Пусть aij – число в клетке,

находящейся на пересечении i-й строки и j-го столбца. Известно, что aij ·aji = 1 для любых i и j таких,
что 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n. Пусть Si = ai1 + · · ·+ ain. Докажите, что

1

S1

+
1

S2

+ · · ·+ 1

Sn

⩽ 1.

8. Дано натуральное число n > 1. В колоде есть карты n различных мастей и n различных досто-
инств, и в каждой масти есть ровно одна карта каждого достоинства. Банкомёт раздаёт n игрокам
по n карт. После этого игроки выбирают места за круглым столом и пытаются выложить на стол все
карты, действуя таким образом: один из игроков выкладывает произвольную карту, а затем каждый
следующий по часовой стрелке игрок выкладывает карту, отличающуюся и мастью, и достоинством
от предыдущей выложенной карты. Для каких n банкомёт может так раздать карты, чтобы все карты
выложить не удалось? (Игроки работают вместе, и они могут видеть карты друг друга).
9. Пусть ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность Ω. Прямая, параллельная отрезку BC,

пересекает отрезки AB и AC в точках S и T соответственно. Пусть X — точка пересечения прямых BE
и DS, а Y — точка пересечения прямых CE и DT . Докажите, что если прямая AD является касатель-
ной к описанной окружности треугольника DXY , то прямая AE является касательной к описанной
окружности треугольника EXY .
10. В вершинах правильного (2n+ 1)-угольника расставили вещественные числа, среди которых есть

хотя бы одно положительное и хотя бы одно отрицательное. Оказалось, что сумма чисел в любых двух
соседних вершинах неотрицательна. Пусть S — сумма положительных чисел в вершинах, а T — сумма
отрицательных. Докажите, что nS + (n+ 1)T ⩾ 0.
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ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА,
ВТОРАЯ ЛИГА. БОИ ЗА 1-4 МЕСТА.

1. Дано множество натуральных чисел A = {a1, a2, . . . , an}. Известно, что существует множество це-
лых чисел B такое, что любое натуральное число k единственным образом представляется в виде
суммы элемента множества A и элемента множества B. Докажите, что существует множество целых
чисел C такое, что любое целое число k единственным образом представляется в виде суммы элемента
множества A и элемента множества C.
2. Дано натуральное число k ⩾ 2. Найдите наименьшее натуральное число n такое, что из любых n

точек на плоскости можно выбрать k таких точек, что либо все расстояния между ними не превосходят
2, либо все расстояния между ними строго больше 1.
3. В треугольнике ABC биссектриса угла A пересекает вневписанную окружность (касающуюся сто-

роны BC) в точках D и E таких, что D лежит на отрезке AE. Докажите, что

AD

AE
⩽

BC2

DE2
.

4. Сивая кобыла обошла все клетки доски 15 × 15, каждый раз переходя из клетки в соседнюю по
стороне и посетив каждую клетку ровно один раз. Бред может спросить кобылу, какой по счёту на
её маршруте была любая выбранная им клетка, а кобыла честно ему ответит. Бред хочет узнать, где
кобыла стартовала, задав не более 45 вопросов. Сможет ли Бред заведомо достичь своей цели?
5. Последовательность a1, a2, . . . состоит из квадратов натуральных чисел и удовлетворяет при всех

натуральных m и n условию am+n = am + an + 2mn. Найдите все такие последовательности.
6. Для положительных чисел x1, x2,. . . ,x100, y1, y2,. . . ,y100 докажите неравенство

100∑
i=1

1
√
xi +

√
yi

⩾
1000√∑100

i=1 xi +
√∑100

i=1 yi

7. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел k таких, что число kk можно
представить в виде суммы кубов двух натуральных чисел.
8. Дано натуральное число n > 1. В колоде есть карты n различных мастей и n различных досто-

инств, и в каждой масти есть ровно одна карта каждого достоинства. Банкомёт раздаёт n игрокам
по n карт. После этого игроки выбирают места за круглым столом и пытаются выложить на стол все
карты, действуя таким образом: один из игроков выкладывает произвольную карту, а затем каждый
следующий по часовой стрелке игрок выкладывает карту, отличающуюся и мастью, и достоинством
от предыдущей выложенной карты. Для каких n банкомёт может так раздать карты, чтобы все карты
выложить не удалось? (Игроки работают вместе, и они могут видеть карты друг друга).
9. В остроугольном треугольнике ABC, AB < AC. Серединный перпендикуляр к стороне BC пере-

секает прямые AB и AC в точках D, E соответственно. Точка M — середина отрезка DE. Луч MA
пересекает описанную окружность треугольника ABC вторично в точке P , лежащей на дуге AB, не
содержащей точку C. Докажите, что ∠DPE = ∠BAC.
10. В вершинах правильного (2n+ 1)-угольника расставили вещественные числа, среди которых есть

хотя бы одно положительное и хотя бы одно отрицательное. Оказалось, что сумма чисел в любых двух
соседних вершинах неотрицательна. Пусть S — сумма положительных чисел в вершинах, а T — сумма
отрицательных. Докажите, что nS + (n+ 1)T ⩾ 0.
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ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА. БОИ ЗА 5-8 МЕСТА.

1. В треугольнике ABC точка I — центр вписанной окружности. Вписанная окружность касается
стороны BC в точке D и стороны AB в точке F . Пусть J — точка касания вневписанной окружности
со стороной BC. Наконец, точка V такова, что FICV — параллелограмм. Докажите, что BI ∥ JV .
2. Дано натуральное число k ⩾ 2. Найдите наименьшее натуральное число n такое, что из любых n

точек на плоскости можно выбрать k таких точек, что либо все расстояния между ними не превосходят
2, либо все расстояния между ними строго больше 1.
3. В треугольнике ABC биссектриса угла A пересекает вневписанную окружность (касающуюся сто-

роны BC) в точках D и E таких, что D лежит на отрезке AE. Докажите, что

AD

AE
⩽

BC2

DE2
.

4. Аня пишет числа 1, 2, . . . , 100 в клетки таблицы 10 × 10, каждое число по одному разу, в произ-
вольном порядке. За один ход Боря выбирает линию и просит Аню упорядочить числа: по возрастанию
слева направо, если это строка, и по возрастанию сверху вниз, если это столбец. При этом Боря табли-
цу не видит. Через 11 ходов он должен указать клетку, на которой будет написано число от 30 до 71.
Сможет ли Боря гарантированно победить, как бы ни расставляла числа Аня?
5. Последовательность a1, a2, . . . состоит из квадратов натуральных чисел и удовлетворяет при всех

натуральных m и n условию am+n = am + an + 2mn. Найдите все такие последовательности.
6. Последовательность {an} – арифметическая прогрессия, а последовательность {gn} – геометриче-

ская. В последовательности {an + gn} первые четыре члена – 0, 0, 1, 0 (в таком порядке). Найдите
десятый член этой последовательности.
7. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел k таких, что число kk можно

представить в виде суммы кубов двух натуральных чисел.
8. Дано натуральное число n > 1. В колоде есть карты n различных мастей и n различных досто-

инств, и в каждой масти есть ровно одна карта каждого достоинства. Банкомёт раздаёт n игрокам
по n карт. После этого игроки выбирают места за круглым столом и пытаются выложить на стол все
карты, действуя таким образом: один из игроков выкладывает произвольную карту, а затем каждый
следующий по часовой стрелке игрок выкладывает карту, отличающуюся и мастью, и достоинством
от предыдущей выложенной карты. Для каких n банкомёт может так раздать карты, чтобы все карты
выложить не удалось? (Игроки работают вместе, и они могут видеть карты друг друга).

9. Три квадратных трехчлена P (x), Q(x) и R(x) со старшими коэффициентами, равными 1, имеют по
два вещественных корня и удовлетворяют условиям

P (Q(x)) = (x− 1)(x− 3)(x− 5)(x− 7), Q(R(x)) = (x− 2)(x− 4)(x− 6)(x− 8)

при всех вещественных x. Чему может быть равно число P (0) +Q(0) +R(0)?

10. В вершинах правильного (2n+ 1)-угольника расставили вещественные числа, среди которых есть
хотя бы одно положительное и хотя бы одно отрицательное. Оказалось, что сумма чисел в любых двух
соседних вершинах неотрицательна. Пусть S — сумма положительных чисел в вершинах, а T — сумма
отрицательных. Докажите, что nS + (n+ 1)T ⩾ 0.


