
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Òðåòèé òóð 03.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 2n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
èìååò (âîçìîæíî, êîìïëåêñíûé) êîðåíü êðàòíîñòè n, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì P (0) = −1 è
P (1) · P (−1) 6= 0. Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû.

Crux Mathematicorum

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n > 2 è n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêèõ, ÷òî a1 < a2 < . . . < an < λ · 2n è äëÿ ëþáîãî
k = 1, 2, . . . , n ÷èñëî ak äåëèò ñóììó

ÍÎÄ(a1, ak) +ÍÎÄ(a2, ak) + . . .+ÍÎÄ(an, ak)?

2022 China Southeast

3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé 2000-óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íàéä¼òñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 1000 äèà-
ãîíàëåé, à òàêæå ïî äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 999, 998, . . . , 3 äèàãîíàëåé (è âñå óïîìÿíóòûå 1995 òî÷åê
ðàçëè÷íû)?

È. Áîãäàíîâ

4. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 142 × 145 çàêðàñèëè íåñêîëüêî ñòðîê è ñòîëáöîâ, èñêëþ÷àÿ êðàéíèå. Êà-
êîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ñîäåðæàùèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íåçàêðàøåííûõ
êëåòîê, ìîãëî îáðàçîâàòüñÿ? (Íà äîñêå ïî 286 äèàãîíàëüíûõ ðÿäîâ êàæäîãî èç äâóõ íàïðàâëåíèé.)

Ì. Àíòèïîâ

5. Íà ëèöåâûõ ñòîðîíàõ òûñÿ÷è êàðò íàïèñàëè ÷èñëà 1, 2, . . . , 1000 ñîîòâåòñòâåííî; çàòåì êàðòû
ñëîæèëè â êîëîäó ðóáàøêàìè ââåðõ, ýòó êîëîäó ïåðåòàñîâàëè è âðó÷èëè Àëèñå. Àëèñà äåëàåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíî 101 õîä. Çà îäèí õîä Àëèñà áåðåò âåðõíþþ êàðòó èç êîëîäû è êëàä¼ò å¼ ëèöåâîé
ñòîðîíîé ââåðõ íà ñòîë, à çàòåì, åñëè îíà åù¼ íå îòìå÷àëà íè îäíîé êàðòû, îíà ìîæåò îòìåòèòü òó
êàðòó, êîòîðóþ äîñòàëà èç êîëîäû íà òåêóùåì õîäó. Çà âðåìÿ èãðû Àëèñà îáÿçàíà îòìåòèòü ðîâíî
îäíó êàðòó.
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå Àëèñà îòìåòèëà êàðòó ñ ÷èñëîì A, è ïóñòü M � 51-îå ïî âåëè÷èíå ñðåäè îò-
êðûòûõ åþ ÷èñåë. Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî d Àëèñà ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ÷èñëî |M − A|
ãàðàíòèðîâàííî íå ïðåâîñõîäèëî d?

2022 Taiwan TST

6. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåëè îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå AB è CD
(òî÷êè A è D ëåæàò íà ω2, òî÷êè B è C � íà ω1). Îêðóæíîñòè γ1 è γ2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â
òî÷êåX, îêðóæíîñòè ω1 è γ1 � â òî÷êå Y , îêðóæíîñòè ω2 è γ2 � â òî÷êå Z. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòü γ1
êàñàåòñÿ îòðåçêà AB, à îêðóæíîñòü γ2 � îòðåçêà CD. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXZ
è CXY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî BT = TC.

È. Ôðîëîâ ïî ìîòèâàì òåîðåìû î äåâÿòè îêðóæíîñòÿõ

7. Äàíî öåëîå ÷èñëî a. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå m > 1 òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . ,
çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 = a, xn+1 = x[n
√
2]

n + 1 ïðè n > 1,

ïåðèîäè÷íà ïî ìîäóëþ m (âîçìîæíî, ñ ïðåäïåðèîäîì).
N. Safaei

8. Ïóñòü T = {1, 2, . . . , 999}3 � ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíü-
øèõ 1000. Íàçîâ¼ì êóáèêîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, x3),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè i = 1, 2, 3 íåðàâåíñòâàì ai 6 xi < ai + 100, ãäå a1, a2, a3 � íåêîòîðûå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íàäî âûáðàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òðîéêè
(t1, t2, t3) ∈ T â îäíîì èç êóáèêîâ íàøëàñü òðîéêà (x1, x2, x3) òàêàÿ, ÷òî âñå òðè ÷èñëà xi− ti äåëÿòñÿ
íà 999?

È. Áîãäàíîâ, Î. Ãðèãîðÿí, Ì. Æóêîâñêèé



9. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé ôîêóñ: çðèòåëü ñîîáùàåò ôîêóñíèêó íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 10·
(
3
2

)10000
. Ôîêóñíèê çàïèñûâàåò â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå ñòðîêó äëèíû 10000

èç áóêâ À, Á, Â. Çðèòåëü ñìîòðèò íà ýòó ñòðîêó, âûáèðàåò îäíó èç òð¼õ áóêâ è óäàëÿåò âñå âõîæäåíèÿ
âûáðàííîé áóêâû èç ñòðîêè. Ïîñëå ýòîãî ïîìîùíèê, ãëÿäÿ íà îñòàâøóþñÿ ñòðîêó, äîëæåí óãàäàòü,
êàêîå ÷èñëî çàãàäàë çðèòåëü. Ìîãóò ëè ôîêóñíèê è ïîìîùíèê äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû
ôîêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?

2022 Israel TST, óñèëåíî Ëó÷èíèíûì

10. Âñå ãðàíè òåòðàýäðà � íåðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ð¼áåð ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ýòîãî òåòðàýäðà ìîæíî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ, ëåæàùóþ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ êàæäîé èç åãî âûñîò.

À. Êóçíåöîâ



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Òðåòèé òóð 03.12.2022. Ïåðâàÿ ëèãà.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 2n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
èìååò (âîçìîæíî, êîìïëåêñíûé) êîðåíü êðàòíîñòè n, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì P (0) = −1 è
P (1) · P (−1) 6= 0. Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû.

Crux Mathematicorum

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n > 2 è n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêèõ, ÷òî a1 < a2 < . . . < an < λ · 2n è äëÿ ëþáîãî
k = 1, 2, . . . , n ÷èñëî ak äåëèò ñóììó

ÍÎÄ(a1, ak) +ÍÎÄ(a2, ak) + . . .+ÍÎÄ(an, ak)?

2022 China Southeast

3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé 2000-óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íàéä¼òñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 1000 äèà-
ãîíàëåé, à òàêæå ïî äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 999, 998, . . . , 3 äèàãîíàëåé (è âñå óïîìÿíóòûå 1995 òî÷åê
ðàçëè÷íû)?

È. Áîãäàíîâ

4. Äàíà ôóíêöèÿ f : R→ [−1000, 1000]. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣f(x+ y2 + z3)− f(x)− f(y)2 − f(z)3
∣∣ 6 1

2
.

Äîêàæèòå, ÷òî |f(x)− f(y)| 6 2 ïðè âñåõ x, y ∈ R.
Âüåòíàìñêèé æóðíàë, î÷èùåíî è óñèëåíî È. Áîãäàíîâûì; ïîëó÷èëîñü ïðîùå

5. Íà ëèöåâûõ ñòîðîíàõ òûñÿ÷è êàðò íàïèñàëè ÷èñëà 1, 2, . . . , 1000 ñîîòâåòñòâåííî; çàòåì êàðòû
ñëîæèëè â êîëîäó ðóáàøêàìè ââåðõ, ýòó êîëîäó ïåðåòàñîâàëè è âðó÷èëè Àëèñå. Àëèñà äåëàåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíî 101 õîä. Çà îäèí õîä Àëèñà áåðåò âåðõíþþ êàðòó èç êîëîäû è êëàä¼ò å¼ ëèöåâîé
ñòîðîíîé ââåðõ íà ñòîë, à çàòåì, åñëè îíà åù¼ íå îòìå÷àëà íè îäíîé êàðòû, îíà ìîæåò îòìåòèòü òó
êàðòó, êîòîðóþ äîñòàëà èç êîëîäû íà òåêóùåì õîäó. Çà âðåìÿ èãðû Àëèñà îáÿçàíà îòìåòèòü ðîâíî
îäíó êàðòó.
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå Àëèñà îòìåòèëà êàðòó ñ ÷èñëîì A, è ïóñòü M � 51-îå ïî âåëè÷èíå ñðåäè îò-
êðûòûõ åþ ÷èñåë. Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî d Àëèñà ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ÷èñëî |M − A|
ãàðàíòèðîâàííî íå ïðåâîñõîäèëî d?

2022 Taiwan TST

6. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåëè îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå AB è CD
(òî÷êè A è D ëåæàò íà ω2, òî÷êè B è C � íà ω1). Îêðóæíîñòè γ1 è γ2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â
òî÷êåX, îêðóæíîñòè ω1 è γ1 � â òî÷êå Y , îêðóæíîñòè ω2 è γ2 � â òî÷êå Z. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòü γ1
êàñàåòñÿ îòðåçêà AB, à îêðóæíîñòü γ2 � îòðåçêà CD. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXZ
è CXY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî BT = TC.

È. Ôðîëîâ ïî ìîòèâàì òåîðåìû î äåâÿòè îêðóæíîñòÿõ

7. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xN è
íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà y1, y2, . . . , yN òàêèå, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ 2N ÷èñåë íå ïðåâîñ-
õîäèò 2022, à íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣yixi − yj

xj

∣∣∣∣ > 1

xixj(yi + yj)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 N?
îëèìïèàäà MetriX, 2022

8. Ïóñòü T = {1, 2, . . . , 15}3 � ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíü-
øèõ 16. Íàçîâ¼ì êóáèêîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, x3), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ïðè i = 1, 2, 3 íåðàâåíñòâàì ai 6 xi < ai + 7, ãäå a1, a2, a3 � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íàäî âûáðàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òðîéêè (t1, t2, t3) ∈ T
â îäíîì èç êóáèêîâ íàøëàñü òðîéêà (x1, x2, x3) òàêàÿ, ÷òî âñå òðè ÷èñëà xi − ti äåëÿòñÿ íà 15?

È. Áîãäàíîâ, Î. Ãðèãîðÿí, Ì. Æóêîâñêèé



9. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé ôîêóñ: çðèòåëü ñîîáùàåò ôîêóñíèêó íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå
(
3
2

)10000
. Ôîêóñíèê çàïèñûâàåò â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå ñòðîêó äëèíû 10000

èç áóêâ À, Á, Â. Çðèòåëü ñìîòðèò íà ýòó ñòðîêó, âûáèðàåò îäíó èç òð¼õ áóêâ è óäàëÿåò âñå âõîæäåíèÿ
âûáðàííîé áóêâû èç ñòðîêè. Ïîñëå ýòîãî ïîìîùíèê, ãëÿäÿ íà îñòàâøóþñÿ ñòðîêó, äîëæåí óãàäàòü,
êàêîå ÷èñëî çàãàäàë çðèòåëü. Ìîãóò ëè ôîêóñíèê è ïîìîùíèê äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû
ôîêóñ ãàðàíòèðîâàííî óäàëñÿ?

2022 Israel TST, óñèëåíî Ñ. Ëó÷èíèíûì

10. Âñå ãðàíè òåòðàýäðà � íåðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ð¼áåð ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ýòîãî òåòðàýäðà ìîæíî ïðîâåñòè
ïðÿìóþ, ëåæàùóþ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ êàæäîé èç åãî âûñîò.

À. Êóçíåöîâ


