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1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü ðîâíî äâà èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 2022, íà êîòîðûå îíî íå äåëèòñÿ.
Ïóñòü ýòè ÷èñëà � a è b. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî a− b = 13?

Ïî ìîòèâàì Mid-Michigan MO, 2019

2. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
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Íàéäèòå ñóììó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ
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CMIMC 2022

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà ëó÷å AB îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷-
êà D, ÷òî ∠ADM = ∠ACM , à íà ëó÷å AC � òàêàÿ òî÷êà E, ÷òî ∠AEM = ∠ABM . Îïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ACD è ABE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è S. Äîêàæèòå, ÷òî AS ‖ BC.

À. Êóçíåöîâ, À. Ñìèðíîâ

4. Ïðàâèòåëüñòâà Ïàðàãâàÿ è Óðóãâàÿ õîòÿò âûïóñòèòü ìîíåòû íåñêîëüêèõ äîñòîèíñòâ, ìåíüøèõ
1000. Â Ïàðàãâàå õîòÿò, ÷òîáû íèêàêàÿ ñóììà, íàáèðàåìàÿ áîëüøå, ÷åì îäíîé ïàðàãâàéñêîé ìîíåòîé
(ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå), íå áûëà äîñòîèíñòâîì ïàðàãâàéñêîé ìîíåòû. Â Óðóãâàå
õîòÿò, ÷òîáû ëþáàÿ ñóììà, íàáèðàåìàÿ äâóìÿ (âîçìîæíî, îäèíàêîâûìè) óðóãâàéñêèìè ìîíåòàìè è
ìåíüøàÿ 1000, áûëà äîñòîèíñòâîì óðóãâàéñêîé ìîíåòû. Ó êàêîé ñòðàíû áîëüøå ñïîñîáîâ âûïóñòèòü
ìîíåòû?

G. Wiseman

5. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R \ {0} → R òàêèå, ÷òî ðàâåíñòâî

f(x)2 − f(y)f(z) = x(x+ y + z)
(
f(x) + f(y) + f(z)

)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ òð¼õ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y, z òàêèõ, ÷òî xyz = 1.

HMMT 2022

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Åãî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷-
êå I êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå PQ è BC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå T . Îêðóæíîñòü ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà TIL, ïåðåñåêàåò îòðåçîê PQ â òî÷êå R. Äîêà-
æèòå, ÷òî íà ïðÿìîé AR ëåæèò îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ
òðåóãîëüíèêà ABC.

Ä. Áðîäñêèé

7. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàçîâ¼ì ñëîâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íóëåé è åäèíèö, à ìàñêîé �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íóëåé, åäèíèö è çâ¼çäî÷åê. Ñëîâî ñîîòâåòñòâóåò ìàñêå, åñëè îíî ïîëó-
÷åíî èç íå¼ çàìåíîé çâ¼çäî÷åê íà íóëè è åäèíèöû. Ðàññìîòðèì íàáîð ìàñîê M, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
(1) êàæäîå ñëîâî ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîé ìàñêå, è
(2) äëÿ êàæäîé èç n ïîçèöèé íàéä¼òñÿ ìàñêà èçM, â êîòîðîé â ýòîé ïîçèöèè ñòîèò íå çâåçäî÷êà.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ìàñîê â òàêîì íàáîðåM.

È. Áîãäàíîâ

8. Äàíû íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî p è íàòóðàëüíîå a, ïðè÷¼ì 1 < a < p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

S(a) =

p−2∑
k=0

(−1)kak2

äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî an−1 äåëèòñÿ
íà p.

K�'ozepiskolai Matematikai Lapok, 2008, A462


