
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Второй тур 01.12.2022. Третья лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разобран

— дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. 19 ведьм, все разного роста, встали по кругу. Каждая сказала, что она либо выше
обоих соседей, либо ниже обоих соседей, либо выше одного соседа, но ниже другого. Все ведьмы, как ни
странно, говорят правду. Ровно три ведьмы сказали, что они выше обоих соседей. Сколько ведьм сказали,
что они выше одного соседа, но ниже другого?

Ответ. 13.
1. Множество точек будем называть центрально-симметричным, если существует точка, при симмет-

рии относительно которой множество переходит само в себя. Дан выпуклый многогранник, все ортого-
нальные проекции которого являются центрально-симметричными. Докажите, что сам многогранник
также центрально-симметричный.

Решение. Обозначим наш многогранник через 𝜏 . Пусть 𝑃𝑄— диаметр 𝜏 , 𝑀 — середина 𝑃𝑄. Предполо-
жим, что 𝑀 не является центром симметрии многогранника 𝜏 . Пусть 𝑋 — точка на границе 𝜏 , а 𝑌 — второе
пересечение 𝑋𝑀 с границей 𝜏 . Не умаляя общности, мы будем считать, что 𝑋𝑀 > 𝑀𝑌 . Рассмотрим грань,
содержащую точку 𝑌 и проведем в этой грани прямую ℓ, перпендикулярную 𝑃𝑄. Пусть плоскость 𝛼 пер-
пендикулярна ℓ. Спроецируем 𝜏 на плоскость 𝛼. Образы при такой проекции обозначим штрихами. Так как
ℓ ⊥ 𝑃𝑄, то 𝑃 ′𝑄′ = 𝑃𝑄. Тогда 𝑀 ′ (а она является серединой 𝑃 ′𝑄′) — центр симметрии 𝜏 ′. С другой стороны,
𝑌 ′ лежит на границе 𝜏 ′, а вот 𝑋 ′ могла попасть и внутрь. Тогда, если 𝑌 ′𝑀 ′ вторично пересекает 𝜏 ′ в точке
𝑍, то 𝑌 ′𝑀 ′ < 𝑀 ′𝑋 ′ ⩽ 𝑀𝑍. Противоречие.
♦ Доказано, что центр симметрии плоской фигуры лежит на диаметре: 2 балла. Если, наоборот, задача

решена по модулю этого факта: дыра в 4 балла.

2. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑝 — перестановка чисел 1, 2, . . . , 𝑝, где 𝑝 > 2— простое число. Может ли ока-
заться, что числа 𝑎1, 2𝑎2, 3𝑎3, . . . , 𝑝𝑎𝑝, переставленные в некотором порядке, образуют арифметическую
прогрессию?

Ответ: Нет, не может.
Решение. Пойдём от противного. Допустим, что 𝑝𝑎𝑝 ̸= 𝑝2. Тогда у нас есть ровно 2 числа, делящихся на

𝑝. Так как не все числа делятся на 𝑝, то разность 𝑑 арифметической прогрессии не делится на 𝑝. Но тогда
члены, делящиеся на 𝑝, повторяются через 𝑝 позиций, и два таких числа среди 𝑝 чисел быть не может.

Значит, 𝑝𝑎𝑝 = 𝑝2. Тогда 𝑑 ⩾ 𝑝2− (𝑝−1)2 = 2𝑝−1, и наименьший член последовательности не превосходит
𝑝2 − (2𝑝− 1) · (𝑝− 1) < 0 при 𝑝 ⩾ 3.
♦ Каждый из двух случаев: 4 балла.

3. На плоскости даны 10 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждая пара то-
чек соединена красным или синим отрезком. Среди этих 10 точек нашлась точка 𝐴, из которой выходит
нечётное количество красных отрезков, а из всех остальных точек, кроме 𝐴, выходит различное коли-
чество красных отрезков. Чему может быть равно количество красных треугольников с вершинами в
данных 10 точках?

Ответ: 30.
Решение. Пусть 𝑁 — точка с нечетным количеством отрезков, 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵9 — 9 оставшихся точек. Пусть

𝑥𝑖 — количество красных отрезков с концом 𝐵𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 9). Не умаляя общности 0 ⩽ 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥9 ⩽ 9.
Докажем, что 𝑥9 = 9. Если 𝑥9 ⩽ 8, то 𝑥1 = 0. Но тогда точек с нечетным количеством выходящих из них
отрезков нечетно (𝑁 и 𝐵2, 𝐵4, 𝐵6, 𝐵8).

Таким образом, 𝐵9 соединена со всеми остальными 9 точками красным отрезком. Это означает, что 𝑥𝑖 = 𝑖
для 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 9. То есть, 𝐵9 соединена (далее будем считать только красные отрезки) со всеми, включая 𝑁 . А
𝐵1 только с 𝐵9. Тогда 𝐵8 соединена со всеми, кроме 𝐵1, 𝐵2 только 𝐵9 и 𝐵8, и т.д.

Получаем, что все вершины разбиваются на множества 𝐴 = {𝑁,𝐵5, 𝐵6, 𝐵7, 𝐵8, 𝐵9} и 𝐵 = {𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4},
для которых любые две точки из 𝐴 соединены, никакие две точки из 𝐵 не соединены, и для каждой точки
𝐵𝑖 ∈ 𝐵 выходит в 𝐴 ровно 𝑖 отрезков.



Поэтому количество треугольников равно 𝐶2
2 + 𝐶2

3 + 𝐶2
4 + 𝐶2

6 = 30.
♦ Граф восстановлен неверно хотя бы в одном случае: не более 6 баллов.

4. На столе стоят 54 одинаковых стакана, в них налита вода. За ход можно выбрать 48 стаканов и
перераспределить имеющуюся в них воду между ними так, чтобы во всех этих 48 стаканах стало поровну
воды. При любом ли начальном распределении воды по стаканам можно за несколько ходов добиться того,
чтобы во всех стаканах стало поровну воды?

Ответ: да, при любом.
Решение. Приведём пример, как из любого набора чисел получить набор равных. Вначале уравняем

любые 48 чисел, а затем уравняем 6 чисел, не выбранных в первый раз, и 42 оставшихся. Получим набор
(𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦, . . . , 𝑦, 𝑦) (6 чисел, равных 𝑥, и 48 чисел, равных 𝑦). Если 𝑥 = 𝑦, то задача решена. Пусть
𝑥 ̸= 𝑦. Для удобства вычтем из всех чисел 𝑦, а затем поделим все числа на 𝑥 − 𝑦. Нетрудно понять, что
если после этих операций мы сможем уравнять все числа, то и до этого мы тоже могли это сделать. Будем
обозначать набор в виде {𝑎𝛼, 𝑏𝛽, . . . , }, если 𝑎 встречается 𝛼 раз, 𝑏 встречается 𝛽 раз и так далее. Далее
проведём следующие переливания:
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5. Биссектриса угла 𝐵 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекает отрезок 𝐴𝐶 и описанную окруж-
ность этого треугольника в точках 𝑃 и 𝐷 соответственно. Точки 𝐾, 𝐿, 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐷,
𝐴𝑃 , 𝑃𝐶 и 𝐶𝐷 соответственно. Диагонали четырехугольника 𝐾𝐿𝑀𝑁 пересекаются в точке 𝑂. Докажи-
те, что окружности, описанные около треугольников 𝐵𝐾𝐿, 𝐵𝑀𝑁 и 𝑂𝑁𝐾, имеют общую точку.

Решение. Пусть окружности (𝐵𝐾𝐿) и (𝐵𝑀𝑁) вторично пересекаются в точке 𝑄. Заметим, что 𝐾𝐿 ‖
𝐵𝐷 ‖ 𝑀𝑁 . Тогда ∠(𝐾𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝑄,𝑄𝐵) + ∠(𝐵𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝐿,𝐿𝐵) + ∠(𝐵𝑀,𝑀𝑁) = ∠(𝐵𝐷,𝐵𝐿) +
∠(𝑀𝐵,𝐵𝐷) = ∠(𝑀𝐵,𝐵𝐿). Достаточно доказать, что ∠(𝐾𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝑂,𝑂𝑁). Это эквивалентно тому,
что ∠(𝑀𝐵,𝐵𝐿) = ∠(𝑀𝑂,𝑂𝐿), т.е. что четырехугольник 𝐵𝐿𝑂𝑀 вписан.

Заметим, что треугольники 𝐵𝐴𝑃 и 𝐵𝐷𝐶 подобны по двум углам, а точки 𝐿 и 𝑁 в них соответствующие.
Значит, ∠𝐵𝐿𝐶 = ∠𝐵𝑁𝐶, откуда четырехугольник 𝐵𝐿𝑁𝐶 вписан. Следовательно, ∠𝐵𝐿𝑁 = 180∘ − ∠𝐵𝐶𝑁 .
Аналогично, ∠𝐵𝑀𝐾 = 180∘−∠𝐵𝐴𝐾. Получаем ∠𝐵𝐿𝑂+∠𝐵𝑀𝑂 = (180∘−∠𝐵𝐶𝐷)+(180∘−∠𝐵𝐴𝐷) = 180∘,
что и требовалось.
♦ Доказано, что 𝐵𝐿𝑂𝑀 — вписанный четырехугольник: 6 баллов.
♦ Доказано, что четырехугольник 𝐵𝐿𝑁𝐶 — вписанный: 2 балла (не суммируется с предыдущим).
♦ Задача сведена к доказательству того, что 𝐵𝐿𝑂𝑀 — вписанный четырехугольник: 4 балла.

6. Окружность 𝜔 с центром 𝑂 проходит через вершину 𝐶 равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐴𝐶)
и пересекает отрезки 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 в точках 𝐷 и 𝐸 соответственно. Также 𝜔 пересекает описанную вокруг
треугольника 𝐴𝐸𝑂 окружность Ω в точках 𝐹 и 𝐸. Оказалось, что 𝑂 лежит внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶.
Докажите, что центр описанной окружности треугольника 𝐵𝐷𝐹 лежит на окружности Ω.

Решение. Пусть 𝐷𝐸 пересекает 𝜔 в точке 𝑃 . Поскольку 𝑂𝐹 = 𝑂𝐸, то ∠𝐹𝐴𝑂 = ∠𝑂𝐴𝐸 = ∠𝐶𝐴𝑂 и
∠𝑂𝐹𝐴 = 180∘ − ∠𝐴𝐸𝑂 = ∠𝑂𝐸𝐶 = ∠𝑂𝐶𝐸 = ∠𝑂𝐶𝐴. Следовательно, треугольники 𝐴𝑂𝐹 и 𝐴𝑂𝐶 равны (по
двум углам и стороне 𝐴𝑂). Поскольку 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐹 , то 𝐴— центр описанной окружности треугольника
𝐵𝐹𝐶. Тогда ∠𝐹𝐴𝐶 = 2∠𝐹𝐵𝐶 = 2∠𝐹𝐵𝐷, ∠𝐹𝑃𝐷 = ∠𝐹𝑃𝐸 = ∠𝐹𝐴𝐸 = ∠𝐹𝐴𝐶 = 2∠𝐹𝐵𝐷. Так как хорды 𝑂𝐹
и 𝑂𝐸 равны, то ∠𝐹𝑃𝑂 = ∠𝑂𝑃𝐸 = ∠𝐷𝑃𝑂, ∠𝑂𝐹𝑃 = 180∘−∠𝑃𝐸𝑂 = 180∘−∠𝑂𝐷𝐸 = ∠𝑂𝐷𝑃 . Следовательно,
треугольники 𝑃𝑂𝐹 и 𝑃𝑂𝐷 равны по двум углам и стороне 𝑃𝑂. Итак, 𝑃𝐷 = 𝑃𝐹 и ∠𝐹𝑃𝐷 = 2∠𝐹𝐵𝐷, то
есть точка 𝑃 — центр описанной окружности 𝐵𝐷𝐹 .

7. Найдите наименьшее натуральное 𝑁 , для которого в каждом из 101 интервалов[︀
𝑁2, (𝑁 + 1)2

)︀
,
[︀
(𝑁 + 1)2, (𝑁 + 2)2

)︀
, . . . ,

[︀
(𝑁 + 100)2, (𝑁 + 101)2

)︀
содержится хотя бы одно число, делящееся на 1001.



Ответ: 485.
Решение. Во-первых, отметим, что при 𝑁 > 500 в каждом интервале хотя бы 1001 последовательное

число, поэтому наименьшее 𝑁 точно не больше 501. Теперь заметим, что 5002 = 250000 и 1001 | 250250.
Поэтому в интервале для 𝑛 = 500 число, делящееся на 1001, ровно на 250 позиций больше нижней границы.
Если мы начнем рассматривать интервалы для меньших левых границ, чем 5002, нижняя граница будет
уменьшаться на 5002 − 4992 = 999, 4992 − 4982 = 997, 995, 993, . . . , в то время как число, делящееся на
1001, будет уменьшаться каждый раз на 1001. Поэтому делитель числа 1001 будет становиться на 2, 4, 6, 8
и т.д. позиций ближе к левой границе. Поэтому когда 2 + 4 + 6 + . . .+ 2𝑘 = 𝑘(𝑘 + 1) станет больше 250, наш
делитель числа 1001 превысил левую границу следующего интервала, то есть мы оставили какой-то интервал
без числа, делящегося на 1001, что невозможно. Наибольшее 𝑘, для которого превышения не произойдет,
равно 15, что соответствует 𝑁 = 500− 𝑘 = 485.
♦ Доказано, что при 𝑛 ⩾ 501 в интервале [𝑛2, (𝑛+ 1)2) есть число, делящееся на 1001: 2 балла.

8. Будем называть функцию 𝑓 : {1, 2, . . . , 1001} → Z почти многочленом, если существует многочлен
𝑝(𝑥) = 𝑎200𝑥

200+ . . .+𝑎1𝑥+𝑎0, в котором все коэффициенты 𝑎𝑛 — целые числа, не превосходящие по модулю
201, и разность |𝑓(𝑥)− 𝑝(𝑥)| ⩽ 1 для всех 𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}. Найдите количество почти многочленов.

Ответ: 31001 · 403201 − 21001 · 403200 · 402
Решение. Пусть 𝑃 — множество всех подходящих многочленов, то есть многочленов вида 𝑝(𝑥) = 𝑎200𝑥

200+
. . . + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 с условием 𝑎𝑛 — целое, |𝑎𝑛| ⩽ 201. Также, пусть 𝐴— множество пар (𝑓, 𝑝) функций 𝑓 и мно-
гочленов 𝑝, где 𝑝— именно тот многочлен, из-за которого 𝑓 — почти многочлен. Предположим, что 𝑓 — по-
чти многочлен, для которого нашлись два многочлена 𝑝1, 𝑝2 с условием (𝑓, 𝑝1) , (𝑓, 𝑝2) ∈ 𝐴. Тогда для всех
𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}, так как |𝑓(𝑥)− 𝑝1(𝑥)| ⩽ 1 и |𝑓(𝑥)− 𝑝2(𝑥)| ⩽ 1, должно быть выполнено |𝑝1(𝑥)− 𝑝2(𝑥)| ⩽ 2,
поэтому 𝑝1(𝑥)− 𝑝2(𝑥) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. По принципу Дирихле, какое-то значение 𝑐 ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} прини-
мается хотя бы 201 раз, что невозможно для различных непостоянных многочленов степени не больше 200.
Поэтому любые два многочлена, находящиеся в паре с одинаковыми функциями, отличаются на константу
от −2 до 2.

Для данного почти многочлена 𝑓 пусть 𝑝0 — тот многочлен, для которого (𝑓, 𝑝0) ∈ 𝐴 с наименьшим
значением константы. Тогда, по доказанному выше, другие многочлены, которые могут подходить для 𝑓 ,
это лишь 𝑝(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 1 и 𝑝(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 2. Заметим, что если (𝑓, 𝑝0 + 2) ∈ 𝐴, то |𝑓(𝑥)− 𝑝0(𝑥)| ⩽ 1 и
|𝑓(𝑥)− (𝑝0(𝑥) + 2)| ⩽ 1, поэтому верно 𝑓(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 1 для всех 𝑥, и тогда (𝑓, 𝑝0 + 1) ∈ 𝐴. Таким образом,
все подходящие многочлены 𝑝 с условием (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴 это (i) 𝑝0, (ii) 𝑝0, 𝑝0 + 1 и (iii) 𝑝0, 𝑝0 + 1, 𝑝0 + 2.

Теперь, рассмотрим разность двух сумм

𝑆 =
∑︁
𝑝∈𝑃

|{𝑓 : (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴}| −
∑︁
𝑝∈𝑃

|{𝑓 : (𝑓, 𝑝), (𝑓, 𝑝+ 1) ∈ 𝐴}|.

Для функции 𝑓 , подходящей под случай (i), 𝑓 посчитана один раз в первой сумме и не посчитана ни разу
во второй. Если 𝑓 подходит под условие (ii), 𝑓 посчитана дважды в первой сумме (как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0 + 1) и один
раз во второй сумме (как 𝑝 = 𝑝0). Если 𝑓 подходит под случай (iii), она посчитана трижды в первой сумме
(как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0+1, 𝑝0+2) и дважды во второй сумме (как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0 + 1). Поэтому каждый почти многочлен
𝑓 мы посчитали ровно один раз в 𝑆, и именно это значение по итогу и надо найти.

Для вычисления 𝑆 посчитаем эти две суммы. Первая считается напрямую: для данного 𝑝 ∈ 𝑃 , ко-
личество 𝑓 с условием (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴— это 31001, так как построение функции 𝑓 — выбор значений 𝑓(𝑥) ∈
{𝑝(𝑥)−1, 𝑝(𝑥), 𝑝(𝑥)+1} для каждого 𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}, поэтому первая сумма равна 31001|𝑃 | = 31001 ·403201.

Вычисление второй суммы чуть сложнее. Для 𝑝 ∈ 𝑃 , при этом 𝑝 + 1 /∈ 𝑃 , функция 𝑓 не посчитана во
второй сумме. Если 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝑝+1 ∈ 𝑃 , то есть ровно 21001 способов выбрать 𝑓 с условием (𝑓, 𝑝), (𝑓, 𝑝+1) ∈ 𝐴,
так как мы должны получить 𝑓(𝑥) ∈ {𝑝(𝑥), 𝑝(𝑥) + 1} для всех 𝑥. Но 𝑝 ∈ 𝑃 для которых также 𝑝+ 1 ∈ 𝑃 , —
это в точности многочлены, у которых константа не равна 201, поэтому их количество равно 403200 · 402, и
вторая сумма равна 21001 · 403200 · 402. По итогу ответ равен разности этих сумм.
♦ Доказано, что все многочлены, соответствующие почти многочлену, отличаются на константу: 2 балла.

Задача сведена к подсчёту двух сумм из решения: 6 баллов.

9. Сумма обратных величин положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равна 1. Докажите неравенство

𝑏+ 𝑐

𝑎+ 𝑏𝑐
+

𝑎+ 𝑐

𝑏+ 𝑎𝑐
+

𝑏+ 𝑎

𝑐+ 𝑎𝑏
⩾

12

𝑎+ 𝑏+ 𝑐− 1
.



Решение. Заметим, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1. Тогда (𝑎+ 𝑐)2(𝑏− 1) ⩾ 4𝑎𝑐(𝑏− 1), то есть,

(𝑎+ 𝑐)(𝑏− 1) ⩾
4𝑎𝑐(𝑏− 1)

𝑎+ 𝑐
= 4𝑏.

Тогда 𝑎+ 𝑐 ⩾ 4𝑏
𝑏−1 и

𝑎+ 𝑐

𝑏+ 𝑎𝑐
⩾

4𝑏

(𝑏− 1)(𝑏+ 𝑎𝑐)
=

4

𝑏− 1 + 𝑎𝑐(1− 1/𝑏)
=

4

𝑎+ 𝑏+ 𝑐− 1
.

Складывая это и еще два аналогичных неравенства, получаем требуемое.
♦ Неравенством КБШ для дробей (неравенство Седракяна) при условии верной формулировки можно

пользоваться без доказательства.

10. Изначально в 2𝑛 + 1 клетку клетчатой координатной плоскости поставили по фишке. Вася обвёл
клетчатый квадрат со стороной 𝑘. Если три клетки 𝑎, 𝑏, 𝑐 стоят подряд по горизонтали или вертикали,
причём в 𝑎 и 𝑏 стоят фишки, а 𝑐 пуста, то фишка из 𝑎 может за ход перепрыгнуть в 𝑐. Может ли для
какого-то 𝑛 оказаться, что для любого натурального 𝑘 можно совершить несколько ходов так, что все
фишки окажутся за пределами обведённого квадрата?

Ответ: да, может.
Решение. Покажем, как такое могло случиться при 𝑛 = 2. Расставим пять фишек в виде квадратика 2×2

и ещё одной фишки, примыкающей по стороне к этому квадратику.

Далее перепрыгиваем фишкой 3 через 5, фишкой 1 через 2. Затем фишками 2 и 4 через 1 и 5 соответ-
ственно. Далее фишкой 1 через 2, фишкой 3 через 5. Наконец, фишкой 5 через 4. Мы получили точно такую
же картинку, как на первом рисунке, но сдвинутую на две позиции вправо. Такими прыжками мы можем
выпрыгнуть из любого квадрата.



Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Второй тур 01.12.2022. Вторая лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разобран

— дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. 19 ведьм, все разного роста, встали по кругу. Каждая сказала, что она либо выше
обоих соседей, либо ниже обоих соседей, либо выше одного соседа, но ниже другого. Все ведьмы, как ни
странно, говорят правду. Ровно три ведьмы сказали, что они выше обоих соседей. Сколько ведьм сказали,
что они выше одного соседа, но ниже другого?

Ответ. 13.
1. На плоскости нарисован выпуклый многоугольник 𝑀 и отмечена его вершина 𝑉 . Пусть 𝑃 — наибольший

периметр треугольника, содержащегося в 𝑀 , а 𝑃𝑉 — наибольший периметр треугольника, содержащегося
в 𝑀 , одна из вершин которого — 𝑉 . Какие значения может принимать 𝑃/𝑃𝑉 ?

Ответ: [1, 4/3).
Решение. Пример. Рассмотрим треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 5 и 𝐴𝐶 = 6, его периметр

равен 16. Обозначим через 𝑀 середину отрезка 𝐴𝐶. Заметим, что периметры треугольников 𝐴𝐵𝑀 и 𝐵𝐶𝑀 ,
а также вырожденного треугольника 𝐴𝐶𝑀 все равны 12. Для данного 𝑡 > 0 отметим точку 𝑉 на расстоянии
𝑡 от точки 𝑀 вне треугольника 𝐴𝐵𝐶 (рассматриваем достаточно малые значения 𝑡, при которых 𝐴𝐵𝐶𝑉 —
выпуклый четырехугольник).

Пусть 𝑉 𝑋𝑌 — треугольник наибольшего периметра, содержащийся в 𝐴𝐵𝐶𝑉 , с вершиной 𝑉 . Покажем,
что 𝑉 𝑋𝑌 — это один из треугольников 𝑉 𝐴𝐵, 𝑉 𝐵𝐶, 𝑉 𝐶𝐴. Ясно, что точки 𝑋 и 𝑌 лежат на сторонах тре-
угольника 𝐴𝐵𝐶. Пусть на 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶, случай, когда они обе лежат на одной стороне, очевиден. Пусть 𝑋
лежит на 𝐴𝐵, а 𝑌 лежит на 𝐵𝐶. Заметим, что для переменной точки 𝑈 на отрезке 𝐴𝐵 максимум величи-
ны 𝑈𝑉 + 𝑈𝑌 достигается в концах отрезка (если отметить точку 𝑉 ′, симметричную 𝑉 относительно 𝐴𝐵,
то 𝑈𝑉 + 𝑈𝑌 = 𝑈𝑉 ′ + 𝑈𝑌 , для величины 𝑈𝑉 ′ + 𝑈𝑌 это утверждение очевидно). Таким образом, точка 𝑋
совпадает с одним из концов отрезка 𝐴𝐵, аналогично 𝑌 совпадает с одними из концов отрезка 𝐵𝐶 (ясно,
что они обе не могут совпадать с точкой 𝐵).

Таким образом 𝑃𝑉 = max(𝑃𝑉 𝐴𝐵, 𝑃𝑉 𝐵𝐶 , 𝑃𝑉 𝐴𝐶). При достаточно малых значениях 𝑡 это величина сколь
угодно близка к 12. Теперь для точки 𝑉 ′, лежащей на отрезке 𝐴𝑉 , функция max(𝑃𝑉 ′𝐴𝐵, 𝑃𝑉 ′𝐵𝐶 , 𝑃𝑉 ′𝐴𝐶)
непрерывна как максимум трех непрерывных функций, причём для 𝑉 = 𝐴 она равна 16. Из сказанного
выше, 𝑃/𝑃𝑉 принимает все значения из промежутка [1, 4/3).

Оценка. Пусть 𝐴𝐵𝐶 — треугольник наибольшего периметра, который содержится в 𝑀 . Ясно, что точки
𝐴, 𝐵 и 𝐶 лежат на границе 𝑀 . Без ограничения общности далее считаем, что периметр этого треугольника
равен 16, и точка 𝑉 расположена так, что четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝑉 — выпуклый (случай, когда 𝑉 совпадает
с одной из точек 𝐴,𝐵,𝐶, очевиден). Достаточно доказать, что периметр хотя бы одного из треугольников
𝑉 𝐴𝐵, 𝑉 𝐵𝐶, 𝑉 𝐴𝐶 больше 12. Если 𝐴𝐶 ⩾ 6, то 𝑃𝑉 𝐴𝐶 > 12, далее разбираем случай 𝐴𝐶 < 6.

Предположим, что ∠𝐴𝐶𝑉 ⩾ 90∘. В таком случае также и ∠𝐵𝐶𝑉 > 90∘, а потому 𝐴𝑉 > 𝐴𝐶 и 𝐵𝑉 > 𝐵𝐶.
Следовательно, 𝑃𝐴𝐵𝐶 < 𝑃𝐴𝑉 𝐵, противоречие с определением △𝐴𝐵𝐶. Значит, ∠𝑉 𝐴𝐶 < 90∘ и ∠𝑉 𝐶𝐴 < 90∘,
поэтому проекция 𝐷 точки 𝑉 на 𝐴𝐶 лежит на отрезке 𝐴𝐶. В таком случае ясно, что 𝑃𝐴𝐵𝐷 < 𝑃𝐴𝐵𝑉 и
𝑃𝐵𝐶𝐷 < 𝑃𝐵𝐶𝑉 , и достаточно проверить, что max(𝑃𝐴𝐵𝐷, 𝑃𝐵𝐶𝐷) ⩾ 12.

Пусть 𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐶𝐴 = 𝑏, мы знаем, что 𝑐 < 6 и 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 16, отсюда 𝑎 + 𝑏 > 10. В случае,
когда точка 𝐷 совпадает с точкой касания вневписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 со стороной 𝐴𝐶
мы получаем, что 𝐴𝐷 = 𝑝 − 𝑎, 𝐶𝐷 = 𝑝 − 𝑏 и 𝑃𝐴𝐵𝐷 = 𝑃𝐵𝐶𝐷 = max(𝑃𝐴𝐵𝐷, 𝑃𝐵𝐶𝐷), а для всех остальных
точек на отрезке 𝐴𝐶 значения этого максимума периметров больше. Поэтому достаточно разобрать лишь
этот случай. Здесь 𝑃𝐴𝐵𝐷 = 𝑃𝐴𝐵𝐶/2 +𝐵𝐷 = 8 +𝐵𝐷, поэтому остается проверить, что 𝐵𝐷 > 4.

По формуле Стюарта для чевианы 𝐵𝐷 треугольника 𝐴𝐵𝐶 имеем:

𝑐 ·𝐵𝐷2 = 𝑎2(𝑝− 𝑏) + 𝑏2(𝑝− 𝑎)− (𝑝− 𝑎)(𝑝− 𝑏)𝑐 = 8(𝑎2 + 𝑏2)− 𝑎𝑏(𝑎+ 𝑏)− (8− 𝑎)(8− 𝑏)𝑐 ⩾

⩾ 4(𝑎+ 𝑏)2 − (𝑎+ 𝑏)3

4
− (16− 𝑎− 𝑏)2𝑐

4
⩾ 4(16− 𝑐)2 − (16− 𝑐)3

4
− 𝑐3

4
= 64𝑐− 8𝑐2.

Отсюда 𝐵𝐷2 ⩾ 64− 8𝑐 ⩾ 16, поэтому 𝐵𝐷 > 4.
♦ Ответ и пример: 4 балла.



♦ Только оценка: 6 баллов.
♦ Приведены лишь примеры для сколь угодно близких к 4/3 значениям 𝑃/𝑃𝑉 : дыра в 4 балла (т.е. 2 балла

за пример).
♦ Сведение оценки к неравенству для нагелианы: 4 балла.

2. Пусть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑝 — перестановка чисел 1, 2, . . . , 𝑝, где 𝑝 > 2— простое число. Может ли ока-
заться, что числа 𝑎1, 2𝑎2, 3𝑎3, . . . , 𝑝𝑎𝑝, переставленные в некотором порядке, образуют арифметическую
прогрессию?

Ответ: Нет, не может.
Решение. Пойдём от противного. Допустим, что 𝑝𝑎𝑝 ̸= 𝑝2. Тогда у нас есть ровно 2 числа, делящихся на

𝑝. Так как не все числа делятся на 𝑝, то разность 𝑑 арифметической прогрессии не делится на 𝑝. Но тогда
члены, делящиеся на 𝑝, повторяются через 𝑝 позиций, и два таких числа среди 𝑝 чисел быть не может.

Значит, 𝑝𝑎𝑝 = 𝑝2. Тогда 𝑑 ⩾ 𝑝2− (𝑝−1)2 = 2𝑝−1, и наименьший член последовательности не превосходит
𝑝2 − (2𝑝− 1) · (𝑝− 1) < 0 при 𝑝 ⩾ 3.
♦ Каждый из двух случаев: 4 балла.

3. Натуральные числа покрашены в два цвета. Докажите, что найдётся такая бесконечная возраста-
ющая последовательность натуральных чисел 𝑎1 < 𝑎2 < . . . , что разности 𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ограничены, и для
всякого натурального 𝑛 найдётся натуральное 𝑥 такое, что все числа 𝑎1+𝑥, 𝑎2+𝑥, . . . , 𝑎𝑛+𝑥 имеют один
и тот же цвет.

Решение. Если найдётся такое 𝑁 , что на любом отрезке длины 𝑁 встретится 1-й цвет, то все числа 1-го
цвета образуют требуемую последовательность. Иначе найдутся сколь угодно большие отрезки раскраски
без 1-го цвета, то есть второго. Тогда последовательность 1 < 2 < 3 < . . . подходит под условие.

4. На столе стоят 32 одинаковых стакана, в них налита вода. За ход можно выбрать 30 стаканов и
перераспределить имеющуюся в них воду между ними так, чтобы во всех этих 30 стаканах стало поровну
воды. При любом ли начальном распределении воды по стаканам можно за несколько ходов добиться того,
чтобы во всех стаканах стало поровну воды?

Ответ: нет, не при любом.
Решение. Рассмотрим набор стаканов (1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0) (две единицы и тридцать нулей), где числа это

количество воды в них. Далее будем работать с набором из 32 чисел. Докажем, что уравнять все числа нико-
гда не получится. Заметим, что умножение и деление всех чисел на одно и то же число, а также вычитание
из всех чисел одного и того же числа не влияет на ответ задачи. Поэтому после каждого усреднения 30 чисел
будем делать следующие операции: пусть сумма 30 выбранных чисел для усреднения равна 𝑆. Тогда после
усреднения вычтем из всех чисел 𝑆

30 , а затем домножим все остальные числа на знаменатель дроби 𝑆
30 после

сокращения. В итоге, каждый раз после этих операций будет оставаться минимум 30 чисел, равных нулю, а
остальные числа будут целые.

Из вышеописанной операции следует, что из набора (𝑥, 𝑦, 0 . . . , 0) мы можем получить или набор (𝑦 −
𝑥
30 ,−

𝑥
30 , 0, . . . , 0), или набор (𝑥− 𝑦

30 ,−
𝑦
30 , 0, . . . , 0), или набор (−𝑦+𝑥

30 ,−𝑦+𝑥
30 , 0, . . . , 0) (здесь представлены набо-

ры после вычитания 𝑆
30 , но до умножения ненулевых чисел на знаменатель дроби 𝑆

30). Первый и второй случай
эквивалентны, а в третьем случае мы получили набор, эквивалентный первоначальному набору (1, 1, 0, . . . , 0).
Поэтому далее мы будем считать, что 30 чисел, с которыми проделываются операции, содержат ровно одно
из ненулевых чисел.

Предположим, что в какой-то момент времени получился набор из одних нулей. Развернём наши опера-
ции в обратную сторону. То есть из набора (𝑦 − 𝑥

30 ,−
𝑥
30 , 0, . . . , 0) получается набор (𝑥, 𝑦, 0 . . . , 0), или после

умножения на знаменатель из набора (𝑥′, 𝑦′, 0 . . . , 0) получается набор (−30𝑥′, 𝑦′ − 𝑥′, 0, . . . , 0). Тогда до по-
следней операции у нас был набор (1,−1, 0, . . . , 0), а до него набор (30, 2, 0, . . . , 0) или (−30,−2, 0, . . . , 0). А
далее среди двух ненулевых чисел одно из чисел всегда будет делиться на 30, а другое — нет. Действительно,
если одно из чисел 𝑥′ и 𝑦′ делится на 30, а другое нет, то −30𝑥′

... 30, а 𝑦′ − 𝑥′ ̸
... 30. Следовательно, мы

никогда не получится набор с двумя равными ненулевыми числами, а значит никогда не получится набор,
эквивалентный набору (1, 1, 0, 0, . . . , 0). Следовательно, из набора (1, 1, 0, 0, . . . , 0) мы никогда не получим
нулевой набор, то есть, когда все числа станут равны.
♦ Пример без какого-либо образования: 0 баллов.

5. Биссектриса угла 𝐵 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 пересекает отрезок 𝐴𝐶 и описанную окруж-
ность этого треугольника в точках 𝑃 и 𝐷 соответственно. Точки 𝐾, 𝐿, 𝑀 и 𝑁 — середины отрезков 𝐴𝐷,



𝐴𝑃 , 𝑃𝐶 и 𝐶𝐷 соответственно. Диагонали четырехугольника 𝐾𝐿𝑀𝑁 пересекаются в точке 𝑂. Докажи-
те, что окружности, описанные около треугольников 𝐵𝐾𝐿, 𝐵𝑀𝑁 и 𝑂𝑁𝐾, имеют общую точку.

Решение. Пусть окружности (𝐵𝐾𝐿) и (𝐵𝑀𝑁) вторично пересекаются в точке 𝑄. Заметим, что 𝐾𝐿 ‖
𝐵𝐷 ‖ 𝑀𝑁 . Тогда ∠(𝐾𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝑄,𝑄𝐵) + ∠(𝐵𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝐿,𝐿𝐵) + ∠(𝐵𝑀,𝑀𝑁) = ∠(𝐵𝐷,𝐵𝐿) +
∠(𝑀𝐵,𝐵𝐷) = ∠(𝑀𝐵,𝐵𝐿). Достаточно доказать, что ∠(𝐾𝑄,𝑄𝑁) = ∠(𝐾𝑂,𝑂𝑁). Это эквивалентно тому,
что ∠(𝑀𝐵,𝐵𝐿) = ∠(𝑀𝑂,𝑂𝐿), т.е. что четырехугольник 𝐵𝐿𝑂𝑀 вписан.

Заметим, что треугольники 𝐵𝐴𝑃 и 𝐵𝐷𝐶 подобны по двум углам, а точки 𝐿 и 𝑁 в них соответствующие.
Значит, ∠𝐵𝐿𝐶 = ∠𝐵𝑁𝐶, откуда четырехугольник 𝐵𝐿𝑁𝐶 вписан. Следовательно, ∠𝐵𝐿𝑁 = 180∘ − ∠𝐵𝐶𝑁 .
Аналогично, ∠𝐵𝑀𝐾 = 180∘−∠𝐵𝐴𝐾. Получаем ∠𝐵𝐿𝑂+∠𝐵𝑀𝑂 = (180∘−∠𝐵𝐶𝐷)+(180∘−∠𝐵𝐴𝐷) = 180∘,
что и требовалось.
♦ Доказано, что 𝐵𝐿𝑂𝑀 — вписанный четырехугольник: 6 баллов.
♦ Доказано, что четырехугольник 𝐵𝐿𝑁𝐶 — вписанный: 2 балла (не суммируется с предыдущим).
♦ Задача сведена к доказательству того, что 𝐵𝐿𝑂𝑀 — вписанный четырехугольник: 4 балла.

6. На плоскости нарисовали фиолетовый неравнобедренный треугольник и его вписанную окружность.
Затем голубым цветом провели три отрезка, соединяющие вершины фиолетового треугольника и точки
касания вписанной окружности с противоположными сторонами. Рассмотрим длины всех 9 отрезков,
на которые голубые отрезки разбиваются друг другом и вписанной окружностью. Какое минимальное
количество различных длин могло получится?

Ответ: 5.
Решение. Обозначим треугольник через 𝐴𝐵𝐶, точки касания вписанной окружности со сторонами —

через 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, вторые точки пересечения вписанной окружности с 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 — через 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, а
точку пересечения 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1 — через 𝐺.

Сначала докажем, что длины отрезков 𝐴1𝐺, 𝐵1𝐺 и 𝐶1𝐺 различны. Если какие-то две из них равны (без
ограничения общности, 𝐵1𝐺 = 𝐶1𝐺), то 𝐴𝐺— серединный перпендикуляр к отрезку 𝐵1𝐶1 и легко видеть
треугольник, что треугольник 𝐴𝐵𝐶 равнобедренный. Из доказанного следует, что длины отрезков 𝐴2𝐺, 𝐵2𝐺
и 𝐶2𝐺 различны.

Заметим, что прямые 𝐵1𝐶2, 𝐵2𝐶1 и 𝐴𝐴1 пересекаются в одной точке 𝑃𝐴 или параллельны. Это можно уви-
деть, сделав проективное преобразование, переводящее вписанную окружность в окружность, а 𝐺— в центр.
Тогда треугольник 𝐴𝐵𝐶 станет равносторонним и утверждение будет очевидно. Также заметим, что чет-
верки (𝐴,𝐺;𝐴2, 𝑃𝐴) и (𝐴2, 𝐴1;𝐺,𝑃𝐴) гармонические — после описанного выше проективного преобразования
это очевидно. Легко видеть, что 𝑃𝐴 не может лежать на отрезке 𝐴𝐴1. Если 𝑃𝐴 лежит на продолжении 𝐴𝐴1

за точку 𝐴, то 𝐴1𝐺 > 𝐺𝐴2 > 𝐴2𝐴, если 𝑃𝐴 лежит на продолжении 𝐴𝐴1 за точку 𝐴1, то 𝐴1𝐺 < 𝐺𝐴2 < 𝐴2𝐴,
а если 𝑃𝐴 на бесконечности, то 𝐴1𝐺 = 𝐺𝐴2 = 𝐴2𝐴.

Предположим, что из 9 длин не более 5 различных. Тогда один из отрезков 𝐴1𝐺, 𝐵1𝐺 и 𝐶1𝐺 равен одному
из отрезков 𝐴2𝐺, 𝐵2𝐺 и 𝐶2𝐺. Без ограничения общности, есть 2 варианта: 𝐴1𝐺 = 𝐴2𝐺 и 𝐵1𝐺 = 𝐶2𝐺. Если
𝐴1𝐺 = 𝐴2𝐺, то, поскольку четырехугольник 𝐴1𝐵1𝐴2𝐶1 гармонический, ∠𝐵1𝐺𝐴2 = ∠𝐶1𝐺𝐴2, откуда 𝐵1𝐺 =
𝐶2𝐺 и 𝐵2𝐺 = 𝐶1𝐺. Если 𝐵1𝐺 = 𝐶2𝐺, то 𝐵2𝐺 = 𝐶1𝐺 и 𝐵1𝐶2 ‖ 𝐵2𝐶1. Из доказанного выше 𝐴1𝐴2 ‖ 𝐵1𝐶2.
Следовательно, 𝐴1𝐺 = 𝐴2𝐺. Получается, что описанные 2 варианта одинаковые. Обозначим 𝐵1𝐺 = 𝐶2𝐺 = 𝑥
и 𝐶1𝐺 = 𝐵2𝐺 = 𝑦. Без ограничения общности будем считать, что 𝑥 > 𝑦. Имеем 𝐴1𝐺 = 𝐴2𝐺 =

√
𝑥𝑦. Из

доказанного ранее 𝐵𝐵2 < 𝑦, 𝐶𝐶2 > 𝑥 и 𝐴𝐴2 =
√
𝑥𝑦. Поэтому из 9 длин ровно 5 различных.

Чтобы убедится, что такая конструкция существует, достаточно взять равносторонний треугольник 𝐴𝐵𝐶,
провести через 𝑃𝐴 любую (не бесконечно удаленную) прямую ℓ, не пересекающую стороны треугольника
𝐴𝐵𝐶, и сделать проективное преобразование, сохраняющее вписанную окружность и переводящее ℓ на бес-
конечность.
♦ Пример на 5 отрезков: 6 баллов.
♦ Оценка на 5 отрезков: 6 баллов.
♦ Более слабые оценки и примеры не оцениваются.

7. Докажите, что существует бесконечно много натуральных 𝑛, для которых четверичная запись числа
𝑛2 состоит только из цифр 1 и 2.

Решение. Будем доказывать по индукции, что существует бесконечно много 𝑛 таких, что 𝑛2 в четверичной
системе счисления состоит только из 1 и 2, причём первая и последняя цифры — единицы. В качестве базы
возьмём 𝑛 = 5, тогда 𝑛2 = 25 = 1214.



Покажем теперь, как по подходящему 𝑛 построить следующее. Пусть 𝑛2 содержит 𝑘 цифр в записи с
основанием 4. Рассмотрим число 𝑛′ = 22𝑘−1𝑛+ 𝑛. Имеем

𝑛′2 =
(︁
22𝑘−1𝑛+ 𝑛

)︁2
= 42𝑘−1𝑛2 + 2 · 22𝑘−1𝑛2 + 𝑛2 = 42𝑘−1𝑛2 + 4𝑘𝑛2 + 𝑛2.

В четверичной системе счисления это число состоит из трёх копий числа 𝑛2, первая копия, полученная
из слагаемого

(︀
𝑛2

)︀
заканчивается в самом конце числа, вторая копия, полученная из слагаемого

(︀
4𝑘𝑛2

)︀
за-

канчивается прямо перед началом предыдущего числа, наконец, третья копия, полученная из слагаемого(︀
42𝑘−1𝑛2

)︀
, накладывается своей последней цифрой на первую цифру второй копии. Так как, по предположе-

нию, и первая, и последняя цифры равны 1, в этом месте две единицы дают в сумме 2. Более того, первая
и последняя цифры числа 𝑛′22 такие же, как первая и последняя цифры числа 𝑛2, поэтому они равны
единицам, как и должно быть.

8. Будем называть функцию 𝑓 : {1, 2, . . . , 1001} → Z почти многочленом, если существует многочлен
𝑝(𝑥) = 𝑎200𝑥

200+ . . .+𝑎1𝑥+𝑎0, в котором все коэффициенты 𝑎𝑛 — целые числа, не превосходящие по модулю
201, и разность |𝑓(𝑥)− 𝑝(𝑥)| ⩽ 1 для всех 𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}. Найдите количество почти многочленов.

Ответ: 31001 · 403201 − 21001 · 403200 · 402
Решение. Пусть 𝑃 — множество всех подходящих многочленов, то есть многочленов вида 𝑝(𝑥) = 𝑎200𝑥

200+
. . . + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 с условием 𝑎𝑛 — целое, |𝑎𝑛| ⩽ 201. Также, пусть 𝐴— множество пар (𝑓, 𝑝) функций 𝑓 и мно-
гочленов 𝑝, где 𝑝— именно тот многочлен, из-за которого 𝑓 — почти многочлен. Предположим, что 𝑓 — по-
чти многочлен, для которого нашлись два многочлена 𝑝1, 𝑝2 с условием (𝑓, 𝑝1) , (𝑓, 𝑝2) ∈ 𝐴. Тогда для всех
𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}, так как |𝑓(𝑥)− 𝑝1(𝑥)| ⩽ 1 и |𝑓(𝑥)− 𝑝2(𝑥)| ⩽ 1, должно быть выполнено |𝑝1(𝑥)− 𝑝2(𝑥)| ⩽ 2,
поэтому 𝑝1(𝑥)− 𝑝2(𝑥) ∈ {−2,−1, 0, 1, 2}. По принципу Дирихле, какое-то значение 𝑐 ∈ {−2,−1, 0, 1, 2} прини-
мается хотя бы 201 раз, что невозможно для различных непостоянных многочленов степени не больше 200.
Поэтому любые два многочлена, находящиеся в паре с одинаковыми функциями, отличаются на константу
от −2 до 2.

Для данного почти многочлена 𝑓 пусть 𝑝0 — тот многочлен, для которого (𝑓, 𝑝0) ∈ 𝐴 с наименьшим
значением константы. Тогда, по доказанному выше, другие многочлены, которые могут подходить для 𝑓 ,
это лишь 𝑝(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 1 и 𝑝(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 2. Заметим, что если (𝑓, 𝑝0 + 2) ∈ 𝐴, то |𝑓(𝑥)− 𝑝0(𝑥)| ⩽ 1 и
|𝑓(𝑥)− (𝑝0(𝑥) + 2)| ⩽ 1, поэтому верно 𝑓(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 1 для всех 𝑥, и тогда (𝑓, 𝑝0 + 1) ∈ 𝐴. Таким образом,
все подходящие многочлены 𝑝 с условием (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴 это (i) 𝑝0, (ii) 𝑝0, 𝑝0 + 1 и (iii) 𝑝0, 𝑝0 + 1, 𝑝0 + 2.

Теперь, рассмотрим разность двух сумм

𝑆 =
∑︁
𝑝∈𝑃

|{𝑓 : (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴}| −
∑︁
𝑝∈𝑃

|{𝑓 : (𝑓, 𝑝), (𝑓, 𝑝+ 1) ∈ 𝐴}|.

Для функции 𝑓 , подходящей под случай (i), 𝑓 посчитана один раз в первой сумме и не посчитана ни разу
во второй. Если 𝑓 подходит под условие (ii), 𝑓 посчитана дважды в первой сумме (как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0 + 1) и один
раз во второй сумме (как 𝑝 = 𝑝0). Если 𝑓 подходит под случай (iii), она посчитана трижды в первой сумме
(как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0+1, 𝑝0+2) и дважды во второй сумме (как 𝑝 = 𝑝0, 𝑝0 + 1). Поэтому каждый почти многочлен
𝑓 мы посчитали ровно один раз в 𝑆, и именно это значение по итогу и надо найти.

Для вычисления 𝑆 посчитаем эти две суммы. Первая считается напрямую: для данного 𝑝 ∈ 𝑃 , ко-
личество 𝑓 с условием (𝑓, 𝑝) ∈ 𝐴— это 31001, так как построение функции 𝑓 — выбор значений 𝑓(𝑥) ∈
{𝑝(𝑥)−1, 𝑝(𝑥), 𝑝(𝑥)+1} для каждого 𝑥 ∈ {1, 2, . . . , 1001}, поэтому первая сумма равна 31001|𝑃 | = 31001 ·403201.

Вычисление второй суммы чуть сложнее. Для 𝑝 ∈ 𝑃 , при этом 𝑝 + 1 /∈ 𝑃 , функция 𝑓 не посчитана во
второй сумме. Если 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝑝+1 ∈ 𝑃 , то есть ровно 21001 способов выбрать 𝑓 с условием (𝑓, 𝑝), (𝑓, 𝑝+1) ∈ 𝐴,
так как мы должны получить 𝑓(𝑥) ∈ {𝑝(𝑥), 𝑝(𝑥) + 1} для всех 𝑥. Но 𝑝 ∈ 𝑃 для которых также 𝑝+ 1 ∈ 𝑃 , —
это в точности многочлены, у которых константа не равна 201, поэтому их количество равно 403200 · 402, и
вторая сумма равна 21001 · 403200 · 402. По итогу ответ равен разности этих сумм.
♦ Доказано, что все многочлены, соответствующие почти многочлену, отличаются на константу: 2 балла.

Задача сведена к подсчёту двух сумм из решения: 6 баллов.

9. Сумма обратных величин положительных чисел 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равна 1. Докажите неравенство

𝑏+ 𝑐

𝑎+ 𝑏𝑐
+

𝑎+ 𝑐

𝑏+ 𝑎𝑐
+

𝑏+ 𝑎

𝑐+ 𝑎𝑏
⩾

12

𝑎+ 𝑏+ 𝑐− 1
.

Решение. Заметим, что 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1. Тогда (𝑎+ 𝑐)2(𝑏− 1) ⩾ 4𝑎𝑐(𝑏− 1), то есть,

(𝑎+ 𝑐)(𝑏− 1) ⩾
4𝑎𝑐(𝑏− 1)

𝑎+ 𝑐
= 4𝑏.



Тогда 𝑎+ 𝑐 ⩾ 4𝑏
𝑏−1 и

𝑎+ 𝑐

𝑏+ 𝑎𝑐
⩾

4𝑏

(𝑏− 1)(𝑏+ 𝑎𝑐)
=

4

𝑏− 1 + 𝑎𝑐(1− 1/𝑏)
=

4

𝑎+ 𝑏+ 𝑐− 1
.

Складывая это и еще два аналогичных неравенства, получаем требуемое.
♦ Неравенством КБШ для дробей (неравенство Седракяна) при условии верной формулировки можно

пользоваться без доказательства.

10. Изначально в 999 клеток клетчатой координатной плоскости поставили по фишке. Если три клетки
𝑎, 𝑏, 𝑐 стоят подряд по горизонтали или вертикали, причём в 𝑎 и 𝑏 стоят фишки, а 𝑐 пуста, то фишка
из 𝑎 может за ход перепрыгнуть в 𝑐. Может ли оказаться, что для любого натурального 𝑁 можно
совершить несколько ходов так, что в полосах |𝑥| ⩽ 𝑁 и |𝑦| ⩽ 𝑁 не останется ни одной фишки?

Ответ: может.
Решение. В процессах ниже белым обозначены прыгающие фишки.
Заметим, что приведённая ниже фигурка из 5 клеток может сдвигаться по вертикали (разворачиваясь при

этом), а также поворачиваться. После такого поворота она аналогично может двигаться и по горизонтали.
Ясно, что такими операциями она может выйти из любой полосы.

и

Также умеет сдвигаться как по вертикали, так и по горизонтали, квадрат 2× 2.
Три пятиклеточных фигурки и несколько квадратов образуют искомый пример.


