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Личная олимпиада. Юниоры.

1. Даны четыре положительных вещественных числа a, b, c, d. Величины a−c, b−d, c+d являются
сторонами невырожденного треугольника. Докажите, что ab ̸= 2cd.
Решение. Действуем от противного. Тогда из a − c > 0 получаем a > c, а значит из ab = 2cd

получаем, что b < 2d. Аналогично a < 2c. Складывая, имеем a+ b < 2(c+ d). С другой стороны, из
неравенства треугольника (a− c) + (b− d) > c+ d, откуда a+ b > 2(c+ d), противоречие.

2. Внутри параллелограмма ABCD выбрана точка P . Прямая BP пересекает сторону AD в точ-
ке E, а прямая DP пересекает сторону AB в точке F . Оказалось, что BE = DF . Описанные
окружности треугольников DPE и BPF пересекаются в точке Q внутри треугольника BCD.
Докажите, что точка Q лежит на прямой CP .
Решение. Заметим, что ∠QDF = ∠QEB и ∠QFD = ∠QBE, поэтому треугольники QBE и QFD

равны по стороне и двум углам. Тогда QE = QD. Пусть прямая DQ пересекает сторону BC в точке
X, а прямая BQ пересекает сторону CD в точке Y . Тогда ∠QXD = ∠QDE = ∠QPB, поэтому
точки B, X, Q, P , F лежат на одной окружности. Аналогично точки P , Q, Y , D, E лежат на одной
окружности и ∠DXC = ∠BY C, тогда точки B, X, Y , D тоже лежат на одной окружности, следо-
вательно, точка C — радикальный центр этих трёх окружностей, тогда она лежит на радикальной
оси описанных окружностей треугольников PED и PFB, т. е. на прямой PQ.

3. Пусть n — натуральное число, и пусть S = {1, 2, . . . , n}. Доска размера 3×n называется краси-
вой, если она может быть заполнена числами из множества S таким образом, что выполняются
следующие условия:

• в каждой строке каждое число из множества S появляется ровно один раз,
• в каждом столбце сумма попарных произведений чисел в этом столбце кратна n (то есть,

если в столбце записаны числа a, b, c, то ab+ bc+ ca должно быть кратно n).
Для каких значений натурального числа n существуют красивые таблицы?

Ответ: При нечетных n. Решение. Пусть n четно. Сумма попарных произведений трех чисел
четна, если четны хотя бы два из этих трёх чисел. Следовательно, в каждом столбце должно быть
хотя бы два четных числа. Тогда всего четных чисел должно быть не менее 2n, а их 3n

2
. Противоречие.

Докажем, что при нечетных n можно так расставить числа. Поставим в первых двух строках
числа от 1 до n слева направо. Тогда в i-ый столбец мы должны поставить ещё такое число x, что
xi + xi + i2

... n, i(2x + i)
... n. Возьмем x ≡ −i/2 (mod n). Очевидно, все такие x будут различными

для разных i.
4. В однокруговом турнире принимало участие n команд. Ничьих в турнире не было. Для какого

наименьшего n можно гарантированно утверждать, что найдется команда, которая выиграла
хотя бы 100 матчей и проиграла хотя бы 100 матчей?
Ответ: 399. Пример турнира на 398 команд, в котором требуемая команда не найдётся. Выстроим

все команды в 2 круга по 199 команд. Пусть каждая команда победит 99 следующих по часовой
стрелке команд в её кругу, а также все команды из первого круга обыграют все команды из второго
круга. Нетрудно видеть, что каждая команда в первом кругу проиграет 99 матчей, а во втором
кругу — выиграет 99 матчей. Таким образом, требуемая команда не найдётся. Оценка. Покажем,
что n = 399 подходит. Назовём команду сильной, если она проиграла меньше 100 матчей, и слабой,
если победила меньше 100 матчей. Предположим, что требуемая команда не найдётся, тогда каждая
команда является либо сильной, либо слабой. Тогда будет либо хотя бы 200 сильных команд, либо
хотя бы 200 слабых. Не умаляя общности, пусть сильных k ⩾ 200. Тогда суммарно они проиграли не
более 99k матчей. С другой стороны, только между собой они сыграли k(k−1)

2
⩾ 199k

2
> 99k матчей, и

в каждом матче какая-нибудь из команд должна была проиграть. Противоречие.

5. Для положительных чисел a, b, c, d, меньших единицы, докажите неравенство

1

1− a6
+

1

1− b6
+

1

1− c6
+

1

1− d2
⩾

2

1− (abc)2
+

2

1− abcd
.

Решение. Сумму первых трех слагаемых оценим снизу по неравенству о среднем арифметиче-
ском и среднем гармоническом как 9

3−(a6+b6+c6)
, что не меньше 3

1−(abc)2
по неравенству о средних для



a6, b6, c6. Остается доказать неравенство 1
1−(abc)2

+ 1
1−d2

⩾ 2
1−abcd

, которое доказывается так же: сначала
по неравенству о среднем арифметическом и среднем гармоническом оцениваем левую часть снизу
как 4

2−((abc)2+d2)
, а затем по неравенству о средних для (abc)2 и d2 получаем требуемое.

6. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC через ортоцентр H проведена прямая,
перпендикулярная биссектрисе угла A, пересекающая стороны AB и AC в точках D и E соот-
ветственно. Пусть X — вторая точка пересечения описанных окружностей треугольников BDH
и HEC. Докажите, что описанная окружность треугольника AHX касается биссектрисы угла
BAC.
Решение. Пусть O — центр описанной окружности треугольнике ADE. Тогда ∠DOE = 2∠A,
∠ODE = ∠OED = 90◦ − ∠A = ∠DBH = ∠ECH. Следовательно, OD — касательная к окружности
(HDB) и OE — касательная к окружности (HEC). Так как OD = OE, то O лежит на радоси этих
двух окружностей, то есть на прямой HX. Тогда OD2 = OH · OX = OA2. Следовательно, OA —
касательная к (AHX), что и требовалось.

7. Верно ли, что

НОД((2k − 1)2k−1 + (2k + 1)2k+1, (2k − 1)2k+1 + (2k + 1)2k−1) = 4k2

при всех натуральных k?
Ответ: нет. Решение. Минимальный контрпример обнаруживается при k = 14. Несложно

убедиться непосредственным вычислением, что оба числа 2727+2929 и 2729+2927 кратны 17. Поясним,
как найти такой пример.

Введём обозначение n = 2k. Чтобы НОД из условия был отличен от 4k2, нам нужно найти не
входящее в n простое p, для которого (n − 1)n−1 ≡ −(n + 1)n+1 (mod p) и (n − 1)n+1 ≡ −(n + 1)n−1

(mod p). Поделив одно сравнение на другое (потому что, очевидно, n ̸≡ ±1 (mod p)), мы получим
(n − 1)2(n + 1)2 ≡ 1 (mod p), откуда n2 ≡ 2 (mod p). С одной стороны, это означает, что p должно
быть делителем числа вида n2−2 (то есть, скажем по секрету, иметь вид 8t±1), но, что более важно,
если всё же n2 ≡ 2 (mod p), нам достаточно добиться выполнения только одного из двух исходных
сравнений.

Это сравнение, (n − 1)n−1 ≡ −(n + 1)n+1 (mod p), теперь, когда мы знаем, что n + 1 ≡ (n − 1)−1

(mod p), приводится к виду (n− 1)n−1 ≡ −(n− 1)−n−1 (mod p), или, что то же самое, (n− 1)2n ≡ −1
(mod p). Такое, как мы знаем, возможно лишь при p ≡ 1 (mod 4), зато в этом случае достаточно
взять n ≡ ±p−1

4
(mod p− 1).

Наименьшее простое p, удовлетворяющее найденным нами условиям, равно 17. Решая сравнение
n2 ≡ 2 (mod 17), находим n ≡ ±6 (mod 17). В сочетании со сравнением n ≡ ±4 (mod 16) это позво-
ляет найти сразу несколько решений, в которых наш НОД кратен 17. Выбор n ≡ 6 (mod 17) и n ≡ 4
(mod 16) даёт нелегко проверяемый вручную пример n = 244, а выбор n ≡ −6 (mod 17) и n ≡ −4
(mod 16) – предъявленный в начале ответ n = 28.


