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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà. Ñòàðøàÿ ãðóïïà. Äîâûâîä.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è

an+1 =
(
n+ 1−ÍÎÄ(n, an)

)
· an ïðè n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî an+1 < n · an ïðè âñåõ ñîñòàâíûõ n.
Simon Marais Competition 2021

2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n ðàçáèâàþò íà íåñêîëüêî
ãðóïï; ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ãðóïïà îäíà, êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò õîòÿ áû èç îäíîãî ýëåìåíòà. Äàëåå
êàæäóþ èç ãðóïï ðàññòàâëÿþò ïî êðóãó (êàæäóþ ãðóïïó � ïî ñâîåìó êðóãó). Òàêèå ðàññòàíîâêè
ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíó èç äðóãîé ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé êðóãîâ, à òàêæå
ïîâîðîòàìè êðóãîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàññòàíîâîê ìîæíî
ïðèäóìàòü?

Mathematical Re�ections, 2022, óïðîùåíèå

3. Íà ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ABCD íàøëèñü òàêèå òî÷êè E è F , ÷òî AE = CE, AF = CF ,
BE = DE è BF = DF . Äîêàæèòå, ÷òî BC > EF .

À. Êóçíåöîâ

4. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d, ìåíüøèõ åäèíèöû, äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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Ñrux Mathematicorum, v48n6
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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà. Ñòàðøàÿ ãðóïïà. Âûâîä.

5. Òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠B = 60◦, âïèñàí â îêðóæíîñòü ω è îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì I. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ L è K ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðÿìûå AK è CL âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü OA è OC � öåí-
òðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ CKP è ALQ ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà BI.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ OAMOC è ABC ðàâíû.

Ô. Èâëåâ, Å. Ðÿáîâ

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, A2, . . . , An, . . . áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâà, ÷òî
|Ai ∩Aj| 6 2 ïðè âñåõ i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî îêðàñèòü â ÷¼ðíûé
è áåëûé öâåòà (êàæäîå � íå áîëåå, ÷åì â îäèí öâåò) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Ai íàø¼ëñÿ
öâåò (÷¼ðíûé èëè áåëûé), â êîòîðûé îêðàøåí ðîâíî îäèí ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà.

îëèìïèàäà èì. Ìèêëîøà Øâåéöåðà, 1969

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà b1,. . . , b1001,
á�îëüøèå åäèíèöû, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 1001 çàïèñü ÷èñëà n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâà-
íèåì bi ÿâëÿåòñÿ ïàëèíäðîìîì èç 1001 öèôðû.

N. Safaei


