
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Третий тур 03.12.2022. ТРЕТЬЯ ЛИГА.

1. Упорный Гоша стоит перед началом бесконечного ряда с замками, пронумерованными подряд
числами 1, 2, 3, . . . . Первоначально все замки закрыты. Он написал у себя на планшете множество
всех натуральных чисел. На каждом новом этапе Гоша проделывает следующее бесконечное число
действий. Он стирает очередное число a из планшета, идёт вдоль ряда, меняет состояние всех зам-
ков, номера которых делятся на a: закрытые открывает, а открытые закрывает. Когда все числа
в планшете стёрты, Гоша идёт вдоль ряда, переписывает в планшет номера всех открытых замков,
после чего закрывает все замки. На этом этап заканчивается. После 2022 этапов оказалось, что ровно
n чисел на планшете являются делителями числа 102022. Найдите n.
2. Имеются 160 лягушек и n кочек, расположенных по кругу. Первая лягушка прыгает на первую

кочку, вторая — на четвёртую, третья — на девятую, и так далее, то есть i-я лягушка прыгает на i2-ю
кочку (считаем, что после n-й кочки идёт n + 1-я, совпадающая с 1-й). При каком наименьшем n
никакие две лягушки не окажутся на одной кочке?
3. Перед Алисой лежит колода из 999 карточек с числами от 1 до 999 (на каждой карточке ровно од-

но число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой
вверх). Алиса по очереди открывает карточки, всего она откроет 101 карточку. На каком-то из этих
ходов ей нужно отметить карточку, которую она достала на этом ходу. Пусть Алиса отметила карту
с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы
число |M −A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать, что
|M − A| ⩽ d независимо от изначального расположения карточек?
4. Множество A натуральных чисел, состоящее хотя бы из трёх чисел, таково, что для любого n > 1

и любых различных элементов a1, a2, . . ., an из A, каждый делитель числа a1a2 . . . an − 1, отличный
от 1, принадлежит A. Докажите, что A содержит все числа, большие 1.
5. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает помощнику нату-

ральное число, меньшее 22022. Помощник записывает в текстовом редакторе строку длины 4044 из
букв А, Б, В. Зритель смотрит на эту строку, выбирает одну из трех букв и удаляет все вхождения
выбранной буквы из строки. После этого фокусник, глядя на оставшуюся строку, должен угадать,
какое число загадал зритель. Могут ли фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус га-
рантированно удался?
6. Даны равные пересекающиеся окружности Ω1 и Ω2. Равные окружности γ1 и γ2 меньшего радиуса

касаются Ω1 и Ω2 внутренним образом. Пусть A — точка касания Ω1 и γ2. Окружность α касается Ω1

внутренним образом в точке B и касается γ1 внешним образом. Прямая AB вторично пересекает γ2
в точке C. Докажите, что существует окружность, касающаяся γ2 в точке C, а также касающаяся
Ω2 и α.
7. На стороне AB остроугольного треугольника ABC отметили такую точку K, что AK = KC.

Медиана BM пересекает отрезок KC в точке E. Прямая AE пересекает отрезок BC в точке F . Точка
N — середина BC. Описанные окружности треугольников ABC и ANF пересекаются в точках A и
D. Докажите, что точки C, D и K лежат на одной прямой.
8. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности a0, a1, a2, . . . и b0, b1, b2, . . .

соотношением an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . .. Найдите все пары (a0, b0), для
которых a2022 = a0 и b2022 = b0.
9. Можно ли на рёбрах куба выбрать пять точек, являющихся вершинами правильного пятиуголь-

ника?
10. Найдите все функции f : R → R, для которых выполнено

f
(
f(x) + f(y)2

)
= f(x)2 + y2f(y)3.
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1. Упорный Гоша стоит перед началом бесконечного ряда с замками, пронумерованными подряд
числами 1, 2, 3, . . . . Первоначально все замки закрыты. Он написал у себя на планшете множество
всех натуральных чисел. На каждом новом этапе Гоша проделывает следующее бесконечное число
действий. Он стирает очередное число a из планшета, идёт вдоль ряда, меняет состояние всех зам-
ков, номера которых делятся на a: закрытые открывает, а открытые закрывает. Когда все числа
в планшете стёрты, Гоша идёт вдоль ряда, переписывает в планшет номера всех открытых замков,
после чего закрывает все замки. На этом этап заканчивается. После 2022 этапов оказалось, что ровно
n чисел на планшете являются делителями числа 102022. Найдите n.
2. Верно ли, что для любого положительного вещественного числа λ существует натуральное число
n ⩾ 2 и n положительных чисел a1, a2, . . . , an такие, что a1 < a2 < . . . < an < 2nλ и для любого
k = 1, 2, . . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

3. Перед Алисой лежит колода из 999 карточек с числами от 1 до 999 (на каждой карточке ровно од-
но число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой
вверх). Алиса по очереди открывает карточки, всего она откроет 101 карточку. На каком-то из этих
ходов ей нужно отметить карточку, которую она достала на этом ходу. Пусть Алиса отметила карту
с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы
число |M −A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать, что
|M − A| ⩽ d независимо от изначального расположения карточек?
4. Множество A натуральных чисел, состоящее хотя бы из трёх чисел, таково, что для любого n > 1

и любых различных элементов a1, a2, . . ., an из A, каждый делитель числа a1a2 . . . an − 1, отличный
от 1, принадлежит A. Докажите, что A содержит все числа, большие 1.
5. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает фокуснику нату-

ральное число, меньшее
(
3
2

)10000. Помощник записывает в текстовом редакторе строку длины 10000
из букв А, Б, В. Зритель смотрит на эту строку, выбирает одну из трех букв и удаляет все вхож-
дения выбранной буквы из строки. После этого фокусник, глядя на оставшуюся строку, должен
угадать, какое число загадал зритель. Могут ли фокусник и помощник договориться так, чтобы
фокус гарантированно удался?
6. Окружности ω1 и ω2 вписаны в угол BAC. Окружность β касается ω1 в точке X, а AB — в точке
B. Окружность γ касается ω2 в точке Y , отрезка AC — в точке C, а окружности β — внешним образом
в точке D. Докажите, что окружности (BDY ) и (CDX) пересекаются на биссектрисе угла BAC.
7. На сторонах AC,BC,AB треугольника ABC выбраны точки A1, B1, D соответственно. Отрезки
CD и A1B1 пересекаются в точке M , причем A1M = B1M . Докажите, что

AA1

A1C
+

BB1

B1C
⩾

2DM

MC
.

8. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности a0, a1, a2, . . . и b0, b1, b2, . . .
соотношением an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . .. Найдите все пары (a0, b0), для
которых a2022 = a0 и b2022 = b0.
9. Пусть T = {1, 2, . . . , 15}3 — множество всех упорядоченных троек натуральных чисел, мень-

ших 16. Назовём кубиком множество всех упорядоченных троек натуральных чисел (x1, x2, x3), удо-
влетворяющих неравенствам ai ⩽ xi < ai + 7, где ai — некоторые числа. Можно ли выбрать 15
кубиков так, чтобы для любой тройки (t1, t2, t3) ∈ T в одном из кубиков нашлась тройка (x1, x2, x3)
такая, что все три числа xi − ti делятся на 15?
10. Найдите все функции f : R → R, для которых выполнено

f
(
f(x) + f(y)2

)
= f(x)2 + y2f(y)3.


