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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà. Ñòàðøàÿ ãðóïïà. Ðåøåíèÿ.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è

an+1 =
(
n+ 1−ÍÎÄ(n, an)

)
· an ïðè n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî an+1 < n · an ïðè âñåõ ñîñòàâíûõ n.
Simon Marais Competition 2021

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a1 = 1, a2 = (2− 1) · 1 = 1, a3 = (3− 1) · 1 = 2, a4 = (4− 1) · 2 = 6. Èíäóêöèåé ïî n
äîêàæåì, ÷òî an äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå n, è íå äåëèòñÿ íà äðóãèå ïðîñòûå. Áàçà ïðèâåäåíà
âûøå.

Ïåðåõîä îò n ê n+ 1. Åñëè n ñîñòàâíîå, òî òàê êàê an+1 =
(
n+ 1−ÍÎÄ(n, an)

)
· an, òî an+1 äåëèòñÿ íà

an, à îíî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äåëèòñÿ íà âñå ïðîñòûå, ìåíüøèå n+1, è íå äåëèòñÿ íà äðóãèå
ïðîñòûå. Ìíîæèòåëü n+ 1−ÍÎÄ(n, an) íå ïðåâîñõîäèò n è òîæå íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ, áîëüøèõ n.

Åñëè n ïðîñòîå, òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ èìååì äåëèìîñòü íà âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíü-

øèå n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÍÎÄ(n, an) = 1 è n + 1 − ÍÎÄ(n, an) = n.
Ïîýòîìó an+1 äåëèòñÿ íà n è íå äåëèòñÿ íà ïðîñòûå, áîëüøèå n.

Òåïåðü, åñëè n ñîñòàâíîå è p� åãî ïðîñòîé äåëèòåëü, òî an äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, ÍÎÄ(n, an) > p > 1 è

an+1/an < n.

2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n ðàçáèâàþò íà íåñêîëüêî

ãðóïï; ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ãðóïïà îäíà, êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò õîòÿ áû èç îäíîãî ýëåìåíòà. Äàëåå

êàæäóþ èç ãðóïï ðàññòàâëÿþò ïî êðóãó (êàæäóþ ãðóïïó � ïî ñâîåìó êðóãó). Òàêèå ðàññòàíîâêè ñ÷èòà-

þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíó èç äðóãîé ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé êðóãîâ, à òàêæå ïîâîðîòàìè

êðóãîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàññòàíîâîê ìîæíî ïðèäóìàòü?

Mathematical Re�ections, 2022, óïðîùåíèå

Îòâåò: n!

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàññòàíîâîê ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåñòàíîâîê

(a1, a2, . . . , an) ÷èñåë îò 1 äî n. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ìåæäó íèìè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.1

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , an) ÷èñåë îò 1 äî n. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà îò 1 äî n, è ïðîâåä¼ì ðåáðî èç âåðøèíû k â âåðøèíó ak. Èç
êàæäîãî ÷èñëà âåä¼ò ðîâíî îäíà ñòðåëî÷êà, à òàêæå â êàæäîå ÷èñëî âåä¼ò îäíà ñòðåëî÷êà. Çíà÷èò, ÷èñëà

ðàçáèâàþòñÿ íà öèêëû � ýòî è áóäåò ðàññòàíîâêà ÷èñåë ïî êðóãàì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå îáðàòèìî: åñëè ó íàñ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë ïî êðóãàì,

òî îíà ïîëó÷èëàñü èç ïåðåñòàíîâêè, â êîòîðîé ÷èñëî k ïåðåõîäèò â ÷èñëî ak, ñëåäóþùåå çà ÷èñëîì k ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå â åãî êðóãå.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàññòàíîâîê ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë îò

1 äî n, òî åñòü n!.

3. Íà ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ABCD íàøëèñü òàêèå òî÷êè E è F , ÷òî AE = CE, AF = CF , BE = DE
è BF = DF . Äîêàæèòå, ÷òî BC > EF .

À. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü α è β � ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå ðåáðà AC è BD, îáîçíà÷èì ÷åðåç d
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè. ßñíî, ÷òî BC > d. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè

E è F ëåæàò êàê â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé AC è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó AC, òàê è â ïëîñêîñòè,

ïåðïåíäèêóëÿðíîé BD è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó BD (ýòè ïëîñêîñòè ðàçëè÷íû, òàê êàê ïðÿìûå AC è BD
íå ïàðàëëåëüíû). Òîãäà EF � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé, ïîýòîìó ïðÿìàÿ EF ïåðïåíäèêóëÿðíà

ïëîñêîñòÿì α è β.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó E è F ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà, òî îáå ýòè òî÷êè ëåæàò â ïîëîñå ìåæäó

α è β. Çíà÷èò, EF 6 d 6 BC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

4. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d, ìåíüøèõ åäèíèöû, äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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1
äëÿ çíàòîêîâ ñðàçó ñêàæåì: îïèñàííîå â óñëîâèè êîíñòðóêöèÿ � îïèñàíèå çàïèñè ïåðåñòàíîâêè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ



Ñrux Mathematicorum, v48n6

Ðåøåíèå. Ñóììó ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ îöåíèì ñíèçó ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è

ñðåäíåì ãàðìîíè÷åñêîì êàê
9

3− (a6 + b6 + c6)
, ÷òî íå ìåíüøå, ÷åì

3

1− (abc)2
ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ äëÿ

÷èñåë a6, b6, c6. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

1

1− (abc)2
+

1

1− d2
>

2

1− abcd
,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå: ñíà÷àëà ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãàðìîíè÷åñêîì

îöåíèâàåì ëåâóþ ÷àñòü ñíèçó êàê
4

2− ((abc)2 + d2)
, à çàòåì ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ äëÿ ÷èñåë (abc)2 è d2

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

5. Òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠B = 60◦, âïèñàí â îêðóæíîñòü ω è îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

I. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ L è K ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå AK
è CL âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò ω â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü OA è OC � öåíòðû îïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ CKP è ALQ ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà BI. Äîêàæèòå, ÷òî

ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ OAMOC è ABC ðàâíû.

Ô. Èâëåâ, Å. Ðÿáîâ

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ∠AOCL = 2∠AQL = 120◦. Ïóñòü âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ AB â òî÷êå T .
Òîãäà AL = BT è òðåóãîëüíèêè AOCL, BMT ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå ñ óãëîì 120◦. Ïîëó÷àåì, ÷òî ∠OCAB =

30◦ = ∠ABM , ïîýòîìó
−−−→
AOC =

−−→
MB =

−−→
IM . Àíàëîãè÷íî,

−−−→
COA =

−−→
IM . Ïîýòîìó îêðóæíîñòü (OAMOC)

ïîëó÷àåòñÿ èç îêðóæíîñòè (CIA) ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð
−−→
IM . À ðàäèóñû îêðóæíîñòåé (CIA)

è ω ðàâíû, ïîñêîëüêó ∠ABC + ∠AIC = 180◦.

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A1, A2, . . . , An, . . . áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâà, ÷òî |Ai∩
Aj | 6 2 ïðè âñåõ i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî îêðàñèòü â ÷¼ðíûé è áåëûé

öâåòà (êàæäîå � íå áîëåå, ÷åì â îäèí öâåò) òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Ai íàø¼ëñÿ öâåò (÷¼ðíûé

èëè áåëûé), â êîòîðûé îêðàøåí ðîâíî îäèí ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà.

îëèìïèàäà èì. Ìèêëîøà Øâåéöåðà, 1969

Ðåøåíèå. Áóäåì êðàñèòü ýëåìåíòû ïîøàãîâî. Ïîñëå k-ãî øàãà áóäåò îêðàøåíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ, è áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Äëÿ êàæäîãî Ai åñòü öâåò, âñòðå÷àþùèéñÿ â í¼ì íå áîëåå îäíîãî ðàçà;

2) Äëÿ êàæäîãî Ai ïðè i 6 k åñòü öâåò, âñòðå÷àþùèéñÿ â Ai ðîâíî îäèí ðàç.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èì òðåáóåìóþ ðàñêðàñêó.

Ïîêàæåì, êàê ñîâåðøèòü k-é øàã. Åñëè â Ak óæå åñòü öâåò, âñòðå÷àþùèéñÿ ðîâíî îäèí ðàç, òî óñëîâèÿ

óæå âûïîëíåíû, è ìû ïåðåéä¼ì ê (k + 1)-ìó øàãó. Èíà÷å â Ak îäèí èç öâåòîâ íå âñòðå÷àåòñÿ � ñêàæåì,

áåëûé.

Ðàññìîòðèì âñå òðîéêè óæå îêðàøåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïî óñëîâèþ, êàæäóþ èç íèõ ñîäåðæèò íå áîëåå

îäíîãî èç ìíîæåñòâ Ai. Äëÿ êàæäîé òðîéêè, åñëè òàêîå Ai åñòü, íàçîâ¼ì åãî âûäåëåííûì. Òàêæå íàçîâ¼ì

âûäåëåííûìè ìíîæåñòâàìè A1, A2, . . . , Ak−1. Âûäåëåííûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, è êàæäîå ïåðåñå-

êàåò Ak íå áîëåå ÷åì ïî äâóì ýëåìåíòàì.

Çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü â Ak ýëåìåíò r, íå ëåæàùèé â âûäåëåííûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîêðàñèì åãî â áåëûé

öâåò. Åñëè óñëîâèå 1) ïåðåñòàëî âûïîëíÿòüñÿ, òî íàøëîñü ìíîæåñòâî Aj , ñîäåðæàùåå äâà ÷¼ðíûõ è äâà áåëûõ

ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ òîëüêî ÷òî îêðàøåí. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî Aj áûëî âûäåëåííûì (îíî ñîäåðæàëî äâà

÷¼ðíûõ è îäèí áåëûé ýëåìåíò), è ïîòîìó r ∈ Aj � ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè óñëîâèå 2) ïåðåñòàëî âûïîëíÿòüñÿ,

òî íàøëîñü ìíîæåñòâî Aj äëÿ j < k òàêîå, ÷òî â Aj áûëî îäèí áåëûé ýëåìåíò, à ñòàëî äâà. Íî òîãäà r ∈ Aj ,

ïðîòèâîðå÷èå. Â òî æå âðåìÿ âòîðîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ i = k. Øàã çàâåðø¼í.

7.Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà b1,. . . , b1001, á�îëüøèå
åäèíèöû, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 1001 çàïèñü ÷èñëà n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì bi ÿâëÿåòñÿ
ïàëèíäðîìîì èç 1001 öèôðû.

N. Safaei

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì k = 1000. Ïóñòü n = (k + 1)!k ·Mk, áîëüøîå ÷èñëî M ìû âûáåðåì ïîçæå. Ïîëîæèì

bi =
(k + 1)!

i
·M − 1 ïðè i = 1, 2, . . . , k + 1.



Òîãäà èìååì

n = ik
(
(k + 1)!

i
·M
)k

= ik(bi + 1)k =
k∑

s=0

ikCs
k · bsi . (∗)

Ïîëó÷åííàÿ çàïèñü áóäåò ÿâëÿòüñÿ çàïèñüþ ÷èñëà n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì bi, åñëè âñå êîýôôè-

öèåíòû isCs
k ìåíüøå bi, òî åñòü

ikCs
k <

(k + 1)!

i
·M − 1.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü M = (k + 1)k2k + 2.
Íàêîíåö, ïðè ýòîì (∗) îêàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, èáî Cs

k = Ck−s
k .


