
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

×åòâåðòûé òóð 04.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, áîè çà 1 è 3 ìåñòà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà â äâóõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñòü, ÷òî â òð¼õ

èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ïëîñêîñòåé äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâó-

þùåé ãðàíè. Äîêàæèòå, ÷òî â îñòàâøåéñÿ ïëîñêîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òîæå èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû

îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè.

À. Ñêóòèí

Ðåøåíèå. Ïóñòü A � âåðøèíà òåòðàýäðà, à ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè ïåðåñåêàåò ðåáðà òåòðàýäðà, ïðîõîäÿ-

ùèå ÷åðåç A, â òî÷êàõ B, C è D. Ïóñòü îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ABC â òî÷êàõ D1 è D2, ïëîñêîñòü

ABD � â òî÷êàõ C1 è C2, ïëîñêîñòü ACD � â òî÷êàõ B1 è B2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè B1 è B2 èçî-

ãîíàëüíû â óãëå CAD, à C1 è C2 èçîãîíàëüíû â óãëå BAD, òî D1 è D2 èçîãîíàëüíû â óãëå BAC (ïðèìåíèâ

ýòîò ôàêò äëÿ òðåõ âåðøèí òåòðàýäðà, ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è).

Ëåììà. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè D1 è D2 íà ïðÿìîé BC èçîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî óãëà BAC
åñëè è òîëüêî åñëè

AB2
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BD1 ·

−−→
BD2
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AC2

−−→
CD1 ·

−−→
CD2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êèD1 èD2 èçîãîíàëüíû, òî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëü-

íèêîâ ABD1, ABD2, CBD1, CBD2. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà D2

îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì
−−→
BD2/

−−→
CD2.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Èç ëåììû è ñòåïåíè òî÷êè ïîëó÷àåì
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.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Åñëè ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíà ðåáðó òåòðàýäðà, òî îäíà èç òî÷åê B, C, D ìîæåò áûòü áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííîé (ïóñòü ýòî B). Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: òî÷êè D1 è D2 èçîãîíàëüíû

îòíîñèòåëüíî óãëà BAC åñëè è òîëüêî åñëè 1 = AC2

−−→
CD1·

−−→
CD2

. Ðåøåíèå çàäà÷è àíàëîãè÷íî.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê óòâåðæäåíèþ, ñôîðìóëèðîâàííîìó â êîíöå ïåðâîãî àáçàöà ðåøåíèÿ � 4 áàëëà.

2. Ó áîãà Ðàíäîìà åñòü íåñêîëüêî çîëîòûõ ñëèòêîâ îáùèì âåñîì â 2 êèëîãðàììà. ×òîáû ïîîùðèòü ñâîåãî

ðåâíîñòíîãî àäåïòà, îí äëÿ êàæäîãî ñëèòêà êèäàåò ìîíåòêó, íà êîòîðîé îð¼ë âûïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ

p 6 1/2, è â ñëó÷àå îðëà îòäà¼ò ýòîò ñëèòîê àäåïòó. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àäåïò

ïîëó÷èò áîëüøå êèëîãðàììà çîëîòà, íå ïðåâîñõîäèò p.
È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì îòêðûòîãî âîïðîñà

Ðåøåíèå. Ëåììà. Ïî êðóãó ñòîÿò n ÷åëîâåê. Äàíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , As, êàæäîå
èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç k 6 n

2 ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Òîãäà s 6 k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì ëþäåé îò 1 äî n. Ïóñòü A1 = {1, 2, . . . , k}. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâà èç k 6 n

2
ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ A1 íà ïàðû: {n, 1, . . . , k−1} ↔ {k, k+1, . . . , 2k−1}, {n−1, n, . . . , k−
2} ↔ {k− 1, k, . . . , 2k− 2}, . . . {n− k+ 2, n− k+ 3, . . . , n, 1} ↔ {2, 3, . . . , k+ 1}. Èç êàæäîé ïàðû ñðåäè Ai
ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå 1 ìíîæåñòâà, à çíà÷èò, s 6 k. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü f(p) ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àäåïò ïîëó÷èò áîëüøå êèëîãðàììà çî-
ëîòà. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ýòî ìíîãî÷ëåí îò p, òî f(p) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî f(p)− p > 0 äëÿ p ∈ Q.

Ïóñòü p = a
b , a, b ∈ Z è a 6 2b. Ðàññòàâèì ïî êðóãó b ÷åëîâåê, ïåðâûå a èç êîòîðûõ áóäóò èçáðàííûìè.

Áóäåì ðàçäàâàòü çîëîòûå ñëèòêè ëþäÿì, êàæäîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
b . Åñëè çîëîòîé ñëèòîê ïîïàäàåò èçáðàí-

íîìó ÷åëîâåê, òî àäåïò çàáèðàåò åãî ñåáå. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àäåïò çàáåð¼ò î÷åðåäíîé ñëèòîê ðàâíà
a
b . Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü q òîãî, ÷òî ñóììà ñëèòêîâ ó èçáðàííûõ ëþäåé áóäåò áîëüøå 1,

íå ïðåâîñõîäèò p. ÈÇ ñèììåòðèè, åñëè âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó èç a ëþäåé ïîäðÿä (â öèêëè÷åñêîì

ïîðÿäêå), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî çîëîòà ó íèõ áîëüøå 1, òàêæå ðàâíà q, Çàìåòèì,



÷òî åñëè åñòü äâå ãðóïïû èç a ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, ïîëó÷èâøèõ áîëüøå 1 êèëîãðàììà ñëèòêîâ, òî îíè

ïåðåñåêàþòñÿ. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå òàêèõ ãðóïï íå áîëüøå a. Òàê êàê åñòü
âñåãî b ãðóïï ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî q 6 a/b = p, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� Äîêàçàíî òîëüêî äëÿ p = 1
n � 2 áàëëà.

� Íå äîêàçàíî äëÿ èððàöèîíàëüíûõ p � äûðà â 4 áàëëà.

3. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Íåêîòîðûå èõ ïàðû ñîåäèíèëè îòðåçêàìè òàê, ÷òî ïîëó÷èëîñü äåðåâî, ïðè÷¼ì ñóììà äëèí ýòèõ îòðåç-

êîâ � íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êðóãè, ïîñòðîåííûå íà ïðîâåä¼ííûõ îòðåçêàõ êàê íà

äèàìåòðàõ, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

A. K. Abu-A�ash, P. Carmi, M. Maman

Ðåøåíèå. Ïóñòü T � íàøå äåðåâî.

Ëåììà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ ëîìàíóþ ñ êîíöàìè â íàøèõ òî÷êàõ. Ïóñòü äëèíà å¼ ðåáðà

AB ñòðîãî ìåíüøå äëèí âñåõ îñòàëüíûõ å¼ ð¼áåð. Òîãäà ðåáðî AB íå ïðèíàäëåæèò T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïîñëå óäàëåíèÿ AB äåðåâî ðàñïàäàåòñÿ íà äâå êîìïî-

íåíòû. Îäíî èç ð¼áåð ëîìàíîé, îòëè÷íîå îò AB, ñîåäèíÿåò ýòè äâå êîìïîíåíòû. Çàìåíèâ AB íà ýòî ðåáðî,

ìû óâåëè÷èì ñóììó äëèí ð¼áåð äåðåâà, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì êðóã K íàèìåíüøåãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùèé äàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê S; ïóñòü O � åãî öåíòð.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàäèóñK ðàâåí 1. Òîãäà íà ãðàíèöå êðóãàK ëèáî ëåæàò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êå èç S, ëèáî
òðè òî÷êè, îáðàçóþùèå îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê; íàçîâ¼ì ýòè äâå èëè òðè òî÷êè áàçîâûìè è îáîçíà÷èì

èõ B1, B2(, B3).
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå êðóãè ñîäåðæàòO. Ïóñòü ýòî íå òàê, è â äåðåâå åñòü ðåáðîXY òàêîå,

÷òî ∠XOY îñòðûé. Ìû íàéä¼ì ëîìàíóþ, â êîòîðîé XY � ðåáðî ñòðîãî íàèìåíüøåé äëèíû, à âåðøèíàìè

å¼ áóäóò ÿâëÿòüñÿ X, Y è áàçîâûå òî÷êè. Ñ ýòîé öåëüþ ââåä¼ì ãðàô G íà ýòèõ (íå áîëåå ÷åì ïÿòè) òî÷êàõ:

ðåáðî áóäåì ïðîâîäèòü, åñëè îíî äëèííåå XY . Ìû äîêàæåì, ÷òî G ñâÿçåí, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå. Èç

òåîðåìû êîñèíóñîâ ïîëó÷àåì, ÷òî XY <
√

2.
Îòîæäåñòâèì êàæäóþ òî÷êó ñ âåêòîðîì, âåäóùèì èç O â íå¼; ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü

òî÷êîé. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå αi, ÷òî
∑

i αiBi = 0. Óìíîæàÿ íà ýòî ðàâåíñòâî X, âèäèì, ÷òî
êàêîå-òî èç ïðîèçâåäåíèé âèäà X ·Bi íåïîëîæèòåëüíî. Íàïîìíèì, ÷òî X · Y > 0; òîãäà

(X −Bi)2 = X2 + 1− 2X ·Bi > X2 + Y 2 − 2X · Y = (X − Y )2,

òî åñòü ðåáðî XBi ëåæèò â G. Àíàëîãè÷íî, êàêîå-òî ðåáðî Y Bj òàêæå ëåæèò â G.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðàô íà áàçîâûõ âåðøèíàõ ñâÿçåí. Åñëè èõ äâå, ýòî î÷åâèäíî, èáî B1B2 =

2 > XY . Åñëè èõ òðè, òî â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå B1B2B3 ìàêñèìóì îäèí óãîë íå ïðåâîñõîäèò 45◦, òî
åñòü ìàêñèìóì îäíà ñòîðîíà íå äëèííåå

√
2. Îñòàëüíûå äâå ñòîðîíû áóäóò â íàøåì ãðàôå, îòêóäà è ñëåäóåò

òðåáóåìîå.

� Äîêàçàíà ëåììà èç ðåøåíèÿ � 2 áàëëà.

� Îïèñàíà îáùàÿ òî÷êà âñåõ êðóãîâ (êàê öåíòð íàèìåíüøåãî êðóãà) � 2 áàëëà.

4. Â êëåòêàõ òàáëèöû n × n (n > 2) ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü aij � ÷èñëî â êëåòêå,

íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Èçâåñòíî, ÷òî aij · aji = 1 äëÿ ëþáûõ i è j òàêèõ,
÷òî 1 6 i 6 j 6 n. Ïóñòü Si = ai1 + ai2 + . . .+ ain. Äîêàæèòå, ÷òî

1

S1
+

1

S2
+ . . .+

1

Sn
6 1.

Ìîíãîëèÿ, îëèìïèàäà èì. Ï.Ýíõáîëäà, 2018, 12 êëàññ, Romania TST 2022

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

n∑
j=1

1

1 +
∑

i<j
1
aij

+
∑

i>j aji
6 1.

Ìû äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 2 ýòî ïðîñòî 1
1+a12

+ 1
1+ 1

a12

6 1, ÷òî î÷åâèäíî âåðíî

� ôàêòè÷åñêè ìû èìååì ðàâåíñòâî.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n, è äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1. Îáîçíà÷èì

S′j = 1 +
∑

1<i<j

1

aij
+
∑
i>j

aji



äëÿ ëþáîãî j > 2, òàê ÷òî Sj − S′j = 1
a1j

äëÿ âñåõ j > 2.

Òîãäà,

n+1∑
j=2

1

S′j
−
n+1∑
j=1

1

Sj
=

∑
j>2

(
1

S′j
− 1

Sj

)− 1

S1
=

∑
j>2

(
1
S′
j

)2
a1j + 1

S′
j

− 1

S1
>

(∑
j>2 1/S′j

)2
S1 − 1 +

(∑
j>2 1/S′j

) − 1

S1
,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ïðîñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì

a =
∑

j>2 1/S′j è b = S1−1 =
∑

j>2 a1j > 0. Çàìåòèì, ÷òî a 6 1 ïî ãèïîòåçå èíäóêöèè (÷òîáû óâèäåòü ïî÷åìó,

ïðîñòî èñêëþ÷èòå ïåðâûå ñòðîêó è ñòîëáåö). Òàêèì îáðàçîì,

a−
n+1∑
j=1

1

Sj
>

a2

a+ b
− 1

1 + b
=

(
a− 1

1
a + 1

b

)
−

(
1− 1

1 + 1
b

)
= (a− 1) +

(
1

1 + 1
b

− 1
1
a + 1

b

)
> a− 1.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
∑n+1

j=1
1
Sj
6 1, òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàÿ øàã èíäóêöèè.

� Ñåðü¼çíûå ïðîáëåìû ñ âûáîðîì òî÷êè ìàêñèìóìà � íå áîëåå 6 áàëëîâ.

5.Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åãî ðàçáèåíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë (ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèêñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè; òàê, äëÿ ÷èñëà 4
åñòü 5 ðàçáèåíèé: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1 + 2 è 1 + 1 + 1 + 1). Âåñîì ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ

êâàäðàòîâ åãî ñëàãàåìûõ (òàê, âåñ ðàçáèåíèÿ 2 + 2 + 3 ÷èñëà 7 ðàâåí 1/144). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåñîâ

âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ìåíüøå 2.
T. Amdeberhan, Ô. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì

Sn =
n∏
k=2

(
1 +

1

k2
+

1

(k2)2
+

1

(k2)3
+ . . .+

1

(kn)2

)
<

n∏
k=2

(
1 +

1

k2
+

1

(k2)2
+

1

(k2)3
+ . . .

)
=

=

n∏
k=2

1

1− 1/k2
=

n∏
k=2

k

k − 1
· k

k + 1
=

2

1
· n

n+ 1
< 2.

Äîêàæåì, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n íå áîëüøå Sn; îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå.
Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â Sn ïîÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè âèäà

1

(k21)α1
· 1

(k22)α2
. . .

1

(k2s)
αs
,

÷àñòü èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âåñàì ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n:

n = k1 + k1 + . . .+ k1︸ ︷︷ ︸
α1

+ k2 + k2 + . . .+ k2︸ ︷︷ ︸
α2

+ . . .+ ks + ks + . . .+ ks︸ ︷︷ ︸
αs

+ 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n−k1α1−k2α2−...−ksαs

.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåñ ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ñëàãàåìûõ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â Sn.
Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

� Âîïðîñû ñõîäèìîñòè � äûðà íå áîëåå ÷åì â 4 áàëëà.

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç f(k) äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà

(k + 1)

(
1

1
+

1

2
+ . . .+

1

k

)
.

Äîêàæèòå, ÷òî f(k) 6= f(n) ïðè n 6= k.
MathOver�ow

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî f(k)− f(n) íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì ïðè k 6= n. Ïóñòü k > n.
Ïóñòü p � íàèáîëüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùèå k. Ïóñòü k = 2s − 1 èëè k = 2s, òîãäà ñîãëàñíî

ïîñòóëàòó Áåðòðàíà, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå q, ÷òî s < q 6 2s. Òàê êàê p > q, òî p > (k + 1)/2.
Â f(k) òî÷íî áóäåò ñëàãàåìîå (k+ 1)/p, à äðóãèõ ñëàãàåìûõ, çíàìåíàòåëü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà p, íå áóäåò,

ò.ê. 2p > k+1. Â f(n) âîçìîæíî áóäåò ñëàãàåìîå (n+1)/p (åñëè p 6 n), à äðóãèõ ñëàãàåìûõ ñî çíàìåíàòåëåì,



êðàòíûì p, íå áóäåò. Åñëè ÷èñëî f(k)− f(n) öåëîå, òî èç çíàìåíàòåëÿ, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, äîëæíî
ñîêðàòèòüñÿ p.

×èñëî k+ 1 áîëüøå p è ìåíüøå 2p, ïîýòîìó íà p íå äåëèòñÿ. Çíà÷èò, åñëè â f(n) íåò ñëàãàåìîãî (n+ 1)/p,
òî â f(k) − f(n) ðîâíî ó îäíîé äðîáè â çíàìåíàòåëå åñòü p, ò.å. ïîñëå ïðèâåäåíèÿ âñåõ äðîáåé ê îáùåìó

çíàìåíàòåëþ ÷èñëèòåëü ðîâíî îäíîé äðîáè íå áóäåò äåëèòüñÿ íà p, à çíà÷èò è ÷èñëèòåëü ñóììû íå áóäåò.

Ïóñòü â f(n) åñòü ñëàãàåìîå (n+ 1)/p. Òîãäà 2p > k + 1 > n > p. Ñëîæèì åäèíñòâåííûå äâà ñëàãàåìûõ ñ

p â çíàìåíàòåëå: (k+ 1)/p+
(
−(n+ 1)/p

)
= (k−n)/p; ïðè ýòîì k−n íå äåëèòñÿ íà p, ò.ê. åãî ìåíüøå. Âíîâü

â ñóììå f(k) − f(n) ðîâíî ó îäíîé äðîáè â çíàìåíàòåëå åñòü p, ò.å. âíîâü â ñóììå ÷èñëèòåëü íå äåëèòñÿ íà
p, à çíàìåíàòåëü � äåëèòñÿ.

� Êàê íåñëîæíî äîãàäàòüñÿ, â ïîñòóëàò Áåðòðàíà ìû âåðèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî ∠ABC = ∠ADC > 90◦, AD < AB < BC. Òî÷êè
Oa, Ob, Oc, Od � öåíòðû îêðóæíîñòåé (BCD), (ACD), (ABD), (ABC) ñîîòâåòñòâåííî, à M � ñåðå-

äèíà äèàãîíàëè AC. Ëó÷ MB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ACD) â òî÷êå E. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê

BE ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó óãëà ObOcOd â òî÷êå G, à âíåøíþþ áèññåêòðèñó óãëà ObOaOd � â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî ∠FObG = ∠ABC.

Ì. Äèäèí

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî OaOb ⊥ CD è ObOc ⊥ AD, ïîýòîìó ∠OaObOc = 180◦ − ∠ADC. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî ∠FObG + ∠OaObOc = 180◦, ò.å. ÷òî ó òî÷êè Ob åñòü èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà FOaOcG.
Ïóñòü ∠BAD = α = ∠BOcOa, ∠BCD = γ = ∠BOaOc. Òîãäà ∠FOaOb = (180◦−∠ObOaOd)/2 = γ/2, ïîýòî-

ìó áèññåêòðèñà óãëà BOaOc èçîãîíàëüíà OaOb â óãëå FOaOc. Àíàëîãè÷íî, 180◦ − ∠GOcOb = ∠ObOcOd/2 =
90◦ − α/2. Ïîýòîìó âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà BOaOc èçîãîíàëüíà OcOb â óãëå GOcOa.

Ïóñòü J � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BOaOc íàïðîòèâ âåðøèíû Oa, à O � öåíòð

îêðóæíîñòè BDE (îí ëåæèò íà ëó÷å OaOc). Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè B, J è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè

B′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ B îòíîñèòåëüíî M , òî ∠OaOB = ∠DEB = ∠DAB′ = (α− γ)/2. Ýòîò óãîë ðàâåí
óãëó ìåæäó âíåøíåé áèññåêòðèñîé óãëà OaBOc è OaOc, ïîýòîìó O ëåæèò íà BJ .

Çàìåòèì, ÷òî ObO ⊥ DE, îòêóäà ∠ObOF = ∠DEB = ∠OaOB. Çíà÷èò, òî÷êè Ob è J èçîãîíàëüíî ñî-

ïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêîâ FOOa è GOOc, è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

FOaOcG.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê òîìó, ÷òî ó òî÷êè Ob åñòü èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

FOaOcG � 2 áàëëà.



8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâà

A1, A2, . . . , An òàêèå, ÷òî (1) |Ak| = ϕ(k) ïðè âñåõ 1 6 k 6 n, è (2) Ai è Aj íå ñîäåðæàò îáùèõ ýëåìåíòîâ,

åñëè 1 6 i < j 6 n è ÍÎÊ(i, j) 6 n. (Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ϕ(k) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ k è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ k.)
P. Cameron, V. Phan

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì Di =
{
x
i | (x, i) = 1 è 1 6 x 6 i

}
äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n. Èç ïîñòðîåíèÿ Di ñëåäóåò, ÷òî

|Di| = ϕ(i). Îïðåäåëèì Ai = f(Di) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ êàæäîãî x
i ∈ Di ïîëîæèì f(xi ) = m, ãäå

m−1
n < x

i 6
m
n . Äîêàæåì, ÷òî îáà ñâîéñòâà èç óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x1i ) = f(x2i ) = m äëÿ íåêîòîðûõ x1 < x2 èç Di è i. Ñëåäîâàòåëüíî,
1
i 6

x2−x1
i <

< m
n −

m−1
n = 1

n . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f èíúåêòèâíà íà Di è |Ai| = |Di| = ϕ(i).
2) Ïóñòü äëÿ 1 6 i < j 6 n âûïîëíåíî ÍÎÊ(i, j) 6 n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò m ∈ Ai ∩ Aj äëÿ

íåêîòîðûõ i è j. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå x1 ∈ Di è x2 ∈ Dj , ÷òî
m−1
n < x1

i ,
x2
j 6

m
n . Ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû, èáî

èõ çíàìåíàòåëè ðàçëè÷íû. ×èñëî ∆ = x1
i −

x2
j ÿâëÿåòñÿ (âîçìîæíî, ñîêðàòèìîé) äðîáüþ ñî çíàìåíàòåëåì

ÍÎÊ(i, j) 6 n, ïîýòîìó ∆ > 1
n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∆ < m

n −
m−1
n = 1

n . Ïðîòèâîðå÷èå.

9. Â ñòðàíå åñòü íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ îðãàíèçîâàíû äâóñòîðîííèå ðåéñû.

Òóðèñòè÷åñêàÿ êîìïàíèÿ ïðåäëàãàåò âñåâîçìîæíûå òóðû èç d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåéñîâ (òóðû ìîãóò çà-

õîäèòü â ãîðîä íåñêîëüêî ðàç è äàæå èñïîëüçîâàòü îäèí àâèàðåéñ íåñêîëüêî ðàç). Êîìïàíèÿ óòâåðæäàåò,

÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ãîðîäîâ êîëè÷åñòâî òóðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â ïåðâîì ãîðîäå

è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âî âòîðîì, íå÷¼òíî. Ìîæåò ëè ýòî áûòü ïðàâäîé, õîòÿ áû äëÿ êàêîãî-òî d?
Z. Hunter, T. Chow, Ô. Ïåòðîâ, ýëåìåíòàðèçîâàíî È. Áîãäàíîâûì

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô àýðîïîðòîâ è àâèàðåéñîâ. ×åðåç N(v) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí,

ñìåæíûõ ñ v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(u, v) êîëè÷åñòâî òóðîâ äëèíû n, íà÷èíàþùèõñÿ â u è êîí÷àþùèõñÿ â v.
Âñå ðàâåíñòâà áóäóò îçíà÷àòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2. Çàìåòèì, ÷òî

fn+1(u, v) =
∑

w∈N(v)

fn(u,w), (∗)

èáî êàæäûé òóð äëèíû n+ 1, âåäóùèé èç u â v, íà n-ì øàãå ïðèõîäèò â êàêîãî-òî ñîñåäà w âåðøèíû v.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fd(u, v) = 1 ïðè âñåõ u, v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç deg v ñòåïåíü âåðøèíû v. Èç ôîðìóëû

(∗) ïîëó÷àåì, ÷òî fd+1(u, v) = deg v. Àíàëîãè÷íî, fd(u, v) = fd(v, u) = deg u. Çíà÷èò, âñå ñòåïåíè èìåþò

îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü, è âîçíèêàåò äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü âñå ñòåïåíè ÷¼òíû. Çàôèêñèðóåì âåðøèíó v è ðàññìîòðèì òóðû äëèíû d, âåäóùèå èç v
â v. Íà ýòèõ òóðàõ ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ � ðàçâîðîò òóðà çàäîì íàïåð¼ä. Âñå òóðû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû,

êðîìå òåõ, êîòîðûå ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ. Çíà÷èò, fd(v, v) ñðàâíèìî ñ êîëè÷åñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê

èíâîëþöèè, êîòîðûå ìû íàçîâ¼ì 2-òóðàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êîëè÷åñòâî B(v) òàêèõ 2-òóðîâ íå÷¼òíî; â
÷àñòíîñòè, îíè åñòü.

2-òóð çàêëþ÷àåòñÿ â òóðå äëèíû d/2 èç v â êàêóþ-òî âåðøèíó u, ïðîéäåííîì ïîñëåäîâàòåëüíî â äâóõ

íàïðàâëåíèÿõ; â ÷àñòíîñòè, ìû óæå ïîíèìàåì, ÷òî d ÷¼òíî. Èòàê, B(v) =
∑

u fd/2(v, u). Íî âñå òóðû äëèíû

d/2, âûõîäÿùèå èç v, ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû òóðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîñëåäíèì ðåáðîì, è â êàæäîé

ãðóïïå ÷èñëî òóðîâ ÷¼òíî (èáî âñå ñòåïåíè ÷¼òíû). Çíà÷èò, è N(v) ÷¼òíî � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2.Ïóñòü âñå ñòåïåíè íå÷¼òíû; òîãäà êîëè÷åñòâî âåðøèí ÷¼òíî. Ôîðìóëà (∗) òåïåðü äà¼ò fd+1(u, v) =
1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì 1 = fd+1(u, v) = fd+2(u, v) = · · · = f2d(u, v).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûäåëÿÿ â êàæäîì òóðå äëèíû 2d ñðåäíþþ âåðøèíó w, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

f2d(u, v) =
∑
w

fd(u,w)fd(w, v) =
∑
w

1 = 0,

èáî âåðøèí ÷¼òíîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå.

� Äîêàçàíî, ÷òî âñå ñòåïåíè îäíîé ÷¼òíîñòè � 4 áàëëà.

� Ðàçáîð îäíîé èç äâóõ ÷¼òíîñòåé � 2 áàëëà (ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).

� Ôîðìóëà (∗) è ïîäîáíûå åé îòäåëüíî íå îöåíèâàþòñÿ.

10. Íà Ìàðñå â õîäó êóïþðû, äîñòîèíñòâà êîòîðûõ ðàâíû a, b èëè c áàáîñîâ, ãäå a, b è c � íàòóðàëüíûå

÷èñëà. Ìàðñèàíèí îáíàðóæèë, ÷òî ó íåãî èìåþòñÿ êóïþðû îáùåé ñóììîé 2A áàáîñîâ, ãäå A = ÍÎÊ(a, b, c).
Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ðàçëîæèòü âñå ñâîè áàáîñû ïî äâóì êàðìàíàì òàê, ÷òîáû â íèõ áûëî ïîðîâíó

áàáîñîâ.



MathOver�ow, Ô. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ïåðåîáîçíà÷èì a = a1, b = a2, c = a3. Ïóñòü mi � êîëè÷åñòâà êóïþð äîñòîèíñòâà ai, ò.å.
m1a1+m2a2+m3a3 = 2A. Ïîäåëèâ, åñëè íóæíî êàæäîå èç ai íà (a1, a2, a3), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (a1, a2, a3) = 1.

Îáîçíà÷èì dij = (ai, aj). ×èñëà d12, d13, d23 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó, íàïðèìåð, a1 äåëèòñÿ íà d12
è d13, à çíà÷èò è íà èõ ïðîèçâåäåíèå; ïóñòü a1 = d12d13b1; àíàëîãè÷íî ââåä¼ì b2 è b3. ÒîãäàA = d12d13d23b1b2b3.

Â ðàâåíñòâå m1a1 + m2a2 + m3a3 = 2A âñå ñëàãàåìûå, êðîìå m1a1, äåëÿòñÿ íà d23. Çíà÷èò, m1d12d13b1
äåëèòñÿ íà d23; ÷èñëà d12, d13 è b1 âçàèìíî ïðîñòû ñ d23 (èíà÷å ó âñåõ ÷èñåë ai åñòü îáùèé äåëèòåëü). Çíà÷èò,
m1 äåëèòñÿ íà d23; ïóñòü m1 = n1d23. Àíàëîãè÷íî ââåä¼ì ÷èñëà n2 è n3. Òåïåðü, ïîñëå äåëåíèÿ íà d12d13d23,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî n1b1 + n2b2 + n3b3 = 2b1b2b3 äëÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ b1, b2 è b3.

Åñëè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî A â âèäå m′1a1 +m′2a2 +m′3a3, ãäå 0 6 m′i 6 mi, òî è ÷èñëî b1b2b3 íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå n′1b1 + n′2b2 + n′3b3, ãäå 0 6 n′i 6 ni. Ïóñòü n1 = k1b2 + r1 è n2 = k2b1 + r2 � äåëåíèå ñ

îñòàòêîì ni íà b3−i. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ÷èñëà, êðàòíûå b1b2 è íå ïðåâîñõîäÿùèå (k1 + k2)b1b2, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå t1b1 + t2b2 + t3b3, ãäå 0 6 ti 6 ni: äîñòàòî÷íî áðàòü êóïþðû b1 ãðóïïàìè ïî b2 øòóêè, ïîêà ìîæåì
(òàêèõ ìîæíî íàáðàòü k1), à äàëüøå � äîáèðàòü ãðóïïàìè èç êóïþð b2 ïî b1 øòóêó (òàêèõ ìîæíî íàáðàòü
åù¼ k2). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b1b2b3 â òàêîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, òî k1 + k2 6 b3 − 1, è

n1b1 + n2b2 = (k1 + k2)b1b2 + r1b1 + r2b2 6 (b3 − 1)b1b2 + b1(b2 − 1) + b2(b1 − 1).

Ñêëàäûâàÿ ýòî è åù¼ äâà àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

4b1b2b3 = 2(n1b1 + n2b2 + n3b3) 6 3b1b2b3 + b1b2 + b2b3 + b3b1 − 2b1 − 2b2 − 2b3,

èëè

(b1 − 1)(b2 − 1)(b3 − 1) + b1 + b2 + b3 + 1 6 0,

÷òî íåâåðíî.



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

×åòâåðòûé òóð 04.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, áîè çà 5 è 7 ìåñòà; ïåðâàÿ ëèãà;

âòîðàÿ ëèãà, áîé çà 1 ìåñòî, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà â äâóõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñòü, ÷òî â òð¼õ

èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ïëîñêîñòåé äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâó-

þùåé ãðàíè. Äîêàæèòå, ÷òî â îñòàâøåéñÿ ïëîñêîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òîæå èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû

îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè.

À. Ñêóòèí

Ðåøåíèå. Ïóñòü A � âåðøèíà òåòðàýäðà, à ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè ïåðåñåêàåò ðåáðà òåòðàýäðà, ïðîõîäÿ-

ùèå ÷åðåç A, â òî÷êàõ B, C è D. Ïóñòü îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ABC â òî÷êàõ D1 è D2, ïëîñêîñòü

ABD � â òî÷êàõ C1 è C2, ïëîñêîñòü ACD � â òî÷êàõ B1 è B2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè B1 è B2 èçî-

ãîíàëüíû â óãëå CAD, à C1 è C2 èçîãîíàëüíû â óãëå BAD, òî D1 è D2 èçîãîíàëüíû â óãëå BAC (ïðèìåíèâ

ýòîò ôàêò äëÿ òðåõ âåðøèí òåòðàýäðà, ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è).

Ëåììà. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè D1 è D2 íà ïðÿìîé BC èçîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî óãëà BAC
åñëè è òîëüêî åñëè

AB2

−−→
BD1 ·

−−→
BD2

=
AC2

−−→
CD1 ·

−−→
CD2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êèD1 èD2 èçîãîíàëüíû, òî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåì ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëü-

íèêîâ ABD1, ABD2, CBD1, CBD2. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà D2

îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì
−−→
BD2/

−−→
CD2.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Èç ëåììû è ñòåïåíè òî÷êè ïîëó÷àåì

AB2

−−→
BD1 ·

−−→
BD2

=
AB2

−−→
BC1 ·

−−→
BC2

=
AD2

−−→
DC1 ·

−−→
DC2

=
AD2

−−→
DB1 ·

−−→
DB2

=
AC2

−−→
CB1 ·

−−→
CB2

=
AC2

−−→
CD1 ·

−−→
CD2

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Åñëè ïëîñêîñòü îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíà ðåáðó òåòðàýäðà, òî îäíà èç òî÷åê B, C, D ìîæåò áûòü áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííîé (ïóñòü ýòî B). Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: òî÷êè D1 è D2 èçîãîíàëüíû

îòíîñèòåëüíî óãëà BAC åñëè è òîëüêî åñëè 1 = AC2

−−→
CD1·

−−→
CD2

. Ðåøåíèå çàäà÷è àíàëîãè÷íî.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê óòâåðæäåíèþ, ñôîðìóëèðîâàííîìó â êîíöå ïåðâîãî àáçàöà ðåøåíèÿ � 4 áàëëà.

2. Ó áîãà Ðàíäîìà åñòü íåñêîëüêî çîëîòûõ ñëèòêîâ îáùèì âåñîì â 2 êèëîãðàììà. ×òîáû ïîîùðèòü ñâîåãî

ðåâíîñòíîãî àäåïòà, îí äëÿ êàæäîãî ñëèòêà êèäàåò ìîíåòêó, íà êîòîðîé îð¼ë âûïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
3
7 , è â ñëó÷àå îðëà îòäà¼ò ýòîò ñëèòîê àäåïòó. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àäåïò ïîëó÷èò

áîëüøå êèëîãðàììà çîëîòà, íå ïðåâîñõîäèò 3
7 .

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì îòêðûòîãî âîïðîñà

Ðåøåíèå. Ëåììà. Ïî êðóãó ñòîÿò n ÷åëîâåê. Äàíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , As, êàæäîå
èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç k 6 n

2 ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Òîãäà s 6 k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîíóìåðóåì ëþäåé îò 1 äî n. Ïóñòü A1 = {1, 2, . . . , k}. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâà èç k 6 n

2
ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ A1 íà ïàðû: {n, 1, . . . , k−1} ↔ {k, k+1, . . . , 2k−1}, {n−1, n, . . . , k−
2} ↔ {k− 1, k, . . . , 2k− 2}, . . . {n− k+ 2, n− k+ 3, . . . , n, 1} ↔ {2, 3, . . . , k+ 1}. Èç êàæäîé ïàðû ñðåäè Ai
ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå 1 ìíîæåñòâà, à çíà÷èò, s 6 k. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ðàññòàâèì ïî êðóãó 7 ÷åëîâåê, ïåðâûå 3 èç êîòîðûõ áóäóò èçáðàííûìè.

Áóäåì ðàçäàâàòü çîëîòûå ñëèòêè ëþäÿì, êàæäîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
7 . Åñëè çîëîòîé ñëèòîê ïîïàäàåò èçáðàí-

íîìó ÷åëîâåê, òî àäåïò çàáèðàåò åãî ñåáå. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àäåïò çàáåð¼ò î÷åðåäíîé ñëèòîê ðàâíà
3
7 . Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü q òîãî, ÷òî ñóììà ñëèòêîâ ó èçáðàííûõ ëþäåé áóäåò áîëüøå 1,

íå ïðåâîñõîäèò 3
7 . ÈÇ ñèììåòðèè, åñëè âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó èç 3 ëþäåé ïîäðÿä (â öèêëè÷åñêîì

ïîðÿäêå), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî çîëîòà ó íèõ áîëüøå 1, òàêæå ðàâíà q, Çàìåòèì,
÷òî åñëè åñòü äâå ãðóïïû èç 3 ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, ïîëó÷èâøèõ áîëüøå 1 êèëîãðàììà ñëèòêîâ, òî îíè



ïåðåñåêàþòñÿ. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå òàêèõ ãðóïï íå áîëüøå 3. Òàê êàê åñòü
âñåãî 7 ãðóïï ïîäðÿä èäóùèõ ëþäåé, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî q 6 3

7 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî èç ëþáûõ n òî÷åê
íà ïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü k òàêèõ òî÷åê, ÷òî ëèáî âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäÿò 2,
ëèáî âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ñòðîãî áîëüøå 1.

Romanian TST 2022

Îòâåò: (k − 1)2 + 1.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü n = (k − 1)2 òî÷åê òàê, ÷òî äëÿ íèõ óñëîâèå íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Âûáåðåì (k − 1) êðóã ðàäèóñà 1/2 òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ öåíòðàìè áûëî íå

ìåíüøå 10. Îòìåòèì â êàæäîì êðóãå ïî (k − 1) òî÷êå. Òîãäà ñðåäè ëþáûõ k òî÷åê íàéäóòñÿ äâå èç îäíîãî

êðóãà, è ìåæäó íèìè ðàññòîÿíèå áóäåò íå áîëüøå 1. Àíàëîãè÷íî, ñðåäè ëþáûõ k òî÷åê íàéäóòñÿ äâå èç

ðàçíûõ êðóãîâ, è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áóäåò áîëüøå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåð ðàáîòàåò.

Îöåíêà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè n > (k − 1)2 + 1 òðåáóåìûé íàáîð èç k òî÷åê ìîæíî âûáðàòü.
Ïîñòðîèì ãðàô: âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êè, à ðåáðîì áóäåì ñîåäèíÿòü òî÷êè íà ðàññòîÿíèè

íå áîëüøå 1.

Ïóñòü åñòü âåðøèíà ñòåïåíè õîòÿ áû k − 1. Âûáåðåì k òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîé âåðøèíå è å¼

ñîñåäÿì. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ íå áîëåå 2.

Òåïåðü ïóñòü ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå k − 2. Çàïóñòèì ïðîöåññ. Âîçüì¼ì âåðøèíó, îòìåòèì å¼,

à çàòåì âûêèíåì å¼ è âñåõ å¼ ñîñåäåé. Çàòåì îòìåòèì îäíó èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí, è ñíîâà âûêèíåì å¼ è âñåõ

å¼ ñîñåäåé, è òàê äàëåå. Òàê êàê n > (k − 1)2, è êàæäûé õîä ìû èñïîëüçóåì íå áîëåå k − 1 âåðøèíû, òî â

èòîãå ìû îòìåòèì õîòÿ áû k âåðøèí. Ïîëó÷åííûå k âåðøèí áóäóò ïîïàðíî íå ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì, òî

åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áóäåò áîëüøå 1.

� Òîëüêî îöåíêà èëè òîëüêî ïðèìåð � 4 áàëëà.

4. Â êëåòêàõ òàáëèöû n × n (n > 2) ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü aij � ÷èñëî â êëåòêå,

íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Èçâåñòíî, ÷òî aij · aji = 1 äëÿ ëþáûõ i è j òàêèõ,
÷òî 1 6 i 6 j 6 n. Ïóñòü Si = ai1 + ai2 + . . .+ ain. Äîêàæèòå, ÷òî

1

S1
+

1

S2
+ . . .+

1

Sn
6 1.

Ìîíãîëèÿ, îëèìïèàäà èì. Ï.Ýíõáîëäà, 2018, 12 êëàññ, Romania TST 2022

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå

n∑
j=1

1

1 +
∑

i<j
1
aij

+
∑

i>j aji
6 1.

Ìû äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 2 ýòî ïðîñòî 1
1+a12

+ 1
1+ 1

a12

6 1, ÷òî î÷åâèäíî âåðíî

� ôàêòè÷åñêè ìû èìååì ðàâåíñòâî.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n, è äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1. Îáîçíà÷èì

S′j = 1 +
∑

1<i<j

1

aij
+
∑
i>j

aji

äëÿ ëþáîãî j > 2, òàê ÷òî Sj − S′j = 1
a1j

äëÿ âñåõ j > 2.

Òîãäà,

n+1∑
j=2

1

S′j
−
n+1∑
j=1

1

Sj
=

∑
j>2

(
1

S′j
− 1

Sj

)− 1

S1
=

∑
j>2

(
1
S′
j

)2
a1j + 1

S′
j

− 1

S1
>

(∑
j>2 1/S′j

)2
S1 − 1 +

(∑
j>2 1/S′j

) − 1

S1
,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ïðîñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì

a =
∑

j>2 1/S′j è b = S1−1 =
∑

j>2 a1j > 0. Çàìåòèì, ÷òî a 6 1 ïî ãèïîòåçå èíäóêöèè (÷òîáû óâèäåòü ïî÷åìó,

ïðîñòî èñêëþ÷èòå ïåðâûå ñòðîêó è ñòîëáåö). Òàêèì îáðàçîì,

a−
n+1∑
j=1

1

Sj
>

a2

a+ b
− 1

1 + b
=

(
a− 1

1
a + 1

b

)
−

(
1− 1

1 + 1
b

)
= (a− 1) +

(
1

1 + 1
b

− 1
1
a + 1

b

)
> a− 1.



Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
∑n+1

j=1
1
Sj
6 1, òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàÿ øàã èíäóêöèè.

� Ñåðü¼çíûå ïðîáëåìû ñ âûáîðîì òî÷êè ìàêñèìóìà � íå áîëåå 6 áàëëîâ.

5.Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åãî ðàçáèåíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë (ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèêñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè; òàê, äëÿ ÷èñëà 4
åñòü 5 ðàçáèåíèé: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1 + 2 è 1 + 1 + 1 + 1). Âåñîì ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ

êâàäðàòîâ åãî ñëàãàåìûõ (òàê, âåñ ðàçáèåíèÿ 2 + 2 + 3 ÷èñëà 7 ðàâåí 1/144). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåñîâ

âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ìåíüøå 2.
T. Amdeberhan, Ô. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì

Sn =

n∏
k=2

(
1 +

1

k2
+

1

(k2)2
+

1

(k2)3
+ . . .+

1

(kn)2

)
<

n∏
k=2

(
1 +

1

k2
+

1

(k2)2
+

1

(k2)3
+ . . .

)
=

=

n∏
k=2

1

1− 1/k2
=

n∏
k=2

k

k − 1
· k

k + 1
=

2

1
· n

n+ 1
< 2.

Äîêàæåì, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n íå áîëüøå Sn; îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå.
Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â Sn ïîÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè âèäà

1

(k21)α1
· 1

(k22)α2
. . .

1

(k2s)
αs
,

÷àñòü èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âåñàì ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n:

n = k1 + k1 + . . .+ k1︸ ︷︷ ︸
α1

+ k2 + k2 + . . .+ k2︸ ︷︷ ︸
α2

+ . . .+ ks + ks + . . .+ ks︸ ︷︷ ︸
αs

+ 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n−k1α1−k2α2−...−ksαs

.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé âåñ ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ñëàãàåìûõ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â Sn.
Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

� Âîïðîñû ñõîäèìîñòè � äûðà íå áîëåå ÷åì â 4 áàëëà.

6. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÷åòíîâàòûì, åñëè â åãî ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷¼òíîå ÷èñëî

ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 6, 60 ÷åòíîâàòû, à 12 � íåò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . ñîñòîèò
èç ÷åòíîâàòûõ ÷èñåë è óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m è n óñëîâèþ am+n = am + an + 2mn.
Íàéäèòå âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Áåíèëþêñ, 2009

Îòâåò: an = n2.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì bk = ak − k2. Òîãäà bm+n = am+n − (m+ n)2 = am + an + 2mn− (m+ n)2 = bm + bn.
Çíà÷èò bk+1 = bk + b1, îòêóäà èíäóêöèåé ïî n ëåãêî âèäåòü, ÷òî bn = nb1. Ïîëîæèì b1 = c. Òîãäà c = a1 − 1
� íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Èç âñåãî ñêàçàííîãî âûøå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî an = n2 + cn. Â ñëó÷àå c = 0
èìååì an = n2, è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå c ∈ N è

÷èñëî n(c+ n) ÷åòíîâàòîå ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n. Ýòî íåâåðíî äëÿ n = c.

� Äîêàçàíî, ÷òî an = n2 + cn � 4 áàëëà.

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî ∠ABC = ∠ADC > 90◦, AD < AB < BC. Òî÷êè
Oa, Ob, Oc, Od � öåíòðû îêðóæíîñòåé (BCD), (ACD), (ABD), (ABC) ñîîòâåòñòâåííî, à M � ñåðå-

äèíà äèàãîíàëè AC. Ëó÷ MB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ACD) â òî÷êå E. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê

BE ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó óãëà ObOcOd â òî÷êå G, à âíåøíþþ áèññåêòðèñó óãëà ObOaOd � â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî ∠FObG = ∠ABC.

Ì. Äèäèí

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî OaOb ⊥ CD è ObOc ⊥ AD, ïîýòîìó ∠OaObOc = 180◦ − ∠ADC. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî ∠FObG + ∠OaObOc = 180◦, ò.å. ÷òî ó òî÷êè Ob åñòü èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà FOaOcG.
Ïóñòü ∠BAD = α = ∠BOcOa, ∠BCD = γ = ∠BOaOc. Òîãäà ∠FOaOb = (180◦−∠ObOaOd)/2 = γ/2, ïîýòî-

ìó áèññåêòðèñà óãëà BOaOc èçîãîíàëüíà OaOb â óãëå FOaOc. Àíàëîãè÷íî, 180◦ − ∠GOcOb = ∠ObOcOd/2 =
90◦ − α/2. Ïîýòîìó âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà BOaOc èçîãîíàëüíà OcOb â óãëå GOcOa.



Ïóñòü J � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BOaOc íàïðîòèâ âåðøèíû Oa, à O � öåíòð

îêðóæíîñòè BDE (îí ëåæèò íà ëó÷å OaOc). Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè B, J è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè

B′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ B îòíîñèòåëüíî M , òî ∠OaOB = ∠DEB = ∠DAB′ = (α− γ)/2. Ýòîò óãîë ðàâåí
óãëó ìåæäó âíåøíåé áèññåêòðèñîé óãëà OaBOc è OaOc, ïîýòîìó O ëåæèò íà BJ .

Çàìåòèì, ÷òî ObO ⊥ DE, îòêóäà ∠ObOF = ∠DEB = ∠OaOB. Çíà÷èò, òî÷êè Ob è J èçîãîíàëüíî ñî-

ïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêîâ FOOa è GOOc, è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

FOaOcG.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê òîìó, ÷òî ó òî÷êè Ob åñòü èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

FOaOcG � 2 áàëëà.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâà

A1, A2, . . . , An òàêèå, ÷òî (1) |Ak| = ϕ(k) ïðè âñåõ 1 6 k 6 n, è (2) Ai è Aj íå ñîäåðæàò îáùèõ ýëåìåíòîâ,

åñëè 1 6 i < j 6 n è ÍÎÊ(i, j) 6 n. (Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ϕ(k) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ k è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ k.)
P. Cameron, V. Phan

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì Di =
{
x
i | (x, i) = 1 è 1 6 x 6 i

}
äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n. Èç ïîñòðîåíèÿ Di ñëåäóåò, ÷òî

|Di| = ϕ(i). Îïðåäåëèì Ai = f(Di) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: äëÿ êàæäîãî x
i ∈ Di ïîëîæèì f(xi ) = m, ãäå

m−1
n < x

i 6
m
n . Äîêàæåì, ÷òî îáà ñâîéñòâà èç óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x1i ) = f(x2i ) = m äëÿ íåêîòîðûõ x1 < x2 èç Di è i. Ñëåäîâàòåëüíî,
1
i 6

x2−x1
i <

< m
n −

m−1
n = 1

n . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f èíúåêòèâíà íà Di è |Ai| = |Di| = ϕ(i).
2) Ïóñòü äëÿ 1 6 i < j 6 n âûïîëíåíî ÍÎÊ(i, j) 6 n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò m ∈ Ai ∩ Aj äëÿ

íåêîòîðûõ i è j. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå x1 ∈ Di è x2 ∈ Dj , ÷òî
m−1
n < x1

i ,
x2
j 6

m
n . Ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû, èáî

èõ çíàìåíàòåëè ðàçëè÷íû. ×èñëî ∆ = x1
i −

x2
j ÿâëÿåòñÿ (âîçìîæíî, ñîêðàòèìîé) äðîáüþ ñî çíàìåíàòåëåì

ÍÎÊ(i, j) 6 n, ïîýòîìó ∆ > 1
n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∆ < m

n −
m−1
n = 1

n . Ïðîòèâîðå÷èå.

9. Â ñòðàíå åñòü íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ îðãàíèçîâàíû äâóñòîðîííèå ðåéñû.

Èç êàæäîãî ãîðîäà åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî ðåéñîâ. Òóðèñòè÷åñêàÿ êîìïàíèÿ ïðåäëàãàåò âñåâîçìîæíûå òóðû

èç d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåéñîâ (òóðû ìîãóò çàõîäèòü â ãîðîä íåñêîëüêî ðàç è äàæå èñïîëüçîâàòü îäèí

àâèàðåéñ íåñêîëüêî ðàç). Êîìïàíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ãîðîäîâ

êîëè÷åñòâî òóðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â ïåðâîì ãîðîäå è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âî âòîðîì, íå÷¼òíî. Ìîæåò ëè ýòî

áûòü ïðàâäîé, õîòÿ áû äëÿ êàêîãî-òî d?
Z. Hunter, T. Chow,

Îòâåò: íåò.



Ðåøåíèå. Ââåä¼ì ãðàô àýðîïîðòîâ è àâèàðåéñîâ. ×åðåç N(v) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí,

ñìåæíûõ ñ v. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(u, v) êîëè÷åñòâî òóðîâ äëèíû n, íà÷èíàþùèõñÿ â u è êîí÷àþùèõñÿ â v.
Âñå ðàâåíñòâà áóäóò îçíà÷àòü ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Çàôèêñèðóåì âåðøèíó v è ðàññìîòðèì òóðû äëèíû d, âåäóùèå èç v â v. Íà ýòèõ òóðàõ ñóùåñòâóåò

èíâîëþöèÿ � ðàçâîðîò òóðà çàäîì íàïåð¼ä. Âñå òóðû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû, êðîìå òåõ, êîòîðûå ïåðåõîäÿò

ñàìè â ñåáÿ. Çíà÷èò, fd(v, v) ñðàâíèìî ñ êîëè÷åñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè, êîòîðûå ìû íàçîâ¼ì

2-òóðàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êîëè÷åñòâî B(v) òàêèõ 2-òóðîâ íå÷¼òíî; â ÷àñòíîñòè, îíè åñòü.
2-òóð çàêëþ÷àåòñÿ â òóðå äëèíû d/2 èç v â êàêóþ-òî âåðøèíó u, ïðîéäåííîì ïîñëåäîâàòåëüíî â äâóõ

íàïðàâëåíèÿõ; â ÷àñòíîñòè, ìû óæå ïîíèìàåì, ÷òî d ÷¼òíî. Èòàê, B(v) =
∑

u fd/2(v, u). Íî âñå òóðû äëèíû

d/2, âûõîäÿùèå èç v, ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû òóðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîñëåäíèì ðåáðîì, è â êàæäîé

ãðóïïå ÷èñëî òóðîâ ÷¼òíî (èáî âñå ñòåïåíè ÷¼òíû). Çíà÷èò, è N(v) ÷¼òíî � ïðîòèâîðå÷èå.

� Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî 2-òóðîâ èç ëþáîé âåðøèíû íå÷¼òíî � 4 áàëëà.

10. Íà Ìàðñå â õîäó êóïþðû, äîñòîèíñòâà êîòîðûõ ðàâíû a, b èëè c áàáîñîâ, ãäå a, b è c � íàòóðàëüíûå

÷èñëà. Ìàðñèàíèí îáíàðóæèë, ÷òî ó íåãî èìåþòñÿ êóïþðû îáùåé ñóììîé 2A áàáîñîâ, ãäå A = ÍÎÊ(a, b, c).
Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ðàçëîæèòü âñå ñâîè áàáîñû ïî äâóì êàðìàíàì òàê, ÷òîáû â íèõ áûëî ïîðîâíó

áàáîñîâ.

MathOver�ow, Ô. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ïåðåîáîçíà÷èì a = a1, b = a2, c = a3. Ïóñòü mi � êîëè÷åñòâà êóïþð äîñòîèíñòâà ai, ò.å.
m1a1+m2a2+m3a3 = 2A. Ïîäåëèâ, åñëè íóæíî êàæäîå èç ai íà (a1, a2, a3), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (a1, a2, a3) = 1.

Îáîçíà÷èì dij = (ai, aj). ×èñëà d12, d13, d23 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó, íàïðèìåð, a1 äåëèòñÿ íà d12
è d13, à çíà÷èò è íà èõ ïðîèçâåäåíèå; ïóñòü a1 = d12d13b1; àíàëîãè÷íî ââåä¼ì b2 è b3. ÒîãäàA = d12d13d23b1b2b3.

Â ðàâåíñòâå m1a1 + m2a2 + m3a3 = 2A âñå ñëàãàåìûå, êðîìå m1a1, äåëÿòñÿ íà d23. Çíà÷èò, m1d12d13b1
äåëèòñÿ íà d23; ÷èñëà d12, d13 è b1 âçàèìíî ïðîñòû ñ d23 (èíà÷å ó âñåõ ÷èñåë ai åñòü îáùèé äåëèòåëü). Çíà÷èò,
m1 äåëèòñÿ íà d23; ïóñòü m1 = n1d23. Àíàëîãè÷íî ââåä¼ì ÷èñëà n2 è n3. Òåïåðü, ïîñëå äåëåíèÿ íà d12d13d23,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî n1b1 + n2b2 + n3b3 = 2b1b2b3 äëÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ b1, b2 è b3.

Åñëè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî A â âèäå m′1a1 +m′2a2 +m′3a3, ãäå 0 6 m′i 6 mi, òî è ÷èñëî b1b2b3 íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå n′1b1 + n′2b2 + n′3b3, ãäå 0 6 n′i 6 ni. Ïóñòü n1 = k1b2 + r1 è n2 = k2b1 + r2 � äåëåíèå ñ

îñòàòêîì ni íà b3−i. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ÷èñëà, êðàòíûå b1b2 è íå ïðåâîñõîäÿùèå (k1 + k2)b1b2, ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå t1b1 + t2b2 + t3b3, ãäå 0 6 ti 6 ni: äîñòàòî÷íî áðàòü êóïþðû b1 ãðóïïàìè ïî b2 øòóêè, ïîêà ìîæåì
(òàêèõ ìîæíî íàáðàòü k1), à äàëüøå � äîáèðàòü ãðóïïàìè èç êóïþð b2 ïî b1 øòóêó (òàêèõ ìîæíî íàáðàòü
åù¼ k2). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b1b2b3 â òàêîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, òî k1 + k2 6 b3 − 1, è

n1b1 + n2b2 = (k1 + k2)b1b2 + r1b1 + r2b2 6 (b3 − 1)b1b2 + b1(b2 − 1) + b2(b1 − 1).

Ñêëàäûâàÿ ýòî è åù¼ äâà àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

4b1b2b3 = 2(n1b1 + n2b2 + n3b3) 6 3b1b2b3 + b1b2 + b2b3 + b3b1 − 2b1 − 2b2 − 2b3,

èëè

(b1 − 1)(b2 − 1)(b3 − 1) + b1 + b2 + b3 + 1 6 0,

÷òî íåâåðíî.


