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ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Клетки доски 100 × 100 раскрашены в несколько цветов так, что клеток каждого цвета не более
104. При каком наименьшем k заведомо найдётся прямоугольник k × 1 или 1× k клеток, содержащий
клетки по крайней мере трех различных цветов?
2. На сторонах AC, BC, AB треугольника ABC выбраны точки A1, B1, D соответственно. Отрезки
CD и A1B1 пересекаются в точке M , причем A1M = B1M . Докажите, что

AA1

A1C
+

BB1

B1C
⩾ 2 · DM

MC
.

3. Перед Алисой лежит колода из 1000 карточек с числами от 1 до 1000 (на каждой карточке ровно
одно число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой
вверх). Каждым ходом Алиса берет верхнюю карту из колоды, кладет её лицевой стороной на стол и,
если она ещё не отметила ни одной карты, она может отметить ту карту, которую достала из колоды
на текущем ходу.
Игра длится 101 ход, за время игры Алиса обязана отметить одну карту. Пусть Алиса отметила карту
с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы
число |M − A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать, что
|M − A| ⩽ d независимо от изначального расположения карт?
4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последовательности назовем

эквивалентными, если одну из них можно получить из другой несколькими операциями следующего
типа: выбрать блок подряд идущих чисел, в котором неравное количество нулей и единиц, а затем
перевернуть их порядок внутри блока (так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).
Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных последовательно-
стей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.
5. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а ωA, ωB, ωC его вневписанные окруж-

ности. Пусть ℓA — прямая, проходящая через точки касания касательных из I к ωA, аналогично опре-
деляются прямые ℓB и ℓc. Докажите, что ортоцентр треугольника, образованного прямыми ℓA, ℓB, ℓC ,
совпадает с точкой Нагеля треугольника ABC.
6. Дано натуральное число n, свободное от квадратов. Пусть D — множество всех натуральных де-

лителей n. Подмножества A,B множества D удовлетворяют условию, что для любых a ∈ A и b ∈ B
справедливо, что a не делится на b и b не делится на a. Докажите, что√

|A|+
√

|B| ⩽
√
|D|.

7. Верно ли, что для любого положительного вещественного числа λ существует натуральное число
n ⩾ 2 и n натуральных чисел a1, a2, . . . , an таких, что a1 < a2 < . . . < an < 2nλ и для любого
k = 1, 2, . . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

8. При каком наибольшем N существуют числа 0 < x1, x2, . . . , xN ⩽ 2022 и 0 ⩽ y1, y2, . . . , yN ⩽ 2022,
такие, что при всех 1 ⩽ i < j ⩽ N ∣∣∣∣yixi

− yj
xj

∣∣∣∣ ⩾ 1

xixj(yi + yj)
?

9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi} соотношением
an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары (a0, b0), для которых a2022 = a0
и b2022 = b0.
10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает фокуснику нату-

ральное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из букв А, Б, В. Зритель смотрит
на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все вхождения выбранной буквы из строки. После
этого фокусник, глядя на оставшуюся строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли
фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?
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ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Внутри треугольника ABC (AB = AC) выбрана точка D такая, что ∠DBC = 30◦, ∠DBA = 50◦,
∠DCB = 55◦. Найдите угол DAC.
2. На сторонах AC, BC, AB треугольника ABC выбраны точки A1, B1, D соответственно. Отрезки
CD и A1B1 пересекаются в точке M , причем A1M = B1M . Докажите, что

AA1

A1C
+

BB1

B1C
⩾ 2 · DM

MC
.

3. Перед Алисой лежит колода из 140 карточек с числами от 1 до 140 (на каждой карточке ровно
одно число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой
вверх). Каждым ходом Алиса берет верхнюю карту из колоды, кладет её лицевой стороной на стол и,
если она ещё не отметила ни одной карты, она может отметить ту карту, которую достала из колоды
на текущем ходу.
Игра длится 101 ход, за время игры Алиса обязана отметить одну карту. Пусть Алиса отметила карту
с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы
число |M − A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать, что
|M − A| ⩽ d независимо от изначального расположения карт?
4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последовательности назовем

эквивалентными, если одну из них можно получить из другой несколькими операциями следующего
типа: выбрать блок подряд идущих чисел, в котором неравное количество нулей и единиц, а затем
перевернуть их порядок внутри блока (так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).
Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных последовательно-
стей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.
5. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а ωA, ωB, ωC его вневписанные окруж-

ности. Пусть ℓA — прямая, проходящая через точки касания касательных из I к ωA, аналогично опре-
деляются прямые ℓB и ℓc. Докажите, что ортоцентр треугольника, образованного прямыми ℓA, ℓB, ℓC ,
совпадает с точкой Нагеля треугольника ABC.

6. Множество M состоит из n элементов. Обозначим 2M множество всех подмножеств множества M
(включая пустое), пусть A ⊂ 2M . Обозначим за B множество всех таких s ∈ 2M , для которых найдется
хотя бы один такой элемент a ∈ A, что s ⊂ a. Обозначим за C множество всех таких s ∈ 2M , для
которых найдется хотя бы один такой элемент a ∈ A, что a ⊂ s. Докажите, что |B| · |C| ≥ 2n · |A|.
7. Существует ли натуральное число n ⩾ 2 и n различных натуральных чисел a1, a2, . . . , an, не

превосходящих 2n−3, таких, что для любого k = 1, 2,. . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

8. При каком наибольшем N существуют числа 0 < x1, x2, . . . , xN ⩽ 1 и 0 ⩽ y1, y2, . . . , yN ⩽ 1, такие,
что при всех 1 ⩽ i < j ⩽ N ∣∣∣∣yixi

− yj
xj

∣∣∣∣ ⩾ 1

xixj(yi + yj)
?

9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi} соотношением
an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары (a0, b0), для которых a2022 = a0
и b2022 = b0.
10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает фокуснику нату-

ральное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из букв А, Б, В. Зритель смотрит
на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все вхождения выбранной буквы из строки. После
этого фокусник, глядя на оставшуюся строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли
фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?
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ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Внутри треугольника ABC (AB = AC) выбрана точка D такая, что ∠DBC = 30◦,
∠DBA = 50◦, ∠DCB = 55◦. Найдите угол DAC.
2. ABC — треугольник с прямым углом при C. M1 и M2 — две произвольные точки

внутри ABC, точка M — середина M1M2. Продолжения BM1, BM и BM2 пересекают
отрезок AC в точках N1, N и N2 соответственно. Докажите, что BN1

BM1
+ BN2

BM2
⩾ 2BN

BM .

3. Дано натуральное число n ⩾ 3 и различные вещественные числа a1, a2, . . . , an.
Найдите наименьшее возможное количество различных значений сумм в ряду a1 + a2,
a2 + a3, . . . , an−1 + an, an + a1.
4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последо-

вательности назовем эквивалентными, если одну из них можно получить из другой
несколькими операциями следующего типа: выбрать блок подряд идущих чисел, в кото-
ром неравное количество нулей и единиц, а затем перевернуть их порядок внутри блока
(так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).
Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных
последовательностей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.
5. Положительные вещественные числа a, b, c таковы, что ab− c = 3 и abc = 18. Какие

значения может принимать выражение ab
c ?

6. Найдите все натуральные числа n, которые можно представить в виде d3 +m3, где
m – некоторый натуральный делитель n, а d – наименьший натуральный делитель n,
отличный от 1.
7. Существует ли натуральное число n ⩾ 2 и n различных натуральных чисел a1, a2,

. . . , an, не превосходящих 2n−3, таких, что для любого k = 1, 2,. . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

8. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE и точка P внутри него. Точку P соединили с
серединами всех сторон пятиугольника. Оказалось, что четыре из пяти образовавшихся
четырехугольников — описанные. Докажите, что пятый четырехугольник тоже описан-
ный.
9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi}

соотношением an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары
(a0, b0), для которых a2022 = a0 и b2022 = b0.
10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает фо-

куснику натуральное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из
букв А, Б, В. Зритель смотрит на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все
вхождения выбранной буквы из строки. После этого фокусник, глядя на оставшуюся
строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли фокусник и помощник
договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?


