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1. На столе в ряд расположены n лампочек, к каждой ведёт переключатель. Все переключатели
расположены в соседней комнате. Электрик Эдуард знает, что ровно один переключатель сломан, и
ему нужно найти этот переключатель (лампочки Эдуард не видит, но знает, какой переключатель к
какой лампочке ведёт). За одну секунду он успевает проделать одно из двух действий:

• Нажать на переключатель, поменяв состояние лампочки, к которой он подключен (если, ко-
нечно, переключатель не сломан);

• Измерить потребление электроэнергии, узнав, сколько лампочек сейчас включено.

Изначально все лампочки выключены. Для какого наибольшего n Эдуард сможет гарантированно
найти сломанный переключатель за n+ 10 секунд?
2. На плоскости провели 2022 прямые так, что никакие две проведённые прямые не параллельны,

никакие три не пересекаются в одной точке. Эти прямые разбили плоскость на конечные и беско-
нечные области. Может ли оказаться, что все конечные области имеют целую площадь?
3. Найдите все кубические четырёхчлены x3 − ax2 + (a+ d)x− (a+ 2d), где a и d— целые числа, у

которых все три корня — различные неотрицательные целые числа.
4. Докажите, что для любых трёх натуральных чисел a, m, n таких, что n делится на m, существует

натуральное k ⩽ n
m

такое, что НОД(a,m) = НОД(a+ km, n).

5. Остроугольный треугольник ABC вписан в окружность ω с центром в точке O, его высоты пере-
секаются в точке H. На продолжении стороны BC за точку B отмечена точка X так, что HX ⊥ AO.
Перпендикуляр, восставленный в точке X к прямой BC, вместе с прямыми AB и AC ограничива-
ет треугольник ∆. Точка S — центр окружности, описанной около треугольника ∆. Докажите, что
прямая SX касается окружности ω.
6. Докажите, что для любого натурального n существует натуральное k такое, что все числа
k, k2, . . . , kn имеют в своей десятичной записи четыре подряд идущие цифры, образующие число
2022.
7. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма их

попарных произведений не менее 4950.
8. Петя выписывает на доску все 299 строк длины 99, состоящих из нулей и единиц, каждую — либо

красным, либо синим маркером. Затем Вася выбирает непустой набор позиций и разбивает все строки
на пары, в каждой из которых строки отличаются ровно в выбранных позициях. Всегда ли Вася
сможет выбрать этот набор позиций таким образом, чтобы среди этих пар количество одноцветных
отличалось от количества разноцветных?
9. Илья хочет отметить на клетчатой плоскости несколько клеток. После этого проделываются

следующие операции: если у какой-то неотмеченной клетки есть хотя бы 4 соседних по стороне или
углу отмеченных, то её тоже отмечают. Верно ли, что Илья может выбрать натуральное n, большее
1000, и отметить изначальные n клеток таким образом, чтобы после нескольких операций оказалось
не менее n2

2
− 4 отмеченных клеток?

10. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность
треугольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, и описанная окружность треугольника ADC
пересекает вторично отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE, и CF пересекают вторично описанную
окружность ABC в точках D1, E1 и F1, соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окруж-
ностей треугольников DEF и D1E1F1, соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на
одной окружности.


