
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Четвёртый тур 04.12.2022. Третья лига, бои за 1–4 места, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. Про вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 известно, что 𝑎𝑏 − 𝑐 = 5 и 𝑎𝑏𝑐 = 50. Чему
может быть равно 𝑎𝑏/𝑐? Найдите все варианты.

Ответ. 1
2 и 2.

1. Даны натуральные числа 𝑘 ⩾ 2, 𝑛 > 𝑘 и 𝑡. Каждому упорядоченному набору натуральных чисел
𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘, не превосходящих 𝑛, удалось сопоставить натуральное число 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘), не пре-
восходящее 𝑡, что 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ̸= 𝑓(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑘+1) при 1 ⩽ 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑛. Докажите,

что 𝑛 ⩽ 22
...2

𝑡

(𝑘 − 1 двойка).

Решение. Обозначим 𝑇 = {1, 2, . . . , 𝑡} и будем индуктивно строить множества 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) ∈ 22
...2

𝑇

.
Здесь 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑙, а также 𝑛− 𝑙 двоек.

А именно, положим 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑇 , а также

𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = {𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙, 𝑥𝑙+1) | 𝑥𝑙+1 > 𝑥𝑙}.

Предположим противное, и 𝑛 > 22
...2

𝑡

(𝑘− 1 двойка). Тогда, так как
⃒⃒⃒⃒
22

...2
𝑇
⃒⃒⃒⃒
= 22

...2
𝑡

(везде 𝑘− 1 двойка),

то по принципу Дирихле найдутся 1 ⩽ 𝑦1 < 𝑦2 ⩽ 𝑛, для которых 𝑀(𝑦1) = 𝑀(𝑦2).
Тогда по конструкции мы имеем 𝑀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑀(𝑦1). А раз 𝑀(𝑦1) = 𝑀(𝑦2), то найдётся 𝑦3 > 𝑦2, для

которого 𝑀(𝑦1, 𝑦2) = 𝑀(𝑦2, 𝑦3). Аналогично, по конструкции 𝑀(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ∈ 𝑀(𝑦1, 𝑦2), также 𝑀(𝑦1, 𝑦2) =
𝑀(𝑦2, 𝑦3), откуда найдётся 𝑦4 > 𝑦3, для которого 𝑀(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑀(𝑦2, 𝑦3, 𝑦4). Действуя аналогично, мы полу-
чим последовательность 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛+1, для которой 𝑀(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = 𝑀(𝑦2, . . . , 𝑦𝑛+1). А так как 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то мы получим противоречие с условием.

2. Аня пишет числа 1, 2, . . . , 100 в клетки таблицы 10× 10, каждое число по одному разу, в произвольном
порядке. За один ход Боря выбирает строку или столбец и просит Аню упорядочить числа: по возрастанию
слева направо в строках и по возрастанию сверху вниз в столбцах. При этом Боря таблицу не видит.
Через 11 ходов он должен указать клетку, на которой будет написано число от 30 до 71 (включительно).
Сможет ли Боря гарантированно победить, как бы ни расставляла числа Аня?

Ответ: да, может.
Решение. Назовём столбцы слева направо буквами 𝑎, 𝑏, . . . , 𝑗, а строки сверху вниз пронумеруем числами

1, 2, . . . , 10. Упорядочим сначала числа во всех строчках, а последним шагом упорядочим числа в столбце
𝑒. Покажем, что число из клетки 𝑒6 нам подходит.

Во-первых, допустим, что оно оказалось больше 71. Тогда числа в клетках 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10 тоже больше 71,
и во всех строчках, в которых стояли числа 𝑒6, . . . , 𝑒10 до упорядочивания столбца 𝑒, есть ещё по 5 чисел,
больших 71. Получаем во всей таблице минимум 30 чисел, больших 71, чего не может быть.

Во-вторых, докажем, что оно не меньше 30. Предположим противное. Тогда числа в клетках 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3,
𝑒4, 𝑒5 также меньше 30, и в каждой строке, где стояли числа 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒6 до упорядочивания столбца 𝑒,
есть по 4 числа, меньших 30. Таким образом, всего чисел, меньших 30, хотя бы 30, что опять же невозможно.

3. Для натурального числа 𝑚 обозначим через 𝜙(𝑚) количество натуральных чисел, не превосходящих
𝑚 и взаимно простых с 𝑚, а через 𝜎(𝑚) сумму натуральных делителей числа 𝑚. Найдите все чётные
натуральные 𝑛, для которых 𝑛5𝜎(𝑛)− 2 делится на 𝜙(𝑛).

Ответ: 2, 4, 6, 22, 382.
Предположим, что у 𝑛 есть простой нечётный делитель 𝑝, причём 𝑛

... 𝑝𝑘 при 𝑘 ⩾ 2. Тогда

𝑝 | 𝜙
(︁
𝑝𝑘
)︁
| 𝜙(𝑛) =⇒ 𝑝 | 𝑛5𝜎(𝑛)− 2 =⇒ 𝑝 | 2,



что невозможно. Допустим, что 𝑛 не является степенью двойки. Если 2𝑘 | 𝑛 при 𝑘 ⩾ 2, то 𝑛 = 2𝑘𝑝1 . . . 𝑝𝑚 для
различных простых 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚, причём 𝑚 ⩾ 1. Функция Эйлера вычисляется как 𝜙(𝑛) = 2𝑘−1

∏︀𝑚
𝑖=1 (𝑝𝑖 − 1).

Обозначим через 𝑣2(𝑡) степень вхождения 2 в число 𝑡. Тогда

𝑣2(𝜙(𝑛)) ⩾ 𝑘 − 1 +𝑚 ⩾ 1 + 1 = 2,

так как все 𝑝𝑖 нечётны. Это значит, что 4 | 𝑛5𝜎(𝑛)− 2, что невозможно.
Таким образом, если 𝑛— не степень двойки, то 𝑛 = 2𝑝1 . . . 𝑝𝑚. Если 𝑚 ⩾ 2, опять же в силу нечётности

всех 𝑝𝑖 имеем
𝑣2(𝜙(𝑛)) ⩾ 𝑚 ⩾ 2,

что опять ведёт к противоречию.
Итак, если 𝑛— не степень двойки, то 𝑛 = 2𝑝 для некоторого нечётного простого 𝑝, и тогда 𝜎(𝑛) =

1 + 2 + 𝑝+ 2𝑝 = 3𝑝+ 3. Тогда условие можно переписать как

𝑝− 1 | 32𝑝5(3𝑝+ 3)− 2,

и пользуясь 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝 − 1) получаем, что 𝑝 − 1 | 190. При этом 190 = 2 · 5 · 19, и 𝑝 − 1— чётное, значит
могут подойти 𝑝 = 3, 11, 191. Они действительно все подходят, что даёт ответы 𝑛 = 6, 𝑛 = 22, 𝑛 = 382.

Наконец, разберём случай, когда 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ⩾ 1. Для такого 𝑛 сумма делителей 𝜎(𝑛) = 1 + 2 + . . .+ 2𝑘 =
2𝑘+1−1. Подставляя в условие, получаем 2𝑘−1 | 25𝑘

(︀
2𝑘+1 − 1

)︀
−2. Если 𝑘 ⩾ 3, 2𝑘−1 ≡ 0 (mod 4), 25𝑘

(︀
2𝑘+1 − 1

)︀
−

2 ≡ 2 (mod 4), противоречие. Однако, 𝑘 = 1, 2 подходит, что также даёт ответы 𝑛 = 2 и 𝑛 = 4.
♦ Доказано, что 𝑛 не делится на 𝑝𝑘, где 𝑝 нечётно, 𝑘 ⩾ 2: 2 балла.
♦ Доказано, что 𝑛 = 2𝑝 или 𝑛 = 2𝑘: 4 балла, не суммируются с предыдущими.
♦ Не разобран хотя бы один существенный случай (например, какой-то из двух в предыдущем критерии):

не более 6 баллов.

4. Точка 𝑂 — центр описанной окружности 𝜔 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. Биссектриса угла ∠𝐵𝐴𝐶
пересекает 𝐵𝐶 в точке 𝐷. Окружность 𝜔𝐴 касается отрезков 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, а также внутренним образом
касается 𝜔 в точке 𝑃 . Обозначим через 𝐸 и 𝐹 точки касания вневписанных окружностей с отрезками
𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Пусть 𝑁 — точка Нагеля, то есть точка пересечения отрезков 𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 . Ока-
залось, что 𝑁 лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐸𝐹 . Докажите, что 𝑁 также лежит
на описанной окружности треугольника 𝑃𝐷𝑂.

Решение. Пусть 𝐼 — центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝐴1𝐵1𝐶1 — его серединный тре-
угольник.

Важный факт: 𝐼 — точка Нагеля 𝐴1𝐵1𝐶1.
Из условия следует, что ∠𝐵𝑁𝐶 = 180∘ −∠𝐴. Так как треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 подобны, а точки 𝑁

и 𝐼 в них соответственны, то ∠𝐵1𝐼𝐶1+∠𝐵1𝐴𝐶1 = 180∘. То есть, четырехугольник 𝐴𝐵1𝐼𝐶1 вписанный. Тогда
так как 𝐴𝐼 биссектриса, то 𝐵1𝐼 = 𝐶1𝐼, а следовательно, 𝐵𝑁 = 𝐶𝑁 . Пусть 𝑀 — середина дуги 𝐵𝐶 описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Из доказанного выше следует, что 𝑀 симметрична 𝑁 относительно прямой
𝐵𝐶. Через 𝐴′ обозначим точку, симметричную 𝐴 относительно этой же прямой. Пусть 𝑆 — точка пересечения
𝐴𝑁 и 𝐵𝐶. Из симметрии следует, что точки 𝐴′, 𝑀 и 𝑆 лежат на одной прямой. Сделаем композицию инверсии
с центром в точке 𝐴 радиусу

√
𝐴𝐵 ·𝐴𝐶 и симметрии относительно 𝐴𝐼. При этом преобразовании: 𝐵 ↦→ 𝐶;

𝐶 ↦→ 𝐵; (𝐴𝐵𝐶) ↦→ 𝐵𝐶; 𝐴′ ↦→ 𝑂; 𝑀 ↦→ 𝐷; 𝜔𝐴 ↦→ 𝜔, где 𝜔 — вневписанная окружность, касающаяся отрезка
𝐵𝐶. Таким образом, 𝑆 ↦→ 𝑃 . То есть, точки 𝑃 , 𝐷, 𝑂 и 𝐴 лежат на одной окружности. Осталось заметить,
что так как точки 𝑂, 𝑁 и 𝑀 лежат на серединном перпендикуляре к 𝐵𝐶, 𝑁𝐷 = 𝐷𝑀 и 𝐴𝑂 = 𝑂𝑀 , то
∠𝐷𝐴𝑂 = ∠𝐷𝑁𝑀 . То есть, точки 𝐴, 𝑂, 𝑁 и 𝐷 лежат на одной окружности.
♦ Важным фактом, если он верно сформулирован, пользуемся без доказательства!
♦ Доказано, что 𝐵𝑁 = 𝐶𝑁 или аналогичное: 2 балла.
♦ Доказано, что 𝑃,𝐷,𝑂,𝐴 лежат на одной окружности: 6 баллов. Не складывается с предыдущим!

5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник 𝑇 и круг Ω. Докажите, что площадь пересече-

ния не превосходит
𝑆(𝑇 )

3
+

𝑆(Ω)

2
.

Решение. Лемма. Пусть Φ — центрально симметричная фигура внутри треугольника 𝑇 . Тогда 𝑆(Φ) ⩽
2
3𝑆(𝑇 ).

Доказательство леммы. Обозначим треугольник 𝑇 через 𝐴𝐵𝐶 и пусть 𝐷𝐸𝐹 — серединный треугольник.
Разберем два случая: центр симметрии фигуры Φ лежит в треугольнике 𝐷𝐸𝐹 ; центр симметрии фигуры Φ
лежит в одном из треугольников, примыкающих к вершинам.



В первом случае можно считать, что Φ центрально симметричный шестиугольник по две вершины кото-
рого лежат на каждой из сторон треугольника 𝑇 . Тогда 𝑇 ∖ Φ — это три треугольника, подобных 𝑇 . Сумма
их коэффициентов подобий 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равна 1. Тогда отношение 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) = 1− 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 ⩽ 2

3 .
Во втором случае Φ лежит внутри параллелограмма, скажем 𝐴𝐷𝐸𝐹 и 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) ⩽ 1

2 .
Перейдём к решению задачи.
Пусть 𝑇 — треугольник, Ω — круг, через 𝑇 ′ обозначим треугольник симметричный 𝑇 относительно центра

круга Ω. Через 𝑋 будем обозначать дополнение множества 𝑋. Тогда неравенство 𝑆(𝑇 ∩Ω) ⩽ 1
3𝑆(𝑇 ) +

1
2𝑆(Ω)

равносильно неравенству

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) + 𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2

(︀
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 2𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′)

)︀
,

что равносильно
1

2
𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽

1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′),

что равносильно

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
2

3
𝑆(𝑇 ) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′).

Осталось заметить, что 𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω ⊂ 𝑇 — центрально симметричная фигура.
Равенство достигается только в случае правильного треугольника и его вписанного круга!

♦ Доказана лемма: 4 балла.
♦ Лемма не доказана: не более 6 баллов за задачу.

6. Дано бесконечное множество 𝐴, состоящее из целых чисел. Докажите, что в нем можно выбрать
такие 20 элементов, что среднее арифметическое любых 11 из них не принадлежит множеству 𝐴.

Решение. Для начала заметим, что если ко всем числам из 𝐴 прибавить одно и то же целое число, то
к средним арифметическим всех конечных наборов прибавится это же число. Аналогично, если поделить
все числа из 𝐴 на их общий множитель, то на него поделятся и все средние арифметические. Если для
полученного множества утверждение задачи верно, то оно было верно и ранее. Используя такие приемы,
можно добиться того, чтобы не все элементы 𝐴 были попрано сравнимы по модулю 11. (Если все числа дают
одинаковый остаток по модулю 11, то можно сделать этот остаток нулевым, поделить все числа на 11, от
чего все попарные разности строго уменьшатся. Рано или поздно одна из разностей станет не кратна 11.)

Докажем теперь, индукцией по 𝑘 ⩽ 20, что из бесконечного множества 𝐴 ⊂ Z, можно выбрать такие 𝑘
чисел, что все средние по 11 из них не лежат в 𝐴. Базой может служить 𝑘 ⩽ 10. Совершим переход от 𝑘− 1
к 𝑘.

Преобразуем множество 𝐴 так, как указано в первом абзаце; теперь в 𝐴 есть как минимум два разных
остатка по модулю 11. Если есть два остатка, которые встречаются хотя бы по 10 раз, то выберем соответ-
ствующие 20 чисел. Среднее арифметическое любых 11 из них окажется не целым, и тем более не будет
принадлежать множеству 𝐴.

В противном случае все остатки, кроме одного, встречаются менее 10 раз, а один остаток — бесконечно
много раз. Для удобства будем считать, что этот остаток — ноль (прибавив ко всем элементам 𝐴 одну
и ту же константу). Пусть 𝐴0 — множество элементов 𝐴, кратных 11, а 𝐵 — множество всех остальных
элементов 𝐴 (как мы знаем, конечное, но непустое). Выберем произвольное 𝑏 ∈ 𝐵. Кроме того, рассмотрим
все элементы 𝐴0, большие чем наибольшее число в 𝐵, а также все элементы 𝐴0, меньшие чем все элементы
𝐵; обозначим эти множества через 𝐴+ и 𝐴− соответственно. Одно из этих двух множеств бесконечно, не
умаляя общности — 𝐴+.

По предположению индукции, выберем в 𝐴+ такое множество из 𝑘 − 1 чисел, что все их средние по 11
чисел не лежат в 𝐴+. Все эти средние заведомо больше чем максимальное число из 𝐵, поэтому они не лежат
ни в 𝐵, ни в 𝐴0 (если бы такое среднее лежало в 𝐴0, то оно попало бы и в 𝐴+). Таким образом, они не лежат
в 𝐴. Осталось добавить к этим 𝑘 − 1 числам элемент 𝑏. Все наборы по 11 чисел с его участием имеют вид
«10 чисел, кратных 11, а одно число, не кратное 11», поэтому среднее в таком наборе не является целым, и
тем более не лежит в 𝐴. Переход индукции завершен.
♦ Только идея сдвигать и делить: 0 баллов.

7. Дано нечётное натуральное 𝑛. За столом сидят 𝑛 человек, изначально у каждого из них по 𝑛 монет.
Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше, отдаёт одну
монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто отдаёт другому



монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у одного человека.
Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?

Ответ: (11𝑛−1)𝑛(𝑛−1)
24 .

Решение. Пронумеруем людей по возрастанию количества монет. Обозначим через 𝑡𝑖 количество монет у
𝑖-го человека. Введём полуинвариант 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1 (𝑡𝑖 − 𝑛)2, который будем называть отклонением. Докажем,

что этот полуинвариант всегда увеличивается, а именно при выборе людей с номерами 𝑖 ⩽ 𝑗:

(𝑡𝑖 − 1− 𝑛)2 + (𝑡𝑗 + 1− 𝑛)2 = (𝑡𝑖 − 𝑛)2 + (𝑡𝑗 − 𝑛)2 + 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2.

Таким образом, увеличение происходит на 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2, что не меньше двух.
Будем называть состояние процесса монотонным, если при всех 𝑖 ̸= 𝑗 при условии 0 < 𝑡𝑖, 𝑡𝑗 выполнено

𝑡𝑖 ̸= 𝑡𝑗 . Пусть 𝐶 — монотонное состояние с минимальным значением 𝑆 (будем называть его 𝑆𝐶). Заметим, что
все монотонные состояния можно получить из 𝐶, и при таком способе количество ходов будет максимальным.
При этом само 𝐶 можно получить не более, чем за 𝑆𝐶

2 ходов (и за такое число ходов его действительно
получить можно).

Для нечётного 𝑛:

𝑆𝐶

2
=

2 ·
∑︀𝑛−1

2
𝑖=1 𝑖2

2
=

𝑛−1
2 · 𝑛+1

2 · 𝑛
6

=
(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

Как только получено состояние 𝐶, заметим, что каждая из 𝑡𝑖 монет игрока с номером 𝑖 может добраться
до игрока с номером 𝑛 как максимум за 𝑛 − 𝑖 ходов. Поэтому теперь мы можем найти максимальное чис-
ло ходов, за которое закончится игра после получения состояния 𝐶, что равно

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑡𝑖 · (𝑛 − 𝑖). Осталось

посчитать:
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝑖+

𝑛− 1

2

)︂
· (𝑛− 𝑖) =

(︃
𝑛+ 1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖

)︃
−

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖2

)︃
+

(︃
𝑛− 1

2
· 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

)︃

=
𝑛(𝑛+ 1)2

4
− 𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)

6
+

𝑛2(𝑛− 1)

2
=

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24

Наконец, общее количество шагов равно

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24
+

(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
=

(11𝑛− 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

♦ Только пример: 2 балла. Только оценка: 6 баллов.
♦ Замечен полуинвариант, дающий часть оценки (пока не получено монотонное множество): 2 балла.

8. Пусть 𝛼— единственный вещественный корень многочлена 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥− 1. Известно, что 1 < 𝛼 < 2.
Определим последовательность многочленов {𝑝𝑛(𝑥)}𝑛⩾0, приняв 𝑝0(𝑥) = 𝑥 и

𝑝𝑛+1(𝑥) = (𝑝𝑛(𝑥))
2 − 𝛼

при всех целых 𝑛 ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена 𝑝10(𝑥)?
Ответ: 232.
Решение. Обозначим два вещественных корня трёхчлена 𝑝1(𝑥) = 𝑥2−𝛼 как 𝑟 < 𝑠. Рассмотрим интервалы

𝐼1 = (−∞, 𝑟], 𝐼2 = [𝑟, 𝑠], 𝐼3 = [𝑠,∞), заданные этими корнями. Заметим, что

𝑝1 (𝐼1) = 𝑝1 (𝐼3) = [0,∞)

и
𝑝1 (𝐼2) = [−𝛼, 0].

Также рассмотрим многочлен 𝑝2(𝑥), обозначим его четыре вещественных корня как 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑. Также
рассмотрим значения многочлена для соответствующих интервалов

𝑝2((−∞, 𝑎]) = 𝑝2([𝑑,∞)) = [0,∞)

𝑝2([𝑎, 𝑏]) = 𝑝2([𝑐, 𝑑]) = [−𝛼, 0]

𝑝2([𝑏, 𝑐]) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Заметим, что последний интервал при подстановке в 𝑝3 превратится в интервал [0;𝛼], так как
(︀
𝛼2 − 𝛼

)︀2
=

𝛼2. Это означает, что у многочлена 𝑝3 в точке 𝑥 = 0 будет корень второй кратности.



Для интервала 𝐼, на котором 𝑝𝑛 монотонен, если 𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), то для 𝑝𝑛+1 мы можем разбить 𝐼 на два
монотонных интервала, один из которых отображается на [0,∞), а другой — на [−𝛼, 0]. Если 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0],
мы можем снова разбить 𝐼 на два монотонных интервала, один с отображением [−𝛼, 0], а другой —

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Наконец, если 𝑝𝑛(𝐼) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
, то его отображение при 𝑝𝑛+1 будет в точности [−𝛼, 0]. Напишем эти условия

схематично:
[0,∞) ↦→ [0,∞) + [−𝛼, 0];

[−𝛼, 0] ↦→ [−𝛼, 0] +
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
;[︀

0, 𝛼2 − 𝛼
]︀
↦→ [−𝛼, 0].

Перейдём к подсчётам. Обозначим через 𝑥𝑛 количество интервалов 𝐼 в нашем разбиении, для которых
𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), через 𝑦𝑛 — количество интервалов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0] и через 𝑧𝑛 количество интер-
валов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) =

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Рассуждения выше дают нам соотношения 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛, 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛 и 𝑧𝑛+1 = 𝑦𝑛. Так как 𝑥1 =
2, 𝑦1 = 2, 𝑧1 = 0, мы получим, что 𝑥𝑛 = 2 для всех 𝑛 ⩾ 1, а 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 2 при всех 𝑛 ⩾ 3. Это задаёт
условие, очень похожее на числа Фибоначчи, и по индукции доказывается, что 𝑦𝑛 = 2𝐹𝑛+2−2 при всех 𝑛 ⩾ 1.
Каждый интервал в нашем разбиении содержит ровно один корень, а каждый корень содержится ровно в
двух интервалах разбиения, поэтому количество корней 𝑝𝑛 равно

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛
2

=
2 + (2𝐹𝑛+2 − 2) + (2𝐹𝑛+1 − 2)

2
= 𝐹𝑛+3 − 1

при всех 𝑛 ⩾ 2. Значит, количество корней 𝑝10(𝑥) равно 𝐹13 − 1 = 232.
♦ Идея разбиения на промежутки, отображения которых дают три интервала из решения: 2 балла.
♦ Только ошибка в подсчётах: дыра не более 4 баллов.

9. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 — правильный пятиугольник. Точки 𝑃 и 𝑄 лежат на сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 соответ-
ственно так, что ∠𝐴𝑃𝑄 = 90∘ и ∠𝑃𝐴𝑄 = 36∘. Найдите градусную меру угла 𝑄𝐸𝐷.

Ответ: 18∘.
Решение. Пусть 𝐴𝑃 пересекает 𝐵𝐷 в точке 𝑋, а прямая 𝐶𝑋 пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑌 . Так как

∠𝑋𝐴𝑄 = ∠𝑋𝐷𝑄 = 36∘, то четырехугольник 𝐴𝑋𝑄𝐷 вписанный. Тогда ∠𝑃𝑋𝑄 = ∠𝑄𝐷𝐴 = 72∘. Поэтому
∠𝑃𝑋𝑄 + ∠𝑃𝐶𝑄 = 180∘. То есть, четырехугольник 𝑋𝑃𝐶𝑄 вписанный и ∠𝑋𝑃𝑄 = ∠𝑋𝐶𝑄 = 90∘. Тогда
∠𝐵𝐶𝑋 = ∠𝑋𝐶𝐴 = 18∘. Более того, ∠𝐵𝑋𝑌 = ∠𝐵𝑌𝑋 = 54∘. Треугольники 𝐵𝑋𝐶 и 𝐴𝑌 𝐶 подобны по двум
углам. Тогда 𝐴𝑌/𝐵𝑋 = 𝐴𝐶/𝐵𝐶. С другой стороны, ∠𝐴𝐵𝑋 = ∠𝐴𝐶𝑄, ∠𝐵𝐴𝑋 = ∠𝐶𝐴𝑄 и треугольники
𝐵𝐴𝑋 и 𝐶𝐴𝑄 тоже подобны по двум углам. Тогда 𝐶𝑄/𝐵𝑋 = 𝐴𝐶/𝐴𝐵 = 𝐴𝐶/𝐵𝐶. Следовательно 𝐴𝑌 = 𝐶𝑄
и 𝐵𝑌 = 𝐷𝑄. Это означает, что треугольники 𝑌 𝐵𝐶 и 𝑄𝐷𝐸 равны по углу и двум сторонам и ∠𝑄𝐸𝐷 =
∠𝑌 𝐶𝐵 = 18∘.
♦ Ответ представлен в виде аркфункции, всё остальное верно: 6 баллов.

10. Существуют ли граф 𝐺, все степени вершин которого чётны, и натуральное число 𝑛 такие, что для
любых двух (не обязательно различных) вершин 𝑢, 𝑣 существует нечётное число способов дойти из 𝑢 в 𝑣
ровно за 𝑛 шагов? (При «доходе» можно проходить по вершине или ребру несколько раз.)

Ответ: нет.
Решение. Через 𝑁(𝑣) будем обозначать множество всех вершин, смежных с 𝑣. Обозначим через 𝑓𝑛(𝑢, 𝑣)

количество доходов длины 𝑛, начинающихся в 𝑢 и кончающихся в 𝑣. Все равенства будут означать сравнения
по модулю 2.

Зафиксируем вершину 𝑣 и рассмотрим доходы длины 𝑑, ведущие из 𝑣 в 𝑣. На этих доходах существует
инволюция — разворот дохода задом наперёд. Все доходы разбиваются на пары, кроме тех, которые пере-
ходят сами в себя. Значит, 𝑓𝑑(𝑣, 𝑣) сравнимо с количеством неподвижных точек инволюции, которые мы
назовём 2-доходами. По предположению, количество 𝐵(𝑣) таких 2-доходов нечётно; в частности, они есть.

2-доход заключается в доходе длины 𝑑/2 из 𝑣 в какую-то вершину 𝑢, пройденном последовательно в двух
направлениях; в частности, мы уже понимаем, что 𝑑 чётно. Итак, 𝐵(𝑣) =

∑︀
𝑢 𝑓𝑑/2(𝑣, 𝑢). Но все доходы длины

𝑑/2, выходящие из 𝑣, разбиваются на группы доходов, отличающихся лишь последним ребром, и в каждой
группе число доходов чётно (ибо все степени чётны). Значит, и 𝑁(𝑣) чётно — противоречие.
♦ Доказано, что число 2-доходов из любой вершины нечётно: 4 балла.



Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Четвёртый тур 04.12.2022. Третья лига, бои за 5–6 места, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. Про вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 известно, что 𝑎𝑏 − 𝑐 = 5 и 𝑎𝑏𝑐 = 50. Чему
может быть равно 𝑎𝑏/𝑐? Найдите все варианты.

Ответ. 1
2 и 2.

1. Дан конечный набор натуральных чисел 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}. Известно, что существует множество
целых чисел 𝐵 такое, что любое натуральное число 𝑘 можно единственным образом представить в виде
𝑘 = 𝑎 + 𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵. Докажите, что существует множество целых чисел 𝐶 такое, что любое целое
число 𝑘 можно единственным образом представить в виде 𝑘 = 𝑎+ 𝑐 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑐 ∈ 𝐶.

Решение. Выберем произвольное 𝑁 , большее всех чисел из 𝐴. Для множеств 𝑋 и 𝑌 через 𝑋+𝑌 обозначим
множество {𝑥+ 𝑦 | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Для каждого натурального 𝑘 рассмотрим множество 𝐵𝑘 — минимальное подмножество 𝐵 такое, что
[1, 𝑘] ⊂ 𝐴+𝐵𝑘. Очевидно, что в 𝐵𝑘 все элементы меньше 𝑘, тогда в 𝐴+𝐵𝑘 все не больше 𝑘+𝑁 . Рассмотрим
𝐷𝑘 = {1 ⩽ 𝑖 < 𝑁 | 𝑘+ 𝑖 ∈ 𝐴+𝐵𝑘}. Рассмотрим 𝑘 = (𝑁 +1), 2(𝑁 +1), . . . , (2𝑁−1+1)(𝑁 +1). Так как 𝐷𝑖 может
принимать лишь 2𝑁−1 возможное значение, то по принципу Дирихле найдутся 𝑘 > 𝑙, для которых 𝐷𝑘 = 𝐷𝑙.

Рассмотрим 𝐶0 = 𝐵𝑘 ∖ 𝐵𝑙. Так как 𝑙 > 𝑁 , то 𝐵𝑘 ∖ 𝐵𝑙 может состоять только положительных элементов.
Тогда

𝐴+𝐶0 = (𝐴+𝐶0)∩N = ((𝐴+𝐵𝑘)∖(𝐴+𝐵𝑙))∩N = ([1, 𝑘]∪(𝑘+𝐷𝑘))∖([1, 𝑙]∪(𝑙+𝐷𝑙)) = [𝑙+1, 𝑘]∪(𝑘+𝐷𝑘)∖(𝑙+𝐷𝑙).

При этом каждый элемент из 𝐴+ 𝐶0 представляется ровно одним способом в виде 𝑎+ 𝑐 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑐 ∈ 𝐶0.
Таким образом, если 𝐶0 = {𝑐1, . . . , 𝑐𝑚}, то в качестве 𝐶 достаточно взять 𝐶 = {(𝑘 − 𝑙)𝑥+ 𝑐𝑦 | 𝑥 ∈ Z}.

2. Аня пишет числа 1, 2, . . . , 100 в клетки таблицы 10× 10, каждое число по одному разу, в произвольном
порядке. За один ход Боря выбирает строку или столбец и просит Аню упорядочить числа: по возрастанию
слева направо в строках и по возрастанию сверху вниз в столбцах. При этом Боря таблицу не видит.
Через 11 ходов он должен указать клетку, на которой будет написано число от 30 до 71 (включительно).
Сможет ли Боря гарантированно победить, как бы ни расставляла числа Аня?

Ответ: да, может.
Решение. Назовём столбцы слева направо буквами 𝑎, 𝑏, . . . , 𝑗, а строки сверху вниз пронумеруем числами

1, 2, . . . , 10. Упорядочим сначала числа во всех строчках, а последним шагом упорядочим числа в столбце
𝑒. Покажем, что число из клетки 𝑒6 нам подходит.

Во-первых, допустим, что оно оказалось больше 71. Тогда числа в клетках 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10 тоже больше 71,
и во всех строчках, в которых стояли числа 𝑒6, . . . , 𝑒10 до упорядочивания столбца 𝑒, есть ещё по 5 чисел,
больших 71. Получаем во всей таблице минимум 30 чисел, больших 71, чего не может быть.

Во-вторых, докажем, что оно не меньше 30. Предположим противное. Тогда числа в клетках 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3,
𝑒4, 𝑒5 также меньше 30, и в каждой строке, где стояли числа 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒6 до упорядочивания столбца 𝑒,
есть по 4 числа, меньших 30. Таким образом, всего чисел, меньших 30, хотя бы 30, что опять же невозможно.

3. Для натурального числа 𝑚 обозначим через 𝜙(𝑚) количество натуральных чисел, не превосходящих
𝑚 и взаимно простых с 𝑚, а через 𝜎(𝑚) сумму натуральных делителей числа 𝑚. Найдите все чётные
натуральные 𝑛, для которых 𝑛5𝜎(𝑛)− 2 делится на 𝜙(𝑛).

Ответ: 2, 4, 6, 22, 382.
Предположим, что у 𝑛 есть простой нечётный делитель 𝑝, причём 𝑛

... 𝑝𝑘 при 𝑘 ⩾ 2. Тогда

𝑝 | 𝜙
(︁
𝑝𝑘
)︁
| 𝜙(𝑛) =⇒ 𝑝 | 𝑛5𝜎(𝑛)− 2 =⇒ 𝑝 | 2,

что невозможно. Допустим, что 𝑛 не является степенью двойки. Если 2𝑘 | 𝑛 при 𝑘 ⩾ 2, то 𝑛 = 2𝑘𝑝1 . . . 𝑝𝑚 для
различных простых 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚, причём 𝑚 ⩾ 1. Функция Эйлера вычисляется как 𝜙(𝑛) = 2𝑘−1

∏︀𝑚
𝑖=1 (𝑝𝑖 − 1).

Обозначим через 𝑣2(𝑡) степень вхождения 2 в число 𝑡. Тогда

𝑣2(𝜙(𝑛)) ⩾ 𝑘 − 1 +𝑚 ⩾ 1 + 1 = 2,



так как все 𝑝𝑖 нечётны. Это значит, что 4 | 𝑛5𝜎(𝑛)− 2, что невозможно.
Таким образом, если 𝑛— не степень двойки, то 𝑛 = 2𝑝1 . . . 𝑝𝑚. Если 𝑚 ⩾ 2, опять же в силу нечётности

всех 𝑝𝑖 имеем
𝑣2(𝜙(𝑛)) ⩾ 𝑚 ⩾ 2,

что опять ведёт к противоречию.
Итак, если 𝑛— не степень двойки, то 𝑛 = 2𝑝 для некоторого нечётного простого 𝑝, и тогда 𝜎(𝑛) =

1 + 2 + 𝑝+ 2𝑝 = 3𝑝+ 3. Тогда условие можно переписать как

𝑝− 1 | 32𝑝5(3𝑝+ 3)− 2,

и пользуясь 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝 − 1) получаем, что 𝑝 − 1 | 190. При этом 190 = 2 · 5 · 19, и 𝑝 − 1— чётное, значит
могут подойти 𝑝 = 3, 11, 191. Они действительно все подходят, что даёт ответы 𝑛 = 6, 𝑛 = 22, 𝑛 = 382.

Наконец, разберём случай, когда 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ⩾ 1. Для такого 𝑛 сумма делителей 𝜎(𝑛) = 1 + 2 + . . .+ 2𝑘 =
2𝑘+1−1. Подставляя в условие, получаем 2𝑘−1 | 25𝑘

(︀
2𝑘+1 − 1

)︀
−2. Если 𝑘 ⩾ 3, 2𝑘−1 ≡ 0 (mod 4), 25𝑘

(︀
2𝑘+1 − 1

)︀
−

2 ≡ 2 (mod 4), противоречие. Однако, 𝑘 = 1, 2 подходит, что также даёт ответы 𝑛 = 2 и 𝑛 = 4.
♦ Доказано, что 𝑛 не делится на 𝑝𝑘, где 𝑝 нечётно, 𝑘 ⩾ 2: 2 балла.
♦ Доказано, что 𝑛 = 2𝑝 или 𝑛 = 2𝑘: 4 балла, не суммируются с предыдущими.
♦ Не разобран хотя бы один существенный случай (например, какой-то из двух в предыдущем критерии):

не более 6 баллов.

4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 биссектриса угла 𝐴 пересекает вневписанную окружность (касающуюся стороны
𝐵𝐶) в точках 𝐷 и 𝐸 таких, что 𝐷 лежит на отрезке 𝐴𝐸. Докажите, что

𝐴𝐷

𝐴𝐸
⩽

𝐵𝐶2

𝐷𝐸2
.

Решение. Пусть данная вневписанная окружность касается 𝐴𝐵 в точке 𝑋. В силу подобия треугольников
𝐴𝐷𝑋 и 𝐴𝑋𝐸,

𝐴𝐷

𝐴𝐸
=

𝐴𝐷

𝐴𝑋
· 𝐴𝑋
𝐴𝐸

=
𝐴𝑋2

𝐴𝐸2
,

поэтому достаточно доказать, что 𝑝
𝐴𝐸 ⩽ 𝑎

2𝑟𝑎
где 𝑝 — полупериметр треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑟𝑎 — радиус вневпи-

санной окружности, 𝑎 = 𝐵𝐶. Но 𝑎 · 𝐴𝐸 ⩾ 𝑎 · (𝐴𝐻 + 2𝑟𝑎) = 𝑎ℎ𝑎 + 2𝑎𝑟𝑎 ⩾ 2𝑝𝑟𝑎 ⇐⇒ 𝑎ℎ𝑎 ⩾ 2(𝑝 − 𝑎)𝑟𝑎 где 𝐻 —
проекция 𝐴 на 𝐵𝐶. Последнее верно, так как оба выражения равны удвоенной площади 𝐴𝐵𝐶.

5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник 𝑇 и круг Ω. Докажите, что площадь пересече-

ния не превосходит
𝑆(𝑇 )

3
+

𝑆(Ω)

2
.

Решение. Лемма. Пусть Φ — центрально симметричная фигура внутри треугольника 𝑇 . Тогда 𝑆(Φ) ⩽
2
3𝑆(𝑇 ).

Доказательство леммы. Обозначим треугольник 𝑇 через 𝐴𝐵𝐶 и пусть 𝐷𝐸𝐹 — серединный треугольник.
Разберем два случая: центр симметрии фигуры Φ лежит в треугольнике 𝐷𝐸𝐹 ; центр симметрии фигуры Φ
лежит в одном из треугольников, примыкающих к вершинам.

В первом случае можно считать, что Φ центрально симметричный шестиугольник по две вершины кото-
рого лежат на каждой из сторон треугольника 𝑇 . Тогда 𝑇 ∖ Φ — это три треугольника, подобных 𝑇 . Сумма
их коэффициентов подобий 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равна 1. Тогда отношение 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) = 1− 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 ⩽ 2

3 .
Во втором случае Φ лежит внутри параллелограмма, скажем 𝐴𝐷𝐸𝐹 и 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) ⩽ 1

2 .
Перейдём к решению задачи.
Пусть 𝑇 — треугольник, Ω — круг, через 𝑇 ′ обозначим треугольник симметричный 𝑇 относительно центра

круга Ω. Через 𝑋 будем обозначать дополнение множества 𝑋. Тогда неравенство 𝑆(𝑇 ∩Ω) ⩽ 1
3𝑆(𝑇 ) +

1
2𝑆(Ω)

равносильно неравенству

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) + 𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2

(︀
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 2𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′)

)︀
,

что равносильно
1

2
𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽

1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′),

что равносильно

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
2

3
𝑆(𝑇 ) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′).



Осталось заметить, что 𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω ⊂ 𝑇 — центрально симметричная фигура.
Равенство достигается только в случае правильного треугольника и его вписанного круга!

♦ Доказана лемма: 4 балла.
♦ Лемма не доказана: не более 6 баллов за задачу.

6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел 𝑘 таких, что число 𝑘𝑘 можно пред-
ставить в виде суммы кубов двух натуральных чисел.

Решение. Возьмем 𝑘 = 3𝑥+1, тогда 𝑘𝑘 = (3𝑥+1)3𝑥(3𝑥+1) = 3𝑥(3𝑥+1)3𝑥+(3𝑥+1)3𝑥. Осталось подобрать
𝑥 так, чтобы 3𝑥 тоже было кубом.

7. Дано нечётное натуральное 𝑛. За столом сидят 𝑛 человек, изначально у каждого из них по 𝑛 монет.
Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше, отдаёт одну
монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто отдаёт другому
монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у одного человека.
Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?

Ответ: (11𝑛−1)𝑛(𝑛−1)
24 .

Решение. Пронумеруем людей по возрастанию количества монет. Обозначим через 𝑡𝑖 количество монет у
𝑖-го человека. Введём полуинвариант 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1 (𝑡𝑖 − 𝑛)2, который будем называть отклонением. Докажем,

что этот полуинвариант всегда увеличивается, а именно при выборе людей с номерами 𝑖 ⩽ 𝑗:

(𝑡𝑖 − 1− 𝑛)2 + (𝑡𝑗 + 1− 𝑛)2 = (𝑡𝑖 − 𝑛)2 + (𝑡𝑗 − 𝑛)2 + 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2.

Таким образом, увеличение происходит на 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2, что не меньше двух.
Будем называть состояние процесса монотонным, если при всех 𝑖 ̸= 𝑗 при условии 0 < 𝑡𝑖, 𝑡𝑗 выполнено

𝑡𝑖 ̸= 𝑡𝑗 . Пусть 𝐶 — монотонное состояние с минимальным значением 𝑆 (будем называть его 𝑆𝐶). Заметим, что
все монотонные состояния можно получить из 𝐶, и при таком способе количество ходов будет максимальным.
При этом само 𝐶 можно получить не более, чем за 𝑆𝐶

2 ходов (и за такое число ходов его действительно
получить можно).

Для нечётного 𝑛:

𝑆𝐶

2
=

2 ·
∑︀𝑛−1

2
𝑖=1 𝑖2

2
=

𝑛−1
2 · 𝑛+1

2 · 𝑛
6

=
(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

Как только получено состояние 𝐶, заметим, что каждая из 𝑡𝑖 монет игрока с номером 𝑖 может добраться
до игрока с номером 𝑛 как максимум за 𝑛 − 𝑖 ходов. Поэтому теперь мы можем найти максимальное чис-
ло ходов, за которое закончится игра после получения состояния 𝐶, что равно

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑡𝑖 · (𝑛 − 𝑖). Осталось

посчитать:
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝑖+

𝑛− 1

2

)︂
· (𝑛− 𝑖) =

(︃
𝑛+ 1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖

)︃
−

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖2

)︃
+

(︃
𝑛− 1

2
· 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

)︃

=
𝑛(𝑛+ 1)2

4
− 𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)

6
+

𝑛2(𝑛− 1)

2
=

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24

Наконец, общее количество шагов равно

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24
+

(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
=

(11𝑛− 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

♦ Только пример: 2 балла. Только оценка: 6 баллов.
♦ Замечен полуинвариант, дающий часть оценки (пока не получено монотонное множество): 2 балла.

8. Пусть 𝛼— единственный вещественный корень многочлена 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥− 1. Известно, что 1 < 𝛼 < 2.
Определим последовательность многочленов {𝑝𝑛(𝑥)}𝑛⩾0, приняв 𝑝0(𝑥) = 𝑥 и

𝑝𝑛+1(𝑥) = (𝑝𝑛(𝑥))
2 − 𝛼

при всех целых 𝑛 ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена 𝑝10(𝑥)?
Ответ: 232.
Решение. Обозначим два вещественных корня трёхчлена 𝑝1(𝑥) = 𝑥2−𝛼 как 𝑟 < 𝑠. Рассмотрим интервалы

𝐼1 = (−∞, 𝑟], 𝐼2 = [𝑟, 𝑠], 𝐼3 = [𝑠,∞), заданные этими корнями. Заметим, что

𝑝1 (𝐼1) = 𝑝1 (𝐼3) = [0,∞)



и
𝑝1 (𝐼2) = [−𝛼, 0].

Также рассмотрим многочлен 𝑝2(𝑥), обозначим его четыре вещественных корня как 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑. Также
рассмотрим значения многочлена для соответствующих интервалов

𝑝2((−∞, 𝑎]) = 𝑝2([𝑑,∞)) = [0,∞)

𝑝2([𝑎, 𝑏]) = 𝑝2([𝑐, 𝑑]) = [−𝛼, 0]

𝑝2([𝑏, 𝑐]) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Заметим, что последний интервал при подстановке в 𝑝3 превратится в интервал [0;𝛼], так как
(︀
𝛼2 − 𝛼

)︀2
=

𝛼2. Это означает, что у многочлена 𝑝3 в точке 𝑥 = 0 будет корень второй кратности.
Для интервала 𝐼, на котором 𝑝𝑛 монотонен, если 𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), то для 𝑝𝑛+1 мы можем разбить 𝐼 на два

монотонных интервала, один из которых отображается на [0,∞), а другой — на [−𝛼, 0]. Если 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0],
мы можем снова разбить 𝐼 на два монотонных интервала, один с отображением [−𝛼, 0], а другой —

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Наконец, если 𝑝𝑛(𝐼) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
, то его отображение при 𝑝𝑛+1 будет в точности [−𝛼, 0]. Напишем эти условия

схематично:
[0,∞) ↦→ [0,∞) + [−𝛼, 0];

[−𝛼, 0] ↦→ [−𝛼, 0] +
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
;[︀

0, 𝛼2 − 𝛼
]︀
↦→ [−𝛼, 0].

Перейдём к подсчётам. Обозначим через 𝑥𝑛 количество интервалов 𝐼 в нашем разбиении, для которых
𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), через 𝑦𝑛 — количество интервалов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0] и через 𝑧𝑛 количество интер-
валов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) =

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Рассуждения выше дают нам соотношения 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛, 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛 и 𝑧𝑛+1 = 𝑦𝑛. Так как 𝑥1 =
2, 𝑦1 = 2, 𝑧1 = 0, мы получим, что 𝑥𝑛 = 2 для всех 𝑛 ⩾ 1, а 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 2 при всех 𝑛 ⩾ 3. Это задаёт
условие, очень похожее на числа Фибоначчи, и по индукции доказывается, что 𝑦𝑛 = 2𝐹𝑛+2−2 при всех 𝑛 ⩾ 1.
Каждый интервал в нашем разбиении содержит ровно один корень, а каждый корень содержится ровно в
двух интервалах разбиения, поэтому количество корней 𝑝𝑛 равно

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛
2

=
2 + (2𝐹𝑛+2 − 2) + (2𝐹𝑛+1 − 2)

2
= 𝐹𝑛+3 − 1

при всех 𝑛 ⩾ 2. Значит, количество корней 𝑝10(𝑥) равно 𝐹13 − 1 = 232.
♦ Идея разбиения на промежутки, отображения которых дают три интервала из решения: 2 балла.
♦ Только ошибка в подсчётах: дыра не более 4 баллов.

9. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 — пятиугольник, вписанный в окружность Ω. Прямая, параллельная отрезку 𝐵𝐶,
пересекает отрезки 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑆 и 𝑇 соответственно. Пусть 𝑋 — точка пересечения прямых
𝐵𝐸 и 𝐷𝑆, а 𝑌 — точка пересечения прямых 𝐶𝐸 и 𝐷𝑇 . Докажите, что если прямая 𝐴𝐷 является каса-
тельной к описанной окружности треугольника 𝐷𝑋𝑌 , то прямая 𝐴𝐸 является касательной к описанной
окружности треугольника 𝐸𝑋𝑌 .

Решение. Предположим, что 𝐷𝑆, 𝐷𝑇 пересекаются с Ω в точках 𝑃 , 𝑄 и 𝐵𝑄 ∩ 𝐶𝑃 = 𝑅. Применим
теорему Паскаля для шестиугольника 𝑃𝐷𝑄𝐵𝐴𝐶. Получим, что точки 𝑆, 𝑇 и 𝑅 лежат на одной прямой.
Теперь применим теорему Паскаля для шестиугольника 𝑃𝐷𝑄𝐵𝐸𝐶. Получим, что точки 𝑋, 𝑌 и 𝑅 лежат на
одной прямой. Тогда 𝑋𝑌 ∩ 𝑆𝑇 = 𝑅.

Так как 𝐴𝐷 является касательной к описанной окружности треугольника 𝐷𝑋𝑌 , получим цепочку ра-
венств: ∠(𝑇𝐶,𝐶𝑅) = ∠(𝐴𝐶,𝐶𝑃 ) = ∠(𝐴𝐷,𝐷𝑃 ) = ∠(𝐴𝐷,𝐷𝑋) = ∠(𝐷𝑌, 𝑌 𝑋) = ∠(𝑇𝑌, 𝑌 𝑅). Следовательно,
точки 𝐶, 𝑅, 𝑌 , 𝑇 лежат на одной окружности. Тогда ∠(𝑋𝑌, 𝑌 𝐸) = ∠(𝑅𝑌, 𝑌 𝐶) = ∠(𝑅𝑇, 𝑇𝐶) = ∠(𝐵𝐶,𝐶𝐴) =
∠(𝐵𝐸,𝐸𝐴) = ∠(𝑋𝐸,𝐸𝐴), поэтому 𝐴𝐸 является касательной к описанной окружности треугольника 𝐸𝑋𝑌 ,
что и требовалось.
♦ Теоремой Паскаля при верной формулировке пользоваться можно без доказательства.

10. Дано натуральное число 𝑘 ⩾ 2. Найдите наименьшее натуральное число 𝑛 такое, что из любых 𝑛
точек на плоскости можно выбрать 𝑘 таких точек, что либо все расстояния между ними не превосходят
2, либо все расстояния между ними строго больше 1.

Ответ: (𝑘 − 1)2 + 1.



Решение. Пример. Докажем, что можно выбрать 𝑛 = (𝑘 − 1)2 точек так, что для них условие не выпол-
няется. Выберем (𝑘 − 1) круг радиуса 1/2 так, чтобы расстояние между любыми двумя центрами было не
меньше 10. Отметим в каждом круге по (𝑘 − 1) точке. Тогда среди любых 𝑘 точек найдутся две из одного
круга, и между ними расстояние будет не больше 1. Аналогично, среди любых 𝑘 точек найдутся две из
разных кругов, и расстояние между ними будет больше 2. Следовательно, пример работает.

Оценка. Покажем, что при 𝑛 ⩾ (𝑘 − 1)2 + 1 требуемый набор из 𝑘 точек можно выбрать.
Построим граф: вершинами графа будут являться точки, а ребром будем соединять точки на расстоянии

не больше 1.
Пусть есть вершина степени хотя бы 𝑘 − 1. Выберем 𝑘 точек, соответствующих данной вершине и её

соседям. По неравенству треугольника получаем, что расстояние между любыми двумя из них не более 2.
Теперь пусть степень каждой вершины не более 𝑘 − 2. Запустим процесс. Возьмём вершину, отметим её,

а затем выкинем её и всех её соседей. Затем отметим одну из оставшихся вершин, и снова выкинем её и всех
её соседей, и так далее. Так как 𝑛 > (𝑘 − 1)2, и каждый ход мы используем не более 𝑘 − 1 вершины, то в
итоге мы отметим хотя бы 𝑘 вершин. Полученные 𝑘 вершин будут попарно не соединены друг с другом, то
есть расстояние между любыми двумя будет больше 1.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.



Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Четвёртый тур 04.12.2022. Вторая лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. Про вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 известно, что 𝑎𝑏 − 𝑐 = 5 и 𝑎𝑏𝑐 = 50. Чему
может быть равно 𝑎𝑏/𝑐? Найдите все варианты.

Ответ. 1
2 и 2.

1. Даны натуральные числа 𝑘 ⩾ 2, 𝑛 > 𝑘 и 𝑡. Каждому упорядоченному набору натуральных чисел
𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘, не превосходящих 𝑛, удалось сопоставить натуральное число 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘), не пре-
восходящее 𝑡, что 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘) ̸= 𝑓(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑘+1) при 1 ⩽ 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 ⩽ 𝑛. Докажите,

что 𝑛 ⩽ 22
...2

𝑡

(𝑘 − 1 двойка).

Решение. Обозначим 𝑇 = {1, 2, . . . , 𝑡} и будем индуктивно строить множества 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) ∈ 22
...2

𝑇

.
Здесь 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑙, а также 𝑛− 𝑙 двоек.

А именно, положим 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑇 , а также

𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = {𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙, 𝑥𝑙+1) | 𝑥𝑙+1 > 𝑥𝑙}.

Предположим противное, и 𝑛 > 22
...2

𝑡

(𝑘− 1 двойка). Тогда, так как
⃒⃒⃒⃒
22

...2
𝑇
⃒⃒⃒⃒
= 22

...2
𝑡

(везде 𝑘− 1 двойка),

то по принципу Дирихле найдутся 1 ⩽ 𝑦1 < 𝑦2 ⩽ 𝑛, для которых 𝑀(𝑦1) = 𝑀(𝑦2).
Тогда по конструкции мы имеем 𝑀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑀(𝑦1). А раз 𝑀(𝑦1) = 𝑀(𝑦2), то найдётся 𝑦3 > 𝑦2, для

которого 𝑀(𝑦1, 𝑦2) = 𝑀(𝑦2, 𝑦3). Аналогично, по конструкции 𝑀(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) ∈ 𝑀(𝑦1, 𝑦2), также 𝑀(𝑦1, 𝑦2) =
𝑀(𝑦2, 𝑦3), откуда найдётся 𝑦4 > 𝑦3, для которого 𝑀(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑀(𝑦2, 𝑦3, 𝑦4). Действуя аналогично, мы полу-
чим последовательность 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛+1, для которой 𝑀(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = 𝑀(𝑦2, . . . , 𝑦𝑛+1). А так как 𝑀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), то мы получим противоречие с условием.

2. Последовательность 𝑎1, 𝑎2, . . . состоит из квадратов натуральных чисел и удовлетворяет при всех
натуральных 𝑚 и 𝑛 условию 𝑎𝑚+𝑛 = 𝑎𝑚 + 𝑎𝑛 + 2𝑚𝑛. Найдите все такие последовательности.

Ответ: 𝑎𝑛 = 𝑛2.
Решение. Положим 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑘2. Тогда 𝑏𝑚+𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛 − (𝑚+ 𝑛)2 = 𝑎𝑚 + 𝑎𝑛 + 2𝑚𝑛− (𝑚+ 𝑛)2 = 𝑏𝑚 + 𝑏𝑛.

Значит 𝑏𝑘+1 = 𝑏𝑘 + 𝑏1, откуда индукцией по 𝑛 легко видеть, что 𝑏𝑛 = 𝑛𝑏1. Положим 𝑏1 = 𝑐. Тогда 𝑐 = 𝑎1 − 1
— неотрицательное целое число. Из всего сказанного выше мы заключаем, что 𝑎𝑛 = 𝑛2 + 𝑐𝑛. В случае 𝑐 = 0
имеем 𝑎𝑛 = 𝑛2, и такая последовательность очевидно удовлетворяет условию. В противном случае 𝑐 ∈ N и
число 𝑛(𝑐+ 𝑛) четное при каждом натуральном 𝑛. Это неверно для 𝑛 = 𝑐.
♦ Только ответ: 0 баллов.

3. На Марсе в ходу купюры трёх достоинств 𝑎, 𝑏, 𝑐 бабосов, где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — натуральные числа. Марсианин
обнаружил, что у него имеются купюры общей суммой 2𝐴 бабосов, где 𝐴 = НОК(𝑎, 𝑏, 𝑐). Докажите, что
он может положить все свои бабосы в два кармана так, чтобы в них было поровну бабосов.

Решение. Переобозначим 𝑎 = 𝑎1, 𝑏 = 𝑎2, 𝑐 = 𝑎3. Пусть 𝑚𝑖 — количества купюр достоинства 𝑎𝑖, т.е.
𝑚1𝑎1+𝑚2𝑎2+𝑚3𝑎3 = 2𝐴. Поделив, если нужно каждое из 𝑎𝑖 на (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), можно считать, что (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 1.

Обозначим 𝑑𝑖𝑗 = (𝑎𝑖, 𝑎𝑗). Числа 𝑑12, 𝑑13, 𝑑23 попарно взаимно просты, поэтому, например, 𝑎1 делится на 𝑑12
и 𝑑13, а значит и на их произведение; пусть 𝑎1 = 𝑑12𝑑13𝑏1; аналогично введём 𝑏2 и 𝑏3. Тогда 𝐴 = 𝑑12𝑑13𝑑23𝑏1𝑏2𝑏3.

В равенстве 𝑚1𝑎1 + 𝑚2𝑎2 + 𝑚3𝑎3 = 2𝐴 все слагаемые, кроме 𝑚1𝑎1, делятся на 𝑑23. Значит, 𝑚1𝑑12𝑑13𝑏1
делится на 𝑑23; числа 𝑑12, 𝑑13 и 𝑏1 взаимно просты с 𝑑23 (иначе у всех чисел 𝑎𝑖 есть общий делитель). Значит,
𝑚1 делится на 𝑑23; пусть 𝑚1 = 𝑛1𝑑23. Аналогично введём числа 𝑛2 и 𝑛3. Теперь, после деления на 𝑑12𝑑13𝑑23,
получаем равенство 𝑛1𝑏1 + 𝑛2𝑏2 + 𝑛3𝑏3 = 2𝑏1𝑏2𝑏3 для попарно взаимно простых 𝑏1, 𝑏2 и 𝑏3.

Если нельзя представить число 𝐴 в виде 𝑚′
1𝑎1 +𝑚′

2𝑎2 +𝑚′
3𝑎3, где 0 ⩽ 𝑚′

𝑖 ⩽ 𝑚𝑖, то и число 𝑏1𝑏2𝑏3 нельзя
представить в виде 𝑛′

1𝑏1 + 𝑛′
2𝑏2 + 𝑛′

3𝑏3, где 0 ⩽ 𝑛′
𝑖 ⩽ 𝑛𝑖. Пусть 𝑛1 = 𝑘1𝑏2 + 𝑟1 и 𝑛2 = 𝑘2𝑏1 + 𝑟2 — деление с

остатком 𝑛𝑖 на 𝑏3−𝑖. Понятно, что все числа, кратные 𝑏1𝑏2, не превосходящие (𝑘1 + 𝑘2)𝑏1𝑏2 представляются в
виде 𝑡1𝑏1 + 𝑡2𝑏2 + 𝑡3𝑏3, где 0 ⩽ 𝑡𝑖 ⩽ 𝑛𝑖: достаточно брать 𝑏1 группами по 𝑏2 штуки, пока можем (таких можно



набрать 𝑘1), а дальше — добирать группами из 𝑏2 по 𝑏1 купюр. Следовательно, если 𝑏1𝑏2𝑏3 в таком виде не
представляется, то 𝑘1 + 𝑘2 ⩽ 𝑏3 − 1, и

𝑛1𝑏1 + 𝑛2𝑏2 = (𝑘1 + 𝑘2)𝑏1𝑏2 + 𝑟1𝑏1 + 𝑟2𝑏2 ⩽ (𝑏3 − 1)𝑏1𝑏2 + 𝑏1(𝑏2 − 1) + 𝑏2(𝑏1 − 1).

Складывая это и ещё два аналогичных неравенства, получаем

4𝑏1𝑏2𝑏3 = 2(𝑛1𝑏1 + 𝑛2𝑏2 + 𝑛3𝑏3) ⩽ 3𝑏1𝑏2𝑏3 + 𝑏1𝑏2 + 𝑏2𝑏3 + 𝑏3𝑏1 − 2𝑏1 − 2𝑏2 − 2𝑏3,

или
(𝑏1 − 1)(𝑏2 − 1)(𝑏3 − 1) + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 + 1 ⩽ 0,

что неверно.
♦

4. Точка 𝑂 — центр описанной окружности 𝜔 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. Биссектриса угла ∠𝐵𝐴𝐶
пересекает 𝐵𝐶 в точке 𝐷. Окружность 𝜔𝐴 касается отрезков 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, а также внутренним образом
касается 𝜔 в точке 𝑃 . Обозначим через 𝐸 и 𝐹 точки касания вневписанных окружностей с отрезками
𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Пусть 𝑁 — точка Нагеля, то есть точка пересечения отрезков 𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 . Ока-
залось, что 𝑁 лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐸𝐹 . Докажите, что 𝑁 также лежит
на описанной окружности треугольника 𝑃𝐷𝑂.

Решение. Пусть 𝐼 — центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝐴1𝐵1𝐶1 — его серединный тре-
угольник.

Важный факт: 𝐼 — точка Нагеля 𝐴1𝐵1𝐶1.
Из условия следует, что ∠𝐵𝑁𝐶 = 180∘ −∠𝐴. Так как треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴1𝐵1𝐶1 подобны, а точки 𝑁

и 𝐼 в них соответственны, то ∠𝐵1𝐼𝐶1+∠𝐵1𝐴𝐶1 = 180∘. То есть, четырехугольник 𝐴𝐵1𝐼𝐶1 вписанный. Тогда
так как 𝐴𝐼 биссектриса, то 𝐵1𝐼 = 𝐶1𝐼, а следовательно, 𝐵𝑁 = 𝐶𝑁 . Пусть 𝑀 — середина дуги 𝐵𝐶 описанной
окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Из доказанного выше следует, что 𝑀 симметрична 𝑁 относительно прямой
𝐵𝐶. Через 𝐴′ обозначим точку, симметричную 𝐴 относительно этой же прямой. Пусть 𝑆 — точка пересечения
𝐴𝑁 и 𝐵𝐶. Из симметрии следует, что точки 𝐴′, 𝑀 и 𝑆 лежат на одной прямой. Сделаем композицию инверсии
с центром в точке 𝐴 радиусу

√
𝐴𝐵 ·𝐴𝐶 и симметрии относительно 𝐴𝐼. При этом преобразовании: 𝐵 ↦→ 𝐶;

𝐶 ↦→ 𝐵; (𝐴𝐵𝐶) ↦→ 𝐵𝐶; 𝐴′ ↦→ 𝑂; 𝑀 ↦→ 𝐷; 𝜔𝐴 ↦→ 𝜔, где 𝜔 — вневписанная окружность, касающаяся отрезка
𝐵𝐶. Таким образом, 𝑆 ↦→ 𝑃 . То есть, точки 𝑃 , 𝐷, 𝑂 и 𝐴 лежат на одной окружности. Осталось заметить,
что так как точки 𝑂, 𝑁 и 𝑀 лежат на серединном перпендикуляре к 𝐵𝐶, 𝑁𝐷 = 𝐷𝑀 и 𝐴𝑂 = 𝑂𝑀 , то
∠𝐷𝐴𝑂 = ∠𝐷𝑁𝑀 . То есть, точки 𝐴, 𝑂, 𝑁 и 𝐷 лежат на одной окружности.
♦ Важным фактом, если он верно сформулирован, пользуемся без доказательства!
♦ Доказано, что 𝐵𝑁 = 𝐶𝑁 или аналогичное: 2 балла.
♦ Доказано, что 𝑃,𝐷,𝑂,𝐴 лежат на одной окружности: 6 баллов. Не складывается с предыдущим!

5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник 𝑇 и круг Ω. Докажите, что площадь пересече-

ния не превосходит
𝑆(𝑇 )

3
+

𝑆(Ω)

2
.

Решение. Лемма. Пусть Φ — центрально симметричная фигура внутри треугольника 𝑇 . Тогда 𝑆(Φ) ⩽
2
3𝑆(𝑇 ).

Доказательство леммы. Обозначим треугольник 𝑇 через 𝐴𝐵𝐶 и пусть 𝐷𝐸𝐹 — серединный треугольник.
Разберем два случая: центр симметрии фигуры Φ лежит в треугольнике 𝐷𝐸𝐹 ; центр симметрии фигуры Φ
лежит в одном из треугольников, примыкающих к вершинам.

В первом случае можно считать, что Φ центрально симметричный шестиугольник по две вершины кото-
рого лежат на каждой из сторон треугольника 𝑇 . Тогда 𝑇 ∖ Φ — это три треугольника, подобных 𝑇 . Сумма
их коэффициентов подобий 𝑎, 𝑏 и 𝑐 равна 1. Тогда отношение 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) = 1− 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 ⩽ 2

3 .
Во втором случае Φ лежит внутри параллелограмма, скажем 𝐴𝐷𝐸𝐹 и 𝑆(Φ)/𝑆(𝑇 ) ⩽ 1

2 .
Перейдём к решению задачи.
Пусть 𝑇 — треугольник, Ω — круг, через 𝑇 ′ обозначим треугольник симметричный 𝑇 относительно центра

круга Ω. Через 𝑋 будем обозначать дополнение множества 𝑋. Тогда неравенство 𝑆(𝑇 ∩Ω) ⩽ 1
3𝑆(𝑇 ) +

1
2𝑆(Ω)

равносильно неравенству

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) + 𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2

(︀
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 2𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′)

)︀
,



что равносильно
1

2
𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽

1

3
𝑆(𝑇 ) +

1

2
𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′),

что равносильно

𝑆(𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω) ⩽
2

3
𝑆(𝑇 ) + 𝑆(Ω ∩ 𝑇 ∩ 𝑇 ′).

Осталось заметить, что 𝑇 ∩ 𝑇 ′ ∩ Ω ⊂ 𝑇 — центрально симметричная фигура.
Равенство достигается только в случае правильного треугольника и его вписанного круга!

♦ Доказана лемма: 4 балла.
♦ Лемма не доказана: не более 6 баллов за задачу.

6. Дано бесконечное множество 𝐴, состоящее из целых чисел. Докажите, что в нем можно выбрать
такие 20 элементов, что среднее арифметическое любых 11 из них не принадлежит множеству 𝐴.

Решение. Для начала заметим, что если ко всем числам из 𝐴 прибавить одно и то же целое число, то
к средним арифметическим всех конечных наборов прибавится это же число. Аналогично, если поделить
все числа из 𝐴 на их общий множитель, то на него поделятся и все средние арифметические. Если для
полученного множества утверждение задачи верно, то оно было верно и ранее. Используя такие приемы,
можно добиться того, чтобы не все элементы 𝐴 были попрано сравнимы по модулю 11. (Если все числа дают
одинаковый остаток по модулю 11, то можно сделать этот остаток нулевым, поделить все числа на 11, от
чего все попарные разности строго уменьшатся. Рано или поздно одна из разностей станет не кратна 11.)

Докажем теперь, индукцией по 𝑘 ⩽ 20, что из бесконечного множества 𝐴 ⊂ Z, можно выбрать такие 𝑘
чисел, что все средние по 11 из них не лежат в 𝐴. Базой может служить 𝑘 ⩽ 10. Совершим переход от 𝑘− 1
к 𝑘.

Преобразуем множество 𝐴 так, как указано в первом абзаце; теперь в 𝐴 есть как минимум два разных
остатка по модулю 11. Если есть два остатка, которые встречаются хотя бы по 10 раз, то выберем соответ-
ствующие 20 чисел. Среднее арифметическое любых 11 из них окажется не целым, и тем более не будет
принадлежать множеству 𝐴.

В противном случае все остатки, кроме одного, встречаются менее 10 раз, а один остаток — бесконечно
много раз. Для удобства будем считать, что этот остаток — ноль (прибавив ко всем элементам 𝐴 одну
и ту же константу). Пусть 𝐴0 — множество элементов 𝐴, кратных 11, а 𝐵 — множество всех остальных
элементов 𝐴 (как мы знаем, конечное, но непустое). Выберем произвольное 𝑏 ∈ 𝐵. Кроме того, рассмотрим
все элементы 𝐴0, большие чем наибольшее число в 𝐵, а также все элементы 𝐴0, меньшие чем все элементы
𝐵; обозначим эти множества через 𝐴+ и 𝐴− соответственно. Одно из этих двух множеств бесконечно, не
умаляя общности — 𝐴+.

По предположению индукции, выберем в 𝐴+ такое множество из 𝑘 − 1 чисел, что все их средние по 11
чисел не лежат в 𝐴+. Все эти средние заведомо больше чем максимальное число из 𝐵, поэтому они не лежат
ни в 𝐵, ни в 𝐴0 (если бы такое среднее лежало в 𝐴0, то оно попало бы и в 𝐴+). Таким образом, они не лежат
в 𝐴. Осталось добавить к этим 𝑘 − 1 числам элемент 𝑏. Все наборы по 11 чисел с его участием имеют вид
«10 чисел, кратных 11, а одно число, не кратное 11», поэтому среднее в таком наборе не является целым, и
тем более не лежит в 𝐴. Переход индукции завершен.
♦ Только идея сдвигать и делить: 0 баллов.

7. Дано нечётное натуральное 𝑛. За столом сидят 𝑛 человек, изначально у каждого из них по 𝑛 монет.
Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше, отдаёт одну
монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто отдаёт другому
монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у одного человека.
Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?

Ответ: (11𝑛−1)𝑛(𝑛−1)
24 .

Решение. Пронумеруем людей по возрастанию количества монет. Обозначим через 𝑡𝑖 количество монет у
𝑖-го человека. Введём полуинвариант 𝑆 =

∑︀𝑛
𝑖=1 (𝑡𝑖 − 𝑛)2, который будем называть отклонением. Докажем,

что этот полуинвариант всегда увеличивается, а именно при выборе людей с номерами 𝑖 ⩽ 𝑗:

(𝑡𝑖 − 1− 𝑛)2 + (𝑡𝑗 + 1− 𝑛)2 = (𝑡𝑖 − 𝑛)2 + (𝑡𝑗 − 𝑛)2 + 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2.

Таким образом, увеличение происходит на 2 · (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖) + 2, что не меньше двух.
Будем называть состояние процесса монотонным, если при всех 𝑖 ̸= 𝑗 при условии 0 < 𝑡𝑖, 𝑡𝑗 выполнено

𝑡𝑖 ̸= 𝑡𝑗 . Пусть 𝐶 — монотонное состояние с минимальным значением 𝑆 (будем называть его 𝑆𝐶). Заметим, что



все монотонные состояния можно получить из 𝐶, и при таком способе количество ходов будет максимальным.
При этом само 𝐶 можно получить не более, чем за 𝑆𝐶

2 ходов (и за такое число ходов его действительно
получить можно).

Для нечётного 𝑛:

𝑆𝐶

2
=

2 ·
∑︀𝑛−1

2
𝑖=1 𝑖2

2
=

𝑛−1
2 · 𝑛+1

2 · 𝑛
6

=
(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

Как только получено состояние 𝐶, заметим, что каждая из 𝑡𝑖 монет игрока с номером 𝑖 может добраться
до игрока с номером 𝑛 как максимум за 𝑛 − 𝑖 ходов. Поэтому теперь мы можем найти максимальное чис-
ло ходов, за которое закончится игра после получения состояния 𝐶, что равно

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑡𝑖 · (𝑛 − 𝑖). Осталось

посчитать:
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
𝑖+

𝑛− 1

2

)︂
· (𝑛− 𝑖) =

(︃
𝑛+ 1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑖

)︃
−

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑖2

)︃
+

(︃
𝑛− 1

2
· 𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

)︃

=
𝑛(𝑛+ 1)2

4
− 𝑛(𝑛+ 1)(2𝑛+ 1)

6
+

𝑛2(𝑛− 1)

2
=

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24

Наконец, общее количество шагов равно

(10𝑛− 2)𝑛(𝑛− 1)

24
+

(𝑛+ 1)𝑛(𝑛− 1)

24
=

(11𝑛− 1)𝑛(𝑛− 1)

24
.

♦ Только пример: 2 балла. Только оценка: 6 баллов.
♦ Замечен полуинвариант, дающий часть оценки (пока не получено монотонное множество): 2 балла.

8. Пусть 𝛼— единственный вещественный корень многочлена 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥− 1. Известно, что 1 < 𝛼 < 2.
Определим последовательность многочленов {𝑝𝑛(𝑥)}𝑛⩾0, приняв 𝑝0(𝑥) = 𝑥 и

𝑝𝑛+1(𝑥) = (𝑝𝑛(𝑥))
2 − 𝛼

при всех целых 𝑛 ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена 𝑝10(𝑥)?
Ответ: 232.
Решение. Обозначим два вещественных корня трёхчлена 𝑝1(𝑥) = 𝑥2−𝛼 как 𝑟 < 𝑠. Рассмотрим интервалы

𝐼1 = (−∞, 𝑟], 𝐼2 = [𝑟, 𝑠], 𝐼3 = [𝑠,∞), заданные этими корнями. Заметим, что

𝑝1 (𝐼1) = 𝑝1 (𝐼3) = [0,∞)

и
𝑝1 (𝐼2) = [−𝛼, 0].

Также рассмотрим многочлен 𝑝2(𝑥), обозначим его четыре вещественных корня как 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑. Также
рассмотрим значения многочлена для соответствующих интервалов

𝑝2((−∞, 𝑎]) = 𝑝2([𝑑,∞)) = [0,∞)

𝑝2([𝑎, 𝑏]) = 𝑝2([𝑐, 𝑑]) = [−𝛼, 0]

𝑝2([𝑏, 𝑐]) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Заметим, что последний интервал при подстановке в 𝑝3 превратится в интервал [0;𝛼], так как
(︀
𝛼2 − 𝛼

)︀2
=

𝛼2. Это означает, что у многочлена 𝑝3 в точке 𝑥 = 0 будет корень второй кратности.
Для интервала 𝐼, на котором 𝑝𝑛 монотонен, если 𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), то для 𝑝𝑛+1 мы можем разбить 𝐼 на два

монотонных интервала, один из которых отображается на [0,∞), а другой — на [−𝛼, 0]. Если 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0],
мы можем снова разбить 𝐼 на два монотонных интервала, один с отображением [−𝛼, 0], а другой —

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.

Наконец, если 𝑝𝑛(𝐼) =
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
, то его отображение при 𝑝𝑛+1 будет в точности [−𝛼, 0]. Напишем эти условия

схематично:
[0,∞) ↦→ [0,∞) + [−𝛼, 0];

[−𝛼, 0] ↦→ [−𝛼, 0] +
[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
;[︀

0, 𝛼2 − 𝛼
]︀
↦→ [−𝛼, 0].

Перейдём к подсчётам. Обозначим через 𝑥𝑛 количество интервалов 𝐼 в нашем разбиении, для которых
𝑝𝑛(𝐼) = [0,∞), через 𝑦𝑛 — количество интервалов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) = [−𝛼, 0] и через 𝑧𝑛 количество интер-
валов, для которых 𝑝𝑛(𝐼) =

[︀
0, 𝛼2 − 𝛼

]︀
.



Рассуждения выше дают нам соотношения 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛, 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛 и 𝑧𝑛+1 = 𝑦𝑛. Так как 𝑥1 =
2, 𝑦1 = 2, 𝑧1 = 0, мы получим, что 𝑥𝑛 = 2 для всех 𝑛 ⩾ 1, а 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 2 при всех 𝑛 ⩾ 3. Это задаёт
условие, очень похожее на числа Фибоначчи, и по индукции доказывается, что 𝑦𝑛 = 2𝐹𝑛+2−2 при всех 𝑛 ⩾ 1.
Каждый интервал в нашем разбиении содержит ровно один корень, а каждый корень содержится ровно в
двух интервалах разбиения, поэтому количество корней 𝑝𝑛 равно

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛
2

=
2 + (2𝐹𝑛+2 − 2) + (2𝐹𝑛+1 − 2)

2
= 𝐹𝑛+3 − 1

при всех 𝑛 ⩾ 2. Значит, количество корней 𝑝10(𝑥) равно 𝐹13 − 1 = 232.
♦ Идея разбиения на промежутки, отображения которых дают три интервала из решения: 2 балла.
♦ Только ошибка в подсчётах: дыра не более 4 баллов.

9. Пусть 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 — правильный пятиугольник. Точки 𝑃 и 𝑄 лежат на сторонах 𝐵𝐶 и 𝐶𝐷 соответ-
ственно так, что ∠𝐴𝑃𝑄 = 90∘ и ∠𝑃𝐴𝑄 = 36∘. Найдите градусную меру угла 𝑄𝐸𝐷.

Ответ: 18∘.
Решение. Пусть 𝐴𝑃 пересекает 𝐵𝐷 в точке 𝑋, а прямая 𝐶𝑋 пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑌 . Так как

∠𝑋𝐴𝑄 = ∠𝑋𝐷𝑄 = 36∘, то четырехугольник 𝐴𝑋𝑄𝐷 вписанный. Тогда ∠𝑃𝑋𝑄 = ∠𝑄𝐷𝐴 = 72∘. Поэтому
∠𝑃𝑋𝑄 + ∠𝑃𝐶𝑄 = 180∘. То есть, четырехугольник 𝑋𝑃𝐶𝑄 вписанный и ∠𝑋𝑃𝑄 = ∠𝑋𝐶𝑄 = 90∘. Тогда
∠𝐵𝐶𝑋 = ∠𝑋𝐶𝐴 = 18∘. Более того, ∠𝐵𝑋𝑌 = ∠𝐵𝑌𝑋 = 54∘. Треугольники 𝐵𝑋𝐶 и 𝐴𝑌 𝐶 подобны по двум
углам. Тогда 𝐴𝑌/𝐵𝑋 = 𝐴𝐶/𝐵𝐶. С другой стороны, ∠𝐴𝐵𝑋 = ∠𝐴𝐶𝑄, ∠𝐵𝐴𝑋 = ∠𝐶𝐴𝑄 и треугольники
𝐵𝐴𝑋 и 𝐶𝐴𝑄 тоже подобны по двум углам. Тогда 𝐶𝑄/𝐵𝑋 = 𝐴𝐶/𝐴𝐵 = 𝐴𝐶/𝐵𝐶. Следовательно 𝐴𝑌 = 𝐶𝑄
и 𝐵𝑌 = 𝐷𝑄. Это означает, что треугольники 𝑌 𝐵𝐶 и 𝑄𝐷𝐸 равны по углу и двум сторонам и ∠𝑄𝐸𝐷 =
∠𝑌 𝐶𝐵 = 18∘.
♦ Ответ представлен в виде аркфункции, всё остальное верно: 6 баллов.

10. Существуют ли граф 𝐺, все степени вершин которого чётны, и натуральное число 𝑛 такие, что для
любых двух (не обязательно различных) вершин 𝑢, 𝑣 существует нечётное число способов дойти из 𝑢 в 𝑣
ровно за 𝑛 шагов? (При «доходе» можно проходить по вершине или ребру несколько раз.)

Ответ: нет.
Решение. Через 𝑁(𝑣) будем обозначать множество всех вершин, смежных с 𝑣. Обозначим через 𝑓𝑛(𝑢, 𝑣)

количество доходов длины 𝑛, начинающихся в 𝑢 и кончающихся в 𝑣. Все равенства будут означать сравнения
по модулю 2.

Зафиксируем вершину 𝑣 и рассмотрим доходы длины 𝑑, ведущие из 𝑣 в 𝑣. На этих доходах существует
инволюция — разворот дохода задом наперёд. Все доходы разбиваются на пары, кроме тех, которые пере-
ходят сами в себя. Значит, 𝑓𝑑(𝑣, 𝑣) сравнимо с количеством неподвижных точек инволюции, которые мы
назовём 2-доходами. По предположению, количество 𝐵(𝑣) таких 2-доходов нечётно; в частности, они есть.

2-доход заключается в доходе длины 𝑑/2 из 𝑣 в какую-то вершину 𝑢, пройденном последовательно в двух
направлениях; в частности, мы уже понимаем, что 𝑑 чётно. Итак, 𝐵(𝑣) =

∑︀
𝑢 𝑓𝑑/2(𝑣, 𝑢). Но все доходы длины

𝑑/2, выходящие из 𝑣, разбиваются на группы доходов, отличающихся лишь последним ребром, и в каждой
группе число доходов чётно (ибо все степени чётны). Значит, и 𝑁(𝑣) чётно — противоречие.
♦ Доказано, что число 2-доходов из любой вершины нечётно: 4 балла.


