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ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр,
любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0
очков, за ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турни-
ра у каждого участника посчитали коэффициент Зоннеборна. Коэффициент Зоннеборна участника
складывается из суммы трех чисел: квадрата его числа очков, суммы всех очков соперников, у кото-
рых данный участник выиграл, и половины суммы очков соперников, с которыми данный участник
сыграл вничью. Докажите, что найдется участник с коэффициентом Зоннеборна не меньше 20 000.
2. Пусть ω — описанная окружность треугольника ABC, в котором AC < AB, K — середина

дуги BAC, KW — диаметр окружности ω. Окружность γ вписана в криволинейный треугольник,
образованный отрезками BC, AB и меньшей дугой AC окружности ω. Оказалось, что окружность γ
также касается KW в точке F . Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC, M —
середина меньшей дуги AK, а T — вторая точка пересечения MI с окружностью ω. Докажите, что
прямые FI, TW и BC пересекаются в одной точке.
3. Точка M внутри треугольника ABC такова, что ∠MAC = ∠MBC. Точка N симметрична M

относительно середины стороны AB. Докажите, что AM ·BM + CM · CN ⩾ 2S(ABC).
4. Илья отмечает на клетчатой плоскости несколько клеток. После этого проделываются следующие

операции: если у какой-то неотмеченной клетки отмечены хотя бы 4 соседних с ней по стороне или
углу, то её тоже отмечают. Верно ли, что Илья может выбрать натуральное n и отметить изначальные
n клеток таким образом, чтобы после нескольких операций оказалось не менее n2

2
+1000 отмеченных

клеток?
5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма по-

парных произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
6. Петя выписывает на доску все 2100 строк длины 100, состоящих из нулей и единиц, каждую — либо

красным, либо синим маркером. Затем Вася выбирает непустой набор позиций и разбивает все строки
на пары, в каждой из которых строки отличаются ровно в выбранных позициях. Всегда ли Вася
сможет выбрать этот набор позиций таким образом, чтобы среди этих пар количество одноцветных
отличалось от количества разноцветных?
7. Даны натуральные числа m и n, большие 1. Докажите, что существуют натуральные числа
a1 < a2 < . . . < am, для которых при любых i и j таких, что 1 ⩽ i < j ⩽ m, число aj делится на
n(aj − ai).
8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы 99 неотрицательных чисел,

не больших 1. Саша вместо этого подобрал 99 функций f1, f2, . . . , f99, и когда в компьютер вводят
числа x1, . . . , x99, он выводит сумму f1(x1)+ . . .+ f99(x99). Результат вычисления, конечно, не всегда
точен, но Саша говорит, что ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата суммы и
полученного результата) никогда не превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это
может быть верно?
9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность

треугольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC
пересекает отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC
в точках D1, E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников
DEF и D1E1F1 соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее,

для которого сумма an−2021+ . . .+ an−1+ an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается
в последовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an при всех
достаточно больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.
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ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр,
любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0
очков, за ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турни-
ра у каждого участника посчитали коэффициент Зоннеборна. Коэффициент Зоннеборна участника
складывается из суммы трех чисел: квадрата его числа очков, суммы всех очков соперников, у кото-
рых данный участник выиграл, и половины суммы очков соперников, с которыми данный участник
сыграл вничью. Докажите, что найдется участник с коэффициентом Зоннеборна не меньше 20 000.
2. Пусть ω — описанная окружность треугольника ABC, в котором AC < AB, K — середина дуги
BAC окружности ω. Окружность γ вписана в криволинейный треугольник, образованный отрезками
BC, AB и меньшей дугой AC окружности ω. Оказалось, что окружность γ также касается середин-
ного перпендикуляра к BC в точке F . Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC,
M — середина меньшей дуги AK окружности ω. Докажите, что MI = MF .
3. Точка M внутри треугольника ABC такова, что ∠MAC = ∠MBC. Точка N симметрична M

относительно середины стороны AB. Докажите, что AM ·BM + CM · CN ⩾ 2S(ABC).
4. Илья отмечает на клетчатой плоскости несколько клеток. После этого проделываются следующие

операции: если у какой-то неотмеченной клетки отмечены хотя бы 4 соседних с ней по стороне или
углу, то её тоже отмечают. Верно ли, что Илья может выбрать натуральное n, большее 1000, и
отметить изначальные n клеток таким образом, чтобы после нескольких операций оказалось не
менее n2

2
− 4 отмеченных клеток?

5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма по-
парных произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
6. На доске написан в ряд 2022 целых числа. За один ход Вася может выбрать натуральное число
1 ⩽ k ⩽ 2022, после чего Петя должен либо прибавить ко всем числам на местах с 1-го по k-ое по 1,
либо вычесть из всех чисел на местах с 1-го по k-ое по 1. Вася хочет, чтобы через несколько ходов
на доске появилось число, кратное 10. Может ли Петя ему помешать?
7. Даны натуральные числа m и n, большие 1. Докажите, что существуют натуральные числа
a1 < a2 < . . . < am, для которых при любых i и j таких, что 1 ⩽ i < j ⩽ m, число aj делится на
n(aj − ai).
8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы трёх неотрицательных чи-

сел, не больших 1. Саша вместо этого подобрал функции f , g и h, и когда в компьютер вводят числа
x, y и z, он выводит сумму f(x)+g(y)+h(z). Результат вычисления, конечно, не всегда точен, но Вася
говорит, что ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата и полученного результата)
никогда не превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это может быть верно?
9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность

треугольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC
пересекает отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC
в точках D1, E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников
DEF и D1E1F1 соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее,

для которого сумма an−2021+ . . .+ an−1+ an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается
в последовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an при всех
достаточно больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.
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ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200
игр, любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал
0 очков, за ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После
турнира у каждого участника посчитали коэффициент Бергера. Коэффициент Бергера участника
равен сумме всех очков соперников, у которых данный участник выиграл, плюс половина суммы оч-
ков соперников, с которыми данный участник сыграл вничью. Докажите, что сумма коэффициентов
Бергера всех участников не превосходит 10 миллионов.
2. Дана трапеция ABCD с параллельными сторонами AB и CD. Точка E выбрана на продолжении

стороны BC так, что отрезок AE пересекает отрезок CD. На отрезке AD нашлась точка F такая, что
∠EAD = ∠CBF . Пусть I — точка пересечения отрезков CD и EF , J — точка пересечения прямых
AB и EF , K — середина отрезка EF , причем K лежит на отрезке IE. Докажите, что K лежит
на описанной окружности △ABI тогда и только тогда, когда K лежит на описанной окружности
△CDJ .
3. Первоначально на доске написано натуральное число 200. Затем каждую минуту Неймар проде-

лывает следующую операцию. Он выбирает одно из чисел на доске, пусть n, и его делитель d > 1
и дописывает на доску число n + d. Какое наибольшее составное число Неймар никогда не сможет
написать на доске?
4. На плоскости провели 2022 прямые так, что никакие две проведённые прямые не параллельны,

никакие три не пересекаются в одной точке. Эти прямые разбили плоскость на конечные и беско-
нечные области. Может ли оказаться, что все конечные области имеют целую площадь?
5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма по-

парных произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
6. На доске написан в ряд 2022 целых числа. За один ход Вася может выбрать натуральное число
1 ⩽ k ⩽ 2022, после чего Петя должен либо прибавить ко всем числам на местах с 1-го по k-ое по 1,
либо вычесть из всех чисел на местах с 1-го по k-ое по 1. Вася хочет, чтобы через несколько ходов
на доске появилось число, кратное 10. Может ли Петя ему помешать?
7. Докажите, что для любого натурального числа n существует натуральное число k такое, что все

числа k, k2, . . . , kn имеют в своей десятичной записи четыре подряд идущие цифры, образующие
число 2022.
8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы двух неотрицательных чи-

сел, не больших 1. Саша вместо этого подобрал функции f и g, и когда в компьютер вводят числа x
и y, он выводит сумму f(x)+g(y). Результат вычисления, конечно, не всегда точен, но Саша говорит,
что ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата суммы и полученного результата)
никогда не превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это может быть верно?
9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность

треугольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC
пересекает отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC
в точках D1, E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников
DEF и D1E1F1 соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее,

для которого сумма an−2021+ . . .+ an−1+ an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается
в последовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an при всех
достаточно больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.


