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ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За
один ход игрок должен совершить одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутренним
точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаранти-
ровать себе победу.
2. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, а точки IA, IB, IC , ID – центры вписанных окружностей

треугольников BCD, CDA, DAB и ABC соответственно. Известно, что прямые AC, BD, IAIC и IBID
пересекаются в одной точке. Докажите, что ABCD — параллелограмм.
3. Точка P лежит внутри правильного 99-угольника A1A2 . . . A99. Для каждого i = 1, 2, . . . , 99 прямая
AiP пересекает этот 99-угольник в точке Bi. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.

4. Каждое ребро полного графа со 100 вершинами окрашено в красный или синий цвет. Простой
путь по рёбрам называется гамильтоновым, если он проходит по каждой вершине ровно один раз.
Пусть a — количество различных гамильтоновых путей, проходящих только по красным рёбрам, b —
количество гамильтоновых путей, проходящих только по синим рёбрам. Докажите, что a− b кратно 4
(пути считаются различными, если вершины в них идут в разном порядке).
5. Равносторонний треугольник со стороной 100 разбит на 10 000 маленьких равносторонних треуголь-

ников со стороной 1. Какое наибольшее количество из 1+2+ · · ·+101 вершин маленьких треугольников
можно отметить так, чтобы ни у одного маленького треугольника и ни у одной составленной из ма-
леньких треугольников равнобедренной трапеции высотой в один треугольник не были отмечены все
вершины?
6. Докажите, что при любом натуральном n количество натуральных делителей числа n! является

делителем числа (2n)!.
7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(

a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
+ 9.

8. Бесконечное множество S положительных чисел назовём плотным, если на каждом отрезке вида
[ 1
n+1

, 1
n
] (где n — произвольное натуральное число) существует число, являющееся разностью двух эле-

ментов из S. Существует ли плотное множество, из которого нельзя выбрать несколько элементов с
суммой, большей 102022?
9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей ост-

роугольного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная
окружность касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка
E лежит на вписанной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F .
Докажите, что AF = AI.
10. Дано натуральное число N ⩾ 3. Изначально последовательность a0, . . . , aN−1 состоит целиком из

нулей. Нумерацию членов в последовательности считаем циклической, то есть ai и ai+N — один и тот
же элемент. Разрешается проделывать следующие операции:
(1) Выбрать любой делитель d числа N , d ̸= N , целое число 0 ⩽ s < d и вещественное число c.
Прибавить c ко всем членам as+id, где i от 0 до N/d− 1. Стоимость этой операции равна 0.
(2) Выбрать произвольный индекс i и вещественное число c. Вычесть c из членов ai+1 и ai−1, и прибавить
2c к ai. Стоимость этой операции равна |c|.
После нескольких таких операций один из членов последовательности стал равен 1, а остальные 0.
Докажите, что суммарная стоимость произведенных операций не менее N2/100.
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ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За
один ход игрок должен совершить одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутренним
точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаранти-
ровать себе победу.
2. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, а точки IA, IB, IC , ID – центры вписанных окружностей

треугольников BCD, CDA, DAB и ABC соответственно. Известно, что прямые AC, BD, IAIC и IBID
пересекаются в одной точке. Докажите, что ABCD — параллелограмм.
3. Точка P лежит внутри правильного 99-угольника A1A2 . . . A99. Для каждого i = 1, 2, . . . , 99 прямая
AiP пересекает этот 99-угольник в точке Bi. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.

4. В графе G не менее 4 вершин. Множество вершин графа G разбивается на два непересекающихся
непустых множества A и B так, что все возможные ребра между A и B есть в G (также в G могут быть
какие-то ребра внутри A и внутри B). Простой путь по рёбрам графа G называется гамильтоновым,
если он проходит по каждой вершине ровно один раз. Докажите, что количество гамильтоновых путей
в графе G кратно 4 (пути считаются различными, если вершины в них идут в разном порядке).
5. Равносторонний треугольник со стороной 100 разбит на 10 000 маленьких равносторонних треуголь-

ников со стороной 1. Какое наибольшее количество из 1+2+ · · ·+101 вершин маленьких треугольников
можно отметить так, чтобы ни у одного маленького треугольника и ни у одной составленной из ма-
леньких треугольников равнобедренной трапеции высотой в один треугольник не были отмечены все
вершины?
6. Докажите, что при любом натуральном n количество натуральных делителей числа n! является

делителем числа (2n)!.
7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(

a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
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8. На доске записано натуральное число, в записи которого используются только нули и двойки.
Сережа за одну операцию может выбрать любую двойку и заменить её на 2022 (например, 2022 →
2020222 → 2020220222 → . . .). Для какого наименьшего N можно гарантированно утверждать, что не
более чем за N операций Сережа сможет получить число, кратное 11?
9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей ост-

роугольного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная
окружность касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка
E лежит на вписанной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F .
Докажите, что AF = AI.
10. Изначально последовательность a0, . . . , a11 состоит целиком из нулей. Разрешается проделывать

следующие операции:
(1) Прибавить одно и то же вещественное число ко всем членам, индекс которых даёт один и тот же
остаток при делении на 3, или ко всем членам, индекс которых даёт один и тот же остаток при делении
на 4. Стоимость этой операции равна 0.
(2) Выбрать произвольный индекс i и вещественное число c. Вычесть c из членов ai+1 и ai−1, и прибавить
2c к ai (здесь считается, что a12 = a0). Стоимость этой операции равна |c|.
После нескольких таких операций один член последовательности стал равен 1, а остальные 0. Докажите,
что суммарная стоимость проделанных операций больше 7/2.
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ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За
один ход игрок должен совершить одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутренним
точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаранти-
ровать себе победу.
2. В параллелограмме ABCD, ∠ABD = 90◦ и ∠CBD = 45◦. Точка E на отрезке AD такова, что
BC = CE. Найдите ∠BCE.
3. Точка P лежит внутри правильного 99-угольника A1A2 . . . A99. Для каждого i = 1, 2, . . . , 99 прямая
AiP пересекает этот 99-угольник в точке Bi. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.

4. На доске записано натуральное число, в записи которого используются только нули и двойки.
Сережа за одну операцию может выбрать любую двойку и заменить её на 202 (например, 2022 →
202022). Докажите, что не более чем за 10 операций (возможно за 0) Сережа сможет получить число,
кратное 11.
5. Равносторонний треугольник со стороной 100 разбит на 10 000 маленьких равносторонних треуголь-

ников со стороной 1. Какое наибольшее количество из 1+2+ · · ·+101 вершин маленьких треугольников
можно отметить так, чтобы ни у одного маленького треугольника и ни у одной составленной из ма-
леньких треугольников равнобедренной трапеции высотой в один треугольник не были отмечены все
вершины?
6. У алхимика есть 8088 медных слитков, 6066 бронзовых слитков, 4044 серебряных слитков и 2022

золотых слитков. Он может взять два слитка из разных металлов и превратить их в два слитка двух
других металлов (например, вместо медного и бронзового слитка получить серебряный и золотой).
Какое наибольшее количество золотых слитков может получить алхимик?
7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(

a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
+ 9.

8. Найдите все тройки целых чисел (a, b, c) такие, что a+b+c = 0, a ⩾ 0 ⩾ b ⩾ c и N = 97−a3b−b3c−c3a
– точный квадрат.
9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей ост-

роугольного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная
окружность касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка
E лежит на вписанной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F .
Докажите, что AF = AI.

10. Решите систему уравнений 1
xy

= x
z
+ 1, 1

yz
= y

x
+ 1, 1

zx
= z

y
+ 1 в вещественных числах.


