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1. Числитель и знаменатель дроби — натуральные числа. Если их увеличить на 1, дробь увеличится
на 1

20
. А если исходные числитель и знаменатель увеличить на 2, дробь увеличится на 1

12
. На сколько

увеличится исходная дробь, если её числитель и знаменатель увеличить на 3?

2. На доске нарисован правильный 99-угольник. Алиса выбирает какую-нибудь тройку его вершин,
образующих тупоугольный треугольник. Затем они по очереди (начинает Вера) заменяют одну из
вершин треугольника на еще не использовавшуюся ранее (при этом нельзя заменять ту вершину,
которую только что в качестве замены добавила соперница). Все треугольники, полученные Верой,
должны оказываться остроугольными, а полученные Алисой — тупоугольными. Проигрывает тот,
кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

3. Вася задумал натуральное m > 1 и написал на доске несколько различных натуральных чисел.
Затем для каждой пары чисел на доске он выяснил, на какую наибольшую (возможно, нулевую)
степень числа m делится их разность. Оказалось, что разных ответов у Васи k. Какое наибольшее
количество чисел могло быть на доске?

4. AB — наименьшая сторона остроугольного треугольника ABC, точка D — середина стороны
AB. Пусть P — точка внутри ABC такая, что ∠CAP = ∠CBP = ∠ACB. Точки M и N — проекции
точки P на стороны AC и BC соответственно. Через точку M провели прямую, параллельную BC,
а через точку N — параллельную AC. Эти прямые пересекаются в точке K. Найдите KD/PC.

5. Сумма квадратов трёх положительных чисел a, b, c равна 12. Докажите неравенство
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⩾ 16.

6. Дано подмножество H множества целых чисел такое, что любое целое число представляется
одним и тем же чётным числом способов в виде суммы нескольких различных чисел из H (суммой
0 чисел считается 0). Обязательно ли 0 ∈ H?

7. Пусть k – натуральное число, p > 3 – простое, и n – целое неотрицательное число, не превосхо-
дящее pk−1. Докажите, что

Cpn
pk

≡ Cn
pk−1 (mod p2k+1).

8. Точка O — центр описанной окружности Ω остроугольного треугольника ABC. На сторонах
AB, AC выбраны точки D, E соответственно. Прямая, проходящая через A перпендикулярно DE,
пересекает описанную окружность треугольника ADE и окружность Ω в точках P , Q соответственно.
Пусть N — точка пересечения отрезков OQ и BC, S — точка пересечения лучей OP и DE, а W —
ортоцентр треугольника SAO. Докажите, что точки S, N , O, W лежат на одной окружности.


