
XXV КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Тверь, 28.11 – 05.12.2022

Юниоры, высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. Клетки доски 100× 100 раскрашены в несколько цветов так, что клеток каждого цвета не более 104.

При каком наименьшем k заведомо найдётся прямоугольник k × 1 или 1× k клеток, содержащий клетки
по крайней мере трех различных цветов?
Ответ: 12. Решение. Пример. Разобьём доску на 100 квадратов со стороной 10 и покрасим каждый

квадрат в свой цвет. Тогда каждая полоска 1 × 11 и 11 × 1 содержит клетки максимум 2 квадратов, а,
следовательно, и цветов. Получаем, что k ⩾ 12.

Оценка. Покажем, что прямоугольник 1× 12 или 12× 1, окрашенный хотя бы в 3 цвета, найдётся всегда.
Предположим противное. Покроем строку девятью полосками 1×12: [1, 12], [12, 23], [23, 34], . . . , [89, 100]. Тогда
в первой полоске не более 2 цветов, а в каждой следующей — не более одного нового цвета. Получаем, что в
каждой строке не более 10 различных цветов. Аналогично, в каждом столбце не более 10 различных цветов.

Рассмотрим какой-нибудь цвет. Пусть клеток данного цвета n, и этот цвет присутствует в r строках и c
столбцах. Покажем, что r + c ⩾ n

5 . Если 100 < n ⩽ 104, то r + c ⩾ 21, и данное неравенство верно. Иначе
n ⩽ 100, и тогда можно применить оценку r + c ⩾ 2

√
rc ⩾ 2

√
n ⩾ n

5 .
Просуммировав полученное неравенство по всем цветам, мы получим, что суммарно все цвета встреча-

ются хотя бы 1002

5 = 2000 строках и столбцах. С другой стороны, всего строк и столбцов 200, в каждом не
более 10 цветов. Таким образом, неравенство обращается в равенство. Нетрудно проверить, что неравенство
r + c ⩾ n

5 обращается в равенство только для n = 100, r = c = 10. Таким образом, в каждой строке и в
каждом столбце должно быть по 10 клеток 10 цветов.

Рассмотрим какие-нибудь две соседние разноцветные клетки в строке на отрезке [11, 90]. Пусть они имеют
координаты x и x + 1. Тогда среди отрезка x − 10, x+ 1 уже есть две клетки разных цветов, и потому весь
отрезок будет покрашен в эти два цвета. Аналогично верно для отрезка x, x+11. Следовательно, мы нашли
хотя бы 22 клетки каких-то двух цветов. Противоречие.
♦ Правильный ответ с примером : 2 балла.
♦ Только оценка: 6 баллов.

2. На сторонах AC, BC, AB треугольника ABC выбраны точки A1, B1, D соответственно. Отрезки
CD и A1B1 пересекаются в точке M , причем A1M = B1M . Докажите, что

AA1

A1C
+

BB1

B1C
⩾ 2 · DM

MC
.

Решение. Обозначим x = AA1
A1C

, y = BB1
B1C

, z = DM
MC . Нам нужно доказать, что x + y ⩾ 2z. Поставим в

вершины A,B,C массы y + 1, x + 1, (y + 1)x + (x + 1)y соответственно. Тогда центр масс системы попадет
в точку M , поскольку (y + 1)A и (y + 1)xC сносятся в (x + 1)(y + 1)A1, и аналогично (x + 1)B и (x + 1)yC
сносятся в (x+1)(y+1)B1, а M — середина A1B1. Отсюда следует, что (y+1)A и (x+1)B должны сноситься
на прямую CD, т.е. в точку (x + y + 2)D. Получаем, что z = (y+1)x+(x+1)y

x+y+2 . Нам осталось доказать, что это
выражение не больше (x+ y)/2. После домножения на x+ y + 2 это неравенство очевидно.

3. Перед Алисой лежит колода из 1000 карточек с числами от 1 до 1000 (на каждой карточке ровно
одно число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой
вверх). Каждым ходом Алиса берет верхнюю карту из колоды, кладет её лицевой стороной на стол и,
если она ещё не отметила ни одной карты, она может отметить ту карту, которую достала из колоды
на текущем ходу.

Игра длится 101 ход, за время игры Алиса обязана отметить одну карту. Пусть Алиса отметила
карту с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет,
чтобы число |M − A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать,
что |M −A| ⩽ d независимо от изначального расположения карт?
Ответ: 474. Решение. Покажем, что d ⩾ 474. Пусть Алиса достаёт из колоды следующую последова-

тельность карт: 475, 474, . . . , 426, 949, 950, . . . , 998, 1. В этом случае M = 475, и либо d ⩾ 474, либо Алиса
должна отметить карту 426 ⩽ A ⩽ 475. Однако, если она отметит карту 426 ⩽ A ⩽ 475, то далее она могла



вытащить карты 949, . . . 999, и тогда |M −A| = 949−A ⩾ 474. Следовательно, d ⩾ 474. Приведём стратегию
за Алису. Заметим, что 51 ⩽ M ⩽ 950. Следовательно, если в какой-то момент она достаёт карту с числом
от 476 до 525, то она выберет её и добьётся желаемого. Поделим остальные числа на большие (которые
больше 525) и маленькие (которые меньше 474). Тогда пусть Алиса, увидев 51-е большое или 51-е маленькое
число, отметит его. Тогда M и A будут одновременно большими или одновременно маленькими числами.
Нетрудно заметить, что разности между любыми двумя большими и между любыми двумя маленькими не
превосходят 474. Следовательно, Алиса может добиться d ⩽ 474.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последовательности назовем
эквивалентными, если одну из них можно получить из другой несколькими операциями следующего типа:
выбрать блок подряд идущих чисел, в котором неравное количество нулей и единиц, а затем перевернуть
их порядок внутри блока (так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).

Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных последовательно-
стей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.
Ответ: 2025 Решение. Приведем пример попарно неэквивалентных последовательностей.

Ai = 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
i−1

00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2023−i

при 1 ⩽ i ⩽ 2023

A2024 = 1010 · · · 10
A2025 = 0101 · · · 01

Любые операции с A2024 и A2025 переводят их самих в себя, а во всех остальных Ai разное число единиц.
Докажем, что не существует 2026 попарно неэквивалентных последовательностей. Докажем, индукцией

по длине последовательности, что в любой последовательности X можно передвинуть все единицы в начало,
кроме случая, когда в ней единицы и нули чередуются. Найдем в X блок подряд идущих одинаковых цифр
наибольшей длины k. Так как мы откинули случай, когда нули и единицы чередуются, гарантированно
k ⩾ 2. Пусть, НУО, это блок единиц (если нулей, то будем двигать его направо). Если этот блок не является
началом последовательности, то можно его сдвинуть на 1 влево

0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

0

Проделывая эту операцию, пока можем, получим 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
⩾k ones

X ′, где X ′ начинается с 0. Если в X ′ не череду-

ются нули и единицы, то можно применить к нему индукционное предположение, и передвинуть все единицы
в начало. Пусть чередуются. Тогда сделаем следующее:

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ

010101...→0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

010101...→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

00101...

В оставшемся куске единицы и нули не чередуются, поэтому по индукционному предположению можно
все единицы сдвинуть в начало.
♦ Только пример попарно неэквивалентных последовательностей: 4 балла.
♦ Оценка, что нет других классов: 6 баллов.

5. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а ωA, ωB, ωC его вневписанные окруж-
ности. Пусть ℓA — прямая, проходящая через точки касания касательных из I к ωA, аналогично опре-
деляются прямые ℓB и ℓc. Докажите, что ортоцентр треугольника, образованного прямыми ℓA, ℓB, ℓC ,
совпадает с точкой Нагеля треугольника ABC.
Решение. Сначала докажем одну лемму.

Лемма. Пусть точка P лежит вне окружностей Ω1 и Ω2. Пусть ℓ1 — прямая, проходящая через точки
касания касательных из P к Ω1, аналогично определим линию ℓ2, и пусть Q будет точкой пересечения прямых
ℓ1 и ℓ2. Тогда середина отрезка PQ лежит на радикальной оси Ω1 и Ω2.

Доказательство леммы. Пусть Ω — окружность с центром P и нулевым радиусом. Обозначим точки
касания из P к Ω1 и Ω2 через S1, T1, S2 и T2. Тогда средняя линия треугольника PS1T1, параллельная S1T1,
является радикальной осью Ω и Ω1. Аналогично, средняя линия треугольника PS2T2, параллельная S2T2,
является радикальной осью Ω и Ω2. Так как середина отрезка PQ лежит на обеих этих осях, мы заключаем,



что она является радикальным центром Ω, Ω1 и Ω2. Таким образом, он также лежит на радикальной оси Ω1

и Ω2.
Пусть ∆ — треугольник, образованный прямыми ℓA, ℓB и ℓC . Пусть также H — ортоцентр ∆. Заметим,

что стороны ∆ параллельны биссектрисам внешних углов треугольника ABC. Таким образом, высоты ∆
параллельны попарным радикальным осям ΩA, ΩB и ΩC . Из леммы следует, что середина отрезка IH яв-
ляется радикальным центром ΩA, ΩB и ΩC . Обозначим через J центр вписанной окружности серединного
треугольника для треугольника ABC. Тогда J является серединой отрезка IN , поскольку точка Нагеля тре-
угольника совпадает с центром вписанной окружности удвоенного треугольника. Нам осталось доказать, что
J является радикальным центром ΩA,ΩB и ΩC . Тогда из этого сразу следует, что точки H и N совпадают.
Пусть M — середина стороны BC, и пусть ΩB и ΩC касаются прямой BC в точках U и V соответственно.
Тогда M является серединой отрезка UV , а значит M лежит на радикальной оси ΩB и ΩC . Кроме того, так
как треугольник ABC и его серединный треугольник гомотетичны, следует, что прямые MJ и AI парал-
лельны, а значит, прямая MJ перпендикулярна прямой проходящей через центры ΩB и ΩC . Таким образом,
прямая MJ совпадает с радикальной осью ΩB и ΩC . Аналогично, J лежит на радикальных осях ΩA с ΩB и
ΩC . Следовательно, J действительно является радикальным центром ΩA, ΩB и ΩC .

6. Дано натуральное число n, свободное от квадратов. Пусть D — множество всех натуральных де-
лителей n. Подмножества A,B множества D удовлетворяют условию, что для любых a ∈ A и b ∈ B
справедливо, что a не делится на b и b не делится на a. Докажите, что√

|A|+
√

|B| ⩽
√
|D|.

Решение. Заметим, что если a1|x|a2, где a1, a2 ∈ A, то мы можем добавить x в A, не нарушая условия.
Следовательно, неравенство достаточно доказать только в случае, когда x также принадлежит A.

Обозначим через V множество чисел из D, являющихся делителями хотя бы одного числа a ∈ A. Анало-
гично, обозначим через W множество чисел из D, кратных хотя бы одному числу a ∈ A.

Лемма. |A||D| ⩽ |V ||W |.
Доказательство будет вестись индукцией по |D|. База |D| = 1 очевидна.
Переход.
Выберем p — делитель n и разобьём D на множества D0 и D1: в D1 собраны делители n, делящиеся на

p, а в D0 — не делящиеся. Аналогично поступим с A, V и W .
Так как |V0| ⩾ |V1| и |W0| ⩽ |W1|, то, применив неравенство Чебышёва, мы получим

|V ||W | = (|V0|+ |V1|)(|W0|+ |W1|) ⩾ 2 (|V0||W0|+ |V1||W1|)

Далее, разделив все числа из D1 на p1 и воспользовавшись предположением индукции, мы получаем

2 (|V0||W0|+ |V1||W1|) = (|A0||D0|+ |A1||D1|) = |D|(|A0|+ |A1|) = |A||D|.

По предположению A ⊂ V ∩W , а также V ∪W ⊂ D \B. Отсюда следует, что

|D| − |B|+ |A| ⩾ |V ∩W |+ |V ∪W | = |V |+ |W | ⩾ 2
√
|V ||W | ⩾ 2

√
|A||D|,

что, как нетрудно понять, равносильно требуемому неравенству.
♦ Доказана лемма из решения: 4 балла.

7. Верно ли, что для любого положительного вещественного числа λ существует натуральное число
n ⩾ 2 и n натуральных чисел a1, a2, . . . , an таких, что a1 < a2 < . . . < an < 2nλ и для любого
k = 1, 2, . . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

Ответ: Верно. Решение. Требуемые делимости являются симметричным условием, поэтому сначала
найдём множество чисел, удовлетворяющих данному условию, а после упорядочим его и получим соответ-
ствующий набор ai.

Будем строить пример вида

{b1, . . . , bN+2t−t+1} = {p1, p2, . . . , p2t , 2t, 2t+1, . . . , 2N},

где pi — различные простые числа, а параметры t,N мы выберем позже.



Заметим, что делимость из условия выполнена для степеней двойки:

N+2t−t+1∑
j=1

НОД(bj , 2
k) =

2t∑
i=1

НОД(pi, 2
k) +

N∑
i=t

(2i, 2k) = 2t + (2k − 2t) + (N − k + 1)2k
... 2k.

Для простых чисел мы хотим делимости на pk выражения
∑N+2t−t+1

j=1 gcd(bj , pk) = N + 2t − t+ pk.
Наконец, для выполнения неравенства нам достаточно, чтобы все простые числа были меньше 2N , а

также 2N < λ2N+2t−t+1, то есть 2t+1−2t < λ.
Все эти условия можно выполнить. Сначала возьмём t, для которого 2t+1−2t < λ, затем возьмём 2t

различных простых чисел. После подберём N , сравнимое с t− 2t по модулю p1 . . . p2t , которое будет больше
всех pk. При таких условиях наш пример будет удовлетворять всем условиям.
8. При каком наибольшем N существуют числа 0 < x1, x2, . . . , xN ⩽ 2022 и 0 ⩽ y1, y2, . . . , yN ⩽ 2022,

такие, что при всех 1 ⩽ i < j ⩽ N ∣∣∣∣ yixi − yj
xj

∣∣∣∣ ⩾ 1

xixj(yi + yj)
?

Ответ: 3 · 20223. Решение. Рассмотрим на координатной плоскости N точек Pi(xi, yi). По условию они
лежат в квадрате K, заданном неравенствами 0 < x ⩽ 2022, 0 ⩽ y ⩽ 2022, но не на его левой стороне.
Умножая неравенство из условия на xixj , получим |xiyj − xjyi| ⩾ 1

yi+yj
. В нашей геометрической интерпре-

тации это значит, что площадь каждого треугольника OPiPj , где O – начало координат, не меньше 1
2(yi+yj)

.
Передвинем каждую точку Pi вдоль луча OPi так, чтобы она попала на сторону квадрата K (алгебраиче-
ски – умножим оба числа каждой пары (xi, yi) на одно и то же число так, чтобы большее из чисел стало
равно 2022). Очевидно, условие на площади треугольников сохранится. Рассмотрим по отдельности точки
на верхней и правой сторонах квадрата (правый верхний угол припишем к верхней стороне).

Поскольку для любых двух точек Pi и Pj на верхней стороне площадь треугольника OPiPj не меньше
1

2(yi+yj)
= 1

4·2022 , а высота, опущенная на PiPj из O равна 2022, каждый отрезок PiPj имеет длину не менее
1

2·20222 , поэтому таких отрезков не более 2 · 20223 − 1 (напомним, что точки с абсциссой 0 у нас быть не
может), а точек на верхней стороне не более 2 · 20223.

Для любых двух точек Pi и Pj на правой стороне имеем xi = xj = 2022, yi, yj < 2022. По условию
|yi − yj | ⩾ 1

2022(yi+yj)
, то есть |y2i − y2j | ⩾ 1

2022 . Поэтому точек на правой стороне не более 20223.
Пример 3 · 20223 пар, удовлетворяющих условию, доставляют 2 · 20223 точек вида ( k

2·20222 , 2022) c 1 ⩽ k ⩽

2 ·20223 и 20223 точек вида (2022,
√

k
2022) с 0 ⩽ k ⩽ 20223−1. Если две точки Pi и Pj лежат на одной стороне

квадрата K, условие для них выполнено по построению. Если же точка Pi(x, 1) лежит на верхней стороне, а
точка Pj(1, y) на правой, рассмотрим точку P (1, 1). По построению площадь треугольника OPPj не меньше

1
2(y+1) . А площадь треугольника OPiPj ещё больше (так как сторона OPj у него та же, а высота больше).
Поэтому точки Pi и Pj также удовлетворяют условию.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.
9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi} соотношением
an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары (a0, b0), для которых a2022 = a0 и
b2022 = b0.
Ответ: Пары вида (a, 0), где a — любое вещественное. Решение. Легко видеть, что пары из условия

подходят. Докажем, что в любой подходящей паре обязательно b0 = 0. Просуммируем по периоду следующие
величины:

2021∑
i=0

ai+1 =

2022∑
i=1

ai+1 =

2021∑
i=0

(ai + bi) =

2021∑
i=0

ai +

2021∑
i=0

bi =⇒
2021∑
i=0

bi = 0.

0 =

2021∑
i=0

bi =

2022∑
i=1

bi =

2021∑
i=0

aibi

2021∑
i=0

a2i+1 =
2021∑
i=0

(ai + bi)
2 =

2021∑
i=0

a2i +
2021∑
i=0

b2i + 2
2021∑
i=0

aibi =
2021∑
i=0

a2i +
2021∑
i=0

b2i =⇒
2021∑
i=0

b2i = 0.

♦ Только ответ с примером: 0 баллов.



10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает помощнику натураль-
ное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из букв А, Б, В. Зритель смотрит
на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все вхождения выбранной буквы из строки. После
этого фокусник, глядя на оставшуюся строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли
фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?
Ответ: Могут. Решение 1. Сопоставим каждому числу последовательность из букв А и Б длины

2022. В этой последовательности после каждой буквы поставим букву В. Получим строку длины 4044. Её
и запишет помощник, за исключением двух случаев: если последовательность состоит только из букв А, то
помощник пишет строку из 4041 буквы В и двух букв А и одной Б. Если последовательность состоит только
из букв Б, то помощник пишет строку из 4040 букв В и трех букв Б и одной А. Покажем, что после удаления
какой-то буквы, фокусник сможет восстановить исходную последовательность. Назовем все строки, кроме
двух исключительных, строками первого типа. А исключительные строки второго типа.

1) В строках первого типа останется или ровно 2022 символа А и Б, или ровно 2022 символа В и сколько-то
символов А или Б. Очевидно, из строк второго типа такого остаться не может. Поэтому мы можем отличить
строки первого типа от второго, и можем различить строки второго типа друг от друга, так как там разное
количество вхождений одной и той же буквы.

2) Покажем, что мы можем отличать строки первого типа. Если мы видим, что осталась последователь-
ность из 2022 букв А и Б, то мы понимаем, что ровно её и загадал помощник. Пусть мы видим ровно 2022
букв В и ещё сколько-то букв, например А. Каждую букву А объединим с идущей после неё В и одновре-
менно каждую пару заменим просто на букву А. Все буквы В, которые не вошли в пару с А, заменим на Б.
Мы получили последовательность, загаданную помощником.
Решение 2. Назовём блоком последовательности вида А. . . АБ. . . БВ . . . В и В. . . ВБ. . . БА . . . А, в кото-

рых поровну букв А, Б и В. Рассмотрим строки длины 4044, состоящие из одного или нескольких подряд
идущих блоков. Покажем, что при стирании всех вхождений любой буквы строки остаются различными.
Действительно, после стирания остаётся слово, состоящее из блоков X. . . XY. . . Y и Y. . . YX. . . X. Посмотрев,
сколько раз в начале повторяется первая буква, мы определим первый блок. Аналогично, можно определить
второй блок, и так далее.

Так как последовательностей из n блоков будет 2nCn−1
1347, то всего таких строк будет

∑
2nCn−1

1347 = 2(2 +
1)1347 = 2 ·31347. Покажем, что 2 ·31347 > 22022. Действительно, 2 ·31347 = 2

39
674, 22022 = 8674, и по неравенству

Бернулли имеем
(
9
8

)674
⩾ 1 + 674

8 > 3
2 .

Таким образом, фокусник и помощник могут сопоставить каждому числу строку, состоящую из бло-
ков. И так как после стирания строки остаются различными, то фокусник сможет восстановить строку, и,
следовательно, число, задуманное зрителем.



XXV КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Тверь, 28.11 – 05.12.2022

Юниоры, первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. Внутри треугольника ABC (AB = AC) выбрана точка D такая, что ∠DBC = 30◦, ∠DBA = 50◦,
∠DCB = 55◦. Найдите угол DAC.
Ответ: 5◦ Решение 1. Пусть биссектриса угла A пересекает отрезок BD в точке E. Тогда ∠EBC =

∠ECB = 30◦, ∠ECD = ∠DCA = 25◦, ∠CED = ∠ECD + ∠CBE = 60◦, ∠AED = ∠EAB + ∠EBA = 60◦.
Следовательно, D — центр вписанной окружности треугольника AEC, ∠CAD = ∠DAE = 5◦.
Решение 2. Пусть ∠DAC = α. Перемножив теоремы синусов для треугольников △ABD и △ACD,

получим

1 =
BA

AD
· DA

AC
=

sin(70◦ − α)

sin 50◦
· sin 25◦

sin(25◦ + α)

Докажем, что α = 5◦ удовлетворяет этому равенству: sin 30◦ · sin 50◦ = sin 25◦ · sin 65◦. Что верно, так
как 2 sin 25◦ · sin 65◦ = 2 sin 25◦ cos 25◦ = sin 50◦. Ну по сумме углов (70◦ − α) + (25◦ + α) = 95◦ и заданному
отношению синусов угол α определяется однозначно.
♦ Только ответ: 0 баллов.

2. На сторонах AC, BC, AB треугольника ABC выбраны точки A1, B1, D соответственно. Отрезки
CD и A1B1 пересекаются в точке M , причем A1M = B1M . Докажите, что

AA1

A1C
+

BB1

B1C
⩾ 2 · DM

MC
.

Решение. Обозначим x = AA1
A1C

, y = BB1
B1C

, z = DM
MC . Нам нужно доказать, что x + y ⩾ 2z. Поставим в

вершины A,B,C массы y + 1, x + 1, (y + 1)x + (x + 1)y соответственно. Тогда центр масс системы попадет
в точку M , поскольку (y + 1)A и (y + 1)xC сносятся в (x + 1)(y + 1)A1, и аналогично (x + 1)B и (x + 1)yC
сносятся в (x+1)(y+1)B1, а M — середина A1B1. Отсюда следует, что (y+1)A и (x+1)B должны сноситься
на прямую CD, т.е. в точку (x + y + 2)D. Получаем, что z = (y+1)x+(x+1)y

x+y+2 . Нам осталось доказать, что это
выражение не больше (x+ y)/2. После домножения на x+ y + 2 это неравенство очевидно.

3. Перед Алисой лежит колода из 140 карточек с числами от 1 до 140 (на каждой карточке ровно одно
число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой вверх).
Каждым ходом Алиса берет верхнюю карту из колоды, кладет её лицевой стороной на стол и, если она ещё
не отметила ни одной карты, она может отметить ту карту, которую достала из колоды на текущем
ходу.

Игра длится 101 ход, за время игры Алиса обязана отметить одну карту. Пусть Алиса отметила
карту с числом A, а число M — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет,
чтобы число |M − A| было как можно меньше. Для какого наименьшего d Алиса может гарантировать,
что |M −A| ⩽ d независимо от изначального расположения карт?

Ответ: 39. Решение. Приведём стратегия за Алису. Заметим, что 51 ⩽ M ⩽ 90. Следовательно, так как
в какой-то момент она достаёт карту с числом от 51 до 90, то она выберет её и добьётся желаемого.

Покажем, что d ⩾ 39. Пусть Алиса достаёт из колоды следующую последовательность карт: 2, 3, . . . 51, 90, 91, . . . , 139.
Если Алиса отметит карту в первой половине списка, то дальше она может достать 140, и мы получим
|M − A| = 90 − A ⩾ 39. Если же Алиса отметит карту во первой половине списка или не отметит вовсе, то
последней картой она может достать 1, и мы получим |M −A| = |51−A| ⩾ 39. Следовательно, d ⩾ 39.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.
4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последовательности назовем

эквивалентными, если одну из них можно получить из другой несколькими операциями следующего типа:
выбрать блок подряд идущих чисел, в котором неравное количество нулей и единиц, а затем перевернуть
их порядок внутри блока (так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).



Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных последовательно-
стей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.
Ответ: 2025 Решение. Приведем пример попарно неэквивалентных последовательностей.

Ai = 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
i−1

00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2023−i

при 1 ⩽ i ⩽ 2023

A2024 = 1010 · · · 10
A2025 = 0101 · · · 01

Любые операции с A2024 и A2025 переводят их самих в себя, а во всех остальных Ai разное число единиц.
Докажем, что не существует 2026 попарно неэквивалентных последовательностей. Докажем, индукцией

по длине последовательности, что в любой последовательности X можно передвинуть все единицы в начало,
кроме случая, когда в ней единицы и нули чередуются. Найдем в X блок подряд идущих одинаковых цифр
наибольшей длины k. Так как мы откинули случай, когда нули и единицы чередуются, гарантированно
k ⩾ 2. Пусть, НУО, это блок единиц (если нулей, то будем двигать его направо). Если этот блок не является
началом последовательности, то можно его сдвинуть на 1 влево

0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

0

Проделывая эту операцию, пока можем, получим 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
⩾k ones

X ′, где X ′ начинается с 0. Если в X ′ не череду-

ются нули и единицы, то можно применить к нему индукционное предположение, и передвинуть все единицы
в начало. Пусть чередуются. Тогда сделаем следующее:

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ

010101...→0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

010101...→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

00101...

В оставшемся куске единицы и нули не чередуются, поэтому по индукционному предположению можно
все единицы сдвинуть в начало.
♦ Только пример попарно неэквивалентных последовательностей: 4 балла.
♦ Оценка, что нет других классов: 6 баллов.

5. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а ωA, ωB, ωC его вневписанные окруж-
ности. Пусть ℓA — прямая, проходящая через точки касания касательных из I к ωA, аналогично опре-
деляются прямые ℓB и ℓc. Докажите, что ортоцентр треугольника, образованного прямыми ℓA, ℓB, ℓC ,
совпадает с точкой Нагеля треугольника ABC.
Решение. Сначала докажем одну лемму.

Лемма. Пусть точка P лежит вне окружностей Ω1 и Ω2. Пусть ℓ1 — прямая, проходящая через точки
касания касательных из P к Ω1, аналогично определим линию ℓ2, и пусть Q будет точкой пересечения прямых
ℓ1 и ℓ2. Тогда середина отрезка PQ лежит на радикальной оси Ω1 и Ω2.

Доказательство леммы. Пусть Ω — окружность с центром P и нулевым радиусом. Обозначим точки
касания из P к Ω1 и Ω2 через S1, T1, S2 и T2. Тогда средняя линия треугольника PS1T1, параллельная S1T1,
является радикальной осью Ω и Ω1. Аналогично, средняя линия треугольника PS2T2, параллельная S2T2,
является радикальной осью Ω и Ω2. Так как середина отрезка PQ лежит на обеих этих осях, мы заключаем,
что она является радикальным центром Ω, Ω1 и Ω2. Таким образом, он также лежит на радикальной оси Ω1

и Ω2.
Пусть ∆ — треугольник, образованный прямыми ℓA, ℓB и ℓC . Пусть также H — ортоцентр ∆. Заметим,

что стороны ∆ параллельны биссектрисам внешних углов треугольника ABC. Таким образом, высоты ∆
параллельны попарным радикальным осям ΩA, ΩB и ΩC . Из леммы следует, что середина отрезка IH яв-
ляется радикальным центром ΩA, ΩB и ΩC . Обозначим через J центр вписанной окружности серединного
треугольника для треугольника ABC. Тогда J является серединой отрезка IN , поскольку точка Нагеля тре-
угольника совпадает с центром вписанной окружности удвоенного треугольника. Нам осталось доказать, что
J является радикальным центром ΩA,ΩB и ΩC . Тогда из этого сразу следует, что точки H и N совпадают.
Пусть M — середина стороны BC, и пусть ΩB и ΩC касаются прямой BC в точках U и V соответственно.
Тогда M является серединой отрезка UV , а значит M лежит на радикальной оси ΩB и ΩC . Кроме того, так
как треугольник ABC и его серединный треугольник гомотетичны, следует, что прямые MJ и AI парал-
лельны, а значит, прямая MJ перпендикулярна прямой проходящей через центры ΩB и ΩC . Таким образом,



прямая MJ совпадает с радикальной осью ΩB и ΩC . Аналогично, J лежит на радикальных осях ΩA с ΩB и
ΩC . Следовательно, J действительно является радикальным центром ΩA, ΩB и ΩC .

6. Множество M состоит из n элементов. Обозначим 2M множество всех подмножеств множества
M , пусть A ⊂ 2M . Обозначим за B множество всех таких s ∈ 2M , для которых найдется хотя бы один
такой элемент a ∈ A, что s ⊂ a. Обозначим за C множество всех таких s ∈ 2M , для которых найдется
хотя бы один такой элемент a ∈ A, что a ⊂ s. Докажите, что |B| · |C| ⩾ 2n · |A|.
Решение. Действуем индукцией по n. Пусть x ∈ M . Разобьем все 2M на множество S1 тех подмножеств M ,

которые содержат x, и на множество S2 тех подмножеств M , которые не содержат x. Аналогично определим
Ai = A ∩ Si, Bi = B ∩ Si, Ci = C ∩ Si. Будем обозначать размеры множеств соответствующей строчной
буквой. По индукционному предположению имеем b1c1 ⩾ 2n−1a1 и b2c2 ⩾ 2n−1a2. Кроме того ясно, что
b1 ⩽ b2, потому что каждому s ∈ B1 можно сопоставить s \ {x} ∈ B2. Аналогично, c1 ⩾ c2. Поэтому, по
транснеравенству, bc = (b1 + b2)(c1 + c2) ⩾ 2(b1c1 + b2c2) ⩾ 2(2n−1a1 + 2n−1a2) = 2na.

7. Существует ли натуральное число n ⩾ 2 и n различных натуральных чисел a1, a2, . . . , an, не превос-
ходящих 2n−3, таких, что для любого k = 1, 2,. . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

Ответ: Да, существуют. Решение. Возьмем a1 = 1, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, a5 = 22, a6 = 23, . . . ,
an = 2n−3, и n = 3 · 5 · 7 + 1 = 96. Проверим, что для всех ak выполнено условие. При k ⩽ 4: (ak, ak) =
ak, а все остальные НОДы равны 1. То есть сумма равна ak + n − 1

... ak. При k > 4 получится сумма
1 + 1 + 1 + 1 + 22 + 23 + . . .+ 2k−3 + 2k−3 + 2k−3 . . .

... 2k−3.

8. При каком наибольшем N существуют положительные вещественные числа x1, x2, . . . , xN и неотри-
цательные вещественные числа y1, y2, . . . , yN , не превосходящие 1, такие, что∣∣∣∣ yixi − yj

xj

∣∣∣∣ ⩾ 1

xixj(yi + yj)

при 1 ⩽ i < j ⩽ N?
Ответ: при N = 3. Пример трёх пар (xi, yi), удовлетворяющих условию, доставляют пары (1, 0), (1, 1) и
(12 , 1), в чём легко убедиться непосредственно.
Решение. Докажем, что больше трёх пар быть не может. Заметим, что если оба числа в каждой паре
(xi, yi) умножить на какое-нибудь число ki ⩾ 1, левая часть неравенства из условия не изменится, а правая
не увеличится. Поэтому мы можем считать, что большее число в каждой паре равно 1. При этом двух пар,
(xi, yi) и (xj , yj), у которых xi = xj = 1, а yi, yj < 1, быть не может, так как для таких пар должно быть
|yi − yj | ⩾ 1

(yi+yj)
, то есть |y2i − y2j | ⩾ 1. А пар (xi, yi) и (xj , yj)у которых yi = yj = 1, а 0 < xi, xj ⩽ 1, может

быть не более 2, так как для любых двух из них |xi − xj | ⩾ 1
2 .

9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi} соотношением
an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары (a0, b0), для которых a2022 = a0 и
b2022 = b0.
Ответ: Пары вида (a, 0), где a — любое вещественное. Решение. Легко видеть, что пары из условия

подходят. Докажем, что в любой подходящей паре обязательно b0 = 0. Просуммируем по периоду следующие
величины:

2021∑
i=0

ai+1 =
2022∑
i=1

ai+1 =
2021∑
i=0

(ai + bi) =
2021∑
i=0

ai +
2021∑
i=0

bi =⇒
2021∑
i=0

bi = 0.

0 =

2021∑
i=0

bi =

2022∑
i=1

bi =

2021∑
i=0

aibi

2021∑
i=0

a2i+1 =

2021∑
i=0

(ai + bi)
2 =

2021∑
i=0

a2i +

2021∑
i=0

b2i + 2

2021∑
i=0

aibi =

2021∑
i=0

a2i +

2021∑
i=0

b2i =⇒
2021∑
i=0

b2i = 0.

♦ Только ответ с примером: 0 баллов.



10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает помощнику натураль-
ное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из букв А, Б, В. Зритель смотрит
на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все вхождения выбранной буквы из строки. После
этого фокусник, глядя на оставшуюся строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли
фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?
Ответ: Могут. Решение 1. Сопоставим каждому числу последовательность из букв А и Б длины

2022. В этой последовательности после каждой буквы поставим букву В. Получим строку длины 4044. Её
и запишет помощник, за исключением двух случаев: если последовательность состоит только из букв А, то
помощник пишет строку из 4041 буквы В и двух букв А и одной Б. Если последовательность состоит только
из букв Б, то помощник пишет строку из 4040 букв В и трех букв Б и одной А. Покажем, что после удаления
какой-то буквы, фокусник сможет восстановить исходную последовательность. Назовем все строки, кроме
двух исключительных, строками первого типа. А исключительные строки второго типа.

1) В строках первого типа останется или ровно 2022 символа А и Б, или ровно 2022 символа В и сколько-то
символов А или Б. Очевидно, из строк второго типа такого остаться не может. Поэтому мы можем отличить
строки первого типа от второго, и можем различить строки второго типа друг от друга, так как там разное
количество вхождений одной и той же буквы.

2) Покажем, что мы можем отличать строки первого типа. Если мы видим, что осталась последователь-
ность из 2022 букв А и Б, то мы понимаем, что ровно её и загадал помощник. Пусть мы видим ровно 2022
букв В и ещё сколько-то букв, например А. Каждую букву А объединим с идущей после неё В и одновре-
менно каждую пару заменим просто на букву А. Все буквы В, которые не вошли в пару с А, заменим на Б.
Мы получили последовательность, загаданную помощником.
Решение 2. Назовём блоком последовательности вида А. . . АБ. . . БВ . . . В и В. . . ВБ. . . БА . . . А, в кото-

рых поровну букв А, Б и В. Рассмотрим строки длины 4044, состоящие из одного или нескольких подряд
идущих блоков. Покажем, что при стирании всех вхождений любой буквы строки остаются различными.
Действительно, после стирания остаётся слово, состоящее из блоков X. . . XY. . . Y и Y. . . YX. . . X. Посмотрев,
сколько раз в начале повторяется первая буква, мы определим первый блок. Аналогично, можно определить
второй блок, и так далее.

Так как последовательностей из n блоков будет 2nCn−1
1347, то всего таких строк будет

∑
2nCn−1

1347 = 2(2 +
1)1347 = 2 ·31347. Покажем, что 2 ·31347 > 22022. Действительно, 2 ·31347 = 2

39
674, 22022 = 8674, и по неравенству

Бернулли имеем
(
9
8

)674
⩾ 1 + 674

8 > 3
2 .

Таким образом, фокусник и помощник могут сопоставить каждому числу строку, состоящую из бло-
ков. И так как после стирания строки остаются различными, то фокусник сможет восстановить строку, и,
следовательно, число, задуманное зрителем.



XXV КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Тверь, 28.11 – 05.12.2022

Юниоры, вторая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. Внутри треугольника ABC (AB = AC) выбрана точка D такая, что ∠DBC = 30◦, ∠DBA = 50◦,
∠DCB = 55◦. Найдите угол DAC.
Ответ: 5◦ Решение 1. Пусть биссектриса угла A пересекает отрезок BD в точке E. Тогда ∠EBC =

∠ECB = 30◦, ∠ECD = ∠DCA = 25◦, ∠CED = ∠ECD + ∠CBE = 60◦, ∠AED = ∠EAB + ∠EBA = 60◦.
Следовательно, D — центр вписанной окружности треугольника AEC, ∠CAD = ∠DAE = 5◦.
Решение 2. Пусть ∠DAC = α. Перемножив теоремы синусов для треугольников △ABD и △ACD,

получим

1 =
BA

AD
· DA

AC
=

sin(70◦ − α)

sin 50◦
· sin 25◦

sin(25◦ + α)

Докажем, что α = 5◦ удовлетворяет этому равенству: sin 30◦ · sin 50◦ = sin 25◦ · sin 65◦. Что верно, так
как 2 sin 25◦ · sin 65◦ = 2 sin 25◦ cos 25◦ = sin 50◦. Ну по сумме углов (70◦ − α) + (25◦ + α) = 95◦ и заданному
отношению синусов угол α определяется однозначно.
♦ Только ответ: 0 баллов.

2. ABC — треугольник с прямым углом при C. M1 и M2 — две произвольные точки внутри ABC, точка
M — середина M1M2. Продолжения BM1, BM и BM2 пересекают отрезок AC в точках N1, N и N2

соответственно. Докажите, что BN1
BM1

+ BN2
BM2

⩾ 2BN
BM .

Решение. Домножим на BN/BM . Получим

BN1 ·BN

BM1 ·BM
+

BN2 ·BN

BM2 ·BM
=

S(BNN1)

S(BMM1)
+

S(BNN2)

S(BMM2)
.

Так как S(BMM1) = S(BMM2) =
1

2
S(BM1M2), то

S(BNN1)

S(BMM1)
+

S(BNN2)

S(BMM2)
=

2S(BN1N2)

S(BM1M2)
=

2BN1 ·BN2

BM1 ·BM2
.

Следовательно, осталось доказать, что BN1
BM1

· BN2
BM2

⩾ BN2

BM2 .
Спроецируем все отрезки на BC. От этого отношения не изменятся. Пусть M ′

1, M ′
2 и M ′ — проекции M1,

M2 и M на BC. Тогда неравенство превратится в BM ′2 ⩾ BM ′
1 · BM ′

2. Так как M ′ — середина M ′
1M

′
2, то

2BM ′ = BM ′
1 +BM ′

2 ⩾ 2
√

BM ′
1 ·BM ′

2.

3. Дано натуральное число n ⩾ 3 и различные вещественные числа a1, a2, . . . , an. Найдите наименьшее
возможное количество различных значений сумм в ряду a1 + a2, a2 + a3, . . . , an−1 + an, an + a1.
Ответ: 3. Решение. Пример: 0, 1,−1, 2,−2, . . . . Все суммы будут равны 1 или 0, кроме последней.

Так как числа различны, то две подряд идущие суммы не равны друг другу. Поэтому различных значений
сумм не меньше двух. Если их ровно 2 (b1 и b2), то эти значения должны чередоваться. Нечетные n сразу
не подходят. А для четных n можно числа в круге разбить на пары двумя способами и просуммировать.
Получим, что с одной стороны сумма всех чисел равна b1n/2, а с другой b2n/2. Противоречие.
♦ Только оценка: 4 балла, только пример: 2 балла.

4. Рассмотрим все последовательности из нулей и единиц длины 2022. Две последовательности назовем
эквивалентными, если одну из них можно получить из другой несколькими операциями следующего типа:
выбрать блок подряд идущих чисел, в котором неравное количество нулей и единиц, а затем перевернуть
их порядок внутри блока (так блок a1, a2, . . . , ar становится ar, ar−1, . . . , a1).

Определите наибольшее натуральное число n, для которого существует n различных последовательно-
стей A1, A2, . . . , An, никакие две из которых не эквивалентны.



Ответ: 2025 Решение. Приведем пример попарно неэквивалентных последовательностей.

Ai = 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
i−1

00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2023−i

при 1 ⩽ i ⩽ 2023

A2024 = 1010 · · · 10
A2025 = 0101 · · · 01

Любые операции с A2024 и A2025 переводят их самих в себя, а во всех остальных Ai разное число единиц.
Докажем, что не существует 2026 попарно неэквивалентных последовательностей. Докажем, индукцией

по длине последовательности, что в любой последовательности X можно передвинуть все единицы в начало,
кроме случая, когда в ней единицы и нули чередуются. Найдем в X блок подряд идущих одинаковых цифр
наибольшей длины k. Так как мы откинули случай, когда нули и единицы чередуются, гарантированно
k ⩾ 2. Пусть, НУО, это блок единиц (если нулей, то будем двигать его направо). Если этот блок не является
началом последовательности, то можно его сдвинуть на 1 влево

0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
k⩾2

0

Проделывая эту операцию, пока можем, получим 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
⩾k ones

X ′, где X ′ начинается с 0. Если в X ′ не череду-

ются нули и единицы, то можно применить к нему индукционное предположение, и передвинуть все единицы
в начало. Пусть чередуются. Тогда сделаем следующее:

11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ

010101...→0 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

010101...→ 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
ℓ+1

00101...

В оставшемся куске единицы и нули не чередуются, поэтому по индукционному предположению можно
все единицы сдвинуть в начало.
♦ Только пример попарно неэквивалентных последовательностей: 4 балла.
♦ Оценка, что нет других классов: 6 баллов.

5. Положительные вещественные числа a, b, c таковы, что ab− c = 3 и abc = 18. Какие значения может
принимать выражение ab

c ?
Ответ: 2. Решение. Так как ab+(−c) = 3 и ab(−c) = −18, то ab и −c — два корня квадратного уравнения
x2 − 3x− 18 = 0. Так как числа a, b, c — положительные, то ab = 6, −c = −3.

6. Найдите все натуральные числа n, которые можно представить в виде d3 + m3, где m – некоторый
натуральный делитель n, а d – наименьший натуральный делитель n, отличный от 1.
Ответ: 23 + 23 = 16, 23 + 43 = 72 и 23 + 83 = 520. Решение. Так как d — наименьший делитель n,

отличный от 1, то d — простое число. Записав равенство n = d3 +m3, получим, что m
... d. Пусть m = dk.

Тогда n = d3(k3+1). Так как dk — делитель n, то d3(k3+1)
... dk, то есть d2(k3+1)

... k. При этом (k3+1, k) = 1.
Следовательно, d2

... k. Откуда, k = 1 k = d или k = d2. Но если d нечетно, то k3 +1 четно, а значит у n есть
делитель 2, меньший d. Итого, d = 2, k = 1, 2 или 4. Отсюда три ответа.
♦ Найдены все три ответа: 2 балла.

7. Существует ли натуральное число n ⩾ 2 и n различных натуральных чисел a1, a2, . . . , an, не превос-
ходящих 2n−3, таких, что для любого k = 1, 2,. . . , n

НОД(a1, ak) + НОД(a2, ak) + . . .+ НОД(an, ak)
... ak ?

Ответ: Да, существуют. Решение. Возьмем a1 = 1, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, a5 = 22, a6 = 23, . . . ,
an = 2n−3, и n = 3 · 5 · 7 + 1 = 96. Проверим, что для всех ak выполнено условие. При k ⩽ 4: (ak, ak) =
ak, а все остальные НОДы равны 1. То есть сумма равна ak + n − 1

... ak. При k > 4 получится сумма
1 + 1 + 1 + 1 + 22 + 23 + . . .+ 2k−3 + 2k−3 + 2k−3 . . .

... 2k−3.

8. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE и точка P внутри него. Точку P соединили с серединами всех
сторон пятиугольника. Оказалось, что четыре из пяти образовавшихся четырехугольников — описанные.
Докажите, что пятый четырехугольник тоже описанный.



Решение. Пусть A1, B1, C1, D1, E1 — середины сторон AB, BC, CD, DE, EA, соответственно. Хотим
понять, что четырехугольник AA1PE1 — вписанный. Это равносильно AA1−A1P = AE1−PE1. Из равенства
отрезков и других описанностей имеем цепочку AA1 − A1P = BA1 − A1P = BB1 − B1P = CB1 − B1P =
CC1 − C1P = DC1 − C1P = DD1 − D1P = ED1 − D1P = EE1 − E1P = AE1 − E1P . Что и требовалось
доказать.

9. Дана пара вещественных чисел (a0, b0). Определим последовательности {ai} и {bi} соотношением
an+1 = an + bn и bn+1 = anbn для всех n = 0, 1, 2, . . . . Найдите все пары (a0, b0), для которых a2022 = a0 и
b2022 = b0.
Ответ: Пары вида (a, 0), где a — любое вещественное. Решение. Легко видеть, что пары из условия

подходят. Докажем, что в любой подходящей паре обязательно b0 = 0. Просуммируем по периоду следующие
величины:

2021∑
i=0

ai+1 =
2022∑
i=1

ai+1 =
2021∑
i=0

(ai + bi) =
2021∑
i=0

ai +
2021∑
i=0

bi =⇒
2021∑
i=0

bi = 0.

0 =

2021∑
i=0

bi =

2022∑
i=1

bi =

2021∑
i=0

aibi

2021∑
i=0

a2i+1 =
2021∑
i=0

(ai + bi)
2 =

2021∑
i=0

a2i +
2021∑
i=0

b2i + 2
2021∑
i=0

aibi =
2021∑
i=0

a2i +
2021∑
i=0

b2i =⇒
2021∑
i=0

b2i = 0.

♦ Только ответ с примером: 0 баллов.

10. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает помощнику натураль-
ное число от 1 до 22022. Помощник выписывает строку длины 4044 из букв А, Б, В. Зритель смотрит
на эту строку, выбирает одну из трех букв и стирает все вхождения выбранной буквы из строки. После
этого фокусник, глядя на оставшуюся строку должен угадать, какое число загадал зритель. Могут ли
фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?
Ответ: Могут. Решение 1. Сопоставим каждому числу последовательность из букв А и Б длины

2022. В этой последовательности после каждой буквы поставим букву В. Получим строку длины 4044. Её
и запишет помощник, за исключением двух случаев: если последовательность состоит только из букв А, то
помощник пишет строку из 4041 буквы В и двух букв А и одной Б. Если последовательность состоит только
из букв Б, то помощник пишет строку из 4040 букв В и трех букв Б и одной А. Покажем, что после удаления
какой-то буквы, фокусник сможет восстановить исходную последовательность. Назовем все строки, кроме
двух исключительных, строками первого типа. А исключительные строки второго типа.

1) В строках первого типа останется или ровно 2022 символа А и Б, или ровно 2022 символа В и сколько-то
символов А или Б. Очевидно, из строк второго типа такого остаться не может. Поэтому мы можем отличить
строки первого типа от второго, и можем различить строки второго типа друг от друга, так как там разное
количество вхождений одной и той же буквы.

2) Покажем, что мы можем отличать строки первого типа. Если мы видим, что осталась последователь-
ность из 2022 букв А и Б, то мы понимаем, что ровно её и загадал помощник. Пусть мы видим ровно 2022
букв В и ещё сколько-то букв, например А. Каждую букву А объединим с идущей после неё В и одновре-
менно каждую пару заменим просто на букву А. Все буквы В, которые не вошли в пару с А, заменим на Б.
Мы получили последовательность, загаданную помощником.
Решение 2. Назовём блоком последовательности вида А. . . АБ. . . БВ . . . В и В. . . ВБ. . . БА . . . А, в кото-

рых поровну букв А, Б и В. Рассмотрим строки длины 4044, состоящие из одного или нескольких подряд
идущих блоков. Покажем, что при стирании всех вхождений любой буквы строки остаются различными.
Действительно, после стирания остаётся слово, состоящее из блоков X. . . XY. . . Y и Y. . . YX. . . X. Посмотрев,
сколько раз в начале повторяется первая буква, мы определим первый блок. Аналогично, можно определить
второй блок, и так далее.

Так как последовательностей из n блоков будет 2nCn−1
1347, то всего таких строк будет

∑
2nCn−1

1347 = 2(2 +
1)1347 = 2 ·31347. Покажем, что 2 ·31347 > 22022. Действительно, 2 ·31347 = 2

39
674, 22022 = 8674, и по неравенству

Бернулли имеем
(
9
8

)674
⩾ 1 + 674

8 > 3
2 .

Таким образом, фокусник и помощник могут сопоставить каждому числу строку, состоящую из бло-
ков. И так как после стирания строки остаются различными, то фокусник сможет восстановить строку, и,
следовательно, число, задуманное зрителем.


