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Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Òðåòèé òóð 03.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 2n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò

(âîçìîæíî, êîìïëåêñíûé) êîðåíü êðàòíîñòè n, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì P (0) = −1 è P (1) ·
P (−1) 6= 0. Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû.

Crux Mathematicorum

Îòâåò: ïðè ÷¼òíîì n îòâåòîâ íåò, ïðè íå÷¼òíîì � âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà (x2 + ax− 1)n, ãäå a � íåíóëåâîå

öåëîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ξ � óêàçàííûé â óñëîâèè êîðåíü. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Q ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî Q(ξ) = 0 (ò.å. ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ξ). Òîãäà
ìíîãî÷ëåí ÍÎÄ(P,Q) ìîæåò áûòü âûáðàí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ P è Q, òî ξ òàêæå åãî êîðåíü. Ïîñêîëüêó Q áûë ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè,

òî P
... Q. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû Ãàóññà èçâåñòíî, ÷òî â ðàâåíñòâå P = Q · R ìíîãî÷ëåíû Q è R ìîæíî

äîìíîæèòü íà íåêîòîðûå êîíñòàíòû òàê, ÷òî ïîëó÷àòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè,

èç ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q òàêæå ïðèâåä¼ííûé. Íàêîíåö, ξ íå ÿâëÿåòñÿ åãî êðàòíûì êîðíåì,

èíà÷å áû Q′(x) òàêæå èìåë êîðåíü ξ è ñòåïåíü ìåíüøóþ, ÷åì ó Q.
Òîãäà, èíäóêöèåé ïî n (ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q ïðèâåä¼ííûé), ïîëó÷àåì, ÷òî P äåëèòñÿ íà Qn. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî degQ ðàâíà èëè 1, èëè 2.

Åñëè ñòåïåíü 1, òî ξ � êîðåíü ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.

öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, îíî äåëèò −1 = P (0), ò.å. ýòî èëè 1 èëè −1, íî ïî óñëîâèþ îíè íå êîðíè.

Åñëè ñòåïåíü 2, òî P (x) = (Q(x))n = (x2 + ax + b)n äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ a è b. Òîãäà bn = −1, îòêóäà
b = −1, n � íå÷¼òíî. Êðîìå òîãî P (1)P (−1) = −a2n 6= 0, ò.å. a 6= 0.

� Â ëåììó Ãàóññà, à òàêæå ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí âåðèì áåç äîêàçà-

òåëüñòâà (íî ñ ôîðìóëèðîâêàìè, îñîáåííî åñëè îïïîíåíò íå çíàåò).

� Çàäà÷à ðåøåíà â ñëó÷àå, êîãäà ξ ∈ C\R � 0 áàëëîâ.

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n > 2 è n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêèõ, ÷òî a1 < a2 < . . . < an < λ · 2n è äëÿ ëþáîãî

k = 1, 2, . . . , n ÷èñëî ak äåëèò ñóììó

ÍÎÄ(a1, ak) + ÍÎÄ(a2, ak) + . . .+ ÍÎÄ(an, ak)?

2022 China Southeast

Îòâåò: âåðíî.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìûå äåëèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì, ïîýòîìó ñíà÷àëà íàéä¼ì ìíîæåñòâî

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óñëîâèþ, à ïîñëå óïîðÿäî÷èì åãî è ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ai.
Áóäåì ñòðîèòü ïðèìåð âèäà

{b1, . . . , bN+2t−t+1} = {p1, p2, . . . , p2t , 2t, 2t+1, . . . , 2N},

ãäå pi � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà, à ïàðàìåòðû t,N ìû âûáåðåì ïîçæå.

Çàìåòèì, ÷òî äåëèìîñòü èç óñëîâèÿ âûïîëíåíà äëÿ ñòåïåíåé äâîéêè:

N+2t−t+1∑
j=1

ÍÎÄ(bj , 2
k) =

2t∑
i=1

ÍÎÄ(pi, 2
k) +

N∑
i=t

ÍÎÄ(2i, 2k) = 2t + (2k − 2t) + (N − k + 1)2k
... 2k.

Äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìû õîòèì äåëèìîñòè íà pk âûðàæåíèÿ
∑N+2t−t+1

j=1 ÍÎÄ(bj , pk) = N + 2t − t+ pk.

Íàêîíåö, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà íàì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ïðîñòûå ÷èñëà áûëè ìåíüøå 2N , à
òàêæå 2N < λ2N+2t−t+1, òî åñòü 2t+1−2t < λ.



Âñå ýòè óñëîâèÿ ìîæíî âûïîëíèòü. Ñíà÷àëà âîçüì¼ì t, äëÿ êîòîðîãî 2t+1−2t < λ, çàòåì âîçüì¼ì 2t

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîñëå ïîäáåð¼ì N , ñðàâíèìîå ñ t− 2t ïî ìîäóëþ p1 . . . p2t , êîòîðîå áóäåò áîëüøå
âñåõ pk. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ íàø ïðèìåð áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì.

� Îøèáêà â ±1 ïðè èññëåäîâàíèè äåëèìîñòè íà pi � äûðà â 0 áàëëîâ.

3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé 2000-óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íàéä¼òñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 1000 äèàãîíà-

ëåé, à òàêæå ïî äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 999, 998, . . . , 3 äèàãîíàëåé (è âñå óïîìÿíóòûå 1995 òî÷åê ðàçëè÷íû)?
È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: äà.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà ïàðàáîëå y = x2 òî÷êè An(−2n, 22n) è Bn(2n, 22n) ïðè 1 6 n 6 1000 è ðàññìîòðèì

âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê A1000 . . . A1B1 . . . B1000. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè (−a, a2), (b, b2) è (0, ab) ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó âñå äèàãîíàëè AiBj ïðè ôèêñèðîâàííîé ñóììå i + j = k ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó

Pk(0, 2k). Çíà÷èò, â òî÷êå P1001 ïåðåñåêàþòñÿ 1000 äèàãîíàëåé, â òî÷êàõ P1000 è P1002 � ïî 999 äèàãîíàëåé,

â òî÷êàõ P999 è P1003 � ïî 998 äèàãîíàëåé, . . . , â òî÷êàõ P4 è P1998 � ïî 3 äèàãîíàëè.

4. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 142 × 145 çàêðàñèëè íåñêîëüêî ñòðîê è ñòîëáöîâ, èñêëþ÷àÿ êðàéíèå. Êàêîå íàè-

ìåíüøåå êîëè÷åñòâî äèàãîíàëüíûõ ðÿäîâ, ñîäåðæàùèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íåçàêðàøåííûõ êëåòîê, ìîãëî

îáðàçîâàòüñÿ? (Íà äîñêå ïî 286 äèàãîíàëüíûõ ðÿäîâ êàæäîãî èç äâóõ íàïðàâëåíèé.)

Ì. Àíòèïîâ

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 4 äèàãîíàëè èç îäíîé êëåòêè âñåãäà áóäóò ñîäåðæàòü íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íå

çàêðàøåííûõ êëåòîê. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà, ïðè êîòîðîé òîëüêî íà ýòèõ äèàãîíàëÿõ áóäåò

íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî íå çàêðàøåííûõ êëåòîê.

Ïðîíóìåðóåì ñòðî÷êè îò 0 äî 141 è ñòîëáöû îò 0 äî 144. Ïóñòü ìû íå ïîêðàñèëè ñòðîêè ñ íîìåðàìè

0 = a1 < a2 < . . . < an = 141 è ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 0 = b1 < b2 < . . . < bm = 144. Òîãäà êëåòêà íå

ïîêðàøåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ êîîðäèíàòû ýòî (ai, bj) äëÿ íåêîòîðûõ i è j. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

P (x) = (xa1+xa2+. . .+xan)(xb1+xb2+. . .+xbm) íàä Z2. Êîýôôèöèåíò â P (x) ïðè xk ðàâåí ÷¼òíîñòè êîëè÷åñòâà
ïàð (ai, bj), äëÿ êîòîðûõ ai +bj = k. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷¼òíîñòü íå çàêðàøåííûõ êëåòîê íà äèàãîíàëè a+b = k
(çäåñü (a, b) � êîîðäèíàòû êëåòêè) ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè xk â ìíîãî÷ëåíå P (x) íàä Z2. Àíàëîãè÷íî

÷¼òíîñòü íå çàêðàøåííûõ êëåòîê íà äèàãîíàëè a − b = k ðàâíà êîýôôèöèåíòó ïðè xk+144 â ìíîãî÷ëåíå

Q(x) = (xa1 + xa2 + . . . + xan)(x−b1 + x−b2 + . . . + x−bm)x144 íàä Z2. Çíà÷èò, íàì íóæíî íàéòè òàêèå {ai} è
{bi}, ÷òî êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ êîýôôèöèåíòîâ â P è Q â ñóììå ðàâíî 4.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí R(x) = x285 − 1. Èçâåñòíî, ÷òî R(x) äåëèòñÿ íà êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ285(x).
Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Φ285 ðàâíà ϕ(285) = 144, ïðè÷¼ì ìíîãî÷ëåí Φ285(x) ýòî óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì

âîçâðàòíûé (òî åñòü Φ285(
1
x) ·x144 = Φ285(x)). Ïóñòü R(x) = Φ285(x) ·F (x). Òîãäà F ýòî óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè 141. Ïóñòü 0 = a1 < a2 < . . . < an = 141 è 0 = b1 < b2 < . . . < bm = 144
ýòî ñòåïåíè x, ïðè êîòîðûõ â ìíîãî÷ëåíàõ F (x) è Φ285(x) ñòîÿò íå÷¼òíûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà P (x) =
(xa1 +xa2 + . . .+xan)(xb1 +xb2 + . . .+xbm) = (xa1 +xa2 + . . .+xan)(x−b1 +x−b2 + . . .+x−bm)x144 = Q(x) = x285−1
íàä Z2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîãî÷ëåíàõ P (x) è Q(x) ïî 2 íå÷¼òíûõ êîýôôèöèåíòà, îòêóäà è ñëåäóåò ðåøåíèå
çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ïðèìåð � íå åäèíñòâåííûé. Ïî ìîäóëþ 2 èìååì

Φ285(x) ≡ x144 +x143 +x142 +x139 +x138 +x137 +x129 +x128 +x127 +x125 +x122 +x120 +x119 +x118 +x114 +x113

+x112+x110+x107+x105+x104+x103+x99+x98+x97+x95+x92+x90+x89+x88+x87+x86+x85+x84+x83+x81

+x77+x75+x74+x73+x72+x71+x70+x69+x67+x63+x61+x60+x59+x58+x57+x56+x55+x54+x52+x49+x47

+ x46 + x45 + x41 + x40 + x39 + x37 + x34 + x32 + x31 + x30 + x26 + x25 + x24 + x22 + x19 + x17 + x16 + x15

+ x7 + x6 + x5 + x2 + x+ 1.

� Îñíîâíûå ñâîéñòâà êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

5. Íà ëèöåâûõ ñòîðîíàõ òûñÿ÷è êàðò íàïèñàëè ÷èñëà 1, 2, . . . , 1000 ñîîòâåòñòâåííî; çàòåì êàðòû ñëî-

æèëè â êîëîäó ðóáàøêàìè ââåðõ, ýòó êîëîäó ïåðåòàñîâàëè è âðó÷èëè Àëèñå. Àëèñà äåëàåò ïîñëåäîâàòåëüíî

101 õîä. Çà îäèí õîä Àëèñà áåðåò âåðõíþþ êàðòó èç êîëîäû è êëàä¼ò å¼ ëèöåâîé ñòîðîíîé ââåðõ íà ñòîë,

à çàòåì, åñëè îíà åù¼ íå îòìå÷àëà íè îäíîé êàðòû, îíà ìîæåò îòìåòèòü òó êàðòó, êîòîðóþ äîñòàëà

èç êîëîäû íà òåêóùåì õîäó. Çà âðåìÿ èãðû Àëèñà îáÿçàíà îòìåòèòü ðîâíî îäíó êàðòó.



Ïóñòü â ðåçóëüòàòå Àëèñà îòìåòèëà êàðòó ñ ÷èñëîì A, è ïóñòü M � 51-îå ïî âåëè÷èíå ñðåäè îòêðû-

òûõ åþ ÷èñåë. Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî d Àëèñà ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ÷èñëî |M −A| ãàðàíòè-
ðîâàííî íå ïðåâîñõîäèëî d?

2022 Taiwan TST

Îòâåò: 474. Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî d > 474. Ïóñòü Àëèñà äîñòà¼ò èç êîëîäû ñëåäóþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êàðò: 475, 474, . . . , 426, 949, 950, . . . , 998, 1. Â ýòîì ñëó÷àå M = 475, è ëèáî d > 474, ëèáî Àëèñà

äîëæíà îòìåòèòü êàðòó 426 6 A 6 475. Îäíàêî, åñëè îíà îòìåòèò êàðòó 426 6 A 6 475, òî äàëåå îíà ìîãëà
âûòàùèòü êàðòû 949, . . . 999, è òîãäà |M −A| = 949−A > 474. Ñëåäîâàòåëüíî, d > 474.

Ïðèâåä¼ì ñòðàòåãèþ çà Àëèñó. Çàìåòèì, ÷òî 51 6M 6 950. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò îíà

äîñòà¼ò êàðòó ñ ÷èñëîì îò 476 äî 525, òî îíà âûáåðåò å¼ è äîáü¼òñÿ æåëàåìîãî. Ïîäåëèì îñòàëüíûå ÷èñëà íà

áîëüøèå (êîòîðûå áîëüøå 525) è ìàëåíüêèå (êîòîðûå ìåíüøå 474). Òîãäà ïóñòü Àëèñà, óâèäåâ 51-å áîëüøîå

èëè 51-å ìàëåíüêîå ÷èñëî, îòìåòèò åãî. Òîãäà M è A áóäóò îäíîâðåìåííî áîëüøèìè èëè îäíîâðåìåííî

ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áîëüøèìè è ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ ìàëåíüêèìè íå ïðåâîñõîäÿò 474. Ñëåäîâàòåëüíî, Àëèñà ìîæåò äîáèòüñÿ d 6 474.

� Òîëüêî îöåíêà èëè òîëüêî ïðèìåð � 4 áàëëà.

6. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåëè îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå AB è CD (òî÷êè

A è D ëåæàò íà ω2, òî÷êè B è C � íà ω1). Îêðóæíîñòè γ1 è γ2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå

X, îêðóæíîñòè ω1 è γ1 � â òî÷êå Y , îêðóæíîñòè ω2 è γ2 � â òî÷êå Z. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòü γ1
êàñàåòñÿ îòðåçêà AB, à îêðóæíîñòü γ2 � îòðåçêà CD. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXZ è

CXY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî BT = TC.
È. Ôðîëîâ ïî ìîòèâàì òåîðåìû î äåâÿòè îêðóæíîñòÿõ

Ðåøåíèå.Ïóñòü γ1 êàñàåòñÿAB â òî÷êå P , à γ2 êàñàåòñÿ CD â òî÷êåQ. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî îêðóæíîñòè

(BTC) è (ATD) êàñàþòñÿ, îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò òðåáóåìîå. Ìû ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå X,

è îáðàç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè U áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U∗.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå èíâåðñèè T ∗ áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí Z∗P ∗

è Y ∗Q∗ òðàïåöèè Z∗P ∗Y ∗Q∗, êðîìå òîãî γ∗1 = P ∗Y ∗ è γ∗2 = Z∗Q∗. Îñòàëüíûå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû êàê

íà ðèñ. 1. Òîãäà ÿñíî, ÷òî òî÷êà A∗ ëåæèò íà îòðåçêå P ∗Z∗, òî÷êà C∗ � íà îòðåçêå Y ∗Q∗. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî îêðóæíîñòè (B∗T ∗C∗) è (A∗T ∗D∗) êàñàþòñÿ.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå T ∗, ïîñëå ýòîé èíâåðñèè îáðàç òî÷êè U∗ áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç U ′ (ðèñ. 2). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî B′C ′ ‖ A′D′. Ìû äîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè ω′1 è ω
′
2 ðàâíûå, à òàêæå

îêðóæíîñòè `′2 è `
′
1 ðàâíûå, îòêóäà è ïîñëåäóåò òðåáóåìîå. Ïåðåñåêàÿ ïðÿìûå P ′Y ′ è Z ′Q′ ñ îêðóæíîñòÿìè

è ïðÿìîé C ′A′, îòìåòèì êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå òî÷êè K,L,M,N,R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà R ëåæèò íà

ïðîäîëæåíèè îòðåçêà Z ′Q′ çà òî÷êó Z. Â ñèëó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè K,A′,M ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé T ∗Q′, à òàêæå òî÷êè L,C ′, N ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé T ∗Z ′.
Òîãäà ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ A′Z ′K è C ′NY ′ ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãîìîòå-

òèÿ h, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê C ′NY ′ â òðåóãîëüíèê A′Z ′K. Ïóñòü ïðè ýòîé ãîìîòåòèè òðåóãîëüíèê



A′P ′M ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê ∆. Òîãäà R � öåíòð ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì áîëüøèì 1, ïåðåâîäÿùåé

òðåóãîëüíèê A′Z ′K â òðåóãîëüíèê ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, R � öåíòð ãîìîòåòèè (òîæå ñ êîýôôèöèåíòîì áîëü-

øèì 1) ïåðåâîäÿùåé òðåóãîëüíèê A′Z ′K â òðåóãîëüíèê C ′LQ′. Çíà÷èò, ýòè äâå ãîìîòåòèè � îäíî è òî æå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà (C ′LQ′), è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ
îêîëî ∆, êàñàþòñÿ (A′Z ′K). Â ñëó÷àå A′C ′ ‖ Z ′Q′ äâà óïîìÿíóòûõ îòîáðàæåíèÿ (êîòîðûå â ñëó÷àå íå ïàðàë-
ëåëüíîñòè áûëè ãîìîòåòèÿìè) áóäóò ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîòåòèÿ h ïåðåâîäèò è

òðåóãîëüíèê A′P ′M â òðåóãîëüíèê C ′LQ′. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó Z ′LNP ′ � ïàðàëëåëîãðàìì, òî

h íà ñàìîì äåëå öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, îòêóäà è ñëåäóåò çàÿâëåííîå âûøå ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé.

� Çàäà÷à ïåðåôîðìóëèðîâàíà ïîñëå èíâåðñèè â òî÷êå X � 2 áàëëà.

� Ïåðåôîðìóëèðîâêà ïîñëå âòîðîé èíâåðñèè � 4 áàëëà.

� Ïðîáëåìû â ðàññóæäåíèè ïðî ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé îáðàòíûì õîäîì � äûðà íå áîëåå ÷åì â 6 áàëëîâ.

Óêàçàííûå âûøå áàëëû íå ñóììèðóþòñÿ.

7. Äàíî öåëîå ÷èñëî a. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå m > 1 òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , çàäàí-
íàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1 = a, xn+1 = x[n
√
2]

n + 1 ïðè n > 1,

ïåðèîäè÷íà ïî ìîäóëþ m (âîçìîæíî, ñ ïðåäïåðèîäîì).

N. Safaei

Îòâåò: ñòåïåíè äâîéêè.

Ðåøåíèå.Ïóñòü óm èìååòñÿ íå÷¼òíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íå ìîæåò
áûòü ïåðèîäè÷íà ïî ìîäóëþ p. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N äëÿ íåêîòîðîãî

T > 0 âûïîëíåíî ñðàâíåíèå xn ≡ xn+T (mod p). Âûáåðåì òàêîé xn, ÷òî xn 6≡ 0, 1 (mod p): òàêîé îáÿçàòåëüíî
íàéä¼òñÿ, âåäü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn≡ p ïîñëå 0 ñëåäóåò 1, à ïîñëå 1 ñëåäóåò 2. Ïóñòü xn ≡ b (mod p).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî

xn+1 = 1 + x[n
√
2]

n ≡ xn+kT+1 = 1 + x
[(n+kT )

√
2]

n+kT (mod p),

ò.å. b[(n+kT )
√
2]−[n

√
2] ≡ 1 (mod p). Ïóñòü d � ïîêàçàòåëü b ïî ìîäóëþ p; ïî âûáîðó b äëÿ d âåðíî d > 2. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî k ïîëó÷àåì, ÷òî [(n + kT )
√

2] − [n
√

2] äåëèòñÿ íà d. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíÿåòñÿ [kT
√

2],
åñëè {n

√
2}+{kT

√
2} < 1, è ðàâíÿåòñÿ [kT

√
2] + 1, åñëè {n

√
2}+{kT

√
2} > 1. Çàôèêñèðóåì k, à â êà÷åñòâå n

áóäåì ïîäñòàâëÿòü ÷èñëà n+ sT äëÿ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ s (ïîñêîëüêó xn ≡ xn+sT , òàê ìîæíî äåëàòü).

Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà {(n+sT )
√

2} áûâàåò áåñêîíå÷íî ÷àñòî êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå 1−{kT
√

2}, ïîýòîìó
d äîëæíî äåëèòü äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèõñÿ íà 1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Íàêîíåö, åñëè m = 2k, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âûïîëíåíî [n
√

2] > k, ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ (n+ 2)-ãî
÷ëåíà, íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî n, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âçÿòîé ïî ìîäóëþ 2k, áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ îñòàòêè 1
è 2, òî åñòü îíà çàöèêëèòñÿ.

� Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ïðè m = 2k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà � 2 áàëëà.

� Íåðàçáîð ñëó÷àÿ m = 2t � íå áîëåå 6 áàëëîâ.

8. Ïóñòü T = {1, 2, . . . , 999}3 � ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000.
Íàçîâ¼ì êóáèêîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, x3), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðè i = 1, 2, 3 íåðàâåíñòâàì ai 6 xi < ai + 100, ãäå a1, a2, a3 � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êàêîå

íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íàäî âûáðàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òðîéêè (t1, t2, t3) ∈ T â îäíîì èç êóáèêîâ

íàøëàñü òðîéêà (x1, x2, x3) òàêàÿ, ÷òî âñå òðè ÷èñëà xi − ti äåëÿòñÿ íà 999?
È. Áîãäàíîâ, Î. Ãðèãîðÿí, Ì. Æóêîâñêèé

Îòâåò: 1000.

Ðåøåíèå. Ïî ñóòè, â çàäà÷å ñïðàøèâàåòñÿ, êàêèì êîëè÷åñòâîì êóáîâ 100 × 100 × 100 ìîæíî ïîêðûòü

òð¼õìåðíûé òîð ñî ñòîðîíîé 999. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî T = (Z999)
3, à êàæäûé êóáèê åñòü ìíîæåñòâî âèäà

(x0, y0, z0) + {0, 1, . . . , 99}3 ⊆ T ; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîò êóáèê çàäà¼òñÿ òðîéêîé (x0, y0, z0).
Ïðèìåð óñòðîåí ïðîñòî: âîçüì¼ì âñå êóáèêè, â êîòîðûõ a1 êðàòíû 100 è íå ïðåâîñõîäÿò 1000. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî îí ïîäõîäèò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü îáîéòèñü 999 êóáèêàìè. Âûÿñíèì èõ ñâîéñòâà.

1) Ðàññìîòðèì c-é ¾ñëîé¿ � ïåðåñå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè z = c ñ T . Êàæäûé êóáèê ëèáî íå

ïåðåñåêàåò åãî, ëèáî ïåðåñåêàåò ïî êâàäðàòó 100 × 100. Âûÿñíèì, ñêîëüêî ìîæåò áûòü òàêèõ êâàäðàòîâ.

Êàæäûé ñòîëáåö (ò.å. ìíîæåñòâî êëåòîê, â êîòîðûõ çàôèêñèðîâàíû z- è åù¼ îäíà êîîðäèíàòà) äîëæåí



ïåðåñåêàòü õîòÿ áû 10 êâàäðàòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé êâàäðàò ïåðåñåêàåò 100 ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ íå ìåíüøå 999 · 10/100 = 99,9, òî åñòü íå ìåíüøå 100.
Äàëåå, êàæäûé êóáèê ïåðåñåêàåò 100 ñëî¼â, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ýòèõ êóáèêîâ íå ìåíüøå, ÷åì 999 ·

100/100 = 999. Òàê êàê äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî è â ïðåäûäóùåé îöåíêå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî åñòü

êàæäóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ðîâíî 100 êóáèêîâ.

2) Ïðîéä¼ìñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïëîñêîñòÿì ïî öèêëó, óâåëè÷èâàÿ c íà 1. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ïåðåñå÷åíèå
ñ îäíèì êóáèêîì ¾êîí÷àåòñÿ¿, òî äîëæíî íà÷àòüñÿ ïåðåñå÷åíèå ñ äðóãèì, ÷òîáû èõ êîëè÷åñòâî îñòàëîñü

ïîñòîÿííûì. Çíà÷èò, åñëè åñòü êóáèê, íà÷èíàþùèéñÿ â ïëîñêîñòè z = c, òî åñòü è íà÷èíàþùèéñÿ â z = c+100.
Ïîñêîëüêó êóáèêîâ 999, à 100 è 999 âçàèìíî ïðîñòû, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ïëîñêîñòè íà÷èíàåòñÿ

ðîâíî îäèí êóáèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci êóáèê, íèæíÿÿ ïëîñêîñòü êîòîðîãî èìååò êîîðäèíàòó i, òî åñòü z0 = i
äëÿ òðîéêè, çàäàþùåé ýòîò êóáèê.

3) Âîçüì¼ì íåêîòîðûé êóáèê Ci è ðàññìîòðèì ïîêðûòèå ñëîÿ i; ïóñòü Qi � êâàäðàò, âûñåêàåìûé Ci â ýòîì

ñëîå. Èç îöåíêè ïóíêòà 1) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ýòîì ñëîå êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ âèäà x = d, ïåðåñåêàþùèõ
áîëüøå 10 êâàäðàòîâ, íå áîëüøå 10000− 9990 = 10. Ðàññìîòðèì âñå êëåòêè â ýòîì ñëîå, ïîêðûòûå òîëüêî Ci

è íèêåì áîëüøå. Â êàæäîì ñòîëáöå, ïåðåñåêàþùåì Qi è åù¼ ðîâíî 9 êâàäðàòîâ, òàêèå êëåòêè åñòü. Òàêèõ

ñòîëáöîâ (â êàæäîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé) íå ìåíüøå 90. Êëåòêè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè â ñëîå

i − 1 äîëæíû áûòü ïîêðûòû êóáîì Ci−100, èáî áîëüøå íåêåì. Çíà÷èò, Ci−100 ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî Ci ïî

(x, y)-êîîðäèíàòàì íà ðàññòîÿíèå, íå áîëüøåå 10.
4) Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Ci−100t ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî Ci ïî (x, y)-êîîðäèíàòàì íå áîëåå, ÷åì íà 10t.

Â ÷àñòíîñòè, Ci−900 = Ci+99 ñäâèíóò íå áîëüøå, ÷åì íà 90, òî åñòü èìååò ñ Ci õîòÿ áû 10 îáùèõ ñòðîê è õîòÿ

áû 10 îáùèõ ñòîëáöîâ. Â êàæäîé èõ ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ îñòà¼òñÿ åù¼ ïî 999− 190 = 809 êëåòîê, ïîýòîìó

èõ äîëæíû ïîêðûâàòü åù¼ ïî 9 êâàäðàòîâ, òî åñòü êàæäûé èç íèõ ïåðåñåêàåòñÿ õîòÿ áû ñ 11 êâàäðàòàìè.

Êàê ìû âèäåëè â ïóíêòå 3), òàêèõ ñòîëáöîâ (è òàêèõ ñòðîê) äîëæíî áûòü íå áîëüøå 10. Çíà÷èò, èõ ðîâíî

10, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = 1, 2, . . . , 9 êàæäûé èç Ci−100t ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî Ci−100t+100 ðîâíî íà 10 ïî

îáåèì êîîðäèíàòàì, è âñå ýòè ñäâèãè � â îäíó è òó æå ñòîðîíó. Çíà÷èò, âîîáùå êàæäûé êóá Cj−100 ñäâèíóò
îòíîñèòåëüíî Cj ðîâíî íà 10 ïî îáåèì êîîðäèíàòàì, è âñå ýòè ñäâèãè â îäíó è òó æå ñòîðîíó.

5) Ïóñòü ýòè ñäâèãè ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà, åñëè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, êóá C0 çàäà¼òñÿ òðîé-

êîé (0, 0, 0), òî êóá C−100t çàäà¼òñÿ òðîéêîé (10t, 10t,−100t). Íî òîãäà ó êàæäîé ïîêðûòîé òî÷êè x- è y-
êîîðäèíàòû îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 100, è òî÷êà (0, 200, 0) íå ïîêðûòà. Èòîãîâîå ïðîòèâîðå÷èå.

� Îòâåò è ïðèìåð � 0 áàëëîâ. Îòñóòñòâèå ïðèìåðà � äûðà â 2 áàëëà.

� Ñîîáðàæåíèÿ ïóíêòà 1) (êàæäûé ñëîé ïîêðûò õîòÿ áû 100 êâàäðàòàìè) � 2 áàëëà.

� Ñîîáðàæåíèÿ ïóíêòà 2) (â êàæäîì ñëîå íà÷èíàåòñÿ îäèí êóáèê) áàëëîâ íå äîáàâëÿþò.

� Ñîîáðàæåíèÿ ïóíêòà 3) (îöåíêà ñäâèãà Ci−100 îòíîñèòåëüíî Ci) � +2 áàëëà.

� Ñîîáðàæåíèÿ ïóíêòà 4) (Ci+99 è Ci ïåðåêðûâàþòñÿ ðîâíî ïî 10 ñòîëáöàì)� +2 áàëëà.

9. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé ôîêóñ: çðèòåëü ñîîáùàåò ôîêóñíèêó íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ìåíüøåå 10·
(
3
2

)10000
. Ôîêóñíèê çàïèñûâàåò â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå ñòðîêó äëèíû 10000 èç áóêâ À, Á,

Â. Çðèòåëü ñìîòðèò íà ýòó ñòðîêó, âûáèðàåò îäíó èç òð¼õ áóêâ è óäàëÿåò âñå âõîæäåíèÿ âûáðàííîé áóê-

âû èç ñòðîêè. Ïîñëå ýòîãî ïîìîùíèê, ãëÿäÿ íà îñòàâøóþñÿ ñòðîêó, äîëæåí óãàäàòü, êàêîå ÷èñëî çàãàäàë

çðèòåëü. Ìîãóò ëè ôîêóñíèê è ïîìîùíèê äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ôîêóñ ãàðàíòèðîâàííî

óäàëñÿ?

2022 Israel TST, óñèëåíî Ëó÷èíèíûì

Îòâåò: äà, ìîãóò.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì äâå ñòðîêè ïîõîæèìè, åñëè çðèòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü èç íèõ îäíó è òó æå ñòðî÷êó. Ýòî

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýòè äâå ñòðî÷êè îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èëè áóêâ À, èëè áóêâ Á, èëè áóêâ Â. Èç

ñòðîêè ñ k áóêâàìè À ïåðåñòàíîâêàìè áóêâ À ìû ìîæåì ïîëó÷èòü Ck
10000 6 C

5000
10000 ñëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

êàæäîé ñòðîêè ñóùåñòâóåò ìåíåå 3C5000
10000 ïîõîæèõ íà íå¼ ñòðîê. Íàøà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ïîèñêó 10 ·

(
3
2

)10000
ñòðîê, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íåïîõîæè.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò âñå âîçìîæíûå ñòðîêè äëèíû 10000 èç áóêâ À, Á, Â, à

ð¼áðàìè ñîåäèíèì ïîõîæèå ñòðî÷êè. Òîãäà G ñîäåðæèò 310000 âåðøèí, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ìåíüøå

3C5000
10000. Çíà÷èò, âåðøèíû ãðàôà G ìîæíî ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 3C5000

10000 öâåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò öâåò, â êîòîðûé ïîêðàøåíî íå ìåíåå 310000

3C5000
10000

âåðøèí. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî C5000
10000 6

210000

30 , òî â

ãðàôå G åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç âåðøèí 10 ·
(
3
2

)10000
, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî

C4950
10000 < C4951

10000 < . . . < C5000
10000 > . . . > C5049

10000 > C5050
10000,



Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè ïîëó÷àåì, ÷òî

C4950
10000 = C5000

10000 ·
4951 · 4952 · . . . · 5000

5001 · 5002 · . . . · 5050
> C5000

10000 ·
(

4951

5001

)50

> C5000
10000 ·

(
1− 50 · 50

5001

)
>

1

2
C5000
10000.

À òàê êàê
10000∑
i=0

Ci
10000 = 210000, òî

210000 >
5050∑

i=4950

Ci
10000 > C5000

10000 + 100 · (1

2
C5000
10000) = 51C5000

10000,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C5000
10000 <

210000

51 < 210000

30 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê îöåíêå ÷èñëà C5000
10000 � 4 áàëëà.

� Íàïîìèíàåì, ÷òî ôîðìóëà Ñòèðëèíãà � àñèìïòîòè÷åñêàÿ.

10. Âñå ãðàíè òåòðàýäðà � íåðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ

ð¼áåð ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ýòîãî òåòðàýäðà ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ,

ëåæàùóþ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ êàæäîé èç åãî âûñîò.

À. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òåòðàýäð ÷åðåç ABCD, à öåíòð åãî îïèñàííîé ñôåðû � ÷åðåç O. Ïóñòü ωAB �

ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åêX òàêèõ, ÷òîAX/XB = AC/CB = AD/DB. Ýòî ñôåðà Àïîëëîíèÿ, îíà ïðîõîäèò
÷åðåç C è D. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ñôåðû ωAC , ωAD, ωBC , ωBD, ωCD.

Ïóñòü OD � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî ωAB, ωAC , ωBC ïåðåñåêàþò

ïëîñêîñòü ABC ïî îêðóæíîñòÿì Àïîëëîíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC, êîòîðûå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, èìåþò îá-

ùóþ ðàäèêàëüíóþ îñü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç OD. Ïîýòîìó òî÷êà OD èìååò îäèíàêîâûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî

ñôåð ωAB, ωAC , ωBC . Ïðÿìàÿ OOD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABC, ñîäåðæàùåé öåíòðû ñôåð ωAB, ωAC ,

ωBC , à òî÷êà D ëåæèò íà ýòèõ ñôåðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, DOOD � ðàäèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü ñôåð ωAB, ωAC ,

ωBC . Îíà ñîäåðæèò âûñîòó hd òåòðàýäðà èç âåðøèíû D.
Àíàëîãè÷íî, COOC � ðàäèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü ñôåð ωAB, ωAD, ωBD. Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé COOC è

DOOD � ïðÿìàÿ `, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ ñôåð ωAB, ωAC , ωBC , ωAD, ωBD,

à çíà÷èò, ëåæèò â ïëîñêîñòÿõ BOOB è AOOA è ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ âñåõ øåñòè ñôåð Àïîëëîíèÿ.

� Äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêöèÿ âåðøèíû òåòðàýäðà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè

îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ ýòîé ãðàíè � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî íà ýòîé ðàäèêàëüíîé îñè ëåæèò åùå è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ãðàíè � 4 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêöèÿ âåðøèíû òåòðàýäðà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó Ëåìóàíà � 6 áàëëîâ.

Óêàçàííûå âûøå áàëëû íå ñóììèðóþòñÿ.

� Îêðóæíîñòü (ñôåðà) Àïîëëîíèÿ è åå ñâîéñòâà (÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îêðóæíîñòü, ðàñïîëîæåíèå åå

öåíòðà) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

� Ïðîáëåìû ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè èëè òî÷êà Ëåìóàíà ëåæàò íà ðàäèêàëüíîé

îñè îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ � äûðû ïî 2 áàëëà.



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Òðåòèé òóð 03.12.2022. Ïåðâàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 2n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò

(âîçìîæíî, êîìïëåêñíûé) êîðåíü êðàòíîñòè n, à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì P (0) = −1 è P (1) ·
P (−1) 6= 0. Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû.

Crux Mathematicorum

Îòâåò: ïðè ÷¼òíîì n îòâåòîâ íåò, ïðè íå÷¼òíîì � âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà (x2 + ax− 1)n, ãäå a � íåíóëåâîå

öåëîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ξ � óêàçàííûé â óñëîâèè êîðåíü. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Q ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî Q(ξ) = 0 (ò.å. ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ξ). Òîãäà
ìíîãî÷ëåí ÍÎÄ(P,Q) ìîæåò áûòü âûáðàí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ P è Q, òî ξ òàêæå åãî êîðåíü. Ïîñêîëüêó Q áûë ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè,

òî P
... Q. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû Ãàóññà èçâåñòíî, ÷òî â ðàâåíñòâå P = Q · R ìíîãî÷ëåíû Q è R ìîæíî

äîìíîæèòü íà íåêîòîðûå êîíñòàíòû òàê, ÷òî ïîëó÷àòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè,

èç ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q òàêæå ïðèâåä¼ííûé. Íàêîíåö, ξ íå ÿâëÿåòñÿ åãî êðàòíûì êîðíåì,

èíà÷å áû Q′(x) òàêæå èìåë êîðåíü ξ è ñòåïåíü ìåíüøóþ, ÷åì ó Q.
Òîãäà, èíäóêöèåé ïî n (ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q ïðèâåä¼ííûé), ïîëó÷àåì, ÷òî P äåëèòñÿ íà Qn. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî degQ ðàâíà èëè 1, èëè 2.

Åñëè ñòåïåíü 1, òî ξ � êîðåíü ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å.

öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, îíî äåëèò −1 = P (0), ò.å. ýòî èëè 1 èëè −1, íî ïî óñëîâèþ îíè íå êîðíè.

Åñëè ñòåïåíü 2, òî P (x) = (Q(x))n = (x2 + ax + b)n äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ a è b. Òîãäà bn = −1, îòêóäà
b = −1, n � íå÷¼òíî. Êðîìå òîãî P (1)P (−1) = −a2n 6= 0, ò.å. a 6= 0.

� Â ëåììó Ãàóññà, à òàêæå ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí âåðèì áåç äîêàçà-

òåëüñòâà (íî ñ ôîðìóëèðîâêàìè, îñîáåííî åñëè îïïîíåíò íå çíàåò).

� Çàäà÷à ðåøåíà â ñëó÷àå, êîãäà ξ ∈ C\R � 0 áàëëîâ.

2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n > 2 è n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêèõ, ÷òî a1 < a2 < . . . < an < λ · 2n è äëÿ ëþáîãî

k = 1, 2, . . . , n ÷èñëî ak äåëèò ñóììó

ÍÎÄ(a1, ak) + ÍÎÄ(a2, ak) + . . .+ ÍÎÄ(an, ak)?

2022 China Southeast

Îòâåò: âåðíî.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìûå äåëèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì, ïîýòîìó ñíà÷àëà íàéä¼ì ìíîæåñòâî

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óñëîâèþ, à ïîñëå óïîðÿäî÷èì åãî è ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ai.
Áóäåì ñòðîèòü ïðèìåð âèäà

{b1, . . . , bN+2t−t+1} = {p1, p2, . . . , p2t , 2t, 2t+1, . . . , 2N},

ãäå pi � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà, à ïàðàìåòðû t,N ìû âûáåðåì ïîçæå.

Çàìåòèì, ÷òî äåëèìîñòü èç óñëîâèÿ âûïîëíåíà äëÿ ñòåïåíåé äâîéêè:

N+2t−t+1∑
j=1

ÍÎÄ(bj , 2
k) =

2t∑
i=1

ÍÎÄ(pi, 2
k) +

N∑
i=t

ÍÎÄ(2i, 2k) = 2t + (2k − 2t) + (N − k + 1)2k
... 2k.

Äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ìû õîòèì äåëèìîñòè íà pk âûðàæåíèÿ
∑N+2t−t+1

j=1 ÍÎÄ(bj , pk) = N + 2t − t+ pk.

Íàêîíåö, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà íàì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ïðîñòûå ÷èñëà áûëè ìåíüøå 2N , à
òàêæå 2N < λ2N+2t−t+1, òî åñòü 2t+1−2t < λ.



Âñå ýòè óñëîâèÿ ìîæíî âûïîëíèòü. Ñíà÷àëà âîçüì¼ì t, äëÿ êîòîðîãî 2t+1−2t < λ, çàòåì âîçüì¼ì 2t

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîñëå ïîäáåð¼ì N , ñðàâíèìîå ñ t− 2t ïî ìîäóëþ p1 . . . p2t , êîòîðîå áóäåò áîëüøå
âñåõ pk. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ íàø ïðèìåð áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì óñëîâèÿì.

� Îøèáêà â ±1 ïðè èññëåäîâàíèè äåëèìîñòè íà pi � äûðà â 0 áàëëîâ.

3. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé 2000-óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íàéä¼òñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 1000 äèàãîíà-

ëåé, à òàêæå ïî äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 999, 998, . . . , 3 äèàãîíàëåé (è âñå óïîìÿíóòûå 1995 òî÷åê ðàçëè÷íû)?
È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: äà.

Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà ïàðàáîëå y = x2 òî÷êè An(−2n, 22n) è Bn(2n, 22n) ïðè 1 6 n 6 1000 è ðàññìîòðèì

âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê A1000 . . . A1B1 . . . B1000. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè (−a, a2), (b, b2) è (0, ab) ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó âñå äèàãîíàëè AiBj ïðè ôèêñèðîâàííîé ñóììå i + j = k ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó

Pk(0, 2k). Çíà÷èò, â òî÷êå P1001 ïåðåñåêàþòñÿ 1000 äèàãîíàëåé, â òî÷êàõ P1000 è P1002 � ïî 999 äèàãîíàëåé,

â òî÷êàõ P999 è P1003 � ïî 998 äèàãîíàëåé, . . . , â òî÷êàõ P4 è P1998 � ïî 3 äèàãîíàëè.

4. Äàíà ôóíêöèÿ f : R→ [−1000, 1000]. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣f(x+ y2 + z3)− f(x)− f(y)2 − f(z)3
∣∣ 6 1

2
.

Äîêàæèòå, ÷òî |f(x)− f(y)| 6 2 ïðè âñåõ x, y ∈ R.
Âüåòíàìñêèé æóðíàë, î÷èùåíî è óñèëåíî È. Áîãäàíîâûì; ïîëó÷èëîñü ïðîùå

Ðåøåíèå. Ïóñòü s = sup f(x), à i = inf f(x). Ïóñòü ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî f(a) > s− ε è f(b) < i + ε äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî ε. Äîêàæåì, ÷òî s < 0.6 è i > −1.4. Òîãäà âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f áóäóò ëåæàòü â

èíòåðâàëå (−1.4, 0.6), îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s > 0.6. Ïîäñòàâèì â óñëîâèå x = y = z = a. Ïîëó÷èì, ÷òî f(a + a2 + a3) > f(a) +

f(a)2 + f(a)3 − 1
2 > (0.6 − ε) + (0.6 − ε)2 + (0.6 − ε)3 − 0.5 = 0.676 + ε · (. . .) > 0.6 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ ñóïðåìóìîì ôóíêöèè f .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i 6 −1.4. Ïîäñòàâèì â óñëîâèå x = y = z = b. Ïîëó÷èì, ÷òî f(b + b2 + b3) 6

f(b)+f(b)2+f(b)3+ 1
2 = f(b)+f(b)2(f(b)+1)+ 1

2 6 (−1.4+ε)+(−1.4+ε)2·(−0.4+ε)+0.5 = −1.684+ε·(. . .) < −1.4
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ïðîòèâîðå÷èå ñ èíôèìóìîì ôóíêöèè f .

� Äîêàçàíû îöåíêè sup f < 1 èëè inf f > −1.5 � 4 áàëëà.

� Äîêàçàíû îáå îöåíêè, íî îíè îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà 2 � 6 áàëëîâ.

5. Íà ëèöåâûõ ñòîðîíàõ òûñÿ÷è êàðò íàïèñàëè ÷èñëà 1, 2, . . . , 1000 ñîîòâåòñòâåííî; çàòåì êàðòû ñëî-

æèëè â êîëîäó ðóáàøêàìè ââåðõ, ýòó êîëîäó ïåðåòàñîâàëè è âðó÷èëè Àëèñå. Àëèñà äåëàåò ïîñëåäîâàòåëüíî

101 õîä. Çà îäèí õîä Àëèñà áåðåò âåðõíþþ êàðòó èç êîëîäû è êëàä¼ò å¼ ëèöåâîé ñòîðîíîé ââåðõ íà ñòîë,

à çàòåì, åñëè îíà åù¼ íå îòìå÷àëà íè îäíîé êàðòû, îíà ìîæåò îòìåòèòü òó êàðòó, êîòîðóþ äîñòàëà

èç êîëîäû íà òåêóùåì õîäó. Çà âðåìÿ èãðû Àëèñà îáÿçàíà îòìåòèòü ðîâíî îäíó êàðòó.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå Àëèñà îòìåòèëà êàðòó ñ ÷èñëîì A, è ïóñòü M � 51-îå ïî âåëè÷èíå ñðåäè îòêðû-

òûõ åþ ÷èñåë. Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî d Àëèñà ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ÷èñëî |M −A| ãàðàíòè-
ðîâàííî íå ïðåâîñõîäèëî d?

2022 Taiwan TST

Îòâåò: 474. Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî d > 474. Ïóñòü Àëèñà äîñòà¼ò èç êîëîäû ñëåäóþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êàðò: 475, 474, . . . , 426, 949, 950, . . . , 998, 1. Â ýòîì ñëó÷àå M = 475, è ëèáî d > 474, ëèáî Àëèñà

äîëæíà îòìåòèòü êàðòó 426 6 A 6 475. Îäíàêî, åñëè îíà îòìåòèò êàðòó 426 6 A 6 475, òî äàëåå îíà ìîãëà
âûòàùèòü êàðòû 949, . . . 999, è òîãäà |M −A| = 949−A > 474. Ñëåäîâàòåëüíî, d > 474.

Ïðèâåä¼ì ñòðàòåãèþ çà Àëèñó. Çàìåòèì, ÷òî 51 6M 6 950. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò îíà

äîñòà¼ò êàðòó ñ ÷èñëîì îò 476 äî 525, òî îíà âûáåðåò å¼ è äîáü¼òñÿ æåëàåìîãî. Ïîäåëèì îñòàëüíûå ÷èñëà íà

áîëüøèå (êîòîðûå áîëüøå 525) è ìàëåíüêèå (êîòîðûå ìåíüøå 474). Òîãäà ïóñòü Àëèñà, óâèäåâ 51-å áîëüøîå

èëè 51-å ìàëåíüêîå ÷èñëî, îòìåòèò åãî. Òîãäà M è A áóäóò îäíîâðåìåííî áîëüøèìè èëè îäíîâðåìåííî

ìàëåíüêèìè ÷èñëàìè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áîëüøèìè è ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ ìàëåíüêèìè íå ïðåâîñõîäÿò 474. Ñëåäîâàòåëüíî, Àëèñà ìîæåò äîáèòüñÿ d 6 474.

� Òîëüêî îöåíêà èëè òîëüêî ïðèìåð � 4 áàëëà.

6. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåëè îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå AB è CD (òî÷êè

A è D ëåæàò íà ω2, òî÷êè B è C � íà ω1). Îêðóæíîñòè γ1 è γ2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå



X, îêðóæíîñòè ω1 è γ1 � â òî÷êå Y , îêðóæíîñòè ω2 è γ2 � â òî÷êå Z. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòü γ1
êàñàåòñÿ îòðåçêà AB, à îêðóæíîñòü γ2 � îòðåçêà CD. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AXZ è

CXY âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî BT = TC.
È. Ôðîëîâ ïî ìîòèâàì òåîðåìû î äåâÿòè îêðóæíîñòÿõ

Ðåøåíèå.Ïóñòü γ1 êàñàåòñÿAB â òî÷êå P , à γ2 êàñàåòñÿ CD â òî÷êåQ. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî îêðóæíîñòè

(BTC) è (ATD) êàñàþòñÿ, îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò òðåáóåìîå. Ìû ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå X,

è îáðàç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè U áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç U∗.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå èíâåðñèè T ∗ áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí Z∗P ∗

è Y ∗Q∗ òðàïåöèè Z∗P ∗Y ∗Q∗, êðîìå òîãî γ∗1 = P ∗Y ∗ è γ∗2 = Z∗Q∗. Îñòàëüíûå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû êàê

íà ðèñ. 1. Òîãäà ÿñíî, ÷òî òî÷êà A∗ ëåæèò íà îòðåçêå P ∗Z∗, òî÷êà C∗ � íà îòðåçêå Y ∗Q∗. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî îêðóæíîñòè (B∗T ∗C∗) è (A∗T ∗D∗) êàñàþòñÿ.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå T ∗, ïîñëå ýòîé èíâåðñèè îáðàç òî÷êè U∗ áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç U ′ (ðèñ. 2). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî B′C ′ ‖ A′D′. Ìû äîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè ω′1 è ω
′
2 ðàâíûå, à òàêæå

îêðóæíîñòè `′2 è `
′
1 ðàâíûå, îòêóäà è ïîñëåäóåò òðåáóåìîå. Ïåðåñåêàÿ ïðÿìûå P ′Y ′ è Z ′Q′ ñ îêðóæíîñòÿìè

è ïðÿìîé C ′A′, îòìåòèì êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå òî÷êè K,L,M,N,R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà R ëåæèò íà

ïðîäîëæåíèè îòðåçêà Z ′Q′ çà òî÷êó Z. Â ñèëó êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè K,A′,M ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé T ∗Q′, à òàêæå òî÷êè L,C ′, N ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé T ∗Z ′.
Òîãäà ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ A′Z ′K è C ′NY ′ ïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãîìîòå-

òèÿ h, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê C ′NY ′ â òðåóãîëüíèê A′Z ′K. Ïóñòü ïðè ýòîé ãîìîòåòèè òðåóãîëüíèê

A′P ′M ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê ∆. Òîãäà R � öåíòð ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì áîëüøèì 1, ïåðåâîäÿùåé

òðåóãîëüíèê A′Z ′K â òðåóãîëüíèê ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, R � öåíòð ãîìîòåòèè (òîæå ñ êîýôôèöèåíòîì áîëü-

øèì 1) ïåðåâîäÿùåé òðåóãîëüíèê A′Z ′K â òðåóãîëüíèê C ′LQ′. Çíà÷èò, ýòè äâå ãîìîòåòèè � îäíî è òî æå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà (C ′LQ′), è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ
îêîëî ∆, êàñàþòñÿ (A′Z ′K). Â ñëó÷àå A′C ′ ‖ Z ′Q′ äâà óïîìÿíóòûõ îòîáðàæåíèÿ (êîòîðûå â ñëó÷àå íå ïàðàë-
ëåëüíîñòè áûëè ãîìîòåòèÿìè) áóäóò ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîòåòèÿ h ïåðåâîäèò è

òðåóãîëüíèê A′P ′M â òðåóãîëüíèê C ′LQ′. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó Z ′LNP ′ � ïàðàëëåëîãðàìì, òî

h íà ñàìîì äåëå öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, îòêóäà è ñëåäóåò çàÿâëåííîå âûøå ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé.

� Çàäà÷à ïåðåôîðìóëèðîâàíà ïîñëå èíâåðñèè â òî÷êå X � 2 áàëëà.

� Ïåðåôîðìóëèðîâêà ïîñëå âòîðîé èíâåðñèè � 4 áàëëà.

� Ïðîáëåìû â ðàññóæäåíèè ïðî ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé îáðàòíûì õîäîì � äûðà íå áîëåå ÷åì â 6 áàëëîâ.

Óêàçàííûå âûøå áàëëû íå ñóììèðóþòñÿ.

7. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xN è íåîòðè-

öàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà y1, y2, . . . , yN òàêèå, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ 2N ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 2022,

à íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ yixi − yj
xj

∣∣∣∣ > 1

xixj(yi + yj)



âûïîëíåíî ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 N?

îëèìïèàäà MetriX, 2022

Îòâåò: 3 · 20223.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè N òî÷åê Pi(xi, yi). Ïî óñëîâèþ îíè ëåæàò â êâàäðàòå

K, çàäàííîì íåðàâåíñòâàìè 0 < x 6 2022, 0 6 y 6 2022, íî íå íà åãî ëåâîé ñòîðîíå. Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî

èç óñëîâèÿ íà xixj , ïîëó÷èì |xiyj − xjyi| >
1

yi + yj
. Â íàøåé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýòî çíà÷èò,

÷òî ïëîùàäü êàæäîãî òðåóãîëüíèêà OPiPj , ãäå O � íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ìåíüøå
1

2(yi + yj)
. Ïåðåäâèíåì

êàæäóþ òî÷êó Pi âäîëü ëó÷à OPi òàê, ÷òîáû îíà ïîïàëà íà ñòîðîíó êâàäðàòà K (àëãåáðàè÷åñêè � óìíîæèì

îáà ÷èñëà êàæäîé ïàðû (xi, yi) íà îäíî è òî æå ÷èñëî òàê, ÷òîáû áîëüøåå èç ÷èñåë ñòàëî ðàâíî 2022).

Î÷åâèäíî, óñëîâèå íà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ñîõðàíèòñÿ. Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè òî÷êè íà âåðõíåé è

ïðàâîé ñòîðîíàõ êâàäðàòà (ïðàâûé âåðõíèé óãîë ïðèïèøåì ê âåðõíåé ñòîðîíå).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê Pi è Pj íà âåðõíåé ñòîðîíå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OPiPj íå ìåíüøå
1

2(yi + yj)
=

1

4 · 2022
, à âûñîòà, îïóùåííàÿ íà PiPj èç O ðàâíà 2022, êàæäûé îòðåçîê PiPj èìååò äëèíó íå

ìåíåå 1
2 · 20222, ïîýòîìó òàêèõ îòðåçêîâ íå áîëåå 2 · 20223− 1 (íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè ñ àáñöèññîé 0 ó íàñ áûòü

íå ìîæåò), à òî÷åê íà âåðõíåé ñòîðîíå íå áîëåå 2 · 20223.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê Pi è Pj íà ïðàâîé ñòîðîíå èìååì xi = xj = 2022, yi, yj < 2022. Ïî óñëîâèþ

|yi − yj | > 1
2022(yi+yj)

, òî åñòü |y2i − y2j | >
1

2022
. Ïîýòîìó òî÷åê íà ïðàâîé ñòîðîíå íå áîëåå 20223.

Ïðèìåð 3 · 20223 ïàð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, äîñòàâëÿþò 2 · 20223 òî÷åê âèäà

(
k

2 · 20222
, 2022

)
c

1 6 k 6 2 · 20223 è 20223 òî÷åê âèäà

(
2022,

√
k

2022

)
ñ 0 6 k 6 20223 − 1. Åñëè äâå òî÷êè Pi è Pj ëåæàò

íà îäíîé ñòîðîíå êâàäðàòà K, óñëîâèå äëÿ íèõ âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè æå òî÷êà Pi(x, 1) ëåæèò íà
âåðõíåé ñòîðîíå, à òî÷êà Pj(1, y) íà ïðàâîé, ðàññìîòðèì òî÷êó P (1, 1). Ïî ïîñòðîåíèþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

OPPj íå ìåíüøå
1

2(y + 1)
. À ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OPiPj åù¼ áîëüøå (òàê êàê ñòîðîíà OPj ó íåãî òà æå,

à âûñîòà áîëüøå). Ïîýòîìó òî÷êè Pi è Pj òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

� Òîëüêî îöåíêà èëè òîëüêî ïðèìåð � 4 áàëëà.

8. Ïóñòü T = {1, 2, . . . , 15}3 � ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 16.
Íàçîâ¼ì êóáèêîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, x3), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðè i = 1, 2, 3 íåðàâåíñòâàì ai 6 xi < ai + 7, ãäå a1, a2, a3 � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíü-

øåå êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íàäî âûáðàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òðîéêè (t1, t2, t3) ∈ T â îäíîì èç êóáèêîâ íàøëàñü

òðîéêà (x1, x2, x3) òàêàÿ, ÷òî âñå òðè ÷èñëà xi − ti äåëÿòñÿ íà 15?
È. Áîãäàíîâ, Î. Ãðèãîðÿí, Ì. Æóêîâñêèé

Îòâåò: 15.

Ðåøåíèå. Ïî ñóòè, â çàäà÷å ñïðàøèâàåòñÿ, êàêèì êîëè÷åñòâîì êóáîâ 7×7×7 ìîæíî ïîêðûòü òð¼õìåðíûé
òîð ñî ñòîðîíîé 15. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî T = (Z15)

3, à êàæäûé êóáèê åñòü ìíîæåñòâî âèäà (x0, y0, z0) +
{0, 1, . . . , 6}3 ⊆ T ; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîò êóáèê çàäà¼òñÿ òðîéêîé (x0, y0, z0).

Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî êóáèêîâ íå ìåíüøå 15.
Ðàññìîòðèì c-é ¾ñëîé¿ � ïåðåñå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè z = c ñ T . Êàæäûé êóáèê ëèáî íå

ïåðåñåêàåò åãî, ëèáî ïåðåñåêàåò ïî êâàäðàòó 7× 7. Âûÿñíèì, ñêîëüêî ìîæåò áûòü òàêèõ êâàäðàòîâ. Êàæäûé
ñòîëáåö (ò.å. ìíîæåñòâî êëåòîê, â êîòîðûõ çàôèêñèðîâàíû z- è åù¼ îäíà êîîðäèíàòà) äîëæåí ïåðåñåêàòü õîòÿ
áû 3 êâàäðàòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé êâàäðàò ïåðåñåêàåò 7 ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ

íå ìåíüøå 15 · 3/7, òî åñòü íå ìåíüøå 7.
Äàëåå, êàæäûé êóáèê ïåðåñåêàåò 7 ñëî¼â, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ýòèõ êóáèêîâ íå ìåíüøå, ÷åì 15 · 7/7 = 15.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êóáèêè, çàäàâàåìûå òî÷êàìè (2i, 7i, i) ïðè i = 0, 1, 2, . . . , 14. Ïîêàæåì, ÷òî îíè

ïîêðûâàþò âåñü òîð. Ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êóáèêîâ ñ êàæäûì ñëîåì îáðàçóþò îäíó è òó æå êàðòèíêó ñ òî÷íîñòüþ

äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü øåñòîé ñëîé, â êîòîðîì 7 êâàäðàòîâ Q0, . . . , Q6,

ãäå Qi çàäà¼òñÿ òî÷êîé (2i, 7i).
Ïî x-êîîðäèíàòå êâàäðàòû ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà 2 (êðîìå Q0, ñäâèíóòîãî îòíîñèòåëüíî

Q6 íà 3). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ñòîëáåö, â êîòîðîì çàôèêñèðîâàíà x-êîîðäèíàòà. Òîãäà îí ïåðåñåêàåòñÿ ñ

òðåìÿ èëè ÷åòûðüìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè (â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå) êâàäðàòàìè Qi. Ýòè ïåðåñå÷åíèÿ ïî÷òè



âñåãäà ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà 7, çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì: Q0 ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî Q6 íà

0− 6 · 7 = −42 ≡ 3 (mod 15). Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî ýòè ïåðåñå÷åíèÿ ïîêðûâàþò âåñü ñòîëáåö.

� Òîëüêî îöåíêà èëè òîëüêî ïðèìåð (ñ îáîñíîâàíèåì) � ïî 4 áàëëà.

9. Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ñîáèðàþòñÿ ïîêàçàòü òàêîé ôîêóñ: çðèòåëü ñîîáùàåò ôîêóñíèêó íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ìåíüøåå
(
3
2

)10000
. Ôîêóñíèê çàïèñûâàåò â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå ñòðîêó äëèíû 10000 èç áóêâ À, Á, Â.

Çðèòåëü ñìîòðèò íà ýòó ñòðîêó, âûáèðàåò îäíó èç òð¼õ áóêâ è óäàëÿåò âñå âõîæäåíèÿ âûáðàííîé áóêâû

èç ñòðîêè. Ïîñëå ýòîãî ïîìîùíèê, ãëÿäÿ íà îñòàâøóþñÿ ñòðîêó, äîëæåí óãàäàòü, êàêîå ÷èñëî çàãàäàë

çðèòåëü. Ìîãóò ëè ôîêóñíèê è ïîìîùíèê äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû ôîêóñ ãàðàíòèðîâàííî

óäàëñÿ?

2022 Israel TST, óñèëåíî Ñ. Ëó÷èíèíûì

Îòâåò: Äà, ìîãóò.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì äâå ñòðîêè ïîõîæèìè, åñëè çðèòåëü ìîæåò ïîëó÷èòü èç íèõ îäíó è òó æå ñòðî÷êó. Ýòî

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýòè äâå ñòðî÷êè îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èëè áóêâ À, èëè áóêâ Á, èëè áóêâ Â. Èç

ñòðîêè ñ k áóêâàìè À ïåðåñòàíîâêàìè áóêâ À ìû ìîæåì ïîëó÷èòü Ck
10000 6 C

5000
10000 ñëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

êàæäîé ñòðîêè ñóùåñòâóåò ìåíåå 3C5000
10000 ïîõîæèõ íà íå¼ ñòðîê. Íàøà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ïîèñêó 10 ·

(
3
2

)10000
ñòðîê, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íåïîõîæè.

Ðàññìîòðèì ãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò âñå âîçìîæíûå ñòðîêè äëèíû 10000 èç áóêâ À, Á, Â, à

ð¼áðàìè ñîåäèíèì ïîõîæèå ñòðî÷êè. Òîãäà G ñîäåðæèò 310000 âåðøèí, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ìåíüøå

3C5000
10000 < 210000. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç

210000 > C4998
10000 + C4999

10000 + C5000
10000 + C5001

10000 + C5002
10000 = C4999

10001 + C5000
10000 + C5002

10001 > 3C5000
10000.

Çíà÷èò, âåðøèíû ãðàôà G ìîæíî ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 21000 öâåòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
öâåò, â êîòîðûé ïîêðàøåíî íå ìåíåå 310000

210000
âåðøèí. Òîãäà â ãðàôå G åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç âåðøèí(

3
2

)10000
, îòêóäà è ñëåäóåò ðåøåíèå çàäà÷è.

10. Âñå ãðàíè òåòðàýäðà � íåðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðîèçâåäåíèÿ äëèí åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ

ð¼áåð ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé ñôåðû ýòîãî òåòðàýäðà ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ,

ëåæàùóþ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ êàæäîé èç åãî âûñîò.

À. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òåòðàýäð ÷åðåç ABCD, à öåíòð åãî îïèñàííîé ñôåðû � ÷åðåç O. Ïóñòü ωAB �

ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åêX òàêèõ, ÷òîAX/XB = AC/CB = AD/DB. Ýòî ñôåðà Àïîëëîíèÿ, îíà ïðîõîäèò
÷åðåç C è D. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ñôåðû ωAC , ωAD, ωBC , ωBD, ωCD.

Ïóñòü OD � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî ωAB, ωAC , ωBC ïåðåñåêàþò

ïëîñêîñòü ABC ïî îêðóæíîñòÿì Àïîëëîíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC, êîòîðûå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, èìåþò îá-

ùóþ ðàäèêàëüíóþ îñü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç OD. Ïîýòîìó òî÷êà OD èìååò îäèíàêîâûå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî

ñôåð ωAB, ωAC , ωBC . Ïðÿìàÿ OOD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABC, ñîäåðæàùåé öåíòðû ñôåð ωAB, ωAC ,

ωBC , à òî÷êà D ëåæèò íà ýòèõ ñôåðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, DOOD � ðàäèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü ñôåð ωAB, ωAC ,

ωBC . Îíà ñîäåðæèò âûñîòó hd òåòðàýäðà èç âåðøèíû D.
Àíàëîãè÷íî, COOC � ðàäèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü ñôåð ωAB, ωAD, ωBD. Ïåðåñå÷åíèå ïëîñêîñòåé COOC è

DOOD � ïðÿìàÿ `, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ ñôåð ωAB, ωAC , ωBC , ωAD, ωBD,

à çíà÷èò, ëåæèò â ïëîñêîñòÿõ BOOB è AOOA è ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ âñåõ øåñòè ñôåð Àïîëëîíèÿ.

� Äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêöèÿ âåðøèíû òåòðàýäðà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè

îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ ýòîé ãðàíè � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî íà ýòîé ðàäèêàëüíîé îñè ëåæèò åùå è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ãðàíè � 4 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî ïðîåêöèÿ âåðøèíû òåòðàýäðà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ãðàíü ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êó Ëåìóàíà � 6 áàëëîâ.

Óêàçàííûå âûøå áàëëû íå ñóììèðóþòñÿ.

� Îêðóæíîñòü (ñôåðà) Àïîëëîíèÿ è åå ñâîéñòâà (÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îêðóæíîñòü, ðàñïîëîæåíèå åå

öåíòðà) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè.

� Ïðîáëåìû ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè èëè òî÷êà Ëåìóàíà ëåæàò íà ðàäèêàëüíîé

îñè îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ � äûðû ïî 2 áàëëà.


