
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Третий тур 03.12.2022. Третья лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов.
Дан равносторонний 12-угольник, углы которого равны 90∘ или 270∘, а длины сторон равны 1. Чему

может быть равна его площадь? Укажите все варианты.
Ответ. 5.

1. Упорный Гоша стоит перед началом бесконечного ряда с замками, пронумерованными подряд числами 1,
2, 3, . . . . Первоначально все замки закрыты. Он написал у себя на планшете множество всех натуральных
чисел. На каждом новом этапе Гоша проделывает следующее бесконечное число действий. Он стирает
очередное число 𝑎 из планшета, идёт вдоль ряда, меняет состояние всех замков, номера которых делятся
на 𝑎: закрытые открывает, а открытые закрывает. Когда все числа в планшете стёрты, Гоша идёт вдоль
ряда, переписывает в планшет номера всех открытых замков, после чего закрывает все замки. На этом
этап заканчивается. После 2022 этапов оказалось, что ровно 𝑛 чисел на планшете являются делителями
числа 102022. Найдите 𝑛.

Ответ: 64.
Решение. Обозначим через 𝑆𝑛 множество 𝑆 после 𝑛 этапов, в частности, 𝑆0 = {1, 2, 3, . . .}. Во-первых,

отметим, что 𝑆𝑛+1 состоит в точности из натуральных чисел, имеющих нечётное количество делителей в 𝑆𝑛.
Далее докажем, что множество 𝑆𝑛 мультипликативно, то есть при НОД(𝑎, 𝑏) = 1 и 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑛 также 𝑎𝑏 ∈ 𝑆𝑛.
База для 𝑆0 очевидна.

Предположим, что 𝑆𝑛 мультипликативно, и 𝑥 = 𝑝𝑒11 𝑝𝑒22 . . . 𝑝𝑒𝑘𝑘 ∈ 𝑆𝑛+1. Тогда количество делителей числа 𝑥
в 𝑆𝑛 (обозначим его 𝑑𝑆𝑛(𝑥)) в силу мультипликативности 𝑆𝑛 равно 𝑑𝑆𝑛 (𝑝
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нечётным тогда и только тогда, когда все множители нечётны, то есть 𝑥 ∈ 𝑆𝑛+1 ⇐⇒
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𝑖∈𝐴 𝑝𝑒𝑖𝑖 ∈ 𝑆𝑛+1 для
каждого подмножества 𝐴 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑘}, что и доказывает мультипликативность 𝑆𝑛+1.

Теперь понятно, что мы можем восстановить 𝑆𝑛 по степеням простых чисел, входящих в это множество.
Также в силу симметричности, для разных простых чисел картина получается одинаковая. Поэтому обо-
значим через 𝐸𝑛 множество показателей степени, в которых простые числа содержатся в 𝑆𝑛. Изначально
𝐸0 = {0, 1, 2, . . .} и 𝐸1 = {0, 2, 4, . . .}. Далее по индукции нетрудно доказать, что 𝐸𝑛 — множество неот-
рицательных целых 𝑥, для которых 𝑛&𝑥 = 0, где & обозначает побитовую операцию И. Например, можно
обозначить 𝑓(𝑛, 𝑥) = 𝛿𝑛&𝑥 = (1 если 𝑛&𝑥 = 0, иначе 0), и проверить, что 𝑓(𝑛+1, 𝑥+1) = 𝑓(𝑛+1, 𝑥)⊕𝑓(𝑛, 𝑥+1),
где ⊕, где ⊕— исключающее ИЛИ.

Так или иначе, 2022 = 111111001102, поэтому элементы 𝐸2022, не превосходящие 2022 — это числа вида
𝑏1𝑏200𝑏3 в системе с основанием 2. У нас 8 вариантов выбрать 𝑏-шки, а так как у 102022 два простых делителя,
2 и 5, есть по 8 вариантов выбрать степень каждого из них. Значит, всего вариантов 64.
♦ Задача сведена к рассмотрению степеней простых: 4 балла.

2. Имеются 160 лягушек и 𝑛 кочек, расположенных по кругу. Первая лягушка прыгает на первую кочку,
вторая — на четвёртую, третья — на девятую, и так далее, то есть 𝑖-я лягушка прыгает на 𝑖2-ю кочку
(считаем, что после 𝑛-й кочки идёт 𝑛 + 1-я, совпадающая с 1-й). При каком наименьшем 𝑛 никакие две
лягушки не окажутся на одной кочке?

Ответ: 326.
Решение. Чтобы лягушки оказались на разных кочках, для всех 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩾ 160 не должно оказаться

𝑖2 ≡ 𝑗2 (mod 𝑛). Другими словами, (𝑖−𝑗)(𝑖+𝑗) не должно делиться на 𝑛. Очевидно, что 𝑛 = 1, 2 не подходит.
При 3 ⩽ 𝑛 ⩽ 319 можно выбрать 𝑖 + 𝑗 = 𝑛. При 𝑛 = 326 = 2 · 163, так как 163— простое, могут подойти
только 𝑖 + 𝑗 = 163, но тогда 𝑗2 − 𝑖2 нечётно, значит, для 𝑛 = 326 условие выполнено. Осталось перебором
убедиться, что числа от 320 до 325 не подходят.
♦ Доказано, что 𝑛 = 326 подходит: 4 балла.
♦ Доказань, что 𝑛 < 326 не подходят: 4 балла.



3. Перед Алисой лежит колода из 999 карточек с числами от 1 до 999 (на каждой карточке ровно одно
число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой вверх).
Алиса по очереди открывает карточки, всего она откроет 101 карточку. На каком-то из этих ходов ей
нужно отметить карточку, которую она достала на этом ходу. Пусть Алиса отметила карту с числом
𝐴, а число 𝑀 — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы число |𝑀 −𝐴|
было как можно меньше. Для какого наименьшего 𝑑 Алиса может гарантировать, что |𝑀 − 𝐴| ⩽ 𝑑
независимо от изначального расположения карточек?

Ответ: 474.
Решение. Покажем, что 𝑑 ⩾ 474. Пусть Алиса достаёт из колоды следующую последовательность карт:

475, 474, . . . , 426, 949, 950, . . . , 998, 1. В этом случае 𝑀 = 475, и либо 𝑑 ⩾ 474, либо Алиса должна отметить
карту 426 ⩽ 𝐴 ⩽ 475. Однако, если она отметит карту 426 ⩽ 𝐴 ⩽ 475, то далее она могла вытащить карты
949, . . . 999, и тогда |𝑀 −𝐴| = 949−𝐴 ⩾ 474. Следовательно, 𝑑 ⩾ 474.

Приведём стратегия за Алису. Заметим, что 51 ⩽ 𝑀 ⩽ 950. Следовательно, если в какой-то момент она
достаёт карту с числом от 476 до 525, то она выберет её и добьётся желаемого. Поделим остальные числа на
большие (которые больше 525) и маленькие (которые меньше 476). Тогда пусть Алиса, увидев 51-е большое
или 51-е маленькое число, отметит его. Тогда 𝑀 и 𝐴 будут одновременно большими или одновременно
маленькими числами. Нетрудно заметить, что разности между любыми двумя большими и между любыми
двумя маленькими не превосходят 474. Следовательно, Алиса может добиться 𝑑 ⩽ 474.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

4. Множество 𝐴 натуральных чисел, состоящее хотя бы из трёх чисел, таково, что для любого 𝑛 > 1
и любых различных элементов 𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑛 из 𝐴, каждый делитель числа 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 − 1, отличный от 1,
принадлежит 𝐴. Докажите, что 𝐴 содержит все числа, большие 1.

Решение. Заметим, что множество 𝐴 бесконечно. Действительно, если 𝑀 — наибольший элемент 𝐴, а
𝑘 ̸= 1 – любой другой, не не равный 𝑀 , то в множестве 𝐴 есть элемент 𝑘𝑀 − 1 > 𝑀 .

Пусть 𝑡 /∈ 𝐴. Аналогично, докажем, что в 𝐴 бесконечно много чисел, взаимно простых с 𝑡. Пусть все
элементы 𝐴, большие 𝑀 ′ имеют общий делитель с 𝑡. Ясно, что множество этих делителей конечно (они
все меньше 𝑡). Обозначим их 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘, а числа на них делящиеся 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴 соответственно. Пусть
𝑎0 ∈ 𝑎 любое число, отличное от всех предыдущих 𝑎𝑖. Тогда число 𝑎0𝑎1 . . . 𝑎𝑘 − 1 ∈ 𝐴 больше 𝑀 ′ и не имеет
общих делителей с 𝑡. Среди бесконечного числа взаимно простых с 𝑡 элементов 𝐴 выберем 𝑛 = 𝜙(𝑡) чисел
𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐴 дающих одинаковый остаток по модулю 𝑡. Таким образом, число 𝑏1 · . . . · 𝑏𝑛 − 1 делится на 𝑡 и
все его делители лежат в 𝐴.
♦ Постулатом Бертрана разрешено пользоваться при условии верной формулировки.

5. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает помощнику натуральное
число, меньшее 22022. Помощник записывает в текстовом редакторе строку длины 4044 из букв А, Б, В.
Зритель смотрит на эту строку, выбирает одну из трех букв и удаляет все вхождения выбранной буквы
из строки. После этого фокусник, глядя на оставшуюся строку, должен угадать, какое число загадал
зритель. Могут ли фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?

Ответ: могут.
Решение. На месте помощника представим загаданное число в двоичной записи и заменим 0 на АБ, 1 на

БВ. Докажем, что фокусник сможет угадать загаданное число, какую бы букву не удалил зритель.
Если зритель удаляет Б, то двоичная запись загаданного числа восстанавливается заменой букв А на 0,

букв В на 1.
Случаи, когда зритель удаляет А и В, симметричны, разберём только случай, когда зритель удаляет

букву А. Фокусник знает, что перед буквой В всегда шла буква Б, и вместе эти два символа означают 1.
Проведём все такие замены, а оставшиеся буквы Б заменим на 0.

6. Даны равные пересекающиеся окружности Ω1 и Ω2. Равные окружности 𝛾1 и 𝛾2 меньшего радиуса
касаются Ω1 и Ω2 внутренним образом. Пусть 𝐴 — точка касания Ω1 и 𝛾2. Окружность 𝛼 касается Ω1

внутренним образом в точке 𝐵 и касается 𝛾1 внешним образом. Прямая 𝐴𝐵 вторично пересекает 𝛾2 в
точке 𝐶. Докажите, что существует окружность, касающаяся 𝛾2 в точке 𝐶, а также касающаяся Ω2

и 𝛼.
Решение. Обозначим вторую точку пересечения 𝛼 и 𝐴𝐵 через 𝑃 , а точки касания 𝛾1 с Ω2 и 𝛼 — через

𝑋 и 𝑍 соответственно. Заметим, что существует центральная симметрия 𝑖, переводящая Ω1 в Ω2, а 𝛾1 в 𝛾2;
она переводит 𝐴 в 𝑋.



Рассмотрим композицию преобразований: положительной гомотетии (с центром 𝐵), переводящей 𝛼 в Ω1;
положительной гомотетии (с центром 𝐴), переводящей Ω1 в 𝛾2; центральной симметрии 𝑖, переводящей 𝛾2 в
𝛾1; отрицательной гомотетии (с центром 𝑍), переводящей 𝛾1 в 𝛼; Их композиция имеет положительный ко-
эффициент и сохраняет 𝛼, т.е. является тождественным преобразованием. Значит, эта композиция переводит
𝑃 ↦→ 𝐴 ↦→ 𝐴 ↦→ 𝑋 ↦→ 𝑃 . Следовательно, точки 𝑋, 𝑍 и 𝑃 лежат на одной прямой.

Пусть 𝑋𝑍 вторично пересекает Ω2 в точке 𝑌 . Докажем, что окружность (𝐶𝑃𝑌 ) — искомая. Пусть 𝑅, 𝑟
и 𝑎 — радиусы Ω𝑖, 𝛾𝑖 и 𝛼 соответственно. Из гомотетий имеем
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откуда окружности 𝛼 и (𝐶𝑃𝑌 ) касаются в точке 𝑃 .
Пусть ℓ — общая касательная к 𝛾1 и 𝛼 в точке 𝑍. Гомотетия с центром 𝑋 переводит ℓ в касательную к Γ2

в точке 𝑌 , а гомотетия с центром 𝑃 переводит ℓ в касательную к окружности (𝐶𝑃𝑌 ) в точке 𝑌 . Окружности
(𝐶𝑃𝑌 ) и Γ2 касаются в точке 𝑌 , поскольку касательные к ним в 𝑌 параллельны. Аналогично доказываем,
что окружности (𝐶𝑃𝑌 ) и 𝛾2 касаются в точке 𝐶.

7. На стороне 𝐴𝐵 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили такую точку 𝐾, что 𝐴𝐾 = 𝐾𝐶. Ме-
диана 𝐵𝑀 пересекает отрезок 𝐾𝐶 в точке 𝐸. Прямая 𝐴𝐸 пересекает отрезок 𝐵𝐶 в точке 𝐹 . Точка
𝑁 — середина 𝐵𝐶. Описанные окружности треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝑁𝐹 пересекаются в точках 𝐴 и 𝐷.
Докажите, что точки 𝐶, 𝐷 и 𝐾 лежат на одной прямой.

Решение. Пусть луч 𝐶𝐾 пересекает описанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐷′. Для решения
задачи достаточно доказать, что точки 𝐴, 𝑁 , 𝐹 и 𝐷′ лежат на одной окружности. Из остроугольности
треугольника 𝐴𝐵𝐶 следует, что 𝐴𝐶𝐵𝐷′ равнобедренная трапеция, боковые стороны которой пересекаются,
скажем в точке 𝑆, лежащей в той же полуплоскости относительно прямой 𝐴𝐶, что и точка 𝐵. Докажем, что
𝑆𝐷′ · 𝑆𝐴 = 𝑆𝑁 · 𝑆𝐹 . Или, что то же самое, 𝑆𝐷′ · 𝑆𝐴 = 𝑆𝑁 · 𝑆𝐹 . Так как 𝐶𝐾 и 𝐴𝐹 пересекаются на медиане
𝐵𝑀 , то 𝐾𝐹 ‖ 𝐴𝐶. Пусть 𝐴𝐶/𝐵𝐷′ = 𝑘, 𝑆𝐵 = 𝑎. Тогда 𝐹𝐶/𝐵𝐹 = 𝐶𝑆/𝐵𝐶 = 𝑘 и 𝑆𝐶 = 𝑘𝑎, 𝐵𝐶 = (𝑘 − 1)𝑎.
Также 𝐵𝐹 = (𝑘 − 1)𝑎/(𝑘 + 1), 𝑆𝑁 = (𝑘 + 1)𝑎/2 и 𝑆𝐹 = 2𝑘𝑎/(𝑘 + 1). То есть, 𝑆𝐷′ · 𝑆𝐴 = 𝑆𝑁 · 𝑆𝐹 .

8. Дана пара вещественных чисел (𝑎0, 𝑏0). Определим последовательности 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . и 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, . . . со-
отношением 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 и 𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 для всех 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Найдите все пары (𝑎0, 𝑏0), для которых
𝑎2022 = 𝑎0 и 𝑏2022 = 𝑏0.

Ответ: Пары вида (𝑎, 0), где 𝑎 — любое вещественное.
Решение. Легко видеть, что пары из условия подходят. Докажем, что в любой подходящей паре обяза-

тельно 𝑏0 = 0. Просуммируем по периоду следующие величины:

2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖+1 =

2022∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖+1 =

2021∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) =

2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 +

2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 =⇒
2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 = 0.

0 =
2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 =
2022∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 =
2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑖

2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖+1 =
2021∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2 =

2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖 +

2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 + 2
2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑖 =
2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖 +
2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 =⇒
2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 = 0.

♦ Только ответ с примером: 0 баллов.

9. Можно ли на рёбрах куба выбрать пять точек, являющихся вершинами правильного пятиугольника?



Ответ: нет, нельзя.
Решение. Предположим, что такой пятиугольник существует. Заметим, что нельзя выбрать 5 вершин на

сторонах квадрата, чтобы они являлись вершинами правильного пятиугольника. Это означает, что в каждой
грани куба лежит не более одной стороны пятиугольника. При этом, на двух параллельных гранях не может
быть сторон пятиугольника (иначе они параллельны). Тогда найдутся две соседние вершины пятиугольника,
расстояние между которыми не менее 1. Следовательно, диагональ пятиугольника не меньше (1 +

√
5)/2 >√

2. То есть, если две вершины пятиугольника лежат в одной грани куба, то они соседние. При этом никакие
три вершины пятиугольника не лежат в одной грани.

Итак, каждая вершина пятиугольника лежит не менее чем в 2-х гранях, то есть, пар вершина–грань не
менее 10, а следовательно, найдутся не менее 4 граней, в которых лежит по две вершины. Ясно, что две из
них будут противоположными. Противоречие.
♦ Доказано, что не существует правильного пятиугольника с вершинами на сторонах квадрата: 4 балла.

Если это, наоборот, не доказано, а всё остальное верно: дыра в 4 балла.

10. Найдите все функции 𝑓 : R → R, для которых выполнено

𝑓
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2 + 𝑦2𝑓(𝑦)3.

Ответ: только 𝑓(𝑥) ≡ 0.
Решение. Обозначим через 𝑃 (𝑥, 𝑦) данное условие и начнём подставлять разные значения переменных.

Во-первых, 𝑃 (𝑥, 0) =⇒ 𝑓
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(0)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2. Далее, для любых вещественных 𝑦, 𝑧

𝑃
(︀
𝑓(𝑧) + 𝑓(0)2, 𝑦

)︀
=⇒ 𝑓

(︀
𝑓(𝑧)2 + 𝑓(𝑦)2

)︀
= 𝑓

(︀
𝑓(𝑧) + 𝑓(0)2

)︀2
+ 𝑦2𝑓(𝑦)3 = 𝑓(𝑧)4 + 𝑦2𝑓(𝑦)3

В силу симметричности условий, это означает, что 𝑓(𝑧)4 + 𝑦2𝑓(𝑦)3 = 𝑓(𝑦)4 + 𝑧2𝑓(𝑧)3 для всех вещественных
𝑦, 𝑧. Подставив 𝑦 = 0, получим 𝑓(𝑧)4 = 𝑓(0)4+𝑧2𝑓(𝑧)3. Пусть 𝑧 = 𝑓(𝑤)+𝑓(0)2 для некоторого вещественного
𝑤. Подставляя это в равенство выше, имеем

𝑓(𝑤)8 = 𝑓
(︀
𝑓(𝑤) + 𝑓(0)2

)︀4
= 𝑓(0)4 +

(︀
𝑓(𝑤) + 𝑓(0)2

)︀2
𝑓(𝑤)6

=⇒ 2𝑓(𝑤)7𝑓(0)2 + 𝑓(𝑤)6𝑓(0)4 + 𝑓(0)4 = 0 (1)

Допустим, что 𝑓 ̸= 0 ни в одной точке. Тогда равенство выше означает, что 2𝑓(𝑤)7+𝑓(𝑤)6𝑓(0)2+𝑓(0)2 = 0
для всех вещественных 𝑤. Таким образом, все возможные значения 𝑓(𝑤)— корни некоторого многочлена 7-й
степени, и таких значений не больше 7.

Так как мы знаем, что 𝑓
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(0)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2, то в случае, если 𝑓 принимает какое-то значение, по

модулю большее 1, то, подставляя это новое значение в качестве следующего 𝑥, мы будем получать всё
большие и большие значения функции, и их будет больше 7. Аналогично с ситуацией, если принимается
какое-то значение, по модулю меньшее 1. Таким образом, 𝑓(𝑥) = ±1 при всех 𝑥.

Подставив 𝑤 = 0, получим 2𝑓(0)7 + 𝑓(0)8 + 𝑓(0)2 = 0. Мы знаем, что 𝑓(0) = ±1, и 𝑓(0) = 1 не подходит,
поэтому 𝑓(0) = −1. Тогда для всех вещественных 𝑤 выполнено 2𝑓(𝑤)7 + 𝑓(𝑤)6 + 1 = 0. При этом при
𝑓(𝑤) = 1 равенство неверно, значит 𝑓(𝑤) = −1 для всех вещественных 𝑤. Но решение 𝑓(𝑥) ≡ −1 не подходит
под исходное условие.

Наконец, допустим, что для некоторого 𝑐 выполнено 𝑓(𝑐) = 0. Подставив в равенство (1) 𝑤 = 𝑐, получим
𝑓(0) = 0. Тогда 𝑓(𝑧)4 = 𝑧2𝑓(𝑧)3, то есть при всех вещественных 𝑧 либо 𝑓(𝑧) = 0, либо 𝑓(𝑥) = 𝑧2. Допустим,
что есть 𝑥 ̸= 0, при котором 𝑓(𝑥) = 𝑥2. Подставим 𝑃 (𝑥, 𝑥), левая часть будет равна

(︀
𝑥2 + 𝑥4

)︀2 или 0. Правая
часть при этом равна 𝑥4 + 𝑥8, равенство невозможно. Таким образом, 𝑓(𝑥) ≡ 0, и эта функция, очевидно,
подходит.
♦ Доказано, что функция принимает конечное количество значений: 4 балла.
♦ Доказано, что функция может принимать значения только ±1, 0: 6 баллов (не суммируется с предыду-

щими).



Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Третий тур 03.12.2022. ВТОРАЯ лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов.
Дан равносторонний 12-угольник, углы которого равны 90∘ или 270∘, а длины сторон равны 1. Чему

может быть равна его площадь? Укажите все варианты.
Ответ. 5.

1. Упорный Гоша стоит перед началом бесконечного ряда с замками, пронумерованными подряд числами 1,
2, 3, . . . . Первоначально все замки закрыты. Он написал у себя на планшете множество всех натуральных
чисел. На каждом новом этапе Гоша проделывает следующее бесконечное число действий. Он стирает
очередное число 𝑎 из планшета, идёт вдоль ряда, меняет состояние всех замков, номера которых делятся
на 𝑎: закрытые открывает, а открытые закрывает. Когда все числа в планшете стёрты, Гоша идёт вдоль
ряда, переписывает в планшет номера всех открытых замков, после чего закрывает все замки. На этом
этап заканчивается. После 2022 этапов оказалось, что ровно 𝑛 чисел на планшете являются делителями
числа 102022. Найдите 𝑛.

Ответ: 64.
Решение. Обозначим через 𝑆𝑛 множество 𝑆 после 𝑛 этапов, в частности, 𝑆0 = {1, 2, 3, . . .}. Во-первых,

отметим, что 𝑆𝑛+1 состоит в точности из натуральных чисел, имеющих нечётное количество делителей в 𝑆𝑛.
Далее докажем, что множество 𝑆𝑛 мультипликативно, то есть при НОД(𝑎, 𝑏) = 1 и 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑛 также 𝑎𝑏 ∈ 𝑆𝑛.
База для 𝑆0 очевидна.

Предположим, что 𝑆𝑛 мультипликативно, и 𝑥 = 𝑝𝑒11 𝑝𝑒22 . . . 𝑝𝑒𝑘𝑘 ∈ 𝑆𝑛+1. Тогда количество делителей числа 𝑥
в 𝑆𝑛 (обозначим его 𝑑𝑆𝑛(𝑥)) в силу мультипликативности 𝑆𝑛 равно 𝑑𝑆𝑛 (𝑝

𝑒1
1 ) 𝑑𝑆𝑛 (𝑝

𝑒2
2 ) . . . 𝑑𝑆𝑛

(︀
𝑝𝑒𝑘𝑘

)︀
, что является

нечётным тогда и только тогда, когда все множители нечётны, то есть 𝑥 ∈ 𝑆𝑛+1 ⇐⇒
∏︀

𝑖∈𝐴 𝑝𝑒𝑖𝑖 ∈ 𝑆𝑛+1 для
каждого подмножества 𝐴 ⊆ {1, 2, . . . , 𝑘}, что и доказывает мультипликативность 𝑆𝑛+1.

Теперь понятно, что мы можем восстановить 𝑆𝑛 по степеням простых чисел, входящих в это множество.
Также в силу симметричности, для разных простых чисел картина получается одинаковая. Поэтому обо-
значим через 𝐸𝑛 множество показателей степени, в которых простые числа содержатся в 𝑆𝑛. Изначально
𝐸0 = {0, 1, 2, . . .} и 𝐸1 = {0, 2, 4, . . .}. Далее по индукции нетрудно доказать, что 𝐸𝑛 — множество неот-
рицательных целых 𝑥, для которых 𝑛&𝑥 = 0, где & обозначает побитовую операцию И. Например, можно
обозначить 𝑓(𝑛, 𝑥) = 𝛿𝑛&𝑥 = (1 если 𝑛&𝑥 = 0, иначе 0), и проверить, что 𝑓(𝑛+1, 𝑥+1) = 𝑓(𝑛+1, 𝑥)⊕𝑓(𝑛, 𝑥+1),
где ⊕, где ⊕— исключающее ИЛИ.

Так или иначе, 2022 = 111111001102, поэтому элементы 𝐸2022, не превосходящие 2022 — это числа вида
𝑏1𝑏200𝑏3 в системе с основанием 2. У нас 8 вариантов выбрать 𝑏-шки, а так как у 102022 два простых делителя,
2 и 5, есть по 8 вариантов выбрать степень каждого из них. Значит, всего вариантов 64.
♦ Задача сведена к рассмотрению степеней простых: 4 балла.

2. Верно ли, что для любого положительного вещественного числа 𝜆 существует натуральное число
𝑛 ⩾ 2 и 𝑛 положительных чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 такие, что 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑛 < 2𝑛𝜆 и для любого
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛

НОД(𝑎1, 𝑎𝑘) + НОД(𝑎2, 𝑎𝑘) + . . .+ НОД(𝑎𝑛, 𝑎𝑘)
... 𝑎𝑘 ?

Ответ: Верно.
Решение. Требуемые делимости являются симметричным условием, поэтому сначала найдём множество

чисел, удовлетворяющих данному условию, а после упорядочим его и получим соответствующий набор 𝑎𝑖.
Будем строить пример вида

{𝑏1, . . . , 𝑏𝑁+2𝑡−𝑡+1} = {𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝2𝑡 , 2𝑡, 2𝑡+1, . . . , 2𝑁},

где 𝑝𝑖 — различные простые числа, а параметры 𝑡,𝑁 мы выберем позже.



Заметим, что делимость из условия выполнена для степеней двойки:

𝑁+2𝑡−𝑡+1∑︁
𝑗=1

НОД(𝑏𝑗 , 2
𝑘) =

2𝑡∑︁
𝑖=1

НОД(𝑝𝑖, 2
𝑘) +

𝑁∑︁
𝑖=𝑡

НОД(2𝑖, 2𝑘) = 2𝑡 + (2𝑘 − 2𝑡) + (𝑁 − 𝑘 + 1)2𝑘
... 2𝑘.

Для простых чисел мы хотим делимости на 𝑝𝑘 выражения
∑︀𝑁+2𝑡−𝑡+1

𝑗=1 НОД(𝑏𝑗 , 𝑝𝑘) = 𝑁 + 2𝑡 − 𝑡+ 𝑝𝑘.
Наконец, для выполнения неравенства нам достаточно, чтобы все простые числа были меньше 2𝑁 , а

также 2𝑁 < 𝜆2𝑁+2𝑡−𝑡+1, то есть 2𝑡+1−2𝑡 < 𝜆.
Все эти условия можно выполнить. Сначала возьмём 𝑡, для которого 2𝑡+1−2𝑡 < 𝜆, затем возьмём 2𝑡

различных простых чисел. После подберём 𝑁 , сравнимое с 𝑡− 2𝑡 по модулю 𝑝1 . . . 𝑝2𝑡 , которое будет больше
всех 𝑝𝑘. При таких условиях наш пример будет удовлетворять всем условиям.
♦ В целом решение работает, но в конце не проверены какие-то условия (которые при этом нетрудно ис-

правляются): 6 баллов.

3. Перед Алисой лежит колода из 999 карточек с числами от 1 до 999 (на каждой карточке ровно одно
число, каждое число ровно на одной карточке, карточки лежат в произвольном порядке рубашкой вверх).
Алиса по очереди открывает карточки, всего она откроет 101 карточку. На каком-то из этих ходов ей
нужно отметить карточку, которую она достала на этом ходу. Пусть Алиса отметила карту с числом
𝐴, а число 𝑀 — 51-ое по величине среди 101 карты, открытых Алисой. Алиса хочет, чтобы число |𝑀 −𝐴|
было как можно меньше. Для какого наименьшего 𝑑 Алиса может гарантировать, что |𝑀 − 𝐴| ⩽ 𝑑
независимо от изначального расположения карточек?

Ответ: 474.
Решение. Покажем, что 𝑑 ⩾ 474. Пусть Алиса достаёт из колоды следующую последовательность карт:

475, 474, . . . , 426, 949, 950, . . . , 998, 1. В этом случае 𝑀 = 475, и либо 𝑑 ⩾ 474, либо Алиса должна отметить
карту 426 ⩽ 𝐴 ⩽ 475. Однако, если она отметит карту 426 ⩽ 𝐴 ⩽ 475, то далее она могла вытащить карты
949, . . . 999, и тогда |𝑀 −𝐴| = 949−𝐴 ⩾ 474. Следовательно, 𝑑 ⩾ 474.

Приведём стратегия за Алису. Заметим, что 51 ⩽ 𝑀 ⩽ 950. Следовательно, если в какой-то момент она
достаёт карту с числом от 476 до 525, то она выберет её и добьётся желаемого. Поделим остальные числа на
большие (которые больше 525) и маленькие (которые меньше 476). Тогда пусть Алиса, увидев 51-е большое
или 51-е маленькое число, отметит его. Тогда 𝑀 и 𝐴 будут одновременно большими или одновременно
маленькими числами. Нетрудно заметить, что разности между любыми двумя большими и между любыми
двумя маленькими не превосходят 474. Следовательно, Алиса может добиться 𝑑 ⩽ 474.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

4. Множество 𝐴 натуральных чисел, состоящее хотя бы из трёх чисел, таково, что для любого 𝑛 > 1
и любых различных элементов 𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑛 из 𝐴, каждый делитель числа 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 − 1, отличный от 1,
принадлежит 𝐴. Докажите, что 𝐴 содержит все числа, большие 1.

Решение. Заметим, что множество 𝐴 бесконечно. Действительно, если 𝑀 — наибольший элемент 𝐴, а
𝑘 ̸= 1 – любой другой, не не равный 𝑀 , то в множестве 𝐴 есть элемент 𝑘𝑀 − 1 > 𝑀 .

Пусть 𝑡 /∈ 𝐴. Аналогично, докажем, что в 𝐴 бесконечно много чисел, взаимно простых с 𝑡. Пусть все
элементы 𝐴, большие 𝑀 ′ имеют общий делитель с 𝑡. Ясно, что множество этих делителей конечно (они
все меньше 𝑡). Обозначим их 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘, а числа на них делящиеся 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴 соответственно. Пусть
𝑎0 ∈ 𝑎 любое число, отличное от всех предыдущих 𝑎𝑖. Тогда число 𝑎0𝑎1 . . . 𝑎𝑘 − 1 ∈ 𝐴 больше 𝑀 ′ и не имеет
общих делителей с 𝑡. Среди бесконечного числа взаимно простых с 𝑡 элементов 𝐴 выберем 𝑛 = 𝜙(𝑡) чисел
𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐴 дающих одинаковый остаток по модулю 𝑡. Таким образом, число 𝑏1 · . . . · 𝑏𝑛 − 1 делится на 𝑡 и
все его делители лежат в 𝐴.
♦ Постулатом Бертрана разрешено пользоваться при условии верной формулировки.

5. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус: зритель сообщает фокуснику натуральное
число, меньшее

(︀
3
2

)︀10000. Помощник записывает в текстовом редакторе строку длины 10000 из букв А,
Б, В. Зритель смотрит на эту строку, выбирает одну из трех букв и удаляет все вхождения выбранной
буквы из строки. После этого фокусник, глядя на оставшуюся строку, должен угадать, какое число загадал
зритель. Могут ли фокусник и помощник договориться так, чтобы фокус гарантированно удался?

Ответ: Да, могут.
Решение. Назовём две строки похожими, если зритель может получить из них одну и ту же строчку. Это

равносильно тому, что эти две строчки отличаются перестановкой или букв А, или букв Б, или букв В. Из



строки с 𝑘 буквами А перестановками букв А мы можем получить 𝐶𝑘
10000 ⩽ 𝐶5000

10000 слов. Следовательно, для
каждой строки существует менее 3𝐶5000

10000 похожих на неё строк. Наша задача равносильна поиску
(︀
3
2

)︀10000
строк, никакие две из которых не похожи.

Рассмотрим граф 𝐺, вершинами которого будут все возможные строки длины 10000 из букв А, Б, В, а
рёбрами соединим похожие строчки. Тогда 𝐺 содержит 310000 вершин, а степень каждой вершины меньше
3𝐶5000

10000 < 210000. Последнее неравенство следует из

210000 > 𝐶4998
10000 + 𝐶4999

10000 + 𝐶5000
10000 + 𝐶5001

10000 + 𝐶5002
10000 = 𝐶4999

10001 + 𝐶5000
10000 + 𝐶5002

10001 > 3𝐶5000
10000.

Значит, вершины графа 𝐺 можно покрасить правильным образом в 210000 цветов. Следовательно, существует
цвет, в который покрашено не менее 310000

210000
вершин. Тогда в графе 𝐺 есть независимое множество из вершин(︀

3
2

)︀10000, откуда и следует решение задачи.
♦ Решение в целом верно, но возникли проблемы из-за оценки суммы 𝐶-шек через степень двойки: 6 баллов.

6. Окружности 𝜔1 и 𝜔2 вписаны в угол 𝐵𝐴𝐶. Окружность 𝛽 касается 𝜔1 в точке 𝑋, а 𝐴𝐵 — в точке 𝐵.
Окружность 𝛾 касается 𝜔2 в точке 𝑌 , отрезка 𝐴𝐶 — в точке 𝐶, а окружности 𝛽 — внешним образом в
точке 𝐷. Докажите, что окружности (𝐵𝐷𝑌 ) и (𝐶𝐷𝑋) пересекаются на биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.

Решение. Пусть 𝜔1 касается прямой 𝐴𝐶 в точке 𝑃1, а прямой 𝐴𝐵 в точке 𝑄1. Аналогично, 𝜔2 касается
прямой 𝐴𝐶 в точке 𝑃2, а прямой 𝐴𝐵 в точке 𝑄2. Пусть ℓ — биссектриса угла 𝐵𝐴𝐶. Рассмотрим на прямой ℓ
такую точку 𝑇 , что 𝐴𝑇 2 = 𝐴𝑃 ·𝐴𝑄. Тогда описанные окружности треугольников 𝑃1𝑄1𝑇 и 𝑃2𝑄2𝑇 касаются
ℓ в точке 𝑇 . Докажем, что окружности (𝐵𝐷𝑌 ) и (𝐶𝐷𝑋) проходят через точку 𝑇 .

Сделаем инверсию с центром в 𝑇 . Прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 перейдут в две симметричные относительно ℓ окруж-
ности равного радиуса 𝛾1 и 𝛾2. Точки 𝑃1, 𝑃2, 𝑄1 и 𝑄2 перейдут в вершины прямоугольника, симметричного
относительно ℓ. Это означает, что окружности 𝜔1 и 𝜔2 перейдут в окружности равного радиуса Ω1 и Ω2,
касающиеся 𝛾1 и 𝛾2. Штрихами будем обозначать соответсвенные образы при инверсии.

Пусть 𝑃 ′
2 — точка касания Ω1 и 𝛾2. Пусть окружность 𝛽′ касается Ω1 внутренним образом в точке 𝑋 ′ и

касается 𝛾1 внешним образом. Прямая 𝑃 ′
2𝑋

′ вторично пересекает 𝛾2 в точке 𝐶0. Обозначим вторую точку
пересечения 𝛽′ и 𝑃 ′

2𝑋
′ через 𝐷0, а точки касания 𝛾1 с Ω2 и 𝛽′ — через 𝑄′

1 и 𝐵′ соответственно. Заметим, что
существует центральная симметрия 𝑖, переводящая Ω1 в Ω2, а 𝛾1 в 𝛾2; она переводит 𝑃 ′

2 в 𝑄′
1. Пусть 𝑄′

1𝐵
′

вторично пересекает Ω2 в точке 𝑌0.
Рассмотрим композицию преобразований: положительной гомотетии (с центром 𝑋 ′), переводящей 𝛽′ в

Ω1; положительной гомотетии (с центром 𝑃 ′
2), переводящей Ω1 в 𝛾2; центральной симметрии 𝑖, переводящей

𝛾2 в 𝛾1; отрицательной гомотетии (с центром 𝐵′), переводящей 𝛾1 в 𝛽′; Их композиция имеет положитель-
ный коэффициент и сохраняет 𝛽′, т.е. является тождественным преобразованием. Значит, эта композиция
переводит 𝐷0 ↦→ 𝑃 ′

2 ↦→ 𝑃 ′
2 ↦→ 𝑄′

1 ↦→ 𝐷0. Следовательно, точки 𝑄′
1, 𝐵′ и 𝐷0 лежат на одной прямой.

Пусть 𝑄′
1𝐵

′ вторично пересекает Ω2 в точке 𝑌0. Докажем, что окружность (𝐶0𝐷0𝑌0) касается 𝛾2 в точке
𝐶0, а также касается Ω2 и 𝛽′, то есть совпадает с 𝛾′. Из этого будет следовать, что точки 𝐵′, 𝐷′ = 𝐷0 и
𝑌 ′ = 𝑌0, а также точки 𝐶 ′ = 𝐶0, 𝑋 ′ и 𝐷′ = 𝐷0 лежат на одной прямой.

Пусть 𝑅, 𝑟 и 𝑎 — радиусы Ω𝑖, 𝛾𝑖 и 𝛽′ соответственно. Из гомотетий имеем
−−−→
𝑄′

1𝐵
′

−−−→
𝑄′

1𝑌0
=

𝑟

𝑅
=

−−−→
𝑃 ′
2𝐶0

−−−→
𝑃 ′
2𝑋

′

−−−→
𝐵′𝐷0
−−−→
𝑄′

1𝑌0
=

−−−→
𝐵′𝐷0
−−−→
𝑄′

1𝐵
′
·
−−−→
𝑄′

1𝐵
′

−−−→
𝑄′

1𝑌0
=

𝑎

𝑟
· 𝑟

𝑅
=

𝑎

𝑅
=

−−−→
𝐷0𝑋

′

−−−→
𝑃 ′
2𝑋

′

Следовательно,
−−−→
𝐷0𝑌0
−−−→
𝑄′

1𝑌0
= 1−

−−−→
𝑄′

1𝐵
′

−−−→
𝑄′

1𝑌0
−

−−−→
𝐵′𝐷0
−−−→
𝑄′

1𝑌0
= 1− 𝑟

𝑅
− 𝑎

𝑅
= 1−

−−−→
𝑃 ′
2𝐶0

−−−→
𝑃 ′
2𝑋

′
−

−−−→
𝐷0𝑋

′

−−−→
𝑃 ′
2𝑋

′
=

−−−→
𝐶0𝐷0
−−−→
𝑃 ′
2𝑋

′
.

−−−→
𝐷0𝑌0
−−−→
𝐵′𝐷0

=
1− 𝑟 − 𝑎

𝑎
=

−−−→
𝐶0𝐷0
−−−→
𝐷0𝑋

′
,

откуда окружности 𝛽′ и (𝐶0𝐷0𝑌0) касаются в точке 𝐷0.
Пусть ℓ0 — общая касательная к 𝛾1 и 𝛽′ в точке 𝐵′. Гомотетия с центром 𝑄′

1 переводит ℓ0 в касательную
к Γ2 в точке 𝑌0, а гомотетия с центром 𝐷0 переводит ℓ0 в касательную к окружности (𝐶0𝐷0𝑌0) в точке 𝑌0.
Окружности (𝐶0𝐷0𝑌0) и Γ2 касаются в точке 𝑌0, поскольку касательные к ним в 𝑌0 параллельны. Аналогично
доказываем, что окружности (𝐶0𝐷0𝑌0) и 𝛾2 касаются в точке 𝐶0.



7. На сторонах 𝐴𝐶,𝐵𝐶,𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐷 соответственно. Отрезки 𝐶𝐷
и 𝐴1𝐵1 пересекаются в точке 𝑀 , причем 𝐴1𝑀 = 𝐵1𝑀 . Докажите, что

𝐴𝐴1

𝐴1𝐶
+

𝐵𝐵1

𝐵1𝐶
⩾

2𝐷𝑀

𝑀𝐶
.

Решение. Обозначим 𝑥 = 𝐴𝐴1
𝐴1𝐶

, 𝑦 = 𝐵𝐵1
𝐵1𝐶

, 𝑧 = 𝐷𝑀
𝑀𝐶 . Нам нужно доказать, что 𝑥 + 𝑦 ⩾ 2𝑧. Поставим в

вершины 𝐴,𝐵,𝐶 массы 𝑦 + 1, 𝑥 + 1, (𝑦 + 1)𝑥 + (𝑥 + 1)𝑦 соответственно. Тогда центр масс системы попадет
в точку 𝑀 , поскольку (𝑦 + 1)𝐴 и (𝑦 + 1)𝑥𝐶 сносятся в (𝑥 + 1)(𝑦 + 1)𝐴1, и аналогично (𝑥 + 1)𝐵 и (𝑥 + 1)𝑦𝐶
сносятся в (𝑥+1)(𝑦+1)𝐵1, а 𝑀 — середина 𝐴1𝐵1. Отсюда следует, что (𝑦+1)𝐴 и (𝑥+1)𝐵 должны сноситься
на прямую 𝐶𝐷, т.е. в точку (𝑥 + 𝑦 + 2)𝐷. Получаем, что 𝑧 = (𝑦+1)𝑥+(𝑥+1)𝑦

𝑥+𝑦+2 . Нам осталось доказать, что это
выражение не больше (𝑥+ 𝑦)/2. После домножения на 𝑥+ 𝑦 + 2 это неравенство очевидно.

8. Дана пара вещественных чисел (𝑎0, 𝑏0). Определим последовательности 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . и 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, . . . со-
отношением 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 и 𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 для всех 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Найдите все пары (𝑎0, 𝑏0), для которых
𝑎2022 = 𝑎0 и 𝑏2022 = 𝑏0.

Ответ: Пары вида (𝑎, 0), где 𝑎 — любое вещественное.
Решение. Легко видеть, что пары из условия подходят. Докажем, что в любой подходящей паре обяза-

тельно 𝑏0 = 0. Просуммируем по периоду следующие величины:

2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖+1 =
2022∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖+1 =
2021∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) =
2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 +
2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 =⇒
2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 = 0.

0 =

2021∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖 =

2022∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 =

2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑖

2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖+1 =
2021∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2 =

2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖 +
2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 + 2
2021∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑖 =
2021∑︁
𝑖=0

𝑎2𝑖 +
2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 =⇒
2021∑︁
𝑖=0

𝑏2𝑖 = 0.

♦ Только ответ с примером: 0 баллов.

9. Пусть 𝑇 = {1, 2, . . . , 15}3 — множество всех упорядоченных троек натуральных чисел, меньших 16.
Назовём кубиком множество всех упорядоченных троек натуральных чисел (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), удовлетворяющих
неравенствам 𝑎𝑖 ⩽ 𝑥𝑖 < 𝑎𝑖 + 7, где 𝑎𝑖 — некоторые числа. Можно ли выбрать 15 кубиков так, чтобы для
любой тройки (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ∈ 𝑇 в одном из кубиков нашлась тройка (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) такая, что все три числа 𝑥𝑖−𝑡𝑖
делятся на 15?

Ответ: да, можно.
Решение. По сути в задаче спрашивается, каким количеством кубов 7×7×7 можно покрыть трёхмерный

тор со стороной 15. Далее мы считаем, что 𝑇 = (Z15)
3, а каждый кубик есть множество вида (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) +

{0, 1, . . . , 6}3 ⊆ 𝑇 ; будем говорить, что этот кубик задаётся тройкой (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).
Рассмотрим кубики, задаваемые точками (2𝑖, 7𝑖, 𝑖) при 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 14. Покажем, что они покрывают

весь тор. Пересечения этих кубиков с каждым слоем образуют одну и ту же картинку с точностью до
параллельного переноса, поэтому достаточно исследовать шестой слой, в котором 7 квадратов 𝑄0, . . . , 𝑄6,
где 𝑄𝑖 задаётся точкой (2𝑖, 7𝑖).

По 𝑥-координате квадраты сдвинуты друг относительно друга на 2 (кроме 𝑄0, сдвинутого относительно
𝑄6 на 3). Рассмотрим некоторый столбец, в котором зафиксирована 𝑥-координата. Тогда он пересекается с
тремя или четырьмя последовательными (в циклическом порядке) квадратами 𝑄𝑖. Эти пересечения почти
всегда сдвинуты друг относительно друга на 7, за одним исключением: 𝑄0 сдвинут относительно 𝑄6 на
0− 6 · 7 = −42 ≡ 3 (mod 15). Теперь понятно, что эти пересечения покрывают весь столбец.

10. Найдите все функции 𝑓 : R → R, для которых выполнено

𝑓
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2 + 𝑦2𝑓(𝑦)3.

Ответ: только 𝑓(𝑥) ≡ 0.



Решение. Обозначим через 𝑃 (𝑥, 𝑦) данное условие и начнём подставлять разные значения переменных.
Во-первых, 𝑃 (𝑥, 0) =⇒ 𝑓

(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(0)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2. Далее, для любых вещественных 𝑦, 𝑧

𝑃
(︀
𝑓(𝑧) + 𝑓(0)2, 𝑦

)︀
=⇒ 𝑓

(︀
𝑓(𝑧)2 + 𝑓(𝑦)2

)︀
= 𝑓

(︀
𝑓(𝑧) + 𝑓(0)2

)︀2
+ 𝑦2𝑓(𝑦)3 = 𝑓(𝑧)4 + 𝑦2𝑓(𝑦)3

В силу симметричности условий, это означает, что 𝑓(𝑧)4 + 𝑦2𝑓(𝑦)3 = 𝑓(𝑦)4 + 𝑧2𝑓(𝑧)3 для всех вещественных
𝑦, 𝑧. Подставив 𝑦 = 0, получим 𝑓(𝑧)4 = 𝑓(0)4+𝑧2𝑓(𝑧)3. Пусть 𝑧 = 𝑓(𝑤)+𝑓(0)2 для некоторого вещественного
𝑤. Подставляя это в равенство выше, имеем

𝑓(𝑤)8 = 𝑓
(︀
𝑓(𝑤) + 𝑓(0)2

)︀4
= 𝑓(0)4 +

(︀
𝑓(𝑤) + 𝑓(0)2

)︀2
𝑓(𝑤)6

=⇒ 2𝑓(𝑤)7𝑓(0)2 + 𝑓(𝑤)6𝑓(0)4 + 𝑓(0)4 = 0 (1)

Допустим, что 𝑓 ̸= 0 ни в одной точке. Тогда равенство выше означает, что 2𝑓(𝑤)7+𝑓(𝑤)6𝑓(0)2+𝑓(0)2 = 0
для всех вещественных 𝑤. Таким образом, все возможные значения 𝑓(𝑤)— корни некоторого многочлена 7-й
степени, и таких значений не больше 7.

Так как мы знаем, что 𝑓
(︀
𝑓(𝑥) + 𝑓(0)2

)︀
= 𝑓(𝑥)2, то в случае, если 𝑓 принимает какое-то значение, по

модулю большее 1, то, подставляя это новое значение в качестве следующего 𝑥, мы будем получать всё
большие и большие значения функции, и их будет больше 7. Аналогично с ситуацией, если принимается
какое-то значение, по модулю меньшее 1. Таким образом, 𝑓(𝑥) = ±1 при всех 𝑥.

Подставив 𝑤 = 0, получим 2𝑓(0)7 + 𝑓(0)8 + 𝑓(0)2 = 0. Мы знаем, что 𝑓(0) = ±1, и 𝑓(0) = 1 не подходит,
поэтому 𝑓(0) = −1. Тогда для всех вещественных 𝑤 выполнено 2𝑓(𝑤)7 + 𝑓(𝑤)6 + 1 = 0. При этом при
𝑓(𝑤) = 1 равенство неверно, значит 𝑓(𝑤) = −1 для всех вещественных 𝑤. Но решение 𝑓(𝑥) ≡ −1 не подходит
под исходное условие.

Наконец, допустим, что для некоторого 𝑐 выполнено 𝑓(𝑐) = 0. Подставив в равенство (1) 𝑤 = 𝑐, получим
𝑓(0) = 0. Тогда 𝑓(𝑧)4 = 𝑧2𝑓(𝑧)3, то есть при всех вещественных 𝑧 либо 𝑓(𝑧) = 0, либо 𝑓(𝑥) = 𝑧2. Допустим,
что есть 𝑥 ̸= 0, при котором 𝑓(𝑥) = 𝑥2. Подставим 𝑃 (𝑥, 𝑥), левая часть будет равна

(︀
𝑥2 + 𝑥4

)︀2 или 0. Правая
часть при этом равна 𝑥4 + 𝑥8, равенство невозможно. Таким образом, 𝑓(𝑥) ≡ 0, и эта функция, очевидно,
подходит.
♦ Доказано, что функция принимает конечное количество значений: 4 балла.
♦ Доказано, что функция может принимать значения только ±1, 0: 6 баллов (не суммируется с предыду-

щими).


