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Личная олимпиада. Юниоры.

1. Даны четыре положительных вещественных числа a, b, c, d. Величины a− c, b− d,
c+ d являются сторонами невырожденного треугольника. Докажите, что ab ̸= 2cd.

2. Внутри параллелограмма ABCD выбрана точка P . Прямая BP пересекает сто-
рону AD в точке E, а прямая DP пересекает сторону AB в точке F . Оказалось, что
BE = DF . Описанные окружности треугольников DPE и BPF пересекаются в точке
Q внутри треугольника BCD. Докажите, что точка Q лежит на прямой CP .

3. Пусть n — натуральное число, и пусть S = {1, 2, . . . , n}. Доска размера 3 × n
называется красивой, если она может быть заполнена числами из множества S таким
образом, что выполняются следующие условия:

• в каждой строке каждое число из множества S появляется ровно один раз,
• в каждом столбце сумма попарных произведений чисел в этом столбце кратна n

(то есть, если в столбце записаны числа a, b, c, то ab+ bc+ ca должно быть кратно n).
Для каких значений натурального числа n существуют красивые таблицы?

4. В однокруговом турнире принимало участие n команд. Ничьих в турнире не было.
Для какого наименьшего n можно гарантированно утверждать, что найдется команда,
которая выиграла хотя бы 100 матчей и проиграла хотя бы 100 матчей?

5. Для положительных чисел a, b, c, d, меньших единицы, докажите неравенство
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6. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC через ортоцентр H про-
ведена прямая, перпендикулярная биссектрисе угла A, пересекающая стороны AB и
AC в точках D и E соответственно. Пусть X — вторая точка пересечения описанных
окружностей треугольников BDH и HEC. Докажите, что описанная окружность тре-
угольника AHX касается биссектрисы угла BAC.

7. Верно ли, что

НОД((2k − 1)2k−1 + (2k + 1)2k+1, (2k − 1)2k+1 + (2k + 1)2k−1) = 4k2

при всех натуральных k?


