
XXV КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Тверь, 28.11 – 05.12.2022

Юниоры, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За один

ход игрок должен сделать одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутрен-

ним точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаран-

тировать победу.
Ответ: Вера. Решение. Будем называть точку активной, если из неё проведен хотя бы один отрезок,

пассивной, если её не стерли и не проводили из неё отрезков. Рассмотрим ситуацию, когда никто не может
сделать ход. Тогда пассивных точек в этот момент нет. Пусть в этот момент k активных точек. Тогда про-
ведено k отрезков, являющиеся сторонами k-угольника, и k − 3 отрезка, разбивающие этот k-угольник на
треугольники. То есть сделано нечетное число ходов первого типа. Ходов второго типа сделано 2023 − k.
Следовательно, если k четно, то суммарно сделано четное число ходов и побеждает Вера, а если k нечетно,
то сделано нечетное число ходов и побеждает Алиса.

Покажем, как играть Вере, чтобы гарантировать в конце четное число оставшихся точек. В первый свой
ход, если Алиса провела отрезок, то Вера удаляет точку, а если Алиса удаляет точку, то Вера проводит
отрезок. Далее Вера поддерживает ситуацию, что после её хода пассивных точек четное число:

1) Если Алиса удаляет точку, то Вера тоже удаляет (есть незадействованная точка в силу четности)
2) Если Алиса соединяет пассивную точку с активной, то Вера делает то же самое.
3) Если Алиса соединяет две пассивные или две активные точки отрезком, то Вера проводит отрезок

между двумя активными точками. Почему такой ход есть? Как было доказано в начале решения, если
нельзя провести отрезок между активными точками, то уже проведено нечетное число отрезков. Но после
хода Алисы проведено четное число отрезков (один на первой паре ходов, дальше по ноль/два отрезка за
каждую пару ходов, и ещё один отрезок последним ходом Алисы).

Таким образом, Вера всегда может сделать ход. Следовательно, Вера победит.

2. Пусть ABCD - выпуклый четырехугольник, а точки IA, IB, IC , ID – это центры вписанных окруж-
ностей треугольников BCD, CDA, DAB и ABC соответственно. Известно, что прямые AC, BD, IAIC
и IBID пересекаются в одной точке. Докажите, что ABCD — параллелограмм.
Решение. Обозначим окружности из условия за sa, sb, sc, sd. Пусть AC и BD пересекаются в точке P .

Докажем, что если IBID проходит через P , то AB+AD = CB+CD. Для этого пересечем AB и CD в точке
K (не умаляя общности, пересекаются лучи AB и DC) и рассмотрим окружность s, вневписанную в ADK, и
касающуюся AK. Центр внешней гомотетии sb и s находится в точке D. Центр внутренней гомотетии sb и sd
— в точке P . Поэтому центр внешней гомотетии s и sd находится на прямой DP . В то же время он находится
на их внутренних касательных, то есть на прямой AK — а значит, это точка B. Следовательно, B находится
и на второй их общей касательной, то есть BC касается s. Таким образом, окружность s касается лучей
DA,DC и продолжений луча AB за B и CB за B. Отсюда следует, что AB +AD = BC +CD. Аналогично,
рассматривая пару окружностей sa и sc, получаем, что AB + BC = AD + CD. Складывая, получаем, что
AB = CD, AD = BC, и значит ABCD — параллелограмм.
Замечание. Точки K может не существовать, но в таком случае AB∥CD. В этом случае вместо этого возьмем
пересечение DA и CB, и проведем аналогичное рассуждение. Если и эта пара прямых параллельна, то ABCD
сразу параллелограмм.

3. Пусть P — внутренняя точка правильного 99-угольника A1A2 . . . A99, прямая AiP пересекает этот
99-угольник вторично в точке Bi, где i = 1, 2, . . . , 99. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.

Решение. Обозначим длину наибольшей диагонали многоугольника за d. Прибавим к обеим сторонам
искомого неравенства

∑
PAi. В левой части сгруппируем слагаемые так, чтобы она приняла вид

∑
i(PAi +

PAi+50) ⩾
∑

iAiAi+50 = 99d. В правой же части имеем
∑

i(PAi + PBi) =
∑

iAiBi ⩽ 99d.



♦ Без доказательства используется факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-
угольника достигается в его центре: 6 баллов.
♦ Доказан факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-угольника достигается в

его центре: 2 балла.

4. Каждое ребро полного графа со 100 вершинами окрашено в красный или синий цвет. Простой путь по
рёбрам называется гамильтоновым, если он проходит по каждой вершине ровно один раз. Пусть a — коли-
чество различных гамильтоновых путей, проходящих только по красным рёбрам, b — количество гамиль-
тоновых путей, проходящих только по синим рёбрам. Докажите, что a − b кратно 4 (пути считаются
различными, если вершины в них идут в разном порядке).
Решение. Так как каждый путь можно пройти в двух направлениях, то a и b — чётны. Обозначим через A

и B количество красных и синих гамильтоновых путей в предположении, что пути, проходящие по одному и
тому же набору рёбер, но в обратном порядке, мы считаем совпадающими. Тогда обозначим 2A = a, 2B = b
и покажем, A−B — чётно.

Назовём помеченным гамильтоновым путём гамильтонов путь, некоторые (возможно, ни одно) синие
рёбра которого являются помеченными. Обозначим через V общее количество помеченных гамильтоновых
путей.

Обозначим через Gi множество гамильтоновых путей, содержащих ровно i синих рёбер. Тогда для любого
пути g ∈ Gi мы можем 2i способами пометить несколько синих рёбер и получить помеченный гамильтонов
путь. А так как каждый помеченный гамильтонов путь таким образом мы получим ровно один раз, то верно
равенство |G0|+ 2|G1|+ . . .+ 299|G99| = V . Отсюда следует, что |G0| − V = A− V — чётно.

Если в гамильтоновом пути пометить несколько синих рёбер, то они будут образовывать несколько це-
почек. Теперь будем действовать наоборот: пометим несколько цепочек синих рёбер и поймём, сколько су-
ществует гамильтоновых путей, через них проходящих.

Пусть после пометок синих рёбер образовалось n компонент связности, и из них m состоят хотя бы из
двух вершин. Тогда, чтобы получить гамильтонов путь, мы должны упорядочить компоненты связности (n!
способов), выбрать, в каком направлении мы проходим каждую из цепочек (2m способов) и разделить на 2,
так как каждый гамильтонов путь мы подсчитаем дважды. Таким образом, обозначив через Hn,m количество
способов пометить m синих цепочек так, чтобы образовалось n компонент связности, мы получаем равенство∑

m⩽n

2m−1n!Hn,m = V.

(В этом суммировании m пробегает от 0 до 100, а n от 1 до 100.)
Так как число 2m−1n! является нечётным только при m = n = 1, то мы получаем, что H1,1 − V = B − V

— чётно. А раз A− V и B − V — чётны, то и A−B — чётно.

5. Рассмотрим фигуру, представляющую собой равносторонний треугольник со стороной 100, разбитый
на 10 000 маленьких равносторонних треугольников со стороной 1. Отметим некоторые из 1+2+ · · ·+101
вершин маленьких треугольников так, что для каждого целого числа k ⩾ 1 не существует трапеции, сто-
роны которой (1, k, 1, k + 1), со всеми отмеченными вершинами. Кроме того, не существует маленького
треугольника со стороной 1, у которого отмечены три вершины. Определите наибольшее количество от-
меченных вершин.
Ответ: 1 + 3 + 5 + . . .+ 101 = 512 Решение. Пример. Выберем одну из сторон треугольника и отметим

все точки на этой стороне, а также на всех прямых, параллельных этой стороне, которые содержат нечетное
число точек (просто берем прямые через один). Тогда любые два отрезка длины 1 с концами в отмеченных
точках параллельны друг другу, следовательно, они не могут быть боковыми сторонами трапеции.

Оценка. Будем доказывать оценку индукцией по стороне треугольника с шагом 2. Чтобы осуществить
переход, достаточно доказать, что в трапеции со сторонами (1, 2n + 1, 1, 2n) нельзя отметить более 2n + 1
точки. Рассмотрим такую трапецию, и предположим, что удалось отметить хотя бы 2n+ 2 точки. Выделим
2n отрезков, параллельных одной из боковых сторон. Так как только одна вершина не покрыта такими
отрезками, найдется отрезок, у которого отмечены оба конца.



Теперь рассмотрим отрезки, параллельные второй боковой стороне. На каждом из них может быть не
более одной отмеченной точки, иначе образуется трапеция или треугольник с двумя найденными выше
точками. Итого, отмеченных точек не более 2n+ 1.
♦ Только пример: 2 балла, только оценка: 4 балла.

6. Докажите, что при любом натуральном n количество натуральных делителей числа n! является
делителем числа (2n)!.
Решение. Пусть n! = pk11 . . . pkss , где pi — все простые числа, не превосходящие n, в порядке возрастания.

Как известно, ki = [n/pi] + [n/p2i ] + . . . ⩽ n(1/pi + 1/p2i + . . . ) < n/(pi − 1). Количество делителей n! равно
(k1 + 1)(k2 + 1) . . . . Каждый множитель ki + 1 меньше, чем 1 + n/(pi − 1) < 2n/(pi − 1).

Попробуем сопоставить каждому множителю ki + 1 кратное ему число от 1 до 2n так, чтобы все сопо-
ставленные числа были разными; ясно, что если нам это удастся, то (2n)! делится на произведение ki + 1.
Сопоставление будем производить в порядке возрастания номеров, т.е. в порядке увеличения pi. Из неравен-
ства ki + 1 < 1 + n/(pi − 1) < 2n/(pi − 1) следует, что от 1 до 2n есть как минимум pi − 1 чисел, кратных
ki + 1. Но на предыдущих шагах мы использовали не более чем pi − 2 числа, ибо среди чисел, меньших pi,
не более pi − 2 простых! Следовательно, наш план с успехом реализуется.

7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(
a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
+ 9.

Решение. Применяя неравенство x2 + y2 + z2 ⩾ xy + yz + zx, получим

∑(
a+ b

c

)2

⩾
∑ (a+ b)(b+ c)

ca
=

∑ ab+ ca+ b2 + bc

ca

=
∑ b

c
+ 3 +

∑ b2

ca
+
∑ b

a

⩾
∑ a

b
+ 3 + 3 + 3

=
∑ a

b
+ 9

8. Бесконечное множество S положительных чисел называется плотным, если в каждом интервале
вида [ 1

n+1 ,
1
n ] (где n — произвольное натуральное число) существует число, являющееся разностью двух

элементов из S. Существует ли плотное множество, из которого нельзя выбрать несколько элементов
с суммой, большей 102022?

Решение. Рассмотрим следующий набор чисел S: все числа вида 1
n2 , а также все числа вида 1

n2 − 1
m , где

n2 < m < (n+1)2. Данное множество является плотным: если k не является квадратом, то n < k < (n+1)2 для
некоторого n и ( 1

n2 )−( 1
n2 − 1

k ) ∈ [ 1
k+1 ,

1
k ]. Если же k = n2, то ( 1

n2 )−( 1
n2 − 1

n2+1
) ∈ [ 1

n2+1
, 1
n2 ]. Покажем, что сумма

элементов любого конечного подмножества S меньше 4. Как известно, сумма обратных квадратов меньше 2
(доказывается телескопически, увеличивая каждое 1/n2, начиная с 1/22, до 1/(n(n− 1)) = 1/(n− 1)− 1/n).



Для каждого k оценим сумму элементов вида 1
n2 − 1

m , где n ⩽ k. Так как 1
n2 − 1

m ⩽ 1
n2 − 1

(n+1)2
, то искомая

сумма оценивается как

2(
1

12
− 1

22
) + 4(

1

22
− 1

32
) + . . .+ 2k(

1

k2
− 1

(k + 1)2
) = 2(

1

12
+

1

22
+ . . .+

1

k2
)− 2k

(k + 1)2
< 4.

♦ Используется без доказательства, что ряд обратных квадратов сходится: дыра в 4 балла.
9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей остроуголь-

ного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная окружность
касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка E лежит на впи-
санной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F . Докажите, что
AF = AI.
Решение. Пусть W — середина отрезка IIa, она же середина дуги BC описанной окружности ABC. Пусть
OI пересекает ED в точке P . Треугольники LED и LFIa гомотетичны с центром в L, так как ED ∥ FIa,
причем при гомотетии P переходит в I. Следовательно, EP : PD = FI : IIA. Если мы докажем, что
EP : PD = AI : IW , то мы получим, что FI : AI = IIa : IW = 2, что нам и требуется.
В треугольниках EID и AOW стороны ED ∥ AW по условию и ID ∥ OW как перпендикуляры к BC. Кроме
того, указанные треугольники — равнобедренные, а значит они подобны. Прямая OP делит углы ∠EID и
AOW на равные части, так как ID ∥ OW . Значит, EP : PD = AI : IW .

10. Дано натуральное число N ⩾ 3. Изначально последовательность a0, . . . , aN−1 состоит целиком из
нулей. Нумерацию элементов в последовательности считаем циклической, то есть ai и ai+N — один и
тот же элемент. Разрешается проделывать следующие операции:

(1) Выбрать любой делитель d числа N , d ̸= N , целое число 0 ⩽ s < d и вещественное число c. Приба-
вить c ко всем элементам as+id, где i от 0 до N/d− 1. Стоимость этой операции равна 0.

(2) Выбрать произвольный индекс i и вещественное число c. Вычесть c из элементов ai+1 и ai−1, и
прибавить 2c к ai. Стоимость этой операции равна |c|.

После нескольких таких операций последовательность приняла следующий вид: один из элементов равен
1, а остальные 0. Докажите, что суммарная стоимость произведенных операций не менее N2/100.

Решение. Рассмотрим угол ϕ = 2π
N и обозначим через vj вектор единичной длины, который составляет угол

jϕ по часовой стрелке с осью OX. Рассмотрим величину T = |a0v0 + a1v1 + . . .+ aN−1vN−1|. Если отложить
вектора вида vs+jd (0 ⩽ j < N/d) из одной точки, то их концы будут являться вершинами правильного
N/d−угольника. Получаем равенство vs+ vs+d+ . . .+ vs+N−d = 0. Следовательно, операции первого типа не
меняют T .

Далее, по неравенству треугольника операции второго вида меняют величину не более, чем на |c||2vj −
vj+1− vj−1| = |c||2v0− v1− vN−1|. Нетрудно заметить, что вектор 2v0− v1− vN−1 параллелен оси OX, откуда
|2v0 − v1 − vN−1| = 2 − 2 cosϕ = 4 sin2 ϕ

2 . Для положительного угла ϕ выполнено неравенство sinϕ ⩽ ϕ.
Следовательно, операция второго типа, которая стоит |c|, изменяет величину V не больше, чем на |c|ϕ2.

Так как изначально T = 0, а в конце T = 1, то суммарная стоимость операций не менее ϕ−2 = N2

4π2 > N2

100 .
♦ Утверждение, что при x > 0 выполнено sin(x) < x принимается без доказательства.
♦ Любая разумная оценка π считается известной.
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Юниоры, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За один

ход игрок должен сделать одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутрен-

ним точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаран-

тировать победу.
Ответ: Вера. Решение. Будем называть точку активной, если из неё проведен хотя бы один отрезок,

пассивной, если её не стерли и не проводили из неё отрезков. Рассмотрим ситуацию, когда никто не может
сделать ход. Тогда пассивных точек в этот момент нет. Пусть в этот момент k активных точек. Тогда про-
ведено k отрезков, являющиеся сторонами k-угольника, и k − 3 отрезка, разбивающие этот k-угольник на
треугольники. То есть сделано нечетное число ходов первого типа. Ходов второго типа сделано 2023 − k.
Следовательно, если k четно, то суммарно сделано четное число ходов и побеждает Вера, а если k нечетно,
то сделано нечетное число ходов и побеждает Алиса.

Покажем, как играть Вере, чтобы гарантировать в конце четное число оставшихся точек. В первый свой
ход, если Алиса провела отрезок, то Вера удаляет точку, а если Алиса удаляет точку, то Вера проводит
отрезок. Далее Вера поддерживает ситуацию, что после её хода пассивных точек четное число:

1) Если Алиса удаляет точку, то Вера тоже удаляет (есть незадействованная точка в силу четности)
2) Если Алиса соединяет пассивную точку с активной, то Вера делает то же самое.
3) Если Алиса соединяет две пассивные или две активные точки отрезком, то Вера проводит отрезок

между двумя активными точками. Почему такой ход есть? Как было доказано в начале решения, если
нельзя провести отрезок между активными точками, то уже проведено нечетное число отрезков. Но после
хода Алисы проведено четное число отрезков (один на первой паре ходов, дальше по ноль/два отрезка за
каждую пару ходов, и ещё один отрезок последним ходом Алисы).

Таким образом, Вера всегда может сделать ход. Следовательно, Вера победит.

2. Пусть ABCD - выпуклый четырехугольник, а точки IA, IB, IC , ID – это центры вписанных окруж-
ностей треугольников BCD, CDA, DAB и ABC соответственно. Известно, что прямые AC, BD, IAIC
и IBID пересекаются в одной точке. Докажите, что ABCD — параллелограмм.
Решение. Обозначим окружности из условия за sa, sb, sc, sd. Пусть AC и BD пересекаются в точке P .

Докажем, что если IBID проходит через P , то AB+AD = CB+CD. Для этого пересечем AB и CD в точке
K (не умаляя общности, пересекаются лучи AB и DC) и рассмотрим окружность s, вневписанную в ADK, и
касающуюся AK. Центр внешней гомотетии sb и s находится в точке D. Центр внутренней гомотетии sb и sd
— в точке P . Поэтому центр внешней гомотетии s и sd находится на прямой DP . В то же время он находится
на их внутренних касательных, то есть на прямой AK — а значит, это точка B. Следовательно, B находится
и на второй их общей касательной, то есть BC касается s. Таким образом, окружность s касается лучей
DA,DC и продолжений луча AB за B и CB за B. Отсюда следует, что AB +AD = BC +CD. Аналогично,
рассматривая пару окружностей sa и sc, получаем, что AB + BC = AD + CD. Складывая, получаем, что
AB = CD, AD = BC, и значит ABCD — параллелограмм.
Замечание. Точки K может не существовать, но в таком случае AB∥CD. В этом случае вместо этого возьмем
пересечение DA и CB, и проведем аналогичное рассуждение. Если и эта пара прямых параллельна, то ABCD
сразу параллелограмм.

3. Пусть P — внутренняя точка правильного 99-угольника A1A2 . . . A99, прямая AiP пересекает этот
99-угольник вторично в точке Bi, где i = 1, 2, . . . , 99. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.

Решение. Обозначим длину наибольшей диагонали многоугольника за d. Прибавим к обеим сторонам
искомого неравенства

∑
PAi. В левой части сгруппируем слагаемые так, чтобы она приняла вид

∑
i(PAi +

PAi+50) ⩾
∑

iAiAi+50 = 99d. В правой же части имеем
∑

i(PAi + PBi) =
∑

iAiBi ⩽ 99d.



♦ Без доказательства используется факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-
угольника достигается в его центре: 6 баллов.
♦ Доказан факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-угольника достигается в

его центре: 2 балла.

4. В графе G не менее 4 вершин. Множество вершин графа G разбивается на два непересекающихся
непустых множества A и B так, что все возможные ребра между A и B есть в G (также в G могут
быть какие-то ребра внутри A и внутри B). Простой путь по рёбрам графа G называется гамильтоновым,
если он проходит по каждой вершине ровно один раз. Докажите, что количество гамильтоновых путей
в графе G кратно 4 (пути считаются различными, если вершины в них идут в разном порядке).
Решение. Назовем вершины из A красными, а из B синими. Каждый гамильтонов путь разобьем на макси-

мальные по включению блоки подряд идущих одноцветных вершин. Пусть операция f меняет направление
пути, а операция g меняет направление обхода каждого блока (не меняя порядок блоков). Тогда все гамиль-
тоновы пути, кроме тех, где все блоки имеют длину 1, разобьются на четверки вида s, f(s), g(s), f(g(s)) =
g(f(s)) (ясно, что f(g(s)) ̸= s, поскольку блоков хотя бы два), поэтому количество таких гамильтоновых
путей делится на 4. Пусть |A| = a, |B| = b. Тогда число гамильтоновых путей, в которых все блоки имеют
длину 1, равно либо 0 (если |a− b| > 1), либо a!b! (если |a− b| = 1), либо 2a!b! (если a = b) — в любом случае,
это число делится на 4, поскольку a+ b ⩾ 4.

5. Рассмотрим фигуру, представляющую собой равносторонний треугольник со стороной 100, разбитый
на 10 000 маленьких равносторонних треугольников со стороной 1. Отметим некоторые из 1+2+ · · ·+101
вершин маленьких треугольников так, что для каждого целого числа k ⩾ 1 не существует трапеции, сто-
роны которой (1, k, 1, k + 1), со всеми отмеченными вершинами. Кроме того, не существует маленького
треугольника со стороной 1, у которого отмечены три вершины. Определите наибольшее количество от-
меченных вершин.
Ответ: 1 + 3 + 5 + . . .+ 101 = 512 Решение. Пример. Выберем одну из сторон треугольника и отметим

все точки на этой стороне, а также на всех прямых, параллельных этой стороне, которые содержат нечетное
число точек (просто берем прямые через один). Тогда любые два отрезка длины 1 с концами в отмеченных
точках параллельны друг другу, следовательно, они не могут быть боковыми сторонами трапеции.

Оценка. Будем доказывать оценку индукцией по стороне треугольника с шагом 2. Чтобы осуществить
переход, достаточно доказать, что в трапеции со сторонами (1, 2n + 1, 1, 2n) нельзя отметить более 2n + 1
точки. Рассмотрим такую трапецию, и предположим, что удалось отметить хотя бы 2n+ 2 точки. Выделим
2n отрезков, параллельных одной из боковых сторон. Так как только одна вершина не покрыта такими
отрезками, найдется отрезок, у которого отмечены оба конца.

Теперь рассмотрим отрезки, параллельные второй боковой стороне. На каждом из них может быть не
более одной отмеченной точки, иначе образуется трапеция или треугольник с двумя найденными выше
точками. Итого, отмеченных точек не более 2n+ 1.
♦ Только пример: 2 балла, только оценка: 4 балла.

6. Докажите, что при любом натуральном n количество натуральных делителей числа n! является
делителем числа (2n)!.



Решение. Пусть n! = pk11 . . . pkss , где pi — все простые числа, не превосходящие n, в порядке возрастания.
Как известно, ki = [n/pi] + [n/p2i ] + . . . ⩽ n(1/pi + 1/p2i + . . . ) < n/(pi − 1). Количество делителей n! равно
(k1 + 1)(k2 + 1) . . . . Каждый множитель ki + 1 меньше, чем 1 + n/(pi − 1) < 2n/(pi − 1).

Попробуем сопоставить каждому множителю ki + 1 кратное ему число от 1 до 2n так, чтобы все сопо-
ставленные числа были разными; ясно, что если нам это удастся, то (2n)! делится на произведение ki + 1.
Сопоставление будем производить в порядке возрастания номеров, т.е. в порядке увеличения pi. Из неравен-
ства ki + 1 < 1 + n/(pi − 1) < 2n/(pi − 1) следует, что от 1 до 2n есть как минимум pi − 1 чисел, кратных
ki + 1. Но на предыдущих шагах мы использовали не более чем pi − 2 числа, ибо среди чисел, меньших pi,
не более pi − 2 простых! Следовательно, наш план с успехом реализуется.

7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(
a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
+ 9.

Решение. Применяя неравенство x2 + y2 + z2 ⩾ xy + yz + zx, получим

∑(
a+ b

c

)2

⩾
∑ (a+ b)(b+ c)

ca
=

∑ ab+ ca+ b2 + bc

ca

=
∑ b

c
+ 3 +

∑ b2

ca
+
∑ b

a

⩾
∑ a

b
+ 3 + 3 + 3

=
∑ a

b
+ 9

8. На доске записано натуральное число, в записи которого используются только нули и двойки. Сережа
за одну операцию может выбрать любую двойку и заменить её на 2022 (например, 2022 → 2020222 →
2020220222 → . . .). Для какого наименьшего N можно гарантированно утверждать, что не более чем за
N операций Сережа сможет получить число, кратное 11?
Ответ: 10. Решение. Покажем, что из числа 2 нельзя получить число, кратное 11, быстрее чем за 10

операций. Заметим, что за каждую операцию количество пар стоящих рядом двоек увеличивается на 1, так
как 2022 содержит одну такую пару. Предположим, что после k операций получилось число, кратное 11. Так
как количество двоек всегда нечетно (оно увеличивается на 2 при одной операции), то количества двоек на
четных и нечетных местах не могут быть равны друг другу. Значит, эти количества должны отличаться хотя
бы на 11. При этом количество двоек равно 1 + 2k. Пусть x двоек стоит на четных местах и y на нечетных.
Не умаляя общности, x > y. Так как есть k пар рядом стоящих двоек, то y ⩾ ⌈k2⌉ (так как каждая двойка
на нечетном месте входит максимум в две такие пары). Следовательно, x − y ⩽ 1 + 2k − 2⌈k2⌉, что меньше
11 при k ⩽ 9.

Покажем, что не более чем за 10 операций из любого числа можно получить число, кратное 11. Рас-
смотрим двойку, стоящую в самом старшем разряде. Далее не будем обращать внимания на все младшие
разряды, а докажем, что оперируя только этой двойкой, мы можем получить все возможные остатки от
деления на 11. Заменим двойку на 2022, затем вторую двойку заменим на 2022, получим 2020222. Затем
третью двойку заменим на 2022, получим 2020202222. И так далее, заменяя среднюю двойку мы получаем
числа вида 20 . . . 20︸ ︷︷ ︸

k−1 двоек

22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
k двоек

.

При k = 2ℓ+ 1 знакопеременная сумма двоек равна 4ℓ+ 2. А при k = 2m знакопеременная сумма двоек
равна −4m+2. В исходном состоянии и за 10 операций ℓ будет меняться от 0 до 5, а m от 1 до 5. При таких
значения (4ℓ+2)− (−4m+2) = 4(ℓ+m) не кратно 11. Значит, во всех этих одиннадцати состояниях остатки
знакопеременных сумм будут различны. Тогда какой-то из них равен 0.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей остроуголь-
ного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная окружность
касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка E лежит на впи-
санной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F . Докажите, что
AF = AI.



Решение. Пусть W — середина отрезка IIa, она же середина дуги BC описанной окружности ABC. Пусть
OI пересекает ED в точке P . Треугольники LED и LFIa гомотетичны с центром в L, так как ED ∥ FIa,
причем при гомотетии P переходит в I. Следовательно, EP : PD = FI : IIA. Если мы докажем, что
EP : PD = AI : IW , то мы получим, что FI : AI = IIa : IW = 2, что нам и требуется.
В треугольниках EID и AOW стороны ED ∥ AW по условию и ID ∥ OW как перпендикуляры к BC. Кроме
того, указанные треугольники — равнобедренные, а значит они подобны. Прямая OP делит углы ∠EID и
AOW на равные части, так как ID ∥ OW . Значит, EP : PD = AI : IW .

10. Изначально последовательность a0, . . . , a11 состоит целиком из нулей. Разрешается проделывать
следующие операции:

(1) Прибавить одно и то же вещественное число ко всем членам, индекс которых даёт один и тот же
остаток при делении на 3, или ко всем членам, индекс которых даёт один и тот же остаток при делении
на 4. Стоимость этой операции равна 0.

(2) Выбрать произвольный индекс i и вещественное число c. Вычесть c из членов ai+1 и ai−1, и приба-
вить 2c к ai (здесь считается, что a12 = a0). Стоимость этой операции равна |c|.

После нескольких таких операций один член последовательности стал равен 1, а остальные 0. Дока-
жите, что суммарная стоимость проделанных операций больше 7/2.
Решение. Расположим числа ai в вершинах правильного 12-угольника, вписанного в единичную окруж-

ность с центром в точке O, и обозначим за Z центр масс системы этих 12 материальных точек. Изначально
длина вектора

−→
OZ равна 0, в конце 1/12. При этом операции первого вида не меняют центр масс, а опера-

ция второго вида стоимости c увеличивает длину
−→
OZ не более, чем на (2 −

√
3)c/12. Поэтому суммарная

стоимость не меньше 1/(2−
√
3) > 3.5.
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Юниоры, вторая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. На окружности отмечено 2023 точки. Алиса и Вера по очереди делают ходы, начинает Алиса. За один

ход игрок должен сделать одно из двух действий:
• соединить две отмеченные точки отрезком, не пересекающим уже проведенные отрезки по внутрен-

ним точкам;
• стереть точку, которая не принадлежит ни одному проведенному отрезку.
Игрок, который не может сделать ход, проигрывает. Определите, кто из двух игроков может гаран-

тировать победу.
Ответ: Вера. Решение. Будем называть точку активной, если из неё проведен хотя бы один отрезок,

пассивной, если её не стерли и не проводили из неё отрезков. Рассмотрим ситуацию, когда никто не может
сделать ход. Тогда пассивных точек в этот момент нет. Пусть в этот момент k активных точек. Тогда про-
ведено k отрезков, являющиеся сторонами k-угольника, и k − 3 отрезка, разбивающие этот k-угольник на
треугольники. То есть сделано нечетное число ходов первого типа. Ходов второго типа сделано 2023 − k.
Следовательно, если k четно, то суммарно сделано четное число ходов и побеждает Вера, а если k нечетно,
то сделано нечетное число ходов и побеждает Алиса.

Покажем, как играть Вере, чтобы гарантировать в конце четное число оставшихся точек. В первый свой
ход, если Алиса провела отрезок, то Вера удаляет точку, а если Алиса удаляет точку, то Вера проводит
отрезок. Далее Вера поддерживает ситуацию, что после её хода пассивных точек четное число:

1) Если Алиса удаляет точку, то Вера тоже удаляет (есть незадействованная точка в силу четности)
2) Если Алиса соединяет пассивную точку с активной, то Вера делает то же самое.
3) Если Алиса соединяет две пассивные или две активные точки отрезком, то Вера проводит отрезок

между двумя активными точками. Почему такой ход есть? Как было доказано в начале решения, если
нельзя провести отрезок между активными точками, то уже проведено нечетное число отрезков. Но после
хода Алисы проведено четное число отрезков (один на первой паре ходов, дальше по ноль/два отрезка за
каждую пару ходов, и ещё один отрезок последним ходом Алисы).

Таким образом, Вера всегда может сделать ход. Следовательно, Вера победит.

2. В параллелограмме ABCD, ∠ABD = 90◦ и ∠CBD = 45◦. Точка E на отрезке AD такова, что BC =
CE. Найдите ∠BCE.
Ответ: ∠BCE = 30◦. Решение. Отразим точку C относительно AD, получим точку Z. Из симметрии
∠CDH = ∠ZDH = 45◦, следовательно, точки B, D, Z лежат на одной прямой. Тогда треугольники ECZ и
BCZ — равнобедренные, BC = EC = EZ = CZ. Откуда треугольник ECZ — правильный, ∠BCE = 30◦.

3. Пусть P — внутренняя точка правильного 99-угольника A1A2 . . . A99, прямая AiP пересекает этот
99-угольник вторично в точке Bi, где i = 1, 2, . . . , 99. Докажите, что

99∑
i=1

PAi ⩾
99∑
i=1

PBi.



Решение. Обозначим длину наибольшей диагонали многоугольника за d. Прибавим к обеим сторонам
искомого неравенства

∑
PAi. В левой части сгруппируем слагаемые так, чтобы она приняла вид

∑
i(PAi +

PAi+50) ⩾
∑

iAiAi+50 = 99d. В правой же части имеем
∑

i(PAi + PBi) =
∑

iAiBi ⩽ 99d.
♦ Без доказательства используется факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-

угольника достигается в его центре: 6 баллов.
♦ Доказан факт, что минимальная сумма расстояний до вершин правильного n-угольника достигается в

его центре: 2 балла.

4. На доске записано натуральное число, в записи которого используются только нули и двойки. Сере-
жа за одну операцию может выбрать любую двойку и заменить её на 202 (например, 2022 → 202022).
Докажите, что не более чем за 10 операций (возможно за 0) Сережа сможет получить число, кратное
11.
Решение. Будем всё время заменять первую двойку в числе. Тогда количество двоек на позициях одной

четности будет увеличиваться на 1, а на другой четности меняться не будет. То есть знакопеременная сумма
цифр будет меняться на 2, причем всё время в одну и ту же сторону. Тогда за исходное состояние и 10
последующих она пройдет все возможные остатки от деления на 11, а значит когда-то будет кратна 11.

5. Рассмотрим фигуру, представляющую собой равносторонний треугольник со стороной 100, разбитый
на 10 000 маленьких равносторонних треугольников со стороной 1. Отметим некоторые из 1+2+ · · ·+101
вершин маленьких треугольников так, что для каждого целого числа k ⩾ 1 не существует трапеции, сто-
роны которой (1, k, 1, k + 1), со всеми отмеченными вершинами. Кроме того, не существует маленького
треугольника со стороной 1, у которого отмечены три вершины. Определите наибольшее количество от-
меченных вершин.
Ответ: 1 + 3 + 5 + . . .+ 101 = 512 Решение. Пример. Выберем одну из сторон треугольника и отметим

все точки на этой стороне, а также на всех прямых, параллельных этой стороне, которые содержат нечетное
число точек (просто берем прямые через один). Тогда любые два отрезка длины 1 с концами в отмеченных
точках параллельны друг другу, следовательно, они не могут быть боковыми сторонами трапеции.

Оценка. Будем доказывать оценку индукцией по стороне треугольника с шагом 2. Чтобы осуществить
переход, достаточно доказать, что в трапеции со сторонами (1, 2n + 1, 1, 2n) нельзя отметить более 2n + 1
точки. Рассмотрим такую трапецию, и предположим, что удалось отметить хотя бы 2n+ 2 точки. Выделим
2n отрезков, параллельных одной из боковых сторон. Так как только одна вершина не покрыта такими
отрезками, найдется отрезок, у которого отмечены оба конца.

Теперь рассмотрим отрезки, параллельные второй боковой стороне. На каждом из них может быть не
более одной отмеченной точки, иначе образуется трапеция или треугольник с двумя найденными выше
точками. Итого, отмеченных точек не более 2n+ 1.
♦ Только пример: 2 балла, только оценка: 4 балла.

6. У алхимика есть 8088 медных слитков, 6066 бронзовых слитков, 4044 серебряных слитков и 2022
золотых слитков. Он может брать два слитка из разных металлов и превращать их в два слитка двух
других металлов (например, вместо медного и бронзового слитка получить серебряный и золотой). Какое
наибольшее количество золотых слитков может получить алхимик?
Ответ: 20218 (все, кроме двух) Решение. Покажем как алхимик этого добьется. Сначала он 2022 раза



делает из медного и бронзового слитка серебряный и золотой. У него становится 6066 медных, 4044 бронзовых
и 6066 серебряных. Далее он 1011 раз из медного и серебряного делает бронзовый и золотой, становится по
5055 медных, бронзовых серебряных. Теперь если есть по x ⩾ 2 медных, бронзовых и серебряных, можно
проводить операции с парами м+б, б+с, с+б и получать по x− 1 медных, бронзовых и серебряных. А когда
останется по одному слитку, то сделаем операцию с медным и бронзовым и получим два серебряных и
остальные золотые.

Оценка. Заметим, что хотя бы один незолотой слиток точно останется, так как такой слиток появляется
после каждой операции. Кроме того, количества слитков каждого вида всегда имеют одну четность, поэтому
невозможна ситуация с одним не золотым слитком.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

7. Для положительных a, b, c докажите неравенство(
a+ b

c

)2

+

(
b+ c

a

)2

+

(
c+ a

b

)2

⩾
a

b
+

b

c
+

c

a
+ 9.

Решение. Применяя неравенство x2 + y2 + z2 ⩾ xy + yz + zx, получим

∑(
a+ b

c

)2

⩾
∑ (a+ b)(b+ c)

ca
=

∑ ab+ ca+ b2 + bc

ca

=
∑ b

c
+ 3 +

∑ b2

ca
+
∑ b

a

⩾
∑ a

b
+ 3 + 3 + 3

=
∑ a

b
+ 9

8. Найдите все тройки целых чисел (a, b, c) такие, что a+b+c = 0, a ⩾ 0 ⩾ b ⩾ c и N = 97−a3b−b3c−c3a
– точный квадрат.
Ответ: a = 8, b = −4, c = −4. Решение. Пусть N = 97− a3b− b3c− c3a = k2 с целым неотрицательным
k. Заметим, что a3b + b3c + c3a = a3b − (a + b)(b3 + a(a + b)2) = a3b − (a + b)(b3 + ab2 + 2a2b + a3) =
a3b − ab3 − a2b2 − 2a3b − a4 − b4 − ab3 − 2a2b2 − a3b = −(a4 − 2a3b − 3a2b2 − 2ab3 − b4) = −(a2 + ab + b2)2.
Поэтому 97 = k2 − (a2 + ab + b2)2 = (k − (a2 + ab + b2))(k + (a2 + ab + b2)). Число 97 простое, а a2 + ab + b2

неотрицательно, следовательно, сомножители в правой части равны 1 и 97, k = 49 и a2 + ab+ b2 = 48. Если
a2 + ab + b2 чётно, то оба числа a и b чётны: a = 2a1, b = 2b1, a21 + a1b1 + b21 = 12. Аналогично a1 = 2a2,
b1 = 2b2, a22 + a2b2 + b22 = 3. Поскольку x2 + xy + y2 = 3

4x
2 + (x2 + y)2 ⩾ 3

4x
2, имеем a2 ⩽ 2. Теперь коротким

перебором находим, что a2 = 2 и b2 = −1, а отсюда получаем ответ.
♦ Доказано, что N = 492: 2 балла.

9. Точки I и IA — центры вписанной и вневписанной (касающейся стороны BC) окружностей остроуголь-
ного треугольника ABC. Пусть O — центр его описанной окружности, AB ̸= AC), вписанная окружность
касается стороны BC в точке D. Прямая IaD пересекает прямую OI в точке L. Точка E лежит на впи-
санной окружности так, что DE ∥ AI. Прямая LE пересекает прямую AI в точке F . Докажите, что
AF = AI.
Решение. Пусть W — середина отрезка IIa, она же середина дуги BC описанной окружности ABC. Пусть
OI пересекает ED в точке P . Треугольники LED и LFIa гомотетичны с центром в L, так как ED ∥ FIa,
причем при гомотетии P переходит в I. Следовательно, EP : PD = FI : IIA. Если мы докажем, что
EP : PD = AI : IW , то мы получим, что FI : AI = IIa : IW = 2, что нам и требуется.
В треугольниках EID и AOW стороны ED ∥ AW по условию и ID ∥ OW как перпендикуляры к BC. Кроме
того, указанные треугольники — равнобедренные, а значит они подобны. Прямая OP делит углы ∠EID и
AOW на равные части, так как ID ∥ OW . Значит, EP : PD = AI : IW .

10. Решите систему уравнений 1
xy = x

z + 1, 1
yz = y

x + 1, 1
zx = z

y + 1 в вещественных числах.

Ответ: x = y = z = ± 1√
2
. Решение. Какие-то два из чисел x, y, z имеют одинаковый знак, пусть не

умаляя общности x и y. Тогда y/x+ 1 > 0, следовательно, z такого же знака, что и x, y. Если все три числа
отрицательны, сменим знаки у них всех одновременно и будем считать положительными.



Пусть, не умаляя общности, x — наибольшее (одно из) из чисел. Если это не так, то можно сделать
циклический сдвиг тройки, чтобы стало так. Из (1) и (2) равенств имеем z2

x2 = x+z
y+x , поэтому y ⩾ z. Далее

1
xy = x

z + 1 ⩾ 2 ⩾ y
x + 1 = 1

yz . Откуда 1
xy ⩾ 1

yz , z ⩾ x.
Следовательно, x = y = z. Подставляя в систему, находим два возможных ответа.

♦ Только ответ: 0 баллов.
♦ Доказано, что все числа одного знака: 2 балла.
♦ Задача решена только для положительных чисел: дыра в 4 балла.
♦ Разобран один из двух возможных случаев упорядочивания переменных: 6 баллов.


