
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Âòîðîé òóð 01.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-
áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî
êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Áèññåêòðèñà óãëà B íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC è îïèñàííóþ îêðóæ-

íîñòü â òî÷êàõ P è D ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè K, L, M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AD, AP , PC è CD
ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BKL, BMN è ONK, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

À. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü îêðóæíîñòè (BKL) è (BMN) âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Çàìåòèì, ÷òî KL ‖
BD ‖ MN . Òîãäà ∠(KQ,QN) = ∠(KQ,QB) + ∠(BQ,QN) = ∠(KL,LB) + ∠(BM,MN) = ∠(BD,BL) +
∠(MB,BD) = ∠(MB,BL). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∠(KQ,QN) = ∠(KO,ON). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ∠(MB,BL) = ∠(MO,OL), ò.å. ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BLOM âïèñàí.

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè BAP è BDC ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, à òî÷êè L è N â íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå.
Çíà÷èò, ∠BLC = ∠BNC, îòêóäà ÷åòûðåõóãîëüíèê BLNC âïèñàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BLN = 180◦ − ∠BCN .
Àíàëîãè÷íî, ∠BMK = 180◦−∠BAK. Ïîëó÷àåì ∠BLO+∠BMO = (180◦−∠BCD)+(180◦−∠BAD) = 180◦,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Äîêàçàíî, ÷òî BLOM � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê � 6 áàëëîâ.

� Äîêàçàíî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BLNC � âïèñàííûé � 2 áàëëà (íå ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî BLOM � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê � 4 áàëëà.

2. Äàí íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x), ñòåïåíü d êîòîðîãî íå ìåíüøå
m, êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà |P (Q(x))| 6 1 íå ïðåâîñõîäèò d.

Èç êíèãè N. Safaei

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x) ñòåïåíè d â d + 1 öåëîé
òî÷êå ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå d!/2d. Ïóñòü x0 < x1 < . . . < xd � ýòè òî÷êè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà)
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îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (ïåðâîå ðàâåíñòâî � ñðàâíåíèå ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ â èí-
òåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà).

Ïîñêîëüêó d!/2d ïðè d > 2 âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå m, ÷òî d!/2d > A ïðè d > m. Ïóñòü A � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ,
ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1 âíóòðè èíòåðâàëà (−A;A). Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî m âåðíî óòâåðæäåíèå çàäà÷è: âåäü
åñëè áû ó íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ íàøëèñü õîòÿ áû d+ 1 ðåøåíèå, òî ïî óòâåðæäåíèþ âûøå ñðåäè ðåøåíèé
íàøëîñü áû xk òàêîå, ÷òî |Q(xk)| > d!/2d > A. Íî òîãäà |P (Q(xk))| > 1 ïî âûáîðó ÷èñëà A.

� Èç óñëîâèÿ ¾óáðàíî P¿: çàäà÷à ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ Q � 2 áàëëà.

� Åñëè ïðîñòî îòìå÷åíî, ÷òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |P (x)| 6 1 îãðàíè÷åíî (áåç óïîìèíàíèÿ, ÷òî èìåííî
íóæíî äîêàçàòü ïðî Q) � 0 áàëëîâ.

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â ñòî öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòà-

þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . , ÷òî ðàçíîñòè ai+1 − ai îãðàíè÷åíû, è äëÿ

âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå x òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a1+x, a2+x, . . . , an+x èìåþò îäèí

è òîò æå öâåò.

Ô. Ïåòðîâ ïî ìîòèâàì ôîëüêëîðà



Ðåøåíèå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî d, ÷òî, åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàñêðàøåíû â d öâåòîâ, òî íàéä¼òñÿ
ïîäîáíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áàçà ïðè d = 1 î÷åâèäíà.

Ïóñòü íàéä¼òñÿ N òàêîå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû N âñòðåòèòñÿ d-é öâåò. Òîãäà âñå ÷èñëà d-ãî öâåòà,
ñäâèíóòûå íà îäèí âëåâî, îáðàçóþò òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (äëÿ ëþáîãî n íàäî âçÿòü x = 1). Èíà÷å
íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå îòðåçêè ðàñêðàñêè áåç d-ãî öâåòà. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå îðèåíòèðîâàííîå
�äåðåâî�, â êîòîðîì íà k-îì óðîâíå áóäåò (d − 1)k âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðàñêðàñêå k
ýëåìåíòîâ â d − 1 öâåò. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë äëèíû k, ñðåäè êîòîðûõ íåò ÷èñåë
d-ãî öâåòà, ïðîâåä¼ì ðåáðî îò âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàñêðàñêå ïåðâûõ k − 1 ÷èñëà, ê âåðøèíå, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ðàñêðàñêå âñåõ k ÷èñåë. Â ïîëó÷åííîì ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êîíå÷íàÿ, à âåðøèí,
äî êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ èç êîðíÿ � áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, òàê êàê íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå
îòðåçêè ðàñêðàñêè áåç d-ãî öâåòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ê¼íèãà, â ýòîì ãðàôå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé
ïóòü, ïî êîòîðîìó ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñêðàñêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â d − 1 öâåò. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ â íîâîé ðàñêðàñêå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
çàäà÷è. À òàê êàê äëÿ ëþáîãî îòðåçêà ÷èñåë â íîâîé ðàñêðàñêå ñóùåñòâóåò îòðåçîê ÷èñåë â ñòàðîé ðàñêðàñ-
êå, êîòîðûé ïîêðàøåí òî÷íî òàê æå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è äëÿ
ïåðâîíà÷àëüíîé ðàñêðàñêè. Ïåðåõîä äîêàçàí.

� Çàäà÷à äîêàçàíà äëÿ n = 2 � 2 áàëëà.

4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M è îòìå÷åíà åãî âåðøèíà V . Ïóñòü P � íàèáîëü-

øèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â M , à PV � íàèáîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæà-

ùåãîñÿ â M , îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî � V . Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü P/PV ?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: [1, 4/3).

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = BC = 5 è AC = 6, åãî ïåðèìåòð
ðàâåí 16. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñåðåäèíó îòðåçêà AC. Çàìåòèì, ÷òî ïåðèìåòðû òðåóãîëüíèêîâ ABM è BCM ,
à òàêæå âûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ACM âñå ðàâíû 12. Äëÿ äàííîãî t > 0 îòìåòèì òî÷êó V íà ðàññòîÿíèè
t îò òî÷êè M âíå òðåóãîëüíèêà ABC (ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî ìàëûå çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ ABCV �
âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê).

Ïóñòü V XY � òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà, ñîäåðæàùèéñÿ â ABCV , ñ âåðøèíîé V . Ïîêàæåì,
÷òî V XY � ýòî îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ V AB, V BC, V CA. ßñíî, ÷òî òî÷êè X è Y ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðå-
óãîëüíèêà ABC. Ïóñòü îíè ëåæàò íà AB è BC, ñëó÷àé, êîãäà îíè îáå ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå, î÷åâèäåí.
Ïóñòü X ëåæèò íà AB, à Y ëåæèò íà BC. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîé òî÷êè U íà îòðåçêå AB ìàêñèìóì
âåëè÷èíû UV + UY äîñòèãàåòñÿ â êîíöàõ îòðåçêà (åñëè îòìåòèòü òî÷êó V ′, ñèììåòðè÷íóþ V îòíîñèòåëüíî
AB, òî UV + UY = UV ′ + UY , äëÿ âåëè÷èíû UV ′ + UY ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
X ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà AB, àíàëîãè÷íî Y ñîâïàäàåò ñ îäíèìè èç êîíöîâ îòðåçêà BC (ÿñíî,
÷òî îíè îáå íå ìîãóò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé B).

Òàêèì îáðàçîì PV = max(PV AB, PV BC , PV AC). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ýòî âåëè÷èíà ñêîëü
óãîäíî áëèçêà ê 12. Òåïåðü äëÿ òî÷êè V ′, ëåæàùåé íà îòðåçêå AV , ôóíêöèÿ max(PV ′AB, PV ′BC , PV ′AC)
íåïðåðûâíà êàê ìàêñèìóì òðåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì äëÿ V = A îíà ðàâíà 16. Èç ñêàçàííîãî
âûøå, P/PV ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [1, 4/3).

Îöåíêà. Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â M . ßñíî, ÷òî òî÷êè
A, B è C ëåæàò íà ãðàíèöå M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâåí 16, è òî÷êà V ðàñïîëîæåíà òàê, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCV � âûïóêëûé (ñëó÷àé, êîãäà V ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç òî÷åê A,B,C, î÷åâèäåí). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåðèìåòð õîòÿ áû îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
V AB, V BC, V AC áîëüøå 12. Åñëè AC > 6, òî PV AC > 12, äàëåå ðàçáèðàåì ñëó÷àé AC < 6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∠ACV > 90◦. Â òàêîì ñëó÷àå òàêæå è ∠BCV > 90◦, à ïîòîìó AV > AC è BV > BC.
Ñëåäîâàòåëüíî, PABC < PAV B, ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 4ABC. Çíà÷èò, ∠V AC < 90◦ è ∠V CA < 90◦,
ïîýòîìó ïðîåêöèÿ D òî÷êè V íà AC ëåæèò íà îòðåçêå AC. Â òàêîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî PABD < PABV è
PBCD < PBCV , è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî max(PABD, PBCD) > 12.

Ïóñòü AB = c, BC = a, CA = b, ìû çíàåì, ÷òî c < 6 è a + b + c = 16, îòñþäà a + b > 10. Â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà D ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíîé AC
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî AD = p − a, CD = p − b è PABD = PBCD = max(PABD, PBCD), à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
òî÷åê íà îòðåçêå AC çíà÷åíèÿ ýòîãî ìàêñèìóìà ïåðèìåòðîâ áîëüøå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ëèøü
ýòîò ñëó÷àé. Çäåñü PABD = PABC/2 +BD = 8 +BD, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî BD > 4.



Ïî ôîðìóëå Ñòþàðòà äëÿ ÷åâèàíû BD òðåóãîëüíèêà ABC èìååì:

c ·BD2 = a2(p− b) + b2(p− a)− (p− a)(p− b)c = 8(a2 + b2)− ab(a+ b)− (8− a)(8− b)c >

> 4(a+ b)2 − (a+ b)3

4
− (16− a− b)2c

4
> 4(16− c)2 − (16− c)3

4
− c3

4
= 64c− 8c2.

Îòñþäà BD2 > 64− 8c > 16, ïîýòîìó BD > 4.

� Îòâåò è ïðèìåð � 4 áàëëà.

� Òîëüêî îöåíêà � 6 áàëëîâ.

� Ïðèâåäåíû ëèøü ïðèìåðû äëÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê 4/3 çíà÷åíèÿì P/PV � äûðà â 4 áàëëà (ò.å. 2
áàëëà çà ïðèìåð).

� Ñâåäåíèå îöåíêè ê íåðàâåíñòâó äëÿ íàãåëèàíû � 4 áàëëà.

5. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïîëîñêè ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè. Èç-

íà÷àëüíî â êëåòêàõ 1, 2, . . . , n ñòîèò ïî ÷åëîâåêó. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ìîíåòêà, íà êîòîðîé ¾îð¼ë¿

âûïàäàåò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (ðàçíîé äëÿ ðàçíûõ ëþäåé). Íà êàæäîé ìèíóòå îíè ïî î÷åðåäè (ñïðà-

âà íàëåâî) êèäàþò ñâîè ìîíåòêè; åñëè ó ÷åëîâåêà âûïàë ¾îð¼ë¿ è ñîñåäíÿÿ êëåòêà ñïðàâà ñâîáîäíà, îí

ïåðåìåùàåòñÿ â íå¼, èíà÷å îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ïóñòü f(x, y) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ñà-

ìûé ëåâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âïðàâî.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ñ òîé æå íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêîé; ëþäè êèäàþò ìîíåòêè â ïîðÿäêå

ñëåâà íàïðàâî è â ñëó÷àå ¾îðëà¿ äâèãàþòñÿ íà êëåòêó âëåâî, åñëè ýòà êëåòêà ñâîáîäíà. Äîêàæèòå, ÷òî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ñàìûé ïðàâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âëåâî, òàêæå

ðàâíà f(x, y).
È. Áîãäàíîâ, Ë. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îäèí ýëåìåíòàðíûé èñõîä â ïåðâîì ïðîöåññå: çàôèêñèðóåì âñå ðåçóëüòàòû áðîñêîâ
ìîíåò ó âñåõ ëþäåé çà x ìèíóò. Ïóñòü ëåâûé ÷åëîâåê ïðè òàêèõ ðåçóëüòàòàõ áðîñêîâ ñäâèíåòñÿ íà y. Íàøà
öåëü � äîêàçàòü, ÷òî åñëè âî âòîðîì ïðîöåññå ó êàæäîãî áóäóò âûïàäàòü òå æå ðåçóëüòàòû â îáðàòíîì

ïîðÿäêå, òî ïðàâûé ÷åëîâåê òîæå ñäâèíåòñÿ íà y. Èç ýòîé áèåêöèè î÷åâèäíî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Äëÿ ýòîãî ïðîàíàëèçèðóåì äâèæåíèå ëþäåé âî âòîðîì ïðîöåññå. Ïóñòü fi(t) � êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà

êîòîðîå i-é ÷åëîâåê ñäâèíóëñÿ âëåâî ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî i-é ÷åëîâåê ñòîèò íà
ïîëîñêå îäèí, è ó íåãî âûïàäàþò òå æå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü gi(t) � êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà êîòîðîå îí ñäâèíåòñÿ
âëåâî ïðè ýòîì ïðîöåññå ê ìîìåíòó t. (Íàçîâ¼ì ýòî äâèæåíèå ñâîáîäíîé òðàåêòîðèåé i-ãî ÷åëîâåêà.)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

fi(t) = gi(t)− max
06t16t26···6ti−16t

i−1∑
k=1

(gk+1(tk)− gk(tk)). (∗)

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî i. Áàçà ïðè i = 1 î÷åâèäíà, íî ìû åù¼ äîêàæåì áàçó ïðè i = 2 (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
ëþäåé äâîå). Åñëè ìàêñèìóì

m(t) = max
06t16t

(g2(t1)− g1(t1))

äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì t∗1, òî ¾îòñòàâàíèå¿ 2-ãî ÷åëîâåêà îò åãî ñâîáîäíîé òðàåêòîðèè óæå â ìîìåíò t∗1
íå ìåíüøå m(t), èáî îí íå ìîæåò îáîãíàòü ïåðâîãî. Çíà÷èò, f2(t) 6 g2(t)−m(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû âòîðîé ñòàðòîâàë íà m(t) êëåòîê ïðàâåå, òî åìó íè÷åãî íå ïîìåøàëî áû
äâèãàòüñÿ ïî ñâîáîäíîé òðàåêòîðèè â òå÷åíèå ïåðâûõ t ìèíóò, òî åñòü îí áû ïîïàë â êëåòêó, íàõîäÿùóþñÿ
íà g2(t) −m(t) âëåâî îò êëåòêè åãî èñòèííîãî ñòàðòà. Çíà÷èò, è â èñõîäíîì ïðîöåññå îí ïîïàä¼ò íå ïðàâåå
ýòîé êëåòêè, òî åñòü f2(t) > g2(t)−m(t). Áàçà äîêàçàíà.

Äëÿ ïåðåõîäà èíäóêöèè ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå áàçû ê äâóì ëþäÿì: (i−1)-ìó ñ åãî èñòèííîé òðàåêòîðèåé
fi−1(t) è i-ìó ñî ñâîáîäíîé òðàåêòîðèåé gi(t). Ïîëó÷àåì, ÷òî

gi(t)− fi(t) = max
06ti−16t

(gi(ti−1)− fi−1(ti−1))

= max
06ti−16t

(
gi(ti−1)− gi−1(ti−1) + max

06t16t26···6ti−26ti−1

i−2∑
k=1

(gk+1(tk)− gk(tk))

)

= max
06t16t26···6ti−16t

i−1∑
k=1

(gk+1(tk)− gk(tk)),



÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü íåòðóäíî çàâåðøèòü ðåøåíèå. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âî âòîðîì ïðîöåññå ñäâèã n-ãî ÷åëîâåêà ðàâåí

fn(x) = gn(x)− max
06t16t26···6tn−16x

n−1∑
k=1

(gk+1(tk)− gk(tk)).

Äëÿ ïåðâîãî ïðîöåññà (ïðè ðàçâ¼ðíóòûõ ðåçóëüòàòàõ áðîñêîâ) ñâîáîäíûå òðàåêòîðèè g∗i áóäóò èìåòü âèä

g∗i (t) = gi(x)− gi(x− t)

(ìû íå ìåíÿëè íóìåðàöèþ ëþäåé, íî ðàçâåðíóëè âðåìÿ!). Çíà÷èò, â àíàëîãå ôîðìóëû (∗) êî âñåì ñëàãàåìûì
ïðîñòî ïðèáàâÿòñÿ êîíñòàíòû:

f∗1 (x) = g∗1(x)− max
06t16t26···6tn−16x

n−1∑
k=1

(g∗n−k(tk)− g∗n−k+1(tk))

= g1(x)− g1(0)− max
06t16t26···6tn−16x

n−1∑
k=1

(
(gn−k(x)− gn−k+1(x)) + (gn−k+1(x− tk)− gn−k(x− tk))

)
= g1(x)− g1(0) +

n−1∑
k=1

(gn−k+1(x)− gn−k(x))− max
x>s1>22>...>sn−1>0

n−1∑
k=1

(gn−k+1(sk)− gn−k(sk))

= gn(x)− g1(0)− max
06t16t26···6tn−16x

n−1∑
k=1

(gk+1(tk)− gk(tk)) = fn(t),

÷òî ìû è ñîáèðàëèñü äîêàçàòü.

� Çàäà÷à ðåøåíà äëÿ n = 2 � 4 áàëëà.

6. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ôèîëåòîâûé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê è åãî âïèñàííóþ îêðóæíîñòü.

Çàòåì ãîëóáûì öâåòîì ïðîâåëè òðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ôèîëåòîâîãî òðåóãîëüíèêà è òî÷êè

êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Ðàññìîòðèì äëèíû âñåõ 9 îòðåçêîâ,

íà êîòîðûå ãîëóáûå îòðåçêè ðàçáèâàþòñÿ äðóã äðóãîì è âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äëèí ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ô. Èâëåâ, È. Ôðîëîâ

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òðåóãîëüíèê ÷åðåç ABC, òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè �
÷åðåç A1, B1, C1, âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ AA1, BB1, CC1 � ÷åðåç A2, B2, C2, à
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AA1, BB1 è CC1 � ÷åðåç G.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ A1G, B1G è C1G ðàçëè÷íû. Åñëè êàêèå-òî äâå èç íèõ ðàâíû (áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, B1G = C1G), òî AG � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó B1C1, òî åñòü áèññåê-
òðèñà óãëà BAC, îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò,
÷òî äëèíû îòðåçêîâ A2G, B2G è C2G òàêæå ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó A1G ·A2G = B1G ·B2G = C1F · C2G.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå B1C2, B2C1 è AA1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå PA èëè ïàðàëëåëüíû. Ýòî ìîæíî óâè-
äåòü, ñäåëàâ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, à G � â öåíòð.
Òîãäà òðåóãîëüíèê ABC ñòàíåò ðàâíîñòîðîííèì è óòâåðæäåíèå áóäåò î÷åâèäíî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ÷åò-
âåðêè (A,G;A2, PA) è (A2, A1;G,PA) ãàðìîíè÷åñêèå � ïîñëå îïèñàííîãî âûøå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòî î÷åâèäíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî PA íå ìîæåò ëåæàòü íà îòðåçêå AA1. Åñëè PA ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè AA1

çà òî÷êó A, òî A1G > GA2 > A2A, åñëè PA ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè AA1 çà òî÷êó A1, òî A1G < GA2 < A2A,
à åñëè PA íà áåñêîíå÷íîñòè, òî A1G = GA2 = A2A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç 9 äëèí íå áîëåå 5 ðàçëè÷íûõ. Òîãäà îäèí èç îòðåçêîâ A1G, B1G è C1G ðàâåí îäíîìó
èç îòðåçêîâ A2G, B2G è C2G. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, åñòü 2 âàðèàíòà: A1G = A2G è B1G = C2G. Åñëè
A1G = A2G, òî, ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê A1B1A2C1 ãàðìîíè÷åñêèé (èáî A1A� ñèìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå
A1B1C1), ∠B1GA2 = ∠C1GA2, îòêóäà B1G = C2G è B2G = C1G. Åñëè B1G = C2G, òî B2G = C1G è
B1C2 ‖ B2C1. Èç äîêàçàííîãî âûøå A1A2 ‖ B1C2. Ñëåäîâàòåëüíî, A1G = A2G. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïèñàííûå
2 âàðèàíòà îäèíàêîâûå. Îáîçíà÷èì B1G = C2G = x è C1G = B2G = y. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî x > y. Èìååì A1G = A2G =

√
xy. Èç äîêàçàííîãî ðàíåå BB2 < y, CC2 > x è AA2 =

√
xy.

Ïîýòîìó èç 9 äëèí ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ.



×òîáû óáåäèòñÿ, ÷òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñóùåñòâóåò, äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC,
ïðîâåñòè ÷åðåç PA ëþáóþ (íå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ïðÿìóþ `, íå ïåðåñåêàþùóþ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC, è ñäåëàòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå âïèñàííóþ îêðóæíîñòü è ïåðåâîäÿùåå ` íà áåñ-
êîíå÷íîñòü.

� Ïðèìåð íà 5 îòðåçêîâ � 6 áàëëîâ.

� Îöåíêà íà 5 îòðåçêîâ � 6 áàëëîâ.

� Áîëåå ñëàáûå îöåíêè è ïðèìåðû íå îöåíèâàþòñÿ.

7. Èçíà÷àëüíî â 999 êëåòêàõ êëåò÷àòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòàâèëè ïî ôèøêå. Åñëè òðè êëåòêè

a, b, c ñòîÿò ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, ïðè÷¼ì â a è b ñòîÿò ôèøêè, à c ïóñòà, òî ôèøêà
èç a ìîæåò çà õîä ïåðåïðûãíóòü â c. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ìîæíî

ñîâåðøèòü íåñêîëüêî õîäîâ òàê, ÷òî â ïîëîñàõ |x| 6 N è |y| 6 N íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ôèøêè?

MathOver�ow, óñèëåíî

Îòâåò: ìîæåò.

Ðåøåíèå. Â ïðîöåññàõ íèæå áåëûì îáîçíà÷åíû ïðûãàþùèå ôèøêè.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ íèæå ôèãóðêà èç 5 êëåòîê ìîæåò ñäâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè (ðàçâîðà÷èâàÿñü ïðè

ýòîì), à òàêæå ïîâîðà÷èâàòüñÿ. Ïîñëå òàêîãî ïîâîðîòà îíà àíàëîãè÷íî ìîæåò äâèãàòüñÿ è ïî ãîðèçîíòàëè.
ßñíî, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìè îíà ìîæåò âûéòè èç ëþáîé ïîëîñû.

è

Òàêæå óìååò ñäâèãàòüñÿ êàê ïî âåðòèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè, êâàäðàò 2× 2.
Òðè ïÿòèêëåòî÷íûõ ôèãóðêè è íåñêîëüêî êâàäðàòîâ îáðàçóþò èñêîìûé ïðèìåð.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå a > 10, Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . çàäàíà ðåêóððåíòíî:

x1 = a, xn+1 = x3n − 3xn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ [(a+ 1)/2] ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà 2a− 5.

Ì. Àíòèïîâ

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó 2(a−2) ≡ 1 (mod 2a−5) è 2+(a−2) ≡ a (mod 2a−5), òî x1 = 2+2−1

(mod 2a− 5). Òîãäà, èíäóêöèåé ïî n ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî ìîäóëþ 2a− 5 âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

xn+1 ≡ 23
n−1

+ 2−3
n−1

,

ò.å. êàæäûé xn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå s+ s−1 äëÿ íåêîòîðîãî s âèäà 23
n
.

Ïóñòü p � íåêîòîðûé äåëèòåëü ÷èñëà 2a− 5, îáîçíà÷èì vp(2a− 5) = k. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ïî ìîäóëþ pk, òîãäà 2 ≡ g` (mod pk) äëÿ íåêîòîðîãî `. Çàìåòèì, ÷òî 23

n
ïðèíèìàåò òîãäà çíà÷åíèÿ âèäà gt,

ãäå t èìååò òó æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è `. Çíà÷èò s ïðèíèìàåò íå áîëåå ϕ(pk)/2 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî
âñå ýòè çíà÷åíèÿ (êðîìå, ìîæåò áûòü, äâóõ) ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îáðàòíûõ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ s+ s−1

îäíè è òå æå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ìîäóëþ pk ÷èñëà xn ìîãóò ïðèíèìàòü íå áîëåå

ϕ(pk)/2 + 2

2
=

ϕ(pk)

4
+ 1 =

pk

4
+

(
1− pk−1

4

)
çíà÷åíèé.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî p âûïîëíåíî pk−1

4 > 1, òî äëÿ ýòîãî p âàðèàíòîâ çíà÷åíèé ìåíüøå ÷åòâåðòè. Åñëè
åñòü õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ çíà÷åíèé ìåíüøå ïîëîâèíû,
ò.å. äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ � ìåíüøå ÷åòâåðòè; çíà÷èò îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ìåíüøå 2a−5

4 < a+1
2 − 1,

ò.å. ñðåäè ïåðâûõ [(a + 1)/2] ÷ëåíîâ òî÷íî íàéä¼òñÿ äâà ñîâïàäàþùèõ. Åñëè 2a − 5 � ñòåïåíü ïðîñòîãî, òî
âàðèàíòîâ îïÿòü æå íå áîëüøå, ÷åì 2a−5

4 + 3
4 = a−1

2 = a+1
2 − 1, ïîýòîìó îïÿòü ñðåäè ïåðâûõ [(a+1)/2] ÷ëåíîâ

áóäóò äâà îäèíàêîâûõ ïî ìîäóëþ 2a− 5.

� Äîêàçàíî, ÷òî xn+1 ≡ 23
n−1

+ 2−3
n−1

� 4 áàëëà.

� Çàáûòà ïðîáëåìà ±1 è/èëè äðóãèå ïðîáëåìû, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ îöåíêè íà O(1) � äûðà â 4 áàëëà.



9. Íà îòðåçêå [A,B] âûáðàíû n > 2 ÷èñåë x1, . . . , xn; íå âñå îíè íóëè, à èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Îêàçàëîñü,

÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà t êîëè÷åñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (i, j) òàêèõ,
÷òî 1 6 i, j 6 n è |xi − xj | > 1/t, íå ïðåâîñõîäèò t. Äîêàæèòå, ÷òî

x21 + x22 + · · ·+ x2n <
B −A

n
.

N. Safaei

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî n
∑n

k=1 x
2
k = (

∑n
k=1 xk)

2+
∑

16k<j6n(xk−xj)
2. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ∑n

k=1 xk = 0, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
∑

16k<j6n(xk − xj)
2 < B −A.

Ïóñòü |xk − xj | ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ y1 < y2 < . . . < ym, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå yk ïðèíèìàåòñÿ ak ðàç. Ïî
óñëîâèþ äëÿ t = y−1k èìååì Sk := ak + ak+1 + . . .+ am 6 y−1k ; ïîëîæèì Sm+1 = 0, y0 = 0. Òîãäà

∑
16k<j6n

(xk − xj)
2 =

1

2

m∑
k=1

aky
2
k =

1

2

m∑
k=1

(Sk − Sk+1)y
2
k =

1

2

m∑
k=1

Sk(y
2
k − y2k−1) 6

1

2

m∑
k=1

y2k − y2k−1
yk

(1/2 âîçíèêàåò èç-çà îãðàíè÷åíèÿ k < j; ïðîäåëàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì Àáåëÿ). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
y2k−y

2
k−1

yk
< 2(yk − yk−1), îòêóäà

∑
16k<j6n

(xk − xj)
2 6

1

2

m∑
k=1

y2k − y2k−1
yk

<
m∑
k=1

(yk − yk−1) = ym 6 B −A,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñàíî â âèäå
∑

16k<j6n(xk − xj)
2 < B −A � 2 áàëëà.

10. Íà ñòîëå ñòîÿò 486 îäèíàêîâûõ ñòàêàíîâ, â íèõ íàëèòà âîäà. Çà õîä ìîæíî âûáðàòü 480 ñòàêàíîâ

è ïåðåðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ â íèõ âîäó ìåæäó íèìè òàê, ÷òîáû âî âñåõ ýòèõ 480 ñòàêàíàõ ñòàëî ïî-

ðîâíó âîäû. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âîäû ïî ñòàêàíàì ìîæíî çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû âî âñåõ ñòàêàíàõ ñòàëî ïîðîâíó âîäû?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íàáîð ñòàêàíîâ (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0) (øåñòü åäèíèö, îñòàëüíûå íóëè), ãäå ÷èñ-
ëà ýòî êîëè÷åñòâî âîäû â íèõ. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ íàáîðîì èç 486 ÷èñåë. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíÿòü âñå
÷èñëà íèêîãäà íå ïîëó÷èòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå è äåëåíèå âñåõ ÷èñåë íà îäíî è òî æå ÷èñëî, à òàêæå
âû÷èòàíèå èç âñåõ ÷èñåë îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà íå âëèÿåò íà úîä ïðîöåññà. Ïîýòîìó ïîñëå êàæäîãî óñðåäíå-
íèÿ 480 ÷èñåë áóäåì äåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: ïóñòü ñóììà 480 âûáðàííûõ äëÿ óñðåäíåíèÿ ÷èñåë ðàâíà
S. Òîãäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ âû÷òåì èç âñåõ ÷èñåë S

480 , à çàòåì äîìíîæèì âñå îñòàëüíûå ÷èñëà íà çíàìåíàòåëü
äðîáè S

480 ïîñëå ñîêðàùåíèÿ. Òîãäà êàæäûé ðàç ïîñëå ýòèõ îïåðàöèé áóäåò îñòàâàòüñÿ ìèíèìóì 480 ÷èñåë,
ðàâíûõ íóëþ, à îñòàëüíûå ÷èñëà áóäóò öåëûå.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðîâíî 6 ÷èñåë áóäóò íå÷¼òíûìè, ïðè÷¼ì ëþáûå
äâà èç íèõ áóäóò ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 8, à âñå îñòàëüíûå 480 ÷èñåë áóäóò ðàâíû íóëþ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ýòî òàê. Ïóñòü â î÷åðåäíîé ìîìåíò âðåìåíè âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà ñðàâíèìû ñ x ïî ìîäóëþ 8, à â
ñëåäóþùèé íàáîð äëÿ óñðåäíåíèÿ M áåðóòñÿ 1 6 y 6 6 íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ñóììó ÷èñåë â M ÷åðåç
S, à çíàìåíàòåëü äðîáè S

480 ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ÷åðåç d. Òàê êàê x íå÷¼òíî, à y 6
... 8, òî S ≡ xy 6≡ 0 (mod 8).

À òàê êàê 480
... 32, òî d

... 8. Çíà÷èò, íà ñëåäóþùåì õîäó èç êàæäîãî ÷èñëà t 6∈ M ìû ïîëó÷èì ÷èñëî
d · (t− S

480) ≡ −
dS
480 (mod 8), ïðè÷¼ì dS

480 6
... 2. Â èòîãå ïîñëå î÷åðåäíîé îïåðàöèè ìû èìååì 480 ÷èñåë, ðàâíûõ

íóëþ, è 6 íå÷¼òíûõ ÷èñåë, äàþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Çíà÷èò, ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èì
íàáîð ðàâíûõ ÷èñåë.

� Åñëè ïðîöåññ ïåðåäåëàí òàê, êàê â ðåøåíèè (ñâåäåíèå ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó íóëåé) � 2 áàëëà.



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Âòîðîé òóð 01.12.2022. Ïåðâàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-
áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî
êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Áèññåêòðèñà óãëà B íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC è îïèñàííóþ îêðóæ-

íîñòü â òî÷êàõ P è D ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè K, L, M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AD, AP , PC è CD
ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæ-

íîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BKL, BMN è ONK, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

À. Êóçíåöîâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü îêðóæíîñòè (BKL) è (BMN) âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Çàìåòèì, ÷òî KL ‖
BD ‖ MN . Òîãäà ∠(KQ,QN) = ∠(KQ,QB) + ∠(BQ,QN) = ∠(KL,LB) + ∠(BM,MN) = ∠(BD,BL) +
∠(MB,BD) = ∠(MB,BL). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∠(KQ,QN) = ∠(KO,ON). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ∠(MB,BL) = ∠(MO,OL), ò.å. ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BLOM âïèñàí.

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè BAP è BDC ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, à òî÷êè L è N â íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå.
Çíà÷èò, ∠BLC = ∠BNC, îòêóäà ÷åòûðåõóãîëüíèê BLNC âïèñàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BLN = 180◦ − ∠BCN .
Àíàëîãè÷íî, ∠BMK = 180◦−∠BAK. Ïîëó÷àåì ∠BLO+∠BMO = (180◦−∠BCD)+(180◦−∠BAD) = 180◦,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Äîêàçàíî, ÷òî BLOM � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê � 6 áàëëîâ.

� Äîêàçàíî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BLNC � âïèñàííûé � 2 áàëëà (íå ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî BLOM � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê � 4 áàëëà.

2. Äàí íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x), ñòåïåíü d êîòîðîãî íå ìåíüøå
m, êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà |P (Q(x))| 6 1 íå ïðåâîñõîäèò d.

Èç êíèãè N. Safaei

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x) ñòåïåíè d â d + 1 öåëîé
òî÷êå ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå d!/2d. Ïóñòü x0 < x1 < . . . < xd � ýòè òî÷êè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà)

Q(x) =

d∑
k=0

Q(xk)
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xd)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xd)
,

Çíà÷èò,

1 =

∣∣∣∣∣
d∑

k=0

Q(xk)∏
j 6=k(xk − xj)

∣∣∣∣∣ 6 max
k
|Q(xk)|

∣∣∣∣∣
d∑

k=0

1

k!(d− k)!

∣∣∣∣∣ = max
k
|Q(xk)| ·

2d

d!
,

îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî (ïåðâîå ðàâåíñòâî � ñðàâíåíèå ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ â èí-
òåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà).

Ïîñêîëüêó d!/2d ïðè d > 2 âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî äëÿ ëþáîãî A > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå m, ÷òî d!/2d > A ïðè d > m. Ïóñòü A � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ,
ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1 âíóòðè èíòåðâàëà (−A;A). Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî m âåðíî óòâåðæäåíèå çàäà÷è: âåäü
åñëè áû ó íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ íàøëèñü õîòÿ áû d+ 1 ðåøåíèå, òî ïî óòâåðæäåíèþ âûøå ñðåäè ðåøåíèé
íàøëîñü áû xk òàêîå, ÷òî |Q(xk)| > d!/2d > A. Íî òîãäà |P (Q(xk))| > 1 ïî âûáîðó ÷èñëà A.

� Èç óñëîâèÿ ¾óáðàíî P¿: çàäà÷à ñâåäåíà ê íàõîæäåíèþ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ Q � 2 áàëëà.

� Åñëè ïðîñòî îòìå÷åíî, ÷òî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà |P (x)| 6 1 îãðàíè÷åíî (áåç óïîìèíàíèÿ, ÷òî èìåííî
íóæíî äîêàçàòü ïðî Q) � 0 áàëëîâ.

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòà-

þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . , ÷òî ðàçíîñòè ai+1 − ai îãðàíè÷åíû, è äëÿ

âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå x òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a1+x, a2+x, . . . , an+x èìåþò îäèí

è òîò æå öâåò.

Îáëåã÷åíèå çàäà÷è èç âûñøåé ëèãè



Ðåøåíèå. Åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå N , ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû N âñòðåòèòñÿ 1-é öâåò, òî âñå ÷èñëà 1-
ãî öâåòà îáðàçóþò, ñäâèíóòûå íà îäèí âëåâî, îáðàçóþò òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (äëÿ ëþáîãî n íàäî
âçÿòü x = 1). Èíà÷å íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå îòðåçêè ðàñêðàñêè áåç 1-ãî öâåòà, òî åñòü âòîðîãî. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 < 2 < 3 < . . . ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå.

4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M è îòìå÷åíà åãî âåðøèíà V . Ïóñòü P � íàèáîëü-

øèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â M , à PV � íàèáîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæà-

ùåãîñÿ â M , îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî � V . Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü P/PV ?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: [1, 4/3).

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = BC = 5 è AC = 6, åãî ïåðèìåòð
ðàâåí 16. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ñåðåäèíó îòðåçêà AC. Çàìåòèì, ÷òî ïåðèìåòðû òðåóãîëüíèêîâ ABM è BCM ,
à òàêæå âûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà ACM âñå ðàâíû 12. Äëÿ äàííîãî t > 0 îòìåòèì òî÷êó V íà ðàññòîÿíèè
t îò òî÷êè M âíå òðåóãîëüíèêà ABC (ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî ìàëûå çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ ABCV �
âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê).

Ïóñòü V XY � òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà, ñîäåðæàùèéñÿ â ABCV , ñ âåðøèíîé V . Ïîêàæåì,
÷òî V XY � ýòî îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ V AB, V BC, V CA. ßñíî, ÷òî òî÷êè X è Y ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðå-
óãîëüíèêà ABC. Ïóñòü îíè ëåæàò íà AB è BC, ñëó÷àé, êîãäà îíè îáå ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå, î÷åâèäåí.
Ïóñòü X ëåæèò íà AB, à Y ëåæèò íà BC. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåìåííîé òî÷êè U íà îòðåçêå AB ìàêñèìóì
âåëè÷èíû UV + UY äîñòèãàåòñÿ â êîíöàõ îòðåçêà (åñëè îòìåòèòü òî÷êó V ′, ñèììåòðè÷íóþ V îòíîñèòåëüíî
AB, òî UV + UY = UV ′ + UY , äëÿ âåëè÷èíû UV ′ + UY ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
X ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà AB, àíàëîãè÷íî Y ñîâïàäàåò ñ îäíèìè èç êîíöîâ îòðåçêà BC (ÿñíî,
÷òî îíè îáå íå ìîãóò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé B).

Òàêèì îáðàçîì PV = max(PV AB, PV BC , PV AC). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t ýòî âåëè÷èíà ñêîëü
óãîäíî áëèçêà ê 12. Òåïåðü äëÿ òî÷êè V ′, ëåæàùåé íà îòðåçêå AV , ôóíêöèÿ max(PV ′AB, PV ′BC , PV ′AC)
íåïðåðûâíà êàê ìàêñèìóì òðåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì äëÿ V = A îíà ðàâíà 16. Èç ñêàçàííîãî
âûøå, P/PV ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [1, 4/3).

Îöåíêà. Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåãî ïåðèìåòðà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â M . ßñíî, ÷òî òî÷êè
A, B è C ëåæàò íà ãðàíèöå M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâåí 16, è òî÷êà V ðàñïîëîæåíà òàê, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCV � âûïóêëûé (ñëó÷àé, êîãäà V ñîâïàäàåò
ñ îäíîé èç òî÷åê A,B,C, î÷åâèäåí). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïåðèìåòð õîòÿ áû îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
V AB, V BC, V AC áîëüøå 12. Åñëè AC > 6, òî PV AC > 12, äàëåå ðàçáèðàåì ñëó÷àé AC < 6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∠ACV > 90◦. Â òàêîì ñëó÷àå òàêæå è ∠BCV > 90◦, à ïîòîìó AV > AC è BV > BC.
Ñëåäîâàòåëüíî, PABC < PAV B, ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 4ABC. Çíà÷èò, ∠V AC < 90◦ è ∠V CA < 90◦,
ïîýòîìó ïðîåêöèÿ D òî÷êè V íà AC ëåæèò íà îòðåçêå AC. Â òàêîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî PABD < PABV è
PBCD < PBCV , è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî max(PABD, PBCD) > 12.

Ïóñòü AB = c, BC = a, CA = b, ìû çíàåì, ÷òî c < 6 è a + b + c = 16, îòñþäà a + b > 10. Â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà D ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíîé AC
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî AD = p − a, CD = p − b è PABD = PBCD = max(PABD, PBCD), à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
òî÷åê íà îòðåçêå AC çíà÷åíèÿ ýòîãî ìàêñèìóìà ïåðèìåòðîâ áîëüøå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ëèøü
ýòîò ñëó÷àé. Çäåñü PABD = PABC/2 +BD = 8 +BD, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî BD > 4.

Ïî ôîðìóëå Ñòþàðòà äëÿ ÷åâèàíû BD òðåóãîëüíèêà ABC èìååì:

c ·BD2 = a2(p− b) + b2(p− a)− (p− a)(p− b)c = 8(a2 + b2)− ab(a+ b)− (8− a)(8− b)c >

> 4(a+ b)2 − (a+ b)3

4
− (16− a− b)2c

4
> 4(16− c)2 − (16− c)3

4
− c3

4
= 64c− 8c2.

Îòñþäà BD2 > 64− 8c > 16, ïîýòîìó BD > 4.

� Îòâåò è ïðèìåð � 4 áàëëà.

� Òîëüêî îöåíêà � 6 áàëëîâ.

� Ïðèâåäåíû ëèøü ïðèìåðû äëÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê 4/3 çíà÷åíèÿì P/PV � äûðà â 4 áàëëà (ò.å. 2
áàëëà çà ïðèìåð).

� Ñâåäåíèå îöåíêè ê íåðàâåíñòâó äëÿ íàãåëèàíû � 4 áàëëà.

5. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïîëîñêè ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè. Èçíà-

÷àëüíî â êëåòêàõ 1 è 2 ñòîèò ïî ÷åëîâåêó. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ìîíåòêà, íà êîòîðîé ¾îð¼ë¿ âûïàäàåò

ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (ðàçíîé äëÿ ðàçíûõ ëþäåé). Íà êàæäîé ìèíóòå îíè ïî î÷åðåäè (ñïðàâà íàëåâî)



êèäàþò ñâîè ìîíåòêè; åñëè ó ÷åëîâåêà âûïàë ¾îð¼ë¿ è ñîñåäíÿÿ êëåòêà ñïðàâà ñâîáîäíà, îí ïåðåìåùàåò-

ñÿ â íå¼, èíà÷å îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ïóñòü f(x, y) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ëåâûé ÷åëîâåê

ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âïðàâî.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ñ òîé æå íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêîé; ëþäè êèäàþò ìîíåòêè â ïîðÿäêå

ñëåâà íàïðàâî è â ñëó÷àå ¾îðëà¿ äâèãàþòñÿ íà êëåòêó âëåâî, åñëè ýòà êëåòêà ñâîáîäíà. Äîêàæèòå, ÷òî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ïðàâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âëåâî, òàêæå ðàâíà

f(x, y).
È. Áîãäàíîâ, Ë. Ïåòðîâ

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îäèí ýëåìåíòàðíûé èñõîä â ïåðâîì ïðîöåññå: çàôèêñèðóåì âñå ðåçóëüòàòû áðîñêîâ
ìîíåò ó ëþäåé çà x ìèíóò. Ïóñòü ëåâûé ÷åëîâåê ïðè òàêèõ ðåçóëüòàòàõ áðîñêîâ ñäâèíåòñÿ íà y. Íàøà öåëü
� äîêàçàòü, ÷òî åñëè âî âòîðîì ïðîöåññå ó êàæäîãî áóäóò âûïàäàòü òå æå ðåçóëüòàòû â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
òî ïðàâûé ÷åëîâåê òîæå ñäâèíåòñÿ íà y. Èç ýòîé áèåêöèè î÷åâèäíî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Äëÿ ýòîãî ïðîàíàëèçèðóåì äâèæåíèå ëþäåé âî âòîðîì ïðîöåññå. Ïóñòü fi(t) � êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà
êîòîðîå i-é ÷åëîâåê ñäâèíóëñÿ âëåâî ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî i-é ÷åëîâåê ñòîèò íà
ïîëîñêå îäèí, è ó íåãî âûïàäàþò òå æå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü gi(t) � êîëè÷åñòâî êëåòîê, íà êîòîðîå îí ñäâèíåòñÿ
âëåâî ïðè ýòîì ïðîöåññå ê ìîìåíòó t (Íàçîâ¼ì ýòî äâèæåíèå ñâîáîäíîé òðàåêòîðèåé i-ãî ÷åëîâåêà.)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

f2(t) = g2(t)−m(t), ãäå m(t) = max
06s6t

(g2(s)− g1(s)). (∗)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàêñèìóì â m(t) äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì s∗, òî ¾îòñòàâàíèå¿ 2-ãî ÷åëîâåêà îò åãî
ñâîáîäíîé òðàåêòîðèè óæå â ìîìåíò s∗ íå ìåíüøå m(t), èáî îí íå ìîæåò îáîãíàòü ïåðâîãî. Çíà÷èò, f2(t) 6
g2(t)−m(t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû âòîðîé ñòàðòîâàë íà m(t) êëåòîê ïðàâåå, òî åìó íè÷åãî íå ïîìåøàëî áû
äâèãàòüñÿ ïî ñâîáîäíîé òðàåêòîðèè â òå÷åíèå ïåðâûõ t ìèíóò, òî åñòü îí áû ïîïàë â êëåòêó, íàõîäÿùóþñÿ
íà g2(t) −m(t) âëåâî îò êëåòêè åãî èñòèííîãî ñòàðòà. Çíà÷èò, è â èñõîäíîì ïðîöåññå îí ïîïàä¼ò íå ïðàâåå
ýòîé êëåòêè, òî åñòü f2(t) > g2(t)−m(t). Ôîðìóëà (∗) äîêàçàíà.

Òåïåðü íåòðóäíî çàâåðøèòü ðåøåíèå. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

f2(x) = g2(x)− max
06s6x

(g2(s)− g1(s)).

Äëÿ ïåðâîãî ïðîöåññà (ïðè ðàçâ¼ðíóòûõ ðåçóëüòàòàõ áðîñêîâ) ñâîáîäíûå òðàåêòîðèè g∗i áóäóò èìåòü âèä

g∗i (t) = gi(x)− gi(x− t)

(ìû íå ìåíÿëè íóìåðàöèþ ëþäåé, íî ðàçâåðíóëè âðåìÿ!). Çíà÷èò, â àíàëîãå ôîðìóëû (∗) êî âñåì ñëàãàåìûì
ïðîñòî ïðèáàâÿòñÿ êîíñòàíòû:

f∗1 (x) = g∗1(x)− max
06s6x

(g∗1(s)− g∗2(s)) =

= g1(x)− g1(0)− max
06s6x

(
(g1(x)− g2(x)) + (g2(x− s)− g1(x− s))

)
=

= g1(x)− g1(0) + g2(x)− g1(x)− max
x>t>0

(g2(t)− g1(t)) = g2(x)− max
06s6x

(g2(s)− g1(s)) = y,

÷òî ìû è ñîáèðàëèñü äîêàçàòü.

6. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ôèîëåòîâûé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê è åãî âïèñàííóþ îêðóæíîñòü.

Çàòåì ãîëóáûì öâåòîì ïðîâåëè òðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ôèîëåòîâîãî òðåóãîëüíèêà è òî÷êè

êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Ðàññìîòðèì äëèíû âñåõ 9 îòðåçêîâ,

íà êîòîðûå ãîëóáûå îòðåçêè ðàçáèâàþòñÿ äðóã äðóãîì è âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äëèí ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ô. Èâëåâ, È. Ôðîëîâ

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì òðåóãîëüíèê ÷åðåç ABC, òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè �
÷åðåç A1, B1, C1, âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ AA1, BB1, CC1 � ÷åðåç A2, B2, C2, à
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ AA1, BB1 è CC1 � ÷åðåç G.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ A1G, B1G è C1G ðàçëè÷íû. Åñëè êàêèå-òî äâå èç íèõ ðàâíû (áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, B1G = C1G), òî AG � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó B1C1, òî åñòü áèññåê-
òðèñà óãëà BAC, îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò,
÷òî äëèíû îòðåçêîâ A2G, B2G è C2G òàêæå ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó A1G ·A2G = B1G ·B2G = C1F · C2G.



Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûå B1C2, B2C1 è AA1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå PA èëè ïàðàëëåëüíû. Ýòî ìîæíî óâè-
äåòü, ñäåëàâ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, à G � â öåíòð.
Òîãäà òðåóãîëüíèê ABC ñòàíåò ðàâíîñòîðîííèì è óòâåðæäåíèå áóäåò î÷åâèäíî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ÷åò-
âåðêè (A,G;A2, PA) è (A2, A1;G,PA) ãàðìîíè÷åñêèå � ïîñëå îïèñàííîãî âûøå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòî î÷åâèäíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî PA íå ìîæåò ëåæàòü íà îòðåçêå AA1. Åñëè PA ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè AA1

çà òî÷êó A, òî A1G > GA2 > A2A, åñëè PA ëåæèò íà ïðîäîëæåíèè AA1 çà òî÷êó A1, òî A1G < GA2 < A2A,
à åñëè PA íà áåñêîíå÷íîñòè, òî A1G = GA2 = A2A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç 9 äëèí íå áîëåå 5 ðàçëè÷íûõ. Òîãäà îäèí èç îòðåçêîâ A1G, B1G è C1G ðàâåí îäíîìó
èç îòðåçêîâ A2G, B2G è C2G. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, åñòü 2 âàðèàíòà: A1G = A2G è B1G = C2G. Åñëè
A1G = A2G, òî, ïîñêîëüêó ÷åòûðåõóãîëüíèê A1B1A2C1 ãàðìîíè÷åñêèé (èáî A1A� ñèìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå
A1B1C1), ∠B1GA2 = ∠C1GA2, îòêóäà B1G = C2G è B2G = C1G. Åñëè B1G = C2G, òî B2G = C1G è
B1C2 ‖ B2C1. Èç äîêàçàííîãî âûøå A1A2 ‖ B1C2. Ñëåäîâàòåëüíî, A1G = A2G. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïèñàííûå
2 âàðèàíòà îäèíàêîâûå. Îáîçíà÷èì B1G = C2G = x è C1G = B2G = y. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî x > y. Èìååì A1G = A2G =

√
xy. Èç äîêàçàííîãî ðàíåå BB2 < y, CC2 > x è AA2 =

√
xy.

Ïîýòîìó èç 9 äëèí ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ.
×òîáû óáåäèòñÿ, ÷òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñóùåñòâóåò, äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC,

ïðîâåñòè ÷åðåç PA ëþáóþ (íå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ïðÿìóþ `, íå ïåðåñåêàþùóþ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC, è ñäåëàòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå âïèñàííóþ îêðóæíîñòü è ïåðåâîäÿùåå ` íà áåñ-
êîíå÷íîñòü.

� Ïðèìåð íà 5 îòðåçêîâ � 6 áàëëîâ.

� Îöåíêà íà 5 îòðåçêîâ � 6 áàëëîâ.

� Áîëåå ñëàáûå îöåíêè è ïðèìåðû íå îöåíèâàþòñÿ.

7. Èçíà÷àëüíî â 999 êëåòêàõ êëåò÷àòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòàâèëè ïî ôèøêå. Åñëè òðè êëåòêè

a, b, c ñòîÿò ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, ïðè÷¼ì â a è b ñòîÿò ôèøêè, à c ïóñòà, òî ôèøêà
èç a ìîæåò çà õîä ïåðåïðûãíóòü â c. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ìîæíî

ñîâåðøèòü íåñêîëüêî õîäîâ òàê, ÷òî â ïîëîñàõ |x| 6 N è |y| 6 N íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ôèøêè?

MathOver�ow, óñèëåíî

Îòâåò: ìîæåò.

Ðåøåíèå. Â ïðîöåññàõ íèæå áåëûì îáîçíà÷åíû ïðûãàþùèå ôèøêè.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ íèæå ôèãóðêà èç 5 êëåòîê ìîæåò ñäâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè (ðàçâîðà÷èâàÿñü ïðè

ýòîì), à òàêæå ïîâîðà÷èâàòüñÿ. Ïîñëå òàêîãî ïîâîðîòà îíà àíàëîãè÷íî ìîæåò äâèãàòüñÿ è ïî ãîðèçîíòàëè.
ßñíî, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìè îíà ìîæåò âûéòè èç ëþáîé ïîëîñû.

è

Òàêæå óìååò ñäâèãàòüñÿ êàê ïî âåðòèêàëè, òàê è ïî ãîðèçîíòàëè, êâàäðàò 2× 2.
Òðè ïÿòèêëåòî÷íûõ ôèãóðêè è íåñêîëüêî êâàäðàòîâ îáðàçóþò èñêîìûé ïðèìåð.

8. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 10 òàêîâî, ÷òî ÷èñëî p = 4a− 5 � ïðîñòîå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ

÷èñåë x1, x2, . . . çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = 2a, xn+1 = x3n − 3xn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Äîêàæèòå,

÷òî ñðåäè ïåðâûõ a ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ

íà p.
Ì. Àíòèïîâ, óïðîùåíèå

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó 2(2a−2) ≡ 1 (mod 4a−5) è 2+(2a−2) ≡ 2a (mod 4a−5), òî x1 = 2+2−1

(mod 4a− 5). Òîãäà, èíäóêöèåé ïî n ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî ìîäóëþ 4a− 5 âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

xn+1 ≡ 23
n−1

+ 2−3
n−1

,

ò.å. êàæäûé xn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå s+ s−1 äëÿ íåêîòîðîãî s âèäà 23
n
.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 23
n
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2 �

êâàäðàòè÷íûé âû÷åò. Ïîýòîìó äëÿ s èìååòñÿ íå áîëåå 4a−6
2 = 2a−3 âàðèàíòîâ. Áîëåå òîãî, âñå ýòè âàðèàíòû,

êðîìå âîçìîæíî 1 è −1, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ; äâà âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñëà äàþò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå. Çíà÷èò, âàðèàíòîâ çíà÷åíèÿ äëÿ (xn≡ 4a− 5) íå áîëåå [(2a−3+2)/2] = a−1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäè ëþáûõ a çíà÷åíèé îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì.



� Äîêàçàíî, ÷òî xn+1 ≡ 23
n−1

+ 2−3
n−1

� 4 áàëëà.

� Çàáûòà ïðîáëåìà ±1 � äûðà â 4 áàëëà.

9. Íà îòðåçêå [A,B] âûáðàíû n > 2 ÷èñåë x1, . . . , xn; íå âñå îíè íóëè, à èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Îêàçàëîñü,

÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà t êîëè÷åñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (i, j) òàêèõ,
÷òî 1 6 i, j 6 n è |xi − xj | > 1/t, íå ïðåâîñõîäèò t. Äîêàæèòå, ÷òî

x21 + x22 + · · ·+ x2n <
B −A

n
.

N. Safaei

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî n
∑n

k=1 x
2
k = (

∑n
k=1 xk)

2+
∑

16k<j6n(xk−xj)
2. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ∑n

k=1 xk = 0, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
∑

16k<j6n(xk − xj)
2 < B −A.

Ïóñòü |xk − xj | ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ y1 < y2 < . . . < ym, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå yk ïðèíèìàåòñÿ ak ðàç. Ïî
óñëîâèþ äëÿ t = y−1k èìååì Sk := ak + ak+1 + . . .+ am 6 y−1k ; ïîëîæèì Sm+1 = 0, y0 = 0. Òîãäà

∑
16k<j6n

(xk − xj)
2 =

1

2

m∑
k=1

aky
2
k =

1

2

m∑
k=1

(Sk − Sk+1)y
2
k =

1

2

m∑
k=1

Sk(y
2
k − y2k−1) 6

1

2

m∑
k=1

y2k − y2k−1
yk

(1/2 âîçíèêàåò èç-çà îãðàíè÷åíèÿ k < j; ïðîäåëàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì Àáåëÿ). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
y2k−y

2
k−1

yk
< 2(yk − yk−1), îòêóäà

∑
16k<j6n

(xk − xj)
2 6

1

2

m∑
k=1

y2k − y2k−1
yk

<
m∑
k=1

(yk − yk−1) = ym 6 B −A,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñàíî â âèäå
∑

16k<j6n(xk − xj)
2 < B −A � 2 áàëëà.

10. Íà ñòîëå ñòîÿò 32 îäèíàêîâûõ ñòàêàíà, â íèõ íàëèòà âîäà. Çà õîä ìîæíî âûáðàòü 30 ñòàêàíîâ è

ïåðåðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ â íèõ âîäó ìåæäó íèìè òàê, ÷òîáû âî âñåõ ýòèõ 30 ñòàêàíàõ ñòàëî ïîðîâíó

âîäû. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âîäû ïî ñòàêàíàì ìîæíî çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî,

÷òîáû âî âñåõ ñòàêàíàõ ñòàëî ïîðîâíó âîäû?

MathOver�ow

Îòâåò: íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì íàáîð ñòàêàíîâ (1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0) (äâå åäèíèöû è òðèäöàòü íóëåé), ãäå ÷èñëà ýòî
êîëè÷åñòâî âîäû â íèõ. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ íàáîðîì èç 32 ÷èñåë. Äîêàæåì, ÷òî óðàâíÿòü âñå ÷èñëà íèêî-
ãäà íå ïîëó÷èòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå è äåëåíèå âñåõ ÷èñåë íà îäíî è òî æå ÷èñëî, à òàêæå âû÷èòàíèå
èç âñåõ ÷èñåë îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà íå âëèÿåò íà õîä ïðîöåññà. Ïîýòîìó ïîñëå êàæäîãî óñðåäíåíèÿ 30 ÷èñåë
áóäåì äåëàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: ïóñòü ñóììà 30 âûáðàííûõ äëÿ óñðåäíåíèÿ ÷èñåë ðàâíà S. Òîãäà ïîñëå
óñðåäíåíèÿ âû÷òåì èç âñåõ ÷èñåë S

30 , à çàòåì äîìíîæèì âñå îñòàëüíûå ÷èñëà íà çíàìåíàòåëü äðîáè S
30 ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ. Â èòîãå, êàæäûé ðàç ïîñëå ýòèõ îïåðàöèé áóäåò îñòàâàòüñÿ ìèíèìóì 30 ÷èñåë, ðàâíûõ íóëþ, à
îñòàëüíûå ÷èñëà áóäóò öåëûå.

Èç âûøåîïèñàííîé îïåðàöèè ñëåäóåò, ÷òî èç íàáîðà (x, y, 0 . . . , 0) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èëè íàáîð (y −
x
30 ,−

x
30 , 0, . . . , 0), èëè íàáîð (x − y

30 ,−
y
30 , 0, . . . , 0), èëè íàáîð (−y+x

30 ,−y+x
30 , 0, . . . , 0) (çäåñü ïðåäñòàâëåíû íà-

áîðû ïîñëå âû÷èòàíèÿ S
30 , íî äî óìíîæåíèÿ íåíóëåâûõ ÷èñåë íà çíàìåíàòåëü äðîáè S

30). Ïåðâûé è âòîðîé
ñëó÷àé ýêâèâàëåíòíû, à â òðåòüåì ñëó÷àå ïðè x+y 6= 0, ìû ïîëó÷èëè íàáîð, ýêâèâàëåíòíûé ïåðâîíà÷àëüíîìó
íàáîðó (1, 1, 0, . . . , 0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïîëó÷èëñÿ íàáîð èç îäíèõ íóëåé. Òîãäà äî ýòîãî ìîìåíòà
áûë íàáîð (x, y, 0 . . . , 0), ãäå x+y = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x = 1, y = −1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äî ýòîãî ìîìåíòà
ìû äåëàëè îïåðàöèè òîëüêî âèäà (x, y, 0 . . . , 0)→ (y− x

30 ,−
x
30 , 0, . . . , 0) è (x, y, 0 . . . , 0)→ (x− y

30 ,−
y
30 , 0, . . . , 0),

òàê êàê îïåðàöèÿ (x, y, 0 . . . , 0)→ (−y+x
30 ,−y+x

30 , 0, . . . , 0) ïðèâîäèò ê íà÷àëüíîìó íàáîðó, ïðè x+ y 6= 0.
Ðàçâåðí¼ì íàøè îïåðàöèè â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Òî åñòü èç íàáîðà (y− x

30 ,−
x
30 , 0, . . . , 0) ïîëó÷àåòñÿ íàáîð

(x, y, 0 . . . , 0), èëè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà çíàìåíàòåëü èç íàáîðà (x′, y′, 0 . . . , 0) ïîëó÷àåòñÿ íàáîð (−30x′, y′ −
x′, 0, . . . , 0). Òîãäà äî ïîñëåäíåé îïåðàöèè ó íàñ áûë íàáîð (1,−1, 0, . . . , 0), à äî íåãî íàáîð (30, 2, 0, . . . , 0) èëè
(−30,−2, 0, . . . , 0). À äàëåå ñðåäè äâóõ íåíóëåâûõ ÷èñåë îäíî èç ÷èñåë âñåãäà áóäåò äåëèòüñÿ íà 30, à äðóãîå
� íåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îäíî èç ÷èñåë x′ è y′ äåëèòñÿ íà 30, à äðóãîå íåò, òî −30x′

... 30, à y′ − x′ 6
... 30.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èòñÿ íàáîð ñ äâóìÿ ðàâíûìè íåíóëåâûìè ÷èñëàìè, à çíà÷èò íèêîãäà



íå ïîëó÷èòñÿ íàáîð, ýêâèâàëåíòíûé íàáîðó (1, 1, 0, 0, . . . , 0). Ñëåäîâàòåëüíî, èç íàáîðà (1, 1, 0, 0, . . . , 0) ìû
íèêîãäà íå ïîëó÷èì íóëåâîé íàáîð, òî åñòü, êîãäà âñå ÷èñëà ñòàíóò ðàâíû.

� Åñëè ïðîöåññ ïåðåäåëàí òàê, êàê â ðåøåíèè (ñâåäåíèå ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó íóëåé) � 2 áàëëà.


