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1. Числитель и знаменатель дроби — натуральные числа. Если их увеличить на 1, дробь увели-
чится на 1

20
. А если исходные числитель и знаменатель увеличить на 2, дробь увеличится на 1

12
.

На сколько увеличится исходная дробь, если её числитель и знаменатель увеличить на 3?
Ответ: 3

28
. Решение. Пусть исходная дробь — это a

b
. Тогда имеем 1

20
= a+1

b+1
− a

b
= a−b

b(b+1)
и 1

12
=

a+2
b+2

− a
b
= 2(a−b)

b(b+2)
. Поделив первое равенство на второе, получим 12

20
= b+2

2(b+1)
, откуда 6(b+1) = 5(b+2),

b = 4. Подставив в первое равенство, найдем, что a = 3. А тогда 6
7
− 3

4
= 3

28
.

2. На доске нарисован правильный 99-угольник. Алиса выбирает какую-нибудь тройку его вершин,
образующих тупоугольный треугольник. Затем они по очереди (начинает Вера) заменяют одну из
вершин треугольника на еще не использовавшуюся ранее (при этом нельзя заменять ту вершину,
которую только что в качестве замены добавила соперница). Все треугольники, полученные Верой,
должны оказываться остроугольными, а полученные Алисой — тупоугольными. Проигрывает тот,
кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Алиса. Решение 1. Пусть исходный многоугольник A1A2 . . . A99. Сначала Алиса выпи-

сывает треугольник A1A2A3. Затем она разбивает оставшиеся вершины на пары (A4, A5), (A6, A7),. . . ,
(A98, A99). Докажем, что если Вера выбрала одну вершину из пары, то Алиса всегда может выбрать
вторую. Пусть Вера выписала треугольник XY Z, причем Y — выбрана Верой на последнем ходу.
Пусть G — вершина, парная Y . Не умаляя общности, G и X лежат по разные стороны от ZY , то есть
GZXY — вписанный четырехугольник. Тогда ∠ZGY = 180◦ − ∠Y XZ > 90◦, так как треугольник
XY Z был остроугольным. Следовательно, Алиса может выбрать вершину G и записать треугольник
GZY . Таким образом, у Алисы всегда есть ход, а значит, проиграет Вера.
Решение 2. Заметим, что перед перед ходом Алисы всегда не использовано нечетное число вер-

шин, а значит, хотя бы одна неиспользованная вершина есть. Докажем, что Алиса всегда сможет
её выбрать. Пусть XY Z — треугольник, выбранный Верой, Z — вершина, выбранная Верой, на по-
следнем ходу, L — ещё неиспользованная вершина. Алиса может взять треугольник ZLX или ZLY .
Докажем, что хотя бы один из них тупоугольных. Если L и X лежат по разные стороны от ZY , то
можно взять треугольник ZY L (это было доказано в певом решении). Если L и Y лежат по разные
стороны от ZX, то можно взять треугольник ZLX. Если же Z и L лежат по разные стороны от XY ,
то образуется выписанный четырехугольник ZXLY . В нем ∠ZXL + ∠ZY L = 180◦, следовательно,
один из этих углов тупой и можно взять соответствующий треугольник.
3. Вася задумал натуральное m > 1 и написал на доске несколько различных натуральных чисел.

Затем для каждой пары чисел на доске он выяснил, на какую наибольшую (возможно, нулевую)
степень числа m делится их разность. Оказалось, что разных ответов у Васи k. Какое наибольшее
количество чисел могло быть на доске?
Ответ: mk. Решение. В качестве примера подойдут числа от 1 до mk. Разность любых двух из

них делится на m не более чем в k − 1 степени.
Докажем, что больше чисел быть не может. Запишем все числа в системе счисления с основанием

m. Степень вхождения m в разность двух чисел в точности равняется наименьшему номеру разряда,
в котором эти два числа отличаются. Предположим, что чисел на доске больше mk. Рассмотрим
разряды, соответствующие всем k возможным степеням вхождения m в разности. Так как чисел
больше mk, то найдутся два числа, у которых числа во всех этих k разрядах одинаковы. Но это
противоречит тому, что их разность имеет одну из k возможных степеней вхождения.
4. AB — наименьшая сторона остроугольного треугольника ABC, точка D — середина стороны
AB. Пусть P — точка внутри ABC такая, что ∠CAP = ∠CBP = ∠ACB. Точки M и N —
проекции точки P на стороны AC и BC соответственно. Через точку M провели прямую, парал-
лельную BC, а через точку N — параллельную AC. Эти прямые пересекаются в точке K. Найдите
KD/PC.
Ответ: 1

2
Решение. Пусть NK и MK пересекают отрезки BP и AP в точках X и Y соот-

ветственно. Заметим, что ∠NBX = ∠NCA = ∠BNX, поэтому BX = NX и X — середина BP .
Аналогично, Y — середина AP . Кроме того, ∠KXD = ∠CNP как углы с соответственно параллель-
ными сторонами. Значит, треугольникики ABC и XYK подобны с коэффициентом XY

AB
= 1

2
, а точки

D и P в них соответственные, поэтому KD
CP

= 1
2
.

5. Сумма квадратов трёх положительных чисел a, b, c равна 12. Докажите неравенство

a4√
b3 + 1

+
b4√
c3 + 1

+
c4√
a3 + 1

⩾ 16.



Решение. Оценим каждую дробь следующим образом:

a4√
b3 + 1

=
a4√

(b+ 1)(b2 − b+ 1)
⩾

2a4

(b+ 1) + (b2 − b+ 1)
=

2a4

b2 + 2
.

Теперь по неравенству Коши-Буняковского-Шварца(∑ a4

b2 + 2

)(∑
(b2 + 2)

)
⩾ (a2 + b2 + c2)4 = 144.

При этом (
∑

(b2 + 2)) = 18. Следовательно, исходное выражении больше или равно 2·144/18 = 16.
Что и требовалось доказать.

6. Дано подмножество H множества целых чисел такое, что любое целое число представляется
одним и тем же чётным числом способов в виде суммы нескольких различных чисел из H (суммой
0 чисел считается 0). Обязательно ли 0 ∈ H?
Ответ: Не обязательно. Решение. Рассмотрим M = {1,−2, 4, . . . , (−2)n, . . .}. Покажем, что

каждое число представляется ровно одним способом в виде суммы нескольких чисел из M .
Заметим, что всевозможные суммы нескольких положительных чисел из M — это числа, запись

которых в четверичной системе счисления содержит только нули и единицы. Аналогично, всевоз-
можные суммы нескольких отрицательных чисел из M — это числа, запись которых в четверичной
системе счисления содержит только нули и двойки. Следовательно, утверждение свелось к тому, что
любое целое число k однозначно представляется в виде k = m− n, где четверичные записи чисел m
и n содержат только 0 и 1 или 0 и 2 соответственно.

Легко видеть, что по последней цифре числа k однозначно восстанавливаются последние цифры
чисел m и n, а также то, был ли при вычитании переход через разряд. Тогда, аналогично, мы можем
восстановить предпоследние разряды чисел m и n, и так далее. Начиная с некоторого момента все
разряды числа k будут нулевыми. Тогда максимум один раз из-за перехода через разряд разряды n
и m будут ненулевыми.

Теперь рассмотрим и H = {−1} ∪ M . Каждое число представляется ровно двумя способом в
виде суммы нескольких чисел из H: одно из представлений содержит −1, а другое — нет. С другой
стороны, 0 /∈ H.

7. Пусть k – натуральное число, p > 3 – простое, и n – целое неотрицательное число, не превос-
ходящее pk−1. Докажите, что

Cpn
pk

≡ Cn
pk−1 (mod p2k+1).

Решение. При n = 0 или n = pk−1 сравнение обращается в равенство. Рассмотрим поэтому только
случай 0 < n < pk−1. Пусть ps – наибольшая степень p, на которую делится n.

Преобразуем левую часть сравнения, выделив в числителе и знаменателе выражения Cpn
pk

=
pk(pk−1)...(pk−pn+1)

pn(pn−1)...1
все сомножители, кратные p:

Cpn
pk

=
pk(pk − p) . . . (pk − pn+ p)

(pn)(p(n− 1)) . . . p
· p

k − 1

1
· p

k − 2

2
· . . . · p

k − (p− 1)

(p− 1)
· p

k − (p+ 1)

(p+ 1)
· . . . · p

k − (pn− 1)

(pn− 1)
=

= Cn
pk−1 ·

pk − 1

1
· p

k − 2

2
· . . . · p

k − (p− 1)

(p− 1)
· p

k − (p+ 1)

(p+ 1)
· . . . · p

k − (pn− 1)

(pn− 1)
.

Таким образом, разность левой и правой части сравнения равна

Cn
pk−1(

pk − 1

1
· p

k − 2

2
· . . . · p

k − (p− 1)

(p− 1)
· p

k − (p+ 1)

(p+ 1)
· . . . · p

k − (pn− 1)

(pn− 1)
− 1).

Сомножитель Cn
pk−1 содержит p хотя бы в степени k−1−s. Действительно, по известному свойству

факториала степень вхождения p в этот биномиальный коэффициент равна
∑
i

([
pk−1

pi

]
−
[

n
pi

]
−

[
pk−1−n

pi

])
,

и каждому i с s < i ⩽ k − 1 соответствует слагаемое, равное 1.
Осталось доказать, что числитель другого сомножителя делится на pk+2+s, то есть что на pk+2+s

делится

(pk − 1)(pk − 2) . . . (pk − (p− 1))(pk − (p+1)) . . . (pk − (pn− 1))− 1 · 2 · . . . · (p− 1)(p+1)× . . .× (pn− 1).



Однако в этой разности члены, не содержащие pk, сокращаются, члены, содержащие более одного
множителя pk, кратны pk+2+s, так как s < k − 1, а сумма остальных равна

−pkM(
1

1
+

1

2
+ . . .+

1

p− 1
+

1

p+ 1
+ . . .+

1

np− 1
),

где M = 1·2·. . .·(p−1)(p+1)·. . .·(pn−1) – произведение всех чисел от 1 до pn, не кратных p. Разбивая
сумму в скобках на суммы вида 1

t
+ 1

pn−t
= pn

t(pn−t)
, приводим эту сумму к виду 1

2
pn

∑
1

t(pn−t)
, где t

пробегает всех числа от 1 до pn, не кратные p. Заметим, что pn кратно ps+1, так что нам осталось
доказать лишь, что числитель суммы

∑
1

t(p−t)
кратен p. Эта сумма по модулю p сравнима с суммой

нескольких сумм вида −
p−1∑
i=1

1
t2

. Каждая такая сумма сравнима с 0 по модулю p, поскольку сравнима

просто с суммой −
∑

t2, равной −(p− 1)p(2p− 1)/6 — тут мы наконец используем, что p > 3.

8. Точка O — центр описанной окружности Ω остроугольного треугольника ABC. На сторонах
AB, AC выбраны точки D, E соответственно. Прямая, проходящая через A перпендикулярно DE,
пересекает описанную окружность треугольника ADE и окружность Ω в точках P , Q соответ-
ственно. Пусть N — точка пересечения отрезков OQ и BC, S — точка пересечения лучей OP и
DE, а W — ортоцентр треугольника SAO. Докажите, что точки S, N , O, W лежат на одной
окружности.
Решение. Обозначим через V = AS ∩ (ABC), L = (ADE) ∩ (ABC), F = DE ∩ BC, J = (LSFV ) ∩
BC ̸= F,H = QJ ∩ (ABC), G = V N ∩ (ABC), K = AP ∩DE и M = OP ∩ (LSFV ).

Точка L является точкой Микеля прямых BD, DE, EC, CB, поэтому точки L, D, B, F лежат
на одной окружности. Тогда ∠LQP = ∠LQA = ∠LBA = ∠LBD = ∠LFK, следовательно четырёх-
угольник LKQF вписанный, а так как QK ⊥ FK, то имеем 90◦ = ∠QLF . Следовательно, прямые
FL и OQ пересекаются на описанной окружности треугольника ABC в точке, диаметрально проти-
воположной Q. Назовем эту точку I. Также, ∠V QN = ∠V QI = ∠V LF = ∠V JF , поэтому V JNQ
является вписанным. Итак, ∠QJN = ∠QVN = ∠QV G = ∠QHG, поэтому HG∥BC.

Поскольку L — точка Микеля прямых BD, DE, EC, CB, то существует поворотная гомотетия с
центром в точке L, переводящая точку D в точку B, точку E в точку C, описанную окружность ADE
в описанную окружность ABC, точку P в точку Q, а тогда и точку S в точку J , поскольку точки L,
S, J , F лежат на одной окружности. Значит, треугольник DSP подобен треугольнику BJQ. Имеем,
в силу подобия этих треугольников и равенства дуг CG и BH, ∠QJN = ∠QVN = ∠CAQ+∠CAG =
∠PDE + ∠BQJ = ∠PDE + ∠DPS = ∠PSE = ∠MSF = ∠MJF , поэтому точки M , J , Q лежат на
одной прямой.

Таким образом, ∠SON = 180◦ − ∠QMO − ∠OQM = 180◦ − ∠JFS − ∠NQJ = 180◦ − ∠JV S −
∠NV J = 180◦ − ∠SV N , откуда четырёхугольник SONV вписанный.

Наконец, поскольку W является ортоцентром SAO, ∠SWO = ∠SAO = ∠OV S, что означает, что
точка W лежит на описанной окружности четырёхугольника SONV .


