
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Ïåðâûé òóð 30.11.2022. Âûñøàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî m îáîçíà÷èì Pm(x) = 8xm+2 + (2x+ 1)3(x+ 1)m−1. Òàêæå ïîëîæèì P0(x) = 4x+ 1.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå a0, a1, . . . , an, ÷òî

(4x+ 1)n = a0P0(x) + · · ·+ anPn(x).

MathOver�ow

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

Qm(y) := 4mPm(y/4) =
1

2
ym+2 +

1

2
(y + 2)3(y + 4)m−1

åñòü ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà F ∈ Z[y] ñóùå-
ñòâóþò òàêèå öåëûå bi, ÷òî

F (y) = b1Q1(y) + . . .+ bnQn(y) +R(y),

ãäå R(y) � òàêîé ìíîãî÷ëåí c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî degR < degQ1, ò.å. degR 6 2. Äîêàçàòåëüñòâî
ëåãêî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî degF . Åñòåñòâåííî, âîçüì¼ì F (y) = (y + 1)n, am = 4m+1bm ïðè íàòóðàëüíîì

m.

Äàëüøå åù¼ íåìíîãî ìàãèè ïðåîáðàçîâàíèé. Çàïèøåì ym+2 èç îïðåäåëåíèÿ Qm(y) êàê y3 · ym−1, òîãäà
äëÿ ìíîãî÷ëåíà T (x) = b1 + b2x+ . . .+ bnx

n−1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(y + 1)n = R(y) +
y3

2
T (y) +

(y + 2)3

2
T (y + 4).

Ïóñòü S(x) := T (x+ 1), à z := y + 1. Òîãäà ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

zn = R(z − 1) +
(z − 1)3

2
S(z − 2) +

(z + 1)3

2
S(z + 2). (∗)

Òåïåðü ëåãêî èíäóêöèåé ïî degG äîêàçàòü, ÷òî åñëè G � íå÷¼òíûé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì

G(z) = A(z) +
(z − 1)3

2
B(z − 2) +

(z + 1)3

2
B(z + 2),

ãäå degA < 3, òî B îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, à A � òîæå íå÷¼òíûé ìíîãî÷ëåí. Áàçà degG < 3 î÷åâèäíà, ò.ê.

òîãäà G = A, B = 0. Äëÿ ïåðåõîäà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ìíîãî÷ëåíó

G(z)− gdegG
(

(z − 1)3

2
(z − 2)degG−3 +

(z + 1)3

2
(z + 2)degG−3

)
,

ãäå gdegG � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò G. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíûé, ïîñêîëüêó degG íå÷¼òíî, à ðàçíîñòü äâóõ

íå÷¼òíûõ ìíîãî÷ëåíîâ � íå÷¼òíûé ìíîãî÷ëåí. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò B îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî èç-çà ñðàâ-

íåíèÿ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Èòàê, â âûðàæåíèè (∗) ìíîãî÷ëåí R(z − 1) � íå÷¼òíûé, ïðè÷¼ì degR 6 2, îòêóäà R(z − 1) = a0z, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòü êàêèå-òî a1, a2, . . . , an, ÷òî (4x + 1)n − a1P1(x) − . . . − anPn(x)
åñòü ìíîãî÷ëåí íå âûøå 2-é ñòåïåíè � 0 áàëëîâ.

� Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå òàêèå a1, a2, . . . , an � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî òðåáóåìûå â óñëîâèè ai ñóùåñòâóþò (íå îáÿçàòåëüíî öåëûå) � 6 áàëëîâ.

2. Â ñôåðó âïèñàíû äâà òåòðàýäðà A1A2A3A4 è B1B2B3B4. Èçâåñòíî, ÷òî AiAj > BiBj ïðè ëþáûõ i 6= j.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò âíå òåòðàýäðà B1B2B3B4.

Ôîëüêëîð



Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð ñôåðû, −→u i =
−−→
OAi,

−→v i =
−−→
OBi. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 1, â òàêîì ñëó÷àå |−→u i| = |−→v i| = 1. Òîãäà
−−−→
AjAi = −→u i − −→u j è

−−−→
BjBi = −→v i − −→v j . Èç óñëîâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè i 6= j âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(−→u i − −→u j)
2 > (−→v i − −→v j)

2, êîòîðîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðèíèìàåò âèä −→u i
−→u j <

−→v i
−→v j . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî òî÷êà O ëåæèò âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òåòðàýäðà B1B2B3B4. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ m1,m2,m3,m4, â ñóììå äàþùèõ 1, òî÷êà O � öåíòð ìàññ òî÷åê B1, B2, B3 è B4 ñ ìàññàìè m1, m2,

m3, è m4 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P öåíòð ìàññ òî÷åê A1, A2, A3 è A4 ñ ìàññàìè m1, m2, m3, è m4

ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

OP 2 = (m1
−→u 1 +m2

−→u 2 +m3
−→u 3 +m4

−→u 4)
2 = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4 + 2

∑
i 6=j

mimj
−→u i
−→u j <

< m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2
∑
i 6=j

mimj
−→v i
−→v j = (m1

−→v 1 +m2
−→v 2 +m3

−→v 3 +m4
−→v 4)

2 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ïîñêîëüêó èç ÷èñåë m1,m2,m3,m4 åñòü õîòÿ áû äâà ïîëîæèòåëüíûõ

(öåíòð ñôåðû íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êàìè Bi). Èòîãî, OP
2 < 0, ïðîòèâîðå÷èå.

� Íåðàâåíñòâî ìåæäó äëèíàìè ðåáåð ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ öåíòðàëüíûõ óãëîâ: ∠AiOAj >
∠BiOBj � 0 áàëëîâ;

� Äîêàçàíî, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò íå ñòðîãî âíå B1B2B3B4 � äûðà õîòÿ áû â 2 áàëëà.

3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ Ta, Tb, Tc ñîîò-
âåòñòâåííî. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íàïðîòèâ âåðøèí B è C, êàñàþòñÿ ïðÿìûõ AB è AC â

òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå CX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Na. Òî÷êè Nb è Nc îïðåäåëÿþò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Îòìå÷åíû ñëåäóþùèå 6 òî÷åê: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé TaTb ñ îòðåçêàìè NaNc è NbNc,

ïðÿìîé TaTc ñ îòðåçêàìè NaNb è NcNb, à òàêæå ïðÿìîé TbTc ñ îòðåçêàìè NcNa è NbNa. Äîêàæèòå, ÷òî

ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

MathOver�ow

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå:M èK � òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæàùåé íàïðîòèâ âåðøèíû A, ñî ñòîðîíàìè AB è AC, à P,Q,R, S, U, V � òå ñàìûå 6

îòìå÷åííûõ òî÷åê.



Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ ATa ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Na. Ïóñòü a, b, c � ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêà ABC, p � åãî ïîëóïåðèìåòð. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, CY = p = BX, BTc = p − b = AY è

CTa = p−c = AX. Ñëåäîâàòåëüíî, AX
BX ·

BTa
CTa
· CY
AY = 1, à ïîòîìó ïî òåîðåìå ×åâû ATa, BX è CY ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå, òî åñòü Na ∈ ATa.
Òî÷êè Tc, B,M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òàêæå òî÷êè K,C, Tb ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî òåîðåìå Ïàïïà, òî÷êè Nc = TcC ∩BK, Nb = TbB ∩MC âìåñòå ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MK è TcTb
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îäíàêî,MK ‖ TcTb, ïîýòîìó è NcNb ‖ TcTb. Àíàëîãè÷íî, NaNc ‖ TaTc è NaNb ‖ TaTb.

Èç ñêàçàííîãî âûøå, ÷åòûðåõóãîëüíèê NaQTaR � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, TaNa � ìåäèàíà òðåóãîëü-

íèêà TaQR. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîé ïðÿìîé ëåæèò òî÷êà A, ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ñèìåäèàíå TaA �

ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà TaTbTc. Çíà÷èò, ïðÿìûå TcTb è QR àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñèòåëüíî óãëà QTcR,
à òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê QTcTbR � âïèñàííûé. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà óãëîâ

∠QPS = ∠TaTbTc = ∠TaQR = ∠NaRQ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê PQRS � âïèñàííûé.

Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè RSUV è UV PQ � òîæå âïèñàííûå.

Åñëè òðè îïèñàííûå îêðóæíîñòè ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íû, òî èõ ðàäèêàëüíûå îñè � ýòî ïðÿìûå

NaNb, NbNc è NcNa, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïîýòîìó òàêîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, ýòè

îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Äîêàçàíî, ÷òî TcTb ‖ NcNb � 4 áàëëà.

� Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî TcTb ‖ NcNb � 6 áàëëîâ.

4. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åãî âûñîòû ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êå H. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà X òàê, ÷òî HX ⊥ AO.
Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC, âìåñòå ñ ïðÿìûìè AB è AC îãðàíè÷èâàåò òðå-

óãîëüíèê ∆. Òî÷êà S � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ∆. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ SX
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.

Ì. Äèäèí, È. Ôðîëîâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà P ñèììåòðè÷íà H îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ òî÷êà ëåæèò íà

îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî ∠OPX = ∠OPA + ∠APX = ∠OAP +
∠PHX = 90◦, òî åñòü XP êàñàåòñÿ ω.

Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è AC â òî÷êàõ Y è Z. Èç ïà-

ðàëëåëüíîñòè Y Z è AP ïîëó÷àåì, ÷òî ∠XY B = ∠BAP = ∠XPB, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê

XBPY � âïèñàííûé. Çíà÷èò, P � òî÷êà Ìèêåëÿ äëÿ ÷åòâåðêè ïðÿìûõ AB, BC, CA, Y Z. Â ÷àñòíîñòè, P
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè δ òðåóãîëüíèêà ∆.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî S ëåæèò íà êàñàòåëüíîé ê ω â òî÷êå P . Ïîñêîëüêó ∠OPX = 90◦, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ PO êàñàåòñÿ δ. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì óãëû: ∠OAB = 90◦ −∠ACB = ∠AZY , ïîýòîìó
ïðÿìàÿ AO êàñàåòñÿ δ. Òîãäà, ïîñêîëüêó AO = OP è AS = SP , òî ïðÿìàÿ PO òàêæå êàñàåòñÿ δ.

� Äîêàçàíî, ÷òî HX êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè (BHC) � 0 áàëëîâ.

� Ïîñòðîåíà òî÷êà P è äîêàçàíî, ÷òî PX êàñàåòñÿ ω � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îêðóæíîñòè (AXY ) � 4 áàëëà

5. Ñàøå ïîðó÷èëè ñîîðóäèòü êîìïüþòåð, âû÷èñëÿþùèé êâàäðàò ñóììû 99 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ 1. Âìåñòî ýòîãî Ñàøà ïîäîáðàë 99 ôóíêöèé f1, f2, . . . , f99 : [0, 1]→ R, è êîãäà â êîìïüþòåð

ââîäÿò ÷èñëà x1, . . . , x99, îí âûâîäèò ñóììó f1(x1) + · · · + f99(x99). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ, êîíå÷íî, íå

âñåãäà òî÷åí, íî Ñàøà ãîâîðèò, ÷òî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ (ò.å. ìîäóëü ðàçíîñòè èñêîìîãî êâàäðàòà ñóììû

è ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà) íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà m. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì m ýòî

ìîæåò áûòü âåðíî?

ôîðóì Art of Problem Solving

Îòâåò: 1225.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì fi(x) = 99x2 − 1225
99 . Òîãäà

∣∣99(x21 + . . .+ x299)− (x1 + . . . x99)
2 − 1225

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j699

(xi − xj)2 − 1225

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîêàæåì, ÷òî

0 6
∑

16i<j699

(xi − xj)2 6 2450.



Äàííîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî xi ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òð¼õ÷ëåíîì ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0, 1] îí ïðèíèìàåò íà îäíîì èç

êîíöîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ 0 ëèáî 1. Åñëè ñðåäè

xi a íóëåé è b åäèíèö, òî âûðàæåíèå ðàâíÿåòñÿ ab 6 49 · 50 = 2450.
Îöåíêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊂ {1, 2, . . . , 99} îáîçíà÷èì ÷åðåç xI íàáîð x1, . . . x99, çàäàí-

íûé óñëîâèåì

xi =

{
1, åñëè i ∈ I;
0, åñëè i /∈ I.

Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) âûðàæåíèå f1(x1) + . . .+ f99(x99).
Çàìåòèì, ÷òî ∑

|I|=49

f(xI) +
∑
|J |=50

f(xJ) = C49
99f((0, 0, . . . , 0)) + C49

99f((1, 1, . . . , 1)).

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî fi(0) è fi(1) â ëåâóþ è â ïðàâóþ ÷àñòè âõîäÿò ïîðîâíó ðàç.

Äàëåå, çàìåíèì f(x) íà ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòû ñóìì. Òàê êàê ïîãðåøíîñòü êîìïüþòåðà íå áîëåå m,

òî ïîëó÷èì ∣∣C49
99492 + C50

99502 − C49
99992

∣∣ 6 4C49
99m.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî m > 1225, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê ñëó÷àþ f1 = f2 = . . . = f99 � 2 áàëëà.

� Òîëüêî îöåíêà � 6 áàëëîâ (íå ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).

� Ïðèìåð è îòâåò � 4 áàëëà.

6. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n êëåòîê. Íàçîâ¼ì äâå ðàçëè÷íûõ êëåòêè ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ

åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ âåðøèíà. Ðàç â ìèíóòó êàæäàÿ íå îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé õîòÿ áû 4

ñîñåäíèå êëåòêè îòìå÷åíû, ñòàíîâèòñÿ îòìå÷åííîé. Íàéäèòå âñå ÷èñëà α òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì n è ïðè

ëþáîì ñïîñîáå îòìåòèòü èçíà÷àëüíûå n êëåòîê, êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ êëåòîê íèêîãäà íå ïðåâûñèò

αn2 + 1000.
MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: α > 4/7.

Ðåøåíèå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîâûå êëåòêè îòìå÷àþòñÿ ïî îäíîé; ÿñíî, ÷òî ýòî íå ìåíÿåò çàäà÷è.

Ïóñòü âñå èñõîäíûå êëåòêè ëåæàò â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå; òîãäà è íîâûå íå âûéäóò çà åãî ïðåäåëû.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ¾âûòÿíóò¿ ïî ãîðèçîíòàëè; ïóñòü O � åãî öåíòð.

Îöåíêà. Ðàññìîòðèì íàáîð îòìå÷åííûõ êëåòîê â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü,

÷òî â í¼ì íå áîëåå 4
7n

2 + 1 êëåòîê. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî âñå α > 4/7 ãîäÿòñÿ.

Ðàññìîòðèì ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùàÿ ïóñòàÿ äèàãîíàëü âèäà x± y = c (òî
åñòü â îáåèõ ÷àñòÿõ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ïðÿìîóãîëüíèê, åñòü îòìå÷åííûå êëåòêè), òî ìîæíî (â èñõîäíîì

è òåêóùåì íàáîðàõ) ñäâèíóòü ÷àñòü, íå ñîäåðæàùóþ O, ê öåíòðó ïî ãîðèçîíòàëè. Íîâîå òåêóùåå ðàñïîëî-

æåíèå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç íîâîãî èñõîäíîãî, èáî ñîñåäíèå êëåòêè èç ðàçíûõ ÷àñòåé îñòàëèñü ñîñåäíèìè.

Àíàëîãè÷íî, åñëè åñòü ðàçäåëÿþùèé ñòîëáåö èëè ðàçäåëÿþùàÿ ñòðîêà, ìîæíî ÷àñòü, íå ñîäåðæàùóþ öåíòð,

ñäâèíóòü ê öåíòðó. Ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ êëåòêè îñòàþòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, à ñóììà èõ ðàññòîÿíèé äî öåí-

òðà óìåíüøàåòñÿ. Çíà÷èò, òàêèå îïåðàöèè ìîæíî ïðîâåñòè ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

ïóñòûõ ëèíèé íåò.

Íàçîâ¼ì ïàðó ñîñåäíèõ êëåòîê ïëîõîé, åñëè ðîâíî îäíà èç ýòèõ äâóõ êëåòîê îòìå÷åíà. ÏóñòüD îáîçíà÷àåò

êîëè÷åñòâî ïëîèõ ïàð â íåêîòîðûé ìîìåíò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè íîâîé îòìå÷åííîé êëåòêè D íå

óâåëè÷èâàåòñÿ: 8 ïàð ìåíÿþò ñâîé ñòàòóñ, ïðè÷¼ì õîòÿ áû 4 èç íèõ ïåðåñòàþò áûòü ïëîõèìè.Èçíà÷àëüíî

D 6 8n; çíà÷èò, è â êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèè D 6 8n.
Ïóñòü ðàçìåð íàèìåíüøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî îòìå÷åííûå òî÷êè � a× b, a 6 b. Âñå ïóñòûå

äèàãîíàëè â ïðÿìîóãîëüíèêå ðàñïîëîæåíû ñ óãëîâ (îíè íå ðàçäåëÿþùèå!). Ïóñòü ó i-ãî óãëà ðàñïîëîæåíî

ci ïóñòûõ äèàãîíàëåé (íóìåðàöèÿ óãëîâ öèêëè÷åñêàÿ, ïåðâûå äâà óãëà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè a). Òîãäà
c1 + c2, c3 + c4 6 a− 1, èíà÷å â ïðÿìîóãîëüíèêå ñ êðàþ áûë áû ïóñòîé ñòîëáåö.

Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö íå ïóñòûå, à çíà÷èò êàæäàÿ èç ýòèõ ëèíèé äîáàâëÿåò

ìèíèìóì ïî äâå ïëîõèå ïàðû. Êàæäàÿ íåïóñòàÿ äèàãîíàëü òàêæå äîáàâëÿåò ìèíèìóì ïî äâå ïëîõèå ïàðû.

Èòîãî, ïîëàãàÿ s = a+ b è d = c1 + . . .+ c4, ìû ïîëó÷àåì

8n > D > 2a+ 2b+ 2(a+ b− 1− c1 − c3) + 2(a+ b− 1− c2 − c4) = 2(3s− d− 2),



òî åñòü 3s− (d+ 2) 6 4n.
Íàïîìíèì, ÷òî d 6 2(a− 1) 6 s− 2. Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü îáùåå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê êàê

N 6 ab−
4∑

i=1

ci(ci + 1)

2
6
s2

4
− d2

8
− d

2
=

2s2 − (d+ 2)2 + 4

8
.

Åñëè 3s 6 4n, ìû óæå èìååì N 6 s2/4 6 4n2/9. Èíà÷å, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì d+ 2 > 3s−4n, ïîëó÷àåì

N 6
2s2 − (3s− 4n)2 + 4

8
=
−7
(
s− 12

7 n
)2

+ 32
7 n

2 + 4

8
6

4

7
n2 +

1

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåð. Íàçîâ¼ì ïðàâèëüíûì êëåò÷àòûì âîñüìèóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíîé n êëåò÷àòûé âîñüìèóãîëü-

íèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì èëè äèàãîíàëÿì êëåòîê, è ïðè ýòîì âåðòèêàëüíûå è ãîðè-

çîíòàëüíûå ñòîðîíû ñîñòîÿò èç n êëåòîê, à äèàãîíàëüíûå � èç n + 1. Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî êëåò÷àòîãî

âîñüìèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 4k ðàâíÿåòñÿ 112k2 − 8k. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî ìîæíî îòìåòèòü òàê

14k + c êëåòîê òàê, ÷òîáû ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èëñÿ íàø âîñüìèóãîëüíèê. Äëÿ âûïîëíåíèè áà-

çû k = 1 ìîæíî âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó. Ïåðåõîä ïîêàçàí íà êàðòèíêå: îòìåòèâ óêàçàííûå 14

êëåòîê, ìîæíî óâåëè÷èòü äëèíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà íà 4.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå α < 4/7 íå ïîäõîäÿò, èáî 112k2 − 8k > α(14k + 2)2 + 1000 ïðè áîëüøèõ

k.

� Òîëüêî îöåíêà � 6 áàëëîâ.

� Òîëüêî ïðèìåð � 4 áàëëà.

� Â îöåíêå äîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïëîõèõ ïàð íå âîçðàñòàåò � 2 áàëëà.

� Ïðîáëåìû ñ îáîñíîâàíèåì êîíå÷íîñòè ïðîöåññà ïåðåñòðîéêè èç íà÷àëà ðåøåíèÿ (èëè àíàëîãè÷íîãî) �

äûðà äî 4 áàëëîâ.

7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ÷èñëî β òàêîå, ÷òî äëÿ áåñ-

êîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî {αn} ëåæèò â îòðåçêå [β − 2−n, β + 2−n]?
MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: äà, îáÿçàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ni} óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: n1 âûáåðåì ïðîèçâîëüíî, à ni+1 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ |{αni+1} −



{αni}| < 2−(ni+1) äëÿ âñåõ i > 1. Äëÿ êàæäîãî i òàêîå ni+1 ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà. Òàê êàê

ni+1 > ni + 1, òî [{αni+1} − 2−ni+1 , {αni+1} + 2−ni+1 ] ⊂ [{αni} − 2−ni , {αni} + 2−ni ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïî-

ëó÷èëè ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ [{αni} − 2−ni , {αni} + 2−ni ]. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òî÷êà β,
ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ β ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå.

`

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Ïåòÿ âûïèñûâàåò íà äîñêó âñå 2n ñòðîê äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö,

êàæäóþ � ëèáî êðàñíûì, ëèáî ñèíèì ìàðêåðîì. Çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò íåïóñòîé íàáîð ïîçèöèé è ðàçáè-

âàåò âñå ñòðîêè íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ. Âàñÿ

ïîáåæäàåò, åñëè êîëè÷åñòâî ðàçíîöâåòíûõ ïàð íå ðàâíî êîëè÷åñòâó îäíîöâåòíûõ. Ïðè êàêèõ n ó Ïåòÿ

åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

MathOver�ow

Îòâåò: ïðè íå÷¼òíîì n âûèãðûâàåò Âàñÿ, ïðè ÷¼òíîì � Ïåòÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì äâå îïåðàöèè. Ïóñòü x = (a1a2 . . . an) è y = (b1b2 . . . bn) � äâå ñòðî÷êè

èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n. Îïðåäåëèì x + y = (c1c2 . . . cn), ãäå ci ≡ ai + bi (mod 2) è x · y = a1 · b1 + a2 ·
b2 + · · · + an · bn≡ 2. Ïóñòü v ýòî ñëîâî äëèíû n, ó êîòîðîãî íà âûáðàííûõ Âàñåé ïîçèöèÿõ ñòîÿò åäèíèöû,

à íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ � íóëè. Òîãäà Âàñÿ ðàçáèâàåò âñå ñëîâà íà ïàðû (u, u + v). îáîçíà÷èì ÷åðåç f(v)
ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà îäíîöâåòíûõ è ðàçíîöâåòíûõ ïàð âèäà (u, u+ v). Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü n íå÷¼òíî. Äîêàæåì, ÷òî Âàñÿ ìîæåò âûèãðàòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà v âåðíî

f(v) = 0. Ïóñòü ñðåäè 2n ñëîâ äëèíû n åñòü a êðàñíûõ è b = 2n − a ñèíèõ ñëîâ. Ðàññìîòðèì
∑
f(v) ïî âñåì

âîçìîæíûì ñëîâàì v 6= 0. Òîãäà ëþáàÿ ïàðà ñëîâ (x, y) âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé ñóììå ðîâíî 1 ðàç, êîãäà v = x+y.
Ñëåäîâàòåëüíî, 0 =

∑
f(v) = C2

a + C2
b − ab, ãäå C2

a + C2
b è ab ýòî êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ è ðàçíîöâåòíûõ

ïàð (x, y) ïî âñåì âîçìîæíûì ñëîâàì x, y. Íî C2
a +C2

b − ab = (a−b)2−(a+b)
2 6= 0, òàê êàê (a+ b) = 2n íå òî÷íûé

êâàäðàò. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, f(v) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî v.
Ïóñòü n = 2k ÷¼òíî. Äîêàæåì, ÷òî Ïåòÿ ìîæåò âûèãðàòü. Ïîêðàñèì ñëîâî u = a1 . . . akak+1 . . . a2k â ñèíèé

öâåò, åñëè (a1 . . . ak) · (ak+1 . . . a2k) = 0, è â êðàñíûé öâåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàæåì, ÷òî f(v) = 0 äëÿ

ëþáîãî v 6= 0. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè íà i ìåñòå â ñëîâå v ñòîèò 1, ãäå i 6 k. Ñîïîñòàâèì ïàðå ñëîâ

(u, u + v) ïàðó ñëîâ (u′, u′ + v), ãäå ñëîâà u′ è u îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â (i + k)-ì ñèìâîëå. Òîãäà åñëè â u íà

ìåñòå i ñòîèò 1, òî ñëîâà u è u′ áóäóò ðàçíûõ öâåòîâ, à ñëîâà u+ v è u′+ v′ îäèíàêîâûõ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ïðîèçâåäåíèå ai · an+i â ñëîâàõ u è u′ ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à â ñëîâàõ u+ v è u′ + v îäèíàêîâîå
(à îñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ aj · an+j äëÿ ñëîâ u è u′, u + v è u′ + v îäèíàêîâûå). Åñëè æå â u íà ìåñòå i
ñòîèò 0, òî ñëîâà u è u′ áóäóò îäèíàêîâûõ öâåòîâ, à ñëîâà u+ v è u′+ v′ ðàçíûõ. Òåì ñàìûì ìû ðàçáèëè âñå

ïàðû ñëîâ íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïî îäíîé îäíîöâåòíîé è îäíîé ðàçíîöâåòíîé ïàðå. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(v) = 0 äëÿ ëþáîãî v 6= 0.

� Ñëó÷àé íå÷¼òíîãî n � 4 áàëëà, ñëó÷àé ÷¼òíîãî n � 6 áàëëîâ

9. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x5 + y3 + z2 − 3xyz = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì çàäà÷è èç Crux Mathematicorum

Ðåøåíèå 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ x = t2, à y = t3 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t. Òîãäà
z � êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ z2 − 3t5z + t10 + t9 = 0. Ïîñêîëüêó t > 0, êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

íàòóðàëüíûì ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò D = t8(5t2 − 4t) ýòîãî óðàâíåíèÿ � òî÷íûé

êâàäðàò, ò.å. êîãäà 5t2 − 4t � òî÷íûé êâàäðàò.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå 5t2− 4t = s2 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (5t− 2)2− 5s2 = 4. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − 5y2 = 4 èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ x ≡ 3
(mod 5). Èç îáùåé òåîðèè ìû çíàåì äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîäõîä 1, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x1 = 3, y1 = 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíå-

íèÿ, ïðè÷¼ì x1 ≡ 3 (mod 5). Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè (xn, yn) � ðåøåíèå, òî è

xn+1 = 9xn + 20yn, yn+1 = 4xn + 9yn � òîæå ðåøåíèå. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó íàéäóòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî

xk ≡ 3 (mod 5). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð îñòàòêîâ (xn≡ 5, yn≡ 5) ÷èñòî ïåðèîäè÷íà
(ïîñêîëüêó ïî îñòàòêàì xn+1 è yn+1 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ îñòàòêè xn è yn); ïîýòîìó, åñëè âñòðåòèò-
ñÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ãäå xk ≡ 3 (mod 5) (à ìû çíàåì, ÷òî äëÿ k = 1 ýòî òàê), òî âñòðåòèòñÿ è áåñêîíå÷íî
ìíîãî.

Ïîäõîä 2, ÿâíàÿ ôîðìóëà. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà

xn = (9 + 4
√

5)n + (9− 4
√

5)n, yn =
(9 + 4

√
5)n − (9− 4

√
5)n√

5



ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì n ÷èñëî xn äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 5 îñòàòîê 3: ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, âñå ÷èñëà, êðîìå 2 · 9n áóäóò äåëèòüñÿ íà 5.

Ðåøåíèå 2. Ïîäñòàâèì x = at6, y = bt10 è z = ct15. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà t30 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a5 + b3 + c2 − 3abct = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íàäî íàéòè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òàêèõ òðîåê (a, b, c), ÷òî
a5 + b3 + c2

... 3abc. Ïîëîæèì c = 1. Òîãäà a è b äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü a5 + b3 + 1
... 3ab. Íàçîâ¼ì ïàðó

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b) õîðîøåé, åñëè a5+1
... b è b3+1

... a. Òîãäà äëÿ ëþáîé õîðîøåé ïàðû (a, b) âåðíî, ÷òî
ÍÎÄ(a, b) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ õîðîøåé ïàðû (a, b) âûïîëíåí îäèí èç òð¼õ ñëó÷àåâ 1) a5 + b3 +1

... 3

è a, b 6
... 3; 2) a, b

3+1
a

... 3, b 6
... 3; 3) b, a

5+1
b

... 3, a 6
... 3, òî a5 + b3 + 1

... 3ab.
Çàìåòèì, ÷òî ïàðà (1, 1) õîðîøàÿ. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîðîøèõ ïàð. Ïóñòü ïàðà

(a, b) õîðîøàÿ. Åñëè a > b, òî çàìåíèì ïàðó (a, b) íà ïàðó (a′, b′) =
(
a, a

5+1
b

)
, à åñëè b > a, òî çàìåíèì

ïàðó (a, b) íà ïàðó (a′, b′) =
(
b3+1
a , b

)
. Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî â íîâûõ ïàðàõ (a′, b′) âûïîëíåíû äåëèìîñòè

(a′)5+1
... b′ è (b′)3+1

... a′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (a′, b′) õîðîøàÿ, ïðè÷¼ì a′+b′ > a+b. Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî çàìåíû ïàð (a, b) íà ïàðû (a, a
5+1
b ) è ( b

3+1
a , b) áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîðîøèõ ïàð åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç

óñëîâèé 1, 2 èëè 3, òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàìåíû ïàð (a, b) íà ïàðû (a, a
5+1
b ) è ( b

3+1
a , b) áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ.Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî õîðîøàÿ ïàðà (a, b) èìååò òèï (i, j), åñëè a ≡ i (mod 3) è b ≡ j (mod 3). Åñëè èçâåñòíî ïðî ïàðó, ÷òî

a 6 b, òî áóäåì ïèñàòü (i, j), à åñëè a > b, òî áóäåì ïèñàòü (i, j). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî õîðîøàÿ ïàðà (a, b)
íå ìîæåò áûòü îäíîãî èç òèïîâ (0, 0), (0, 1) è (1, 0). Åñëè õîðîøàÿ ïàðà (a, b) èìååò òèï (1, 1), èëè òèï (2, 0)

è b′ = a5+1
b

... 3 (òî åñòü ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèï (2, 0) è (0, 2)), èëè òèï (0, 2) è a′ = b3+1
a

... 3 (òî

åñòü ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèï (0, 2) è (0, 2)), òî äëÿ ïàðû (a, b) âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1, 2 èëè 3.

Òåïåðü èññëåäóåì, êàêîé òèï ìîæåò èìåòü ïàðà (a′, b′) â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïàðû (a, b). Áóäåì îáîçíà÷àòü

(i, j)→ (i′, j′) åñëè ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèïû (i, j) è (i′, j′) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè a > b, òî

(0, 2)→ (0, 2), (1, 1)→ (1, 2), (1, 2)→ (1, 1), (2, 0)→ (2, x), x � ëþáîå, (2, 1)→ (2, 0), (2, 2)→ (2, 0).

Åñëè b > a, òî

(0, 2)→ (x, 2), x � ëþáîå, (1, 1)→ (2, 1), (1, 2)→ (0, 2), (2, 0)→ (2, 0), (2, 1)→ (1, 1), (2, 2)→ (0, 2).

Òîãäà èç ïàðû ëþáîãî òèïà ÷åðåç íåñêîëüêî èòåðàöèé ìû ïðèä¼ì â ïàðó (a, b) îäíîãî èç òèïîâ (2, 0) èëè

(0, 2). Ïîñëå ïàðû (2, 0) íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò ïàðà (2, 0) è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Åñëè ïîñëå ïàðû

(2, 0) íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò ïàðà: • (2, 1), òî ïîòîì áóäåò ïàðà (1, 1), è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 1; •
(2, 2), òî ïîòîì áóäóò ïàðû (0, 2) è (0, 2 è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 2; • (2, 0) (â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ 1, 2

èëè 3 íå âûïîëíÿþòñÿ). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû (0, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, èëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîðîøèõ ïàð
íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïàð óäîâëåòâîðÿþùèõ 1, 2 èëè 3 óñëîâèÿì, èëè ìû çàöèêëèìñÿ

(2, 0)→ (2, 2)→ (0, 2)→ (0, 2)→ (2, 2)→ (2, 0)→ (2, 0).

Äîêàæåì, ÷òî òàêîãî íå ìîæåò áûòü. Ïóñòü ïàðà (a0, b) èìååò òèï (2, 2), ñëåäóþùàÿ ïàðà (a, b) = ( b
3+1
a0

, b)

èìååò òèï (0, 2), ñëåäóþùàÿ ïàðà (a, a
5+1
b ) èìååò òèï (0, 2). Òîãäà ñëåäóþùàÿ ïàðà äîëæíà èìåòü òèï (2, 2).

Íî ïåðâîå ÷èñëî â ñëåäóþùåé ïàðå ðàâíî

(a
5+1
b )3 + 1

a
=
a14 + 3a9 + 3a4 + b3+1

a

b3
≡ a0
b3
≡ 2

2
≡ 1 (mod 3).

Ïðîòèâîðå÷èå.

� Ñâåäåíèå ê a5 + b3 + c2
... 3abc � 2 áàëëà.

� Ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé a5 + b3 + c2
... abc � íå áîëåå 6 áàëëîâ.

10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 3. Â ãðàôå G åñòü n âåðøèí è k ð¼áåð. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè σ åãî âåðøèí íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû u è v, íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, òàêèå, ÷òî σ(u) è σ(v)
òàêæå íå ñîåäèíåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýòî âîçìîæíî?

À. Êóçíåöîâ, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: k = C2
n − (n− 1) = (n−1)(n−2)

2 .

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð ãðàôà ñ C2
n−(n−1) ð¼áðàìè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå. Ïóñòü

G ýòî ãðàô, â êîòîðîì åñòü îäíà èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà u, à ëþáàÿ ïàðà èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí ñîåäèíåíà

ðåáðîì. Òîãäà åñëè σ(u) = w 6= u è σ(v) = u äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v, òî âåðøèíû u è v, à òàêæå âåðøèíû



σ(u) = w è σ(v) = u íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè æå σ(u) = u, òî äëÿ ëþáîé v âåðøèíû u è v, à òàêæå

âåðøèíû σ(u) = u è σ(v) íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñ õîòÿ áû C2
n− (n−1) + 1 ð¼áðàìè ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ. Ïóñòü G ýòî àíòèãðàô äàííîãî â çàäà÷å ãðàôà. Òî åñòü â G ïðîâåäåíû âñ¼ ð¼áðà,

êîòîðûõ íå áûëî â ïåðâîíà÷àëüíîì ãðàôå, è óäàëåíû âñå ð¼áðà, êîòîðûå áûëè. Â ïåðâîíà÷àëüíîì ãðàôå

áûëî õîòÿ áû C2
n − (n − 1) + 1 ð¼áåð, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â G íå áîëåå n − 2 ð¼áåð. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî

êîëè÷åñòâó âåðøèí (n), ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ íà âåðøèíàõ G òàêàÿ, òî íè äëÿ êàêîãî ðåáðà (u, v)
ìåæäó âåðøèíàìè σ(u) è σ(v) íåò ðåáðà. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü îöåíêà.

Áàçà äëÿ n = 2 è n = 3 î÷åâèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè â G åñòü èçîëèðîâàííàÿ

âåðøèíà u, òî ðàññìîòðèì âåðøèíó íàèáîëüøåé ñòåïåíè v. Òàê êàê ñòåïåíü âåðøèíû v ìàêñèìàëüíà, òî

ãðàô G− u− v ñîäåðæèò n− 2 âåðøèíû è íå áîëåå n− 4 ðåáðà ïðè n > 4. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ

ïîëó÷åííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîëîæèì σ(u) = v, à
σ(v) = u. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà σ íà ãðàôå G òàêæå íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå çàäà÷è.

Ïóñòü â G íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Òàê êàê â G íå áîëåå n − 2 ð¼áðà, òî G ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, íå ìåíåå äâóõ èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè. Ïóòü u è v ýòî äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû
äâóõ ðàçíûõ äåðåâüåâ. ãðàô G − u − v ñîäåðæèò n − 2 âåðøèíû è íå áîëåå n − 4 ðåáðà ïðè n > 4. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
çàäà÷è. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðåñòàíîâêè σ íà ñîñåäíèõ âåðøèíàõ ñ u è v,
å¼ ìîæíî ïðîäîëæèòü èëè σ(u) = u è σ(v) = v, èëè σ(u) = v è σ(v) = u òàê, ÷òîáû σ íå óäîâëåòâîðÿëà

óñëîâèþ çàäà÷è.

� Îòâåò è ïðèìåð � 2 áàëëà.

� Ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ îöåíêè â òåðìèíàõ àíòèãðàôà � 2 áàëëà.



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Ïåðâûé òóð 30.11.2022. Ïåðâàÿ ëèãà, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ äëÿ æþðè.

� Îöåíêà â 6 áàëëîâ â êðèòåðèÿõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå.

� Íåðàçáîð ñëó÷àåâ â êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé ðàçî-

áðàí � äûðà íå áîëåå 4 áàëëîâ, åñëè îáðàòíîå íå îãîâîðåíî. Ýòîò êðèòåðèé ÍÅ ÎÒÍÎÑÈÒÑß ê çàäà÷àì ïî

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè è ãåîìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i > 2022 ÷èñëî ai � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî x +
i−1∑

k=i−2021
ak

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n

òàêèõ, ÷òî an = 8085. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî âåëè÷èíà
n+2021∑
k=n

ak

ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ n > N , è íàéäèòå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû.

Êîðåÿ-2022

Îòâåò: 40432.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî a2022+i 6 ai, ïîýòîìó ñóììà èç óñëîâèÿ íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ

íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, òî ñ íåêîòîðîãî ìåñòà îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ïóñòü â ýòîò ìîìåíò ñóììà ðàâíà n2, à
ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå äàþò ýòó ñóììó b1, b2, . . . , b2022 (äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèê-

ëèâàåòñÿ è îïÿòü èäåò b1, b2 è ò.ä.). Ðàññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà ìû ñîáèðàåìñÿ â î÷åðåäíîé ðàç äîïèñàòü

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíò bi. Ñóììà ïðåäûäóùåãî 2021 ýëåìåíòà ðàâíà n2 − bi, è ìû çíàåì, ÷òî bi �
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî äîáàâèòü ê n2 − bi, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ òî÷íûé êâàäðàò. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî n2 − bi > (n − 1)2, òî åñòü 2n − 1 > bi. Ñóììèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî 1 6 i 6 2022,
ïîëó÷èì, ÷òî 2022(2n− 1) >

∑
bi = n2, n2 − 4044n+ 2022 6 0. Ïðè n > 4044 ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî,

ñëåäîâàòåëüíî, n 6 4043.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî bk = 8085. Çàïèñàâ äëÿ íåãî âñ¼ òó æå îöåíêó, ìû ïîëó÷èì

2n− 1 > 8085, òî åñòü n > 4043. Çíà÷èò, åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò n = 4043.

� Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà èç óñëîâèÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ïîñòîÿííà � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî òîëüêî îäíî èç íåðàâåíñòâ n > 4043 èëè n 6 4043 � 6 áàëëîâ.

2. Â ñôåðó âïèñàíû äâà òåòðàýäðà A1A2A3A4 è B1B2B3B4. Èçâåñòíî, ÷òî AiAj > BiBj ïðè ëþáûõ i 6= j.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò âíå òåòðàýäðà B1B2B3B4.

Ôîëüêëîð

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð ñôåðû, −→u i =
−−→
OAi,

−→v i =
−−→
OBi. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 1, â òàêîì ñëó÷àå |−→u i| = |−→v i| = 1. Òîãäà
−−−→
AjAi = −→u i − −→u j è

−−−→
BjBi = −→v i − −→v j . Èç óñëîâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè i 6= j âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(−→u i − −→u j)
2 > (−→v i − −→v j)

2, êîòîðîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðèíèìàåò âèä −→u i
−→u j <

−→v i
−→v j . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî òî÷êà O ëåæèò âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òåòðàýäðà B1B2B3B4. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ m1,m2,m3,m4, â ñóììå äàþùèõ 1, òî÷êà O � öåíòð ìàññ òî÷åê B1, B2, B3 è B4 ñ ìàññàìè m1, m2,

m3, è m4 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P öåíòð ìàññ òî÷åê A1, A2, A3 è A4 ñ ìàññàìè m1, m2, m3, è m4

ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

OP 2 = (m1
−→u 1 +m2

−→u 2 +m3
−→u 3 +m4

−→u 4)
2 = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4 + 2

∑
i 6=j

mimj
−→u i
−→u j <

< m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2
∑
i 6=j

mimj
−→v i
−→v j = (m1

−→v 1 +m2
−→v 2 +m3

−→v 3 +m4
−→v 4)

2 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ïîñêîëüêó èç ÷èñåë m1,m2,m3,m4 åñòü õîòÿ áû äâà ïîëîæèòåëüíûõ

(öåíòð ñôåðû íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êàìè Bi). Èòîãî, OP
2 < 0, ïðîòèâîðå÷èå.

� Íåðàâåíñòâî ìåæäó äëèíàìè ðåáåð ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ öåíòðàëüíûõ óãëîâ: ∠AiOAj >
∠BiOBj � 0 áàëëîâ;

� Äîêàçàíî, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò íå ñòðîãî âíå B1B2B3B4 � äûðà õîòÿ áû â 2 áàëëà.

3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ Ta, Tb, Tc ñîîò-
âåòñòâåííî. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íàïðîòèâ âåðøèí B è C, êàñàþòñÿ ïðÿìûõ AB è AC â



òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå CX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Na. Òî÷êè Nb è Nc îïðåäåëÿþò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Îòìå÷åíû ñëåäóþùèå 6 òî÷åê: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé TaTb ñ îòðåçêàìè NaNc è NbNc,

ïðÿìîé TaTc ñ îòðåçêàìè NaNb è NcNb, à òàêæå ïðÿìîé TbTc ñ îòðåçêàìè NcNa è NbNa. Äîêàæèòå, ÷òî

ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

MathOver�ow

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå:M èK � òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæàùåé íàïðîòèâ âåðøèíû A, ñî ñòîðîíàìè AB è AC, à P,Q,R, S, U, V � òå ñàìûå 6

îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ ATa ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Na. Ïóñòü a, b, c � ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêà ABC, p � åãî ïîëóïåðèìåòð. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, CY = p = BX, BTc = p − b = AY è

CTa = p−c = AX. Ñëåäîâàòåëüíî, AX
BX ·

BTa
CTa
· CY
AY = 1, à ïîòîìó ïî òåîðåìå ×åâû ATa, BX è CY ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå, òî åñòü Na ∈ ATa.
Òî÷êè Tc, B,M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òàêæå òî÷êè K,C, Tb ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî òåîðåìå Ïàïïà, òî÷êè Nc = TcC ∩BK, Nb = TbB ∩MC âìåñòå ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MK è TcTb
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îäíàêî,MK ‖ TcTb, ïîýòîìó è NcNb ‖ TcTb. Àíàëîãè÷íî, NaNc ‖ TaTc è NaNb ‖ TaTb.

Èç ñêàçàííîãî âûøå, ÷åòûðåõóãîëüíèê NaQTaR � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, TaNa � ìåäèàíà òðåóãîëü-

íèêà TaQR. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîé ïðÿìîé ëåæèò òî÷êà A, ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ñèìåäèàíå TaA �

ñèìåäèàíà òðåóãîëüíèêà TaTbTc. Çíà÷èò, ïðÿìûå TcTb è QR àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñèòåëüíî óãëà QTcR,
à òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê QTcTbR � âïèñàííûé. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà óãëîâ

∠QPS = ∠TaTbTc = ∠TaQR = ∠NaRQ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê PQRS � âïèñàííûé.

Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè RSUV è UV PQ � òîæå âïèñàííûå.

Åñëè òðè îïèñàííûå îêðóæíîñòè ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íû, òî èõ ðàäèêàëüíûå îñè � ýòî ïðÿìûå

NaNb, NbNc è NcNa, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ïîýòîìó òàêîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, ýòè

îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

� Äîêàçàíî, ÷òî TcTb ‖ NcNb � 4 áàëëà.

� Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî TcTb ‖ NcNb � 6 áàëëîâ.

4. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åãî âûñîòû ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êå H. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà X òàê, ÷òî HX ⊥ AO.



Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC, âìåñòå ñ ïðÿìûìè AB è AC îãðàíè÷èâàåò òðå-

óãîëüíèê ∆. Òî÷êà S � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ∆. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ SX
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.

Ì. Äèäèí, È. Ôðîëîâ

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà P ñèììåòðè÷íà H îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ òî÷êà ëåæèò íà

îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî ∠OPX = ∠OPA + ∠APX = ∠OAP +
∠PHX = 90◦, òî åñòü XP êàñàåòñÿ ω.

Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è AC â òî÷êàõ Y è Z. Èç ïà-

ðàëëåëüíîñòè Y Z è AP ïîëó÷àåì, ÷òî ∠XY B = ∠BAP = ∠XPB, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê

XBPY � âïèñàííûé. Çíà÷èò, P � òî÷êà Ìèêåëÿ äëÿ ÷åòâåðêè ïðÿìûõ AB, BC, CA, Y Z. Â ÷àñòíîñòè, P
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè δ òðåóãîëüíèêà ∆.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî S ëåæèò íà êàñàòåëüíîé ê ω â òî÷êå P . Ïîñêîëüêó ∠OPX = 90◦, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ PO êàñàåòñÿ δ. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì óãëû: ∠OAB = 90◦ −∠ACB = ∠AZY , ïîýòîìó
ïðÿìàÿ AO êàñàåòñÿ δ. Òîãäà, ïîñêîëüêó AO = OP è AS = SP , òî ïðÿìàÿ PO òàêæå êàñàåòñÿ δ.

� Äîêàçàíî, ÷òî HX êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè (BHC) � 0 áàëëîâ.

� Ïîñòðîåíà òî÷êà P è äîêàçàíî, ÷òî PX êàñàåòñÿ ω � 2 áàëëà.

� Äîêàçàíî, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îêðóæíîñòè (AXY ) � 4 áàëëà

5. Ñàøå ïîðó÷èëè ñîîðóäèòü êîìïüþòåð, âû÷èñëÿþùèé êâàäðàò ñóììû 99 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ 1. Âìåñòî ýòîãî Ñàøà ïîäîáðàë 99 ôóíêöèé f1, f2, . . . , f99 : [0, 1]→ R, è êîãäà â êîìïüþòåð

ââîäÿò ÷èñëà x1, . . . , x99, îí âûâîäèò ñóììó f1(x1) + · · · + f99(x99). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ, êîíå÷íî, íå

âñåãäà òî÷åí, íî Ñàøà ãîâîðèò, ÷òî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ (ò.å. ìîäóëü ðàçíîñòè èñêîìîãî êâàäðàòà ñóììû

è ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà) íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà m. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì m ýòî

ìîæåò áûòü âåðíî?

ôîðóì Art of Problem Solving

Îòâåò: 1225.

Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì fi(x) = 99x2 − 1225
99 . Òîãäà

∣∣99(x21 + . . .+ x299)− (x1 + . . . x99)
2 − 1225

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

16i<j699

(xi − xj)2 − 1225

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîêàæåì, ÷òî

0 6
∑

16i<j699

(xi − xj)2 6 2450.

Äàííîå âûðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî xi ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òð¼õ÷ëåíîì ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [0, 1] îí ïðèíèìàåò íà îäíîì èç

êîíöîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ 0 ëèáî 1. Åñëè ñðåäè

xi a íóëåé è b åäèíèö, òî âûðàæåíèå ðàâíÿåòñÿ ab 6 49 · 50 = 2450.
Îöåíêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà I ⊂ {1, 2, . . . , 99} îáîçíà÷èì ÷åðåç xI íàáîð x1, . . . x99, çàäàí-

íûé óñëîâèåì

xi =

{
1, åñëè i ∈ I;
0, åñëè i /∈ I.

Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) âûðàæåíèå f1(x1) + . . .+ f99(x99).
Çàìåòèì, ÷òî ∑

|I|=49

f(xI) +
∑
|J |=50

f(xJ) = C49
99f((0, 0, . . . , 0)) + C49

99f((1, 1, . . . , 1)).

Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî fi(0) è fi(1) â ëåâóþ è â ïðàâóþ ÷àñòè âõîäÿò ïîðîâíó ðàç.

Äàëåå, çàìåíèì f(x) íà ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòû ñóìì. Òàê êàê ïîãðåøíîñòü êîìïüþòåðà íå áîëåå m,

òî ïîëó÷èì ∣∣C49
99492 + C50

99502 − C49
99992

∣∣ 6 4C49
99m.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî m > 1225, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

� Çàäà÷à ñâåäåíà ê ñëó÷àþ f1 = f2 = . . . = f99 � 2 áàëëà.

� Òîëüêî îöåíêà � 6 áàëëîâ (íå ñóììèðóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì).



� Ïðèìåð è îòâåò � 4 áàëëà.

6. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n êëåòîê. Íàçîâ¼ì äâå ðàçëè÷íûõ êëåòêè ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ

åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ âåðøèíà. Ðàç â ìèíóòó êàæäàÿ íå îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé õîòÿ áû 4

ñîñåäíèå êëåòêè îòìå÷åíû, ñòàíîâèòñÿ îòìå÷åííîé. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ

íà äîñêå îòìå÷åíî áîëüøå, ÷åì 1
2n

2 + 1000n êëåòîê?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: äà, ìîæåò

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì ïðàâèëüíûì êëåò÷àòûì âîñüìèóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíîé n êëåò÷àòûé âîñüìèóãîëü-

íèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì èëè äèàãîíàëÿì êëåòîê, è ïðè ýòîì âåðòèêàëüíûå è ãîðè-

çîíòàëüíûå ñòîðîíû ñîñòîÿò èç n êëåòîê, à äèàãîíàëüíûå � èç n + 1. Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî êëåò÷àòûì

âîñüìèóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíîé 4k ðàâíÿåòñÿ 112k2 − 8k. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî ìîæíî îòìåòèòü òàê
14k + c êëåòîê òàê, ÷òîáû ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èëñÿ íàø âîñüìèóãîëüíèê. Äëÿ âûïîëíåíèè

áàçû k = 1 ìîæíî âûáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó. Ïåðåõîä ïîêàçàí íà êàðòèíêå: îòìåòèâ óêàçàííûå

14 êëåòîê, ìîæíî óâåëè÷èòü äëèíó ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà íà 4. Íàêîíåö, íàéä¼òñÿ k, äëÿ

êîòîðîãî 112k2 − 8k > (14k+c)2

2 + 1000.

7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ÷èñëî β òàêîå, ÷òî äëÿ áåñ-

êîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî {αn} ëåæèò â îòðåçêå [β − 2−n, β + 2−n]?
MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: äà, îáÿçàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ni} óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: n1 âûáåðåì ïðîèçâîëüíî, à ni+1 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ |{αni+1} −
{αni}| < 2−(ni+1) äëÿ âñåõ i > 1. Äëÿ êàæäîãî i òàêîå ni+1 ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà. Òàê êàê

ni+1 > ni + 1, òî [{αni+1} − 2−ni+1 , {αni+1} + 2−ni+1 ] ⊂ [{αni} − 2−ni , {αni} + 2−ni ]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïî-

ëó÷èëè ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ [{αni} − 2−ni , {αni} + 2−ni ]. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òî÷êà β,
ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ β ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå.

8. Ïåòÿ âûïèñûâàåò íà äîñêó âñå 2100 ñòðîê äëèíû 100, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö, êàæäóþ � ëèáî

êðàñíûì, ëèáî ñèíèì ìàðêåðîì. Çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò íåïóñòîé íàáîð ïîçèöèé è ðàçáèâàåò âñå ñòðîêè

íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ. Âñåãäà ëè Âàñÿ ñìîæåò

âûáðàòü ýòîò íàáîð ïîçèöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäè ýòèõ ïàð êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ îòëè÷àëîñü

îò êîëè÷åñòâà ðàçíîöâåòíûõ?



MathOver�ow

Îòâåò: íåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ïåòÿ ïîêðàñèò ñòðîêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îí ðàçîáüåò ïîçèöèè íà ïàðû ñîñåäíèõ: 1

ñî 2, 3 ñ 4, è ò.ä. � âñåãî 50 ïàð. Çàòåì ïîñ÷èòàåò êîëè÷åñòâî ïàð, â êîòîðûõ ñòîÿò äâå åäèíèöû. Åñëè

ýòî êîëè÷åñòâî ÷åòíî � ïîêðàñèò ñòðîêó â êðàñíûé öâåò, åñëè íå÷åòíî � â ñèíèé. Äîêàæåì, ÷òî êàêèå áû

ïîçèöèè íå âûáðàë Âàñÿ, êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ è ðàçíîöâåòíûõ ïàð â åãî ïîäñ÷åòå îêàæåòñÿ îäèíàêîâûì.

Ïåðâûé ñëó÷àé: ïóñòü Âàñÿ âûáðàë õîòÿ áû îäíó ïàðó ïîçèöèé âèäà 1-2, 3-4, è ò.ï., íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïàðó

1-2. Ðàçîáüåì âñå ñòðî÷êè íà ÷åòâåðêè, ñîâïàäàþùèå âî âñåõ ïîçèöèÿõ êðîìå ïåðâûõ äâóõ. Òàêàÿ ÷åòâåðêà

ñîñòîèò èç äâóõ ïàð, â îäíîé èç êîòîðûõ öâåòà ðàçëè÷íû (ñòðî÷êè (1,1,...) è (0,0,...)), à âî âòîðîé îäèíàêîâû

(ñòðî÷êè (0,1,...) è (1,0,...)). Ïîýòîìó è âñåãî îäíîöâåòíûõ è ðàçíîöâåòíûõ ïàð ïîðîâíó. Âòîðîé ñëó÷àé: Âàñÿ

â êàæäîé ïàðå ïîçèöèé âèäà 1-2, 3-4, è ò.ï. âûáðàë ðîâíî îäíó, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè îí âûáðàë ïîçèöèþ 1,

íî íå âûáðàë ïîçèöèþ 2. Ñíîâà ðàçîáüåì âñå ñòðî÷êè íà ÷åòâåðêè òàê æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå. È ñíîâà

â êàæäîé ÷åòâåðêå îêàæóòñÿ äâå ïàðû, â îäíîé èç êîòîðûõ öâåòà ðàçëè÷íû ((1,1,...) è (0,1,...)), à â äðóãîé

ñîâïàäàþò ((0,0,...) è (1,0,...)).

9. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x5 + y3 + z2 − 3xyz = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì çàäà÷è èç Crux Mathematicorum

Ðåøåíèå 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ x = t2, à y = t3 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t. Òîãäà
z � êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ z2 − 3t5z + t10 + t9 = 0. Ïîñêîëüêó t > 0, êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

íàòóðàëüíûì ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò D = t8(5t2 − 4t) ýòîãî óðàâíåíèÿ � òî÷íûé

êâàäðàò, ò.å. êîãäà 5t2 − 4t � òî÷íûé êâàäðàò.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå 5t2− 4t = s2 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (5t− 2)2− 5s2 = 4. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − 5y2 = 4 èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ x ≡ 3
(mod 5). Èç îáùåé òåîðèè ìû çíàåì äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîäõîä 1, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x1 = 3, y1 = 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíå-

íèÿ, ïðè÷¼ì x1 ≡ 3 (mod 5). Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè (xn, yn) � ðåøåíèå, òî è

xn+1 = 9xn + 20yn, yn+1 = 4xn + 9yn � òîæå ðåøåíèå. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó íàéäóòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî

xk ≡ 3 (mod 5). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð îñòàòêîâ (xn≡ 5, yn≡ 5) ÷èñòî ïåðèîäè÷íà
(ïîñêîëüêó ïî îñòàòêàì xn+1 è yn+1 îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ îñòàòêè xn è yn); ïîýòîìó, åñëè âñòðåòèò-
ñÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ãäå xk ≡ 3 (mod 5) (à ìû çíàåì, ÷òî äëÿ k = 1 ýòî òàê), òî âñòðåòèòñÿ è áåñêîíå÷íî
ìíîãî.

Ïîäõîä 2, ÿâíàÿ ôîðìóëà. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà

xn = (9 + 4
√

5)n + (9− 4
√

5)n, yn =
(9 + 4

√
5)n − (9− 4

√
5)n√

5

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì n ÷èñëî xn äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 5 îñòàòîê 3: ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, âñå ÷èñëà, êðîìå 2 · 9n áóäóò äåëèòüñÿ íà 5.

Ðåøåíèå 2. Ïîäñòàâèì x = at6, y = bt10 è z = ct15. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà t30 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a5 + b3 + c2 − 3abct = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íàäî íàéòè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òàêèõ òðîåê (a, b, c), ÷òî
a5 + b3 + c2

... 3abc. Ïîëîæèì c = 1. Òîãäà a è b äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü a5 + b3 + 1
... 3ab. Íàçîâ¼ì ïàðó

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b) õîðîøåé, åñëè a5+1
... b è b3+1

... a. Òîãäà äëÿ ëþáîé õîðîøåé ïàðû (a, b) âåðíî, ÷òî
ÍÎÄ(a, b) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ õîðîøåé ïàðû (a, b) âûïîëíåí îäèí èç òð¼õ ñëó÷àåâ 1) a5 + b3 +1

... 3

è a, b 6
... 3; 2) a, b

3+1
a

... 3, b 6
... 3; 3) b, a

5+1
b

... 3, a 6
... 3, òî a5 + b3 + 1

... 3ab.
Çàìåòèì, ÷òî ïàðà (1, 1) õîðîøàÿ. Ïîñòðîèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîðîøèõ ïàð. Ïóñòü ïàðà

(a, b) õîðîøàÿ. Åñëè a > b, òî çàìåíèì ïàðó (a, b) íà ïàðó (a′, b′) =
(
a, a

5+1
b

)
, à åñëè b > a, òî çàìåíèì

ïàðó (a, b) íà ïàðó (a′, b′) =
(
b3+1
a , b

)
. Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî â íîâûõ ïàðàõ (a′, b′) âûïîëíåíû äåëèìîñòè

(a′)5+1
... b′ è (b′)3+1

... a′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (a′, b′) õîðîøàÿ, ïðè÷¼ì a′+b′ > a+b. Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî çàìåíû ïàð (a, b) íà ïàðû (a, a
5+1
b ) è ( b

3+1
a , b) áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

â ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîðîøèõ ïàð åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç

óñëîâèé 1, 2 èëè 3, òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàìåíû ïàð (a, b) íà ïàðû (a, a
5+1
b ) è ( b

3+1
a , b) áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ.Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî õîðîøàÿ ïàðà (a, b) èìååò òèï (i, j), åñëè a ≡ i (mod 3) è b ≡ j (mod 3). Åñëè èçâåñòíî ïðî ïàðó, ÷òî

a 6 b, òî áóäåì ïèñàòü (i, j), à åñëè a > b, òî áóäåì ïèñàòü (i, j). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî õîðîøàÿ ïàðà (a, b)
íå ìîæåò áûòü îäíîãî èç òèïîâ (0, 0), (0, 1) è (1, 0). Åñëè õîðîøàÿ ïàðà (a, b) èìååò òèï (1, 1), èëè òèï (2, 0)

è b′ = a5+1
b

... 3 (òî åñòü ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèï (2, 0) è (0, 2)), èëè òèï (0, 2) è a′ = b3+1
a

... 3 (òî



åñòü ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèï (0, 2) è (0, 2)), òî äëÿ ïàðû (a, b) âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1, 2 èëè 3.

Òåïåðü èññëåäóåì, êàêîé òèï ìîæåò èìåòü ïàðà (a′, b′) â çàâèñèìîñòè îò òèïà ïàðû (a, b). Áóäåì îáîçíà÷àòü

(i, j)→ (i′, j′) åñëè ïàðû (a, b) è (a′, b′) èìåþò òèïû (i, j) è (i′, j′) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè a > b, òî

(0, 2)→ (0, 2), (1, 1)→ (1, 2), (1, 2)→ (1, 1), (2, 0)→ (2, x), x � ëþáîå, (2, 1)→ (2, 0), (2, 2)→ (2, 0).

Åñëè b > a, òî

(0, 2)→ (x, 2), x � ëþáîå, (1, 1)→ (2, 1), (1, 2)→ (0, 2), (2, 0)→ (2, 0), (2, 1)→ (1, 1), (2, 2)→ (0, 2).

Òîãäà èç ïàðû ëþáîãî òèïà ÷åðåç íåñêîëüêî èòåðàöèé ìû ïðèä¼ì â ïàðó (a, b) îäíîãî èç òèïîâ (2, 0) èëè

(0, 2). Ïîñëå ïàðû (2, 0) íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò ïàðà (2, 0) è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Åñëè ïîñëå ïàðû

(2, 0) íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò ïàðà: • (2, 1), òî ïîòîì áóäåò ïàðà (1, 1), è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 1; •
(2, 2), òî ïîòîì áóäóò ïàðû (0, 2) è (0, 2 è áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå 2; • (2, 0) (â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ 1, 2

èëè 3 íå âûïîëíÿþòñÿ). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû (0, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, èëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîðîøèõ ïàð
íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïàð óäîâëåòâîðÿþùèõ 1, 2 èëè 3 óñëîâèÿì, èëè ìû çàöèêëèìñÿ

(2, 0)→ (2, 2)→ (0, 2)→ (0, 2)→ (2, 2)→ (2, 0)→ (2, 0).

Äîêàæåì, ÷òî òàêîãî íå ìîæåò áûòü. Ïóñòü ïàðà (a0, b) èìååò òèï (2, 2), ñëåäóþùàÿ ïàðà (a, b) = ( b
3+1
a0

, b)

èìååò òèï (0, 2), ñëåäóþùàÿ ïàðà (a, a
5+1
b ) èìååò òèï (0, 2). Òîãäà ñëåäóþùàÿ ïàðà äîëæíà èìåòü òèï (2, 2).

Íî ïåðâîå ÷èñëî â ñëåäóþùåé ïàðå ðàâíî

(a
5+1
b )3 + 1

a
=
a14 + 3a9 + 3a4 + b3+1

a

b3
≡ a0
b3
≡ 2

2
≡ 1 (mod 3).

Ïðîòèâîðå÷èå.

� Ñâåäåíèå ê a5 + b3 + c2
... 3abc � 2 áàëëà.

� Ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé a5 + b3 + c2
... abc � íå áîëåå 6 áàëëîâ.

10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 3. Â ãðàôå G åñòü n âåðøèí è k ð¼áåð. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè σ åãî âåðøèí íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû u è v, íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, òàêèå, ÷òî σ(u) è σ(v)
òàêæå íå ñîåäèíåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýòî âîçìîæíî?

À. Êóçíåöîâ, È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: k = C2
n − (n− 1) = (n−1)(n−2)

2 .

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð ãðàôà ñ C2
n−(n−1) ð¼áðàìè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå. Ïóñòü

G ýòî ãðàô, â êîòîðîì åñòü îäíà èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà u, à ëþáàÿ ïàðà èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí ñîåäèíåíà

ðåáðîì. Òîãäà åñëè σ(u) = w 6= u è σ(v) = u äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v, òî âåðøèíû u è v, à òàêæå âåðøèíû
σ(u) = w è σ(v) = u íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè æå σ(u) = u, òî äëÿ ëþáîé v âåðøèíû u è v, à òàêæå

âåðøèíû σ(u) = u è σ(v) íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà ñ õîòÿ áû C2
n− (n−1) + 1 ð¼áðàìè ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ. Ïóñòü G ýòî àíòèãðàô äàííîãî â çàäà÷å ãðàôà. Òî åñòü â G ïðîâåäåíû âñ¼ ð¼áðà,

êîòîðûõ íå áûëî â ïåðâîíà÷àëüíîì ãðàôå, è óäàëåíû âñå ð¼áðà, êîòîðûå áûëè. Â ïåðâîíà÷àëüíîì ãðàôå

áûëî õîòÿ áû C2
n − (n − 1) + 1 ð¼áåð, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â G íå áîëåå n − 2 ð¼áåð. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî

êîëè÷åñòâó âåðøèí (n), ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ íà âåðøèíàõ G òàêàÿ, òî íè äëÿ êàêîãî ðåáðà (u, v)
ìåæäó âåðøèíàìè σ(u) è σ(v) íåò ðåáðà. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü îöåíêà.

Áàçà äëÿ n = 2 è n = 3 î÷åâèäíà. Äîêàæåì ïåðåõîä. Ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè â G åñòü èçîëèðîâàííàÿ

âåðøèíà u, òî ðàññìîòðèì âåðøèíó íàèáîëüøåé ñòåïåíè v. Òàê êàê ñòåïåíü âåðøèíû v ìàêñèìàëüíà, òî

ãðàô G− u− v ñîäåðæèò n− 2 âåðøèíû è íå áîëåå n− 4 ðåáðà ïðè n > 4. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ

ïîëó÷åííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è. Ïîëîæèì σ(u) = v, à
σ(v) = u. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà σ íà ãðàôå G òàêæå íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå çàäà÷è.

Ïóñòü â G íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Òàê êàê â G íå áîëåå n − 2 ð¼áðà, òî G ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, íå ìåíåå äâóõ èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè. Ïóòü u è v ýòî äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû
äâóõ ðàçíûõ äåðåâüåâ. ãðàô G − u − v ñîäåðæèò n − 2 âåðøèíû è íå áîëåå n − 4 ðåáðà ïðè n > 4. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
çàäà÷è. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïåðåñòàíîâêè σ íà ñîñåäíèõ âåðøèíàõ ñ u è v,
å¼ ìîæíî ïðîäîëæèòü èëè σ(u) = u è σ(v) = v, èëè σ(u) = v è σ(v) = u òàê, ÷òîáû σ íå óäîâëåòâîðÿëà

óñëîâèþ çàäà÷è.

� Îòâåò è ïðèìåð � 2 áàëëà.

� Ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ îöåíêè â òåðìèíàõ àíòèãðàôà � 2 áàëëà.


