
XXV КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Тверь, 28.11 – 05.12.2022

Юниоры, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр,

любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0 очков, за
ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турнира у каждо-
го участника посчитали коэффициент Зоннеборна. Коэффициент Зоннеборна участника складывается из
суммы трех чисел: квадрата его числа очков, суммы всех очков соперников, у которых данный участник
выиграл, и половины суммы очков соперников, с которыми данный участник сыграл вничью. Докажите,
что найдется участник с коэффициентом Зоннеборна не меньше 20 000.
Решение. Пусть участников N , каждый сыграл m игр. Пусть участник одержал x побед, потерпел y по-

ражений, и z ничьих. Тогда сумма квадратов очков участников равна
∑

(x + z/2)2. Остальные слагаемые
коэффициентов сложим по-другому: для каждого участника посчитаем его суммарный вклад в сумму ко-
эффициентов остальных. Этот вклад будет равен (x+ z/2)(y+ z/2). Тогда сумма всех коэффициентов равна∑

(x+ z/2)(x+ z/2+ y+ z/2) =
∑

m(x+ z/2) = m(Nm/2) = Nm2/2, т.е. постоянна, а значит среднее ариф-
метическое коэффициентов равно m2/2 = 20 000. Найдется человек, чей коэффициент не меньше среднего
арифметического, что и требовалось доказать.
♦ Доказано, что сумма коэффициентов одинакова для всех турниров: 4 балла.

2. Пусть ω — описанная окружность треугольника ABC, в котором AC < AB, K — середина дуги
BAC, KW — диаметр окружности ω. Окружность γ вписана в криволинейный треугольник, образованный
отрезками BC, AB и меньшей дугой AC окружности ω. Оказалось, что окружность γ также касается
KW в точке F . Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC, M — середина меньшей
дуги AK, а T — вторая точка пересечения MI с окружностью ω. Докажите, что прямые FI, TW и BC
пересекаются в одной точке.
Решение. Докажем, что BFIC и FITW вписанные, откуда утверждение задачи будет следовать из сооб-

ражений радикальных осей.
Для начала докажем вписанность BFIC. Пусть окружность γ касается BC и ω в точках E и Z соответствен-
но. Тогда W лежит на EZ (для этого достаточно рассмотреть гомотетию, переводящую γ в ω). Кроме того
из условия следует, что WF каасается γ, а значит WF 2 = WE ·WZ = WB2 (последнее равенство следует
из подобия WBE ∼ WZB, которое в свою очередь следует из равенства углов ∠WBE = ∠WZB). Таким
образом, WF = WB, так что F лежит на окружности трезубца BIC с центром W , т.е. BFIC вписанный.
Теперь докажем, что FITW вписанный, обозначив углы ABC за α, β, γ. Докажем, что ∠WFI + ∠WTI =
180◦. ∠WFI = 90 − (∠FWI)/2 = 90◦ − ∠FBI (из установленной ранее вписанности BFIC с центром W ).
∠FBI = ∠FBC−∠IBC = 90◦−∠BFC/2−β/2 = 90◦− (90◦+α/2)/2−β/2 = 45◦−α/4−β/2. Получаем, что
∠WFI = 45◦ + α/4 + β/2. В то же время ∠WTI = 90◦ + ∠KTM = 90◦ + (γ − β)/4. Складывая полученные
для ∠WFI и ∠WTI выражения, получаем 180◦, что и требовалось доказать.
♦ Доказано, что BFIC — вписанный: 2 балла.

3. Точка M внутри треугольника ABC такова, что ∠MAC = ∠MBC. Точка N симметрична M отно-
сительно середины стороны AB. Докажите, что AM ·BM + CM · CN ⩾ 2S(ABC).
Решение. Отметим такую точку D, что AMDC — параллелограмм (а тогда и NBDC тоже паралле-

лограмм). ∠CBM = ∠CAM = ∠CDM , поэтому CMBD вписанный. По теореме Птолемея BC · MD =
BM ·CD+CM ·BD. Но BD = CN , CD = AM , MD = AC, откуда AM ·AN+CM ·CN = AC ·BC ⩾ 2S(ABC).

4. Илья отмечает на клетчатой плоскости несколько клеток. После этого проделываются следующие
операции: если у какой-то неотмеченной клетки отмечены хотя бы 4 соседних с ней по стороне или углу,
то её тоже отмечают. Верно ли, что Илья может выбрать натуральное n и отметить изначальные n
клеток таком образом, чтобы после нескольких операций оказалось не менее n2

2 +1000 отмеченных клеток?
Ответ: Да. Решение. Назовём правильным клетчатым восьмиугольником со стороной k клетчатый

восьмиугольник, стороны которого параллельны сторонам или диагоналям клеток, и при этом вертикальные
и горизонтальные стороны состоят из n клеток, а диагональные — из n+1. Площадь правильного клетчатым



восьмиугольником со стороной 4k равняется 112k2 − 8k. Покажем индукцией по k, что можно отметить так
14k + c клеток так, чтобы после нескольких операций получился наш восьмиугольник. Для выполнении
базы k = 1 можно выбрать соответствующую константу. Переход показан на картинке: отметив указанные
14 клеток, можно увеличить длину стороны правильного восьмиугольника на 4. Наконец, найдётся k, для
которого 112k2 − 8k > (14k+c)2

2 + 1000.

5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма попарных
произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
Решение. Обозначим числа a1, . . . , a100. Пусть

∑
ai =

∑ 1
ai

= s, пусть n = 100. Домножим сумму попарных
произведений ai на сумму обратных к ai, и раскроем скобки. Получим (

∑
i,j

aiaj)(
∑
i

1
ai
) = (n − 1)

∑
i
ai +∑

i,j,k

(aiaj/ak+ajak/ai+akai/aj) ⩾ (n−1)s+
∑
i,j,k

(ai+aj+ak) = (n−1)s+ (n−1)(n−2)
2

∑
i
ai = ((n−1)+ (n−1)(n−2)

2 )s =

n(n− 1)s/2. Поделим на s, получим, что сумма попарных произведений не меньше n(n− 1)/2 = 100 · 99/2 =
4950.

6. Петя выписывает на доску все 2100 строк длины 100, состоящих из нулей и единиц, каждую — либо
красным, либо синим маркером. Затем Вася выбирает непустой набор позиций и разбивает все строки
на пары, в каждой из которых строки отличаются ровно в выбранных позициях. Всегда ли Вася сможет
выбрать этот набор позиций таким образом, чтобы среди этих пар количество одноцветных отличалось
от количества разноцветных?
Ответ: Нет. Решение. Пусть Петя покрасит строки следующим образом. Он разобьет позиции на пары

соседних: 1 со 2, 3 с 4, и т.д. — всего 50 пар. Затем посчитает количество пар, в которых стоят две единицы.
Если это количество четно — покрасит строку в красный цвет, если нечетно — в синий. Докажем, что
какие бы позиции ни выбрал Вася, количество одноцветных и разноцветных пар в его подсчете окажется
одинаковым. Первый случай: пусть Вася выбрал хотя бы одну пару позиций вида 1-2, 3-4, и т.п., не умаляя
общности, пару 1-2. Не умаляя общности следующие k позиций выбраны Васей, а последние 100 − k − 2
не выбраны. Разобьем все строчки на четверки следующим образом. Каждой строчке вида 11AB (где A
– блок длины k) сопоставим ее парную 00AB, а также 01AB и ее парную 10AB. Ясно, что все строчки
действительно разобьются на непересекающиеся четверки. Если пара первых двух строчек одноцветна, то
пара третьей и четвертой строчек разноцветна, и наоборот. Поэтому и всего одноцветных и разноцветных
пар поровну. Второй случай: найдется пара позиций вида 1-2, 3-4, и т.п., в которой Вася выбрал ровно одну
из двух позиций пары, не умаляя общности он выбрал позицию 1, но не выбрал позицию 2. Разобьем все
строчки на четверки почти аналогично первому случаю: 11AB, 01AB, 00AB, 10AB. Дальше рассуждения
аналогичны первому случаю. Осталось заметить, что один из двух случаев точно реализуется.

7. Даны натуральные числа m и n, большие 1. Докажите, что существуют натуральные числа
a1 < a2 < · · · < am такие, что при любых i и j, таких что 1 ⩽ i < j ⩽ m, число aj кратно n(aj − ai).



Решение. Последовательность a1 < a2 < · · · < ak целых (а не только натуральных) чисел назовём хорошей,
если при 1 ⩽ i < j ⩽ k число aj кратно n(aj − ai).

Заметим, что, если ко всем членам хорошей последовательности прибавить кратное произведения всех
попарных разностей, умноженного на n, снова получится хорошая последовательность. А если все члены
последовательности отрицательны, в её конец можно дописать 0, и опять получится хорошая последова-
тельность.

Теперь утверждение задачи несложно доказать индукцией по m. При m = 2 хорошую последователь-
ность составляют числа n − 1 и n. А если имеется хорошая последовательность из m − 1 числа, то, как
мы видели, можно прибавить ко всем членам достаточно большое по модулю отрицательное число, полу-
чив хорошую последовательность с отрицательными членами, затем добавить в конец 0, получив хорошую
последовательность из m чисел, и, наконец, прибавить достаточно большое положительное число, получив
хорошую последовательность из m натуральных чисел.
♦ Задача решена для частного случая n: 2 балла.

8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы 99 неотрицательных чисел, не
больших 1. Саша вместо этого подобрал 99 функций f1, f2, . . . , f99, и когда в компьютер вводят числа
x1, . . . , x99, он выводит сумму f1(x1) + · · · + f99(x99). Результат вычисления, конечно, не всегда точен,
но Саша говорит, что ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата суммы и полученного
результата) никогда не превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это может быть
верно?
Ответ: 1225. Решение. Пример. Рассмотрим fi(x) = 99x2 − 1225

99 . Тогда

∣∣99(x21 + . . .+ x299)− (x1 + . . . x99)
2 − 1225

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
1⩽i<j⩽99

(xi − xj)
2 − 1225

∣∣∣∣∣∣
Покажем, что

0 ⩽
∑

1⩽i<j⩽99

(xi − xj)
2 ⩽ 2450.

Данное выражение относительно любого xi является квадратным трёхчленом с положительным старшим
членом, откуда следует, что максимальное значение на отрезке [0, 1] он принимает на одном из концов.
Таким образом, максимум достигается, когда каждая переменная xi является 0 либо 1. Если среди xi a
нулей и b единиц, то выражение равняется ab ⩽ 49 · 50 = 2450.

Оценка. Для произвольного подмножества I ⊂ {1, 2, . . . , 99} обозначим через xI набор x1, . . . x99, задан-
ный условием

xi =

{
1, если i ∈ I;
0, если i /∈ I.

Также обозначим через f(x) выражение f1(x1) + . . .+ f99(x99).
Заметим, что ∑

|I|=49

f(xI) +
∑

|J |=50

f(xJ) = C49
99f((0, 0, . . . , 0)) + C49

99f((1, 1, . . . , 1)).

Действительно, нетрудно убедиться, что fi(0) и fi(1) в левую и в правую части входят поровну раз.
Далее, заменим f(x) на соответствующие квадраты сумм. Так как погрешность компьютера не более m,

то получим ∣∣C49
9949

2 + C50
9950

2 − C49
9999

2
∣∣ ⩽ 4C49

99m.

Последнее неравенство равносильно m ⩾ 1225, что и требовалось доказать.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность тре-
угольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC пересека-
ет отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC в точках D1,
E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников DEF и D1E1F1

соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
Решение. Посчитаем углы ∠D1E1B = ∠D1AB = ∠DAF = ∠DCF = ∠BCF1 = ∠BE1F1. Следовательно,
E1B — биссектриса угла D1E1F1. Аналогично, F1C — биссектриса угла E1F1D1. Тогда I1 = F1C∩E1B. Кроме
того, ∠E1D1A = ∠E1BA = ∠EBA = ∠EDA, ∠F1D1A = ∠F1CA = ∠FCA = ∠FDA. Откуда ∠F1D1E1 =



∠FDE как суммы равных углов. Осталось заметить, что ∠FIE = 90◦ + ∠FDE/2 и ∠FI1E = ∠F1I1E1 =
90◦+∠F1D1E1/2 как углы между биссектрисами. Итого, ∠FI1E = ∠FIE, а значит, точки E, F , I, I1 лежат
на одной окружности.
♦ Доказано, что E1B — биссектриса угла D1E1F1, F1C — биссектриса угла E1F1D1: 2 балла.

10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее, для
которого сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается в по-
следовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021+. . .+an−1+an при всех достаточно
больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.
Ответ: 40432. Решение. Очевидно, что a2022+i ⩽ ai, поэтому сумма из условия не увеличивается. Так как

она является натуральным числом, то с некоторого места она стабилизируется. Пусть в этот момент сумма
равна n2, а элементы последовательности, которые дают эту сумму b1, b2, . . . , b2022 (далее последовательность
зацикливается и опять идет b1, b2 и т.д.). Рассмотрим момент, когда мы собираемся в очередной раз дописать
в последовательность элемент bi. Сумма предыдущего 2021 элемента равна n2 − bi, и мы знаем, что bi —
наименьшее натуральное число, которое можно добавить к n2 − bi, чтобы получился точный квадрат. Это
означает, что n2 − bi ⩾ (n − 1)2, то есть 2n − 1 ⩾ bi. Суммируя последнее неравенство по 1 ⩽ i ⩽ 2022,
получим, что 2022(2n− 1) ⩾

∑
bi = n2, n2 − 4044n+ 2022 ⩽ 0. При n ⩾ 4044 это неравенство не выполнено,

следовательно, n ⩽ 4043.
С другой стороны, существует k такое, что bk = 8085. Записав для него всё ту же оценку, мы получим

2n− 1 ⩾ 8085, то есть n ⩾ 4043. Значит, единственный возможный вариант n = 4043.
♦ Доказано, что сумма из условия с некоторого места постоянна: 2 балла.
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Юниоры, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр,

любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0 очков, за
ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турнира у каждо-
го участника посчитали коэффициент Зоннеборна. Коэффициент Зоннеборна участника складывается из
суммы трех чисел: квадрата его числа очков, суммы всех очков соперников, у которых данный участник
выиграл, и половины суммы очков соперников, с которыми данный участник сыграл вничью. Докажите,
что найдется участник с коэффициентом Зоннеборна не меньше 20 000.
Решение. Пусть участников N , каждый сыграл m игр. Пусть участник одержал x побед, потерпел y по-

ражений, и z ничьих. Тогда сумма квадратов очков участников равна
∑

(x + z/2)2. Остальные слагаемые
коэффициентов сложим по-другому: для каждого участника посчитаем его суммарный вклад в сумму ко-
эффициентов остальных. Этот вклад будет равен (x+ z/2)(y+ z/2). Тогда сумма всех коэффициентов равна∑

(x+ z/2)(x+ z/2+ y+ z/2) =
∑

m(x+ z/2) = m(Nm/2) = Nm2/2, т.е. постоянна, а значит среднее ариф-
метическое коэффициентов равно m2/2 = 20 000. Найдется человек, чей коэффициент не меньше среднего
арифметического, что и требовалось доказать.
♦ Доказано, что сумма коэффициентов одинакова для всех турниров: 4 балла.

2. Пусть ω — описанная окружность треугольника ABC, в котором AC < AB, K — середина дуги
BAC окружности ω. Окружность γ вписана в криволинейный треугольник, образованный отрезками BC,
AB и меньшей дугой AC окружности ω. Оказалось, что окружность γ также касается серединного
перпендикуляра к BC в точке F . Пусть I — центр вписанной окружности треугольника ABC, M —
середина меньшей дуги AK окружности ω. Докажите, что MI = MF .
Решение. Пусть W — середина дуги BC окружности ω, и пусть окружность γ касается BC и ω в точках E и
Z соответственно. Тогда W лежит на EZ (для этого достаточно рассмотреть гомотетию, переводящую γ в ω).
Кроме того из условия следует, что WF каасается γ, а значит WF 2 = WE ·WZ = WB2 (последнее равенство
следует из подобия WBE ∼ WZB, которое в свою очередь следует из равенства углов ∠WBE = ∠WZB).
Таким образом, WF = WB = WI. Значит, биссектриса угла BWK — это серпер к IF . Но эта биссектриса
содержит точку M , поэтому MI = MF .
♦ Доказано, что W (середина дуги BC) равноудалена от I и F : 4 балла.

3. Точка M внутри треугольника ABC такова, что ∠MAC = ∠MBC. Точка N симметрична M отно-
сительно середины стороны AB. Докажите, что AM ·BM + CM · CN ⩾ 2S(ABC).
Решение. Отметим такую точку D, что AMDC — параллелограмм (а тогда и NBDC тоже паралле-

лограмм). ∠CBM = ∠CAM = ∠CDM , поэтому CMBD вписанный. По теореме Птолемея BC · MD =
BM ·CD+CM ·BD. Но BD = CN , CD = AM , MD = AC, откуда AM ·AN+CM ·CN = AC ·BC ⩾ 2S(ABC).

4. Илья отмечает на клетчатой плоскости несколько клеток. После этого проделываются следующие
операции: если у какой-то неотмеченной клетки отмечены хотя бы 4 соседних с ней по стороне или углу,
то её тоже отмечают. Верно ли, что Илья может выбрать натуральное n, большее 1000, и отметить
изначальные n клеток таком образом, чтобы после нескольких операций оказалось не менее n2

2 − 4 отме-
ченных клеток?
Ответ: Да. Решение. Назовём правильным клетчатым восьмиугольником со стороной k клетчатый

восьмиугольник, стороны которого параллельны сторонам или диагоналям клеток, и при этом вертикальные
и горизонтальные стороны состоят из n клеток, а диагональные — из n+1. Площадь правильного клетчатого
восьмиугольника со стороной 4k равняется 112k2−8k. Покажем индукцией по k, что можно отметить 14k+c
клеток так, чтобы после нескольких операций получился наш восьмиугольник. Для выполнении базы k = 1
можно выбрать соответствующую константу. Переход показан на картинке: отметив указанные 14 клеток,
можно увеличить длину стороны правильного восьмиугольника на 4. Наконец, найдётся k, для которого
112k2 − 8k > (14k+c)2

2 − 4. Замечание. В решении выше асимптотика роста числа отмеченных клеток равна
n2 ·4/7. Есть и другие примеры, с асимптотикой ровно n2

2 — именно для того, чтобы они подходили, в условие
добавлена константа −4.



5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма попарных
произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
Решение. Обозначим числа a1, . . . , a100. Пусть

∑
ai =

∑ 1
ai

= s, пусть n = 100. Домножим сумму попарных
произведений ai на сумму обратных к ai, и раскроем скобки. Получим (

∑
i,j

aiaj)(
∑
i

1
ai
) = (n − 1)

∑
i
ai +∑

i,j,k

(aiaj/ak+ajak/ai+akai/aj) ⩾ (n−1)s+
∑
i,j,k

(ai+aj+ak) = (n−1)s+ (n−1)(n−2)
2

∑
i
ai = ((n−1)+ (n−1)(n−2)

2 )s =

n(n− 1)s/2. Поделим на s, получим, что сумма попарных произведений не меньше n(n− 1)/2 = 100 · 99/2 =
4950.

6. На доске написано в ряд 2022 целых числа. За один ход Вася может выбрать натуральное число 1 ⩽
k ⩽ 2022, после чего Петя должен либо прибавить ко всем числам на местах с 1-го по k-ое по 1, либо
вычесть из всех чисел на местах с 1-го по k-ое по 1. Вася хочет, чтобы через несколько ходов на доске
появилось число, кратное 10. Может ли Петя ему помешать?
Ответ: Не сможет. Решение. На самом деле хватит даже ряда из 10 чисел. Но мы приведем менее

идейное решение. Вместо чисел будем записывать только их остатки от деления на 10.
Докажем, что Вася может добиваться следующих целей.
1 цель. Научиться делать число на заданном месте в ряду, не равным 5, не изменяя числа, правее этого

места. Если число не равно 5, то Вася ничего не делает. А если число равно 5, то Вася выбирает блок,
заканчивающийся на этом числе, и число изменяется.

2 цель. Сделать так, чтобы в заданной четверке подряд идущих чисел было число не из множества
{4, 5, 6}, не изменяя числа правее этой четверки. Сначала мы делаем все числа этой четверки не равными
5, справа налево. Рассмотрим три правых числа четверки. Если среди них есть и 4, и 6, то мы выбираем
блок, содержащий их, и либо 6 станет 7, либо 4 станет 3. Если же все три числа равны, например 4, то
мы выбираем блоки: заканчивающийся на втором числе четверки, заканчивающийся на третьем числе, и
заканчивающийся на четвертом числе четверки. Все три раза Петя должен прибавлять, иначе крайняя
четверка блока превратится в тройку. Но тогда самое первое число четверки приняло 4 различных значения,
а значит в какой-то момент было не в множестве (в этот момент мы и остановимся).

3 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 21 подряд идущего числа было число не из множества
{3, 4, 5, 6, 7}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, остальные разби-
ваем на четверки и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой четверке было число не из множества
{4, 5, 6}. Если это число не равно 3 или 7, то мы уже победили. Если есть и 3, и 7, то выбираем блок с обои-
ми числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 3, то последовательно выбираем
блоки с тройками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает 6 различных значений,
а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

4 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 148 подряд идущего числа было число не из множества
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, остальные
разбиваем на группы по 21 и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой группе было число не из



множества {3, 4, 5, 6, 7}. Если это число не равно 2 или 8, то мы уже победили. Если есть и 2, и 8, то выбираем
блок с обоими числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 2, то последовательно
выбираем блоки с двойками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает 8 различных
значений, а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

5 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 1333 подряд идущих чисел было число не из множества
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, осталь-
ные разбиваем на группы по 148 и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой группе было число не
из множества {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Если это число не равно 1 или 9, то мы уже победили. Если есть и 1, и 9, то
выбираем блок с обоими числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 1, то после-
довательно выбираем блоки с двойками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает
10 различных значений, а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

Добившись цели 5, Вася побеждает.

7. Даны натуральные числа m и n, большие 1. Докажите, что существуют натуральные числа
a1 < a2 < · · · < am такие, что при любых i и j, таких что 1 ⩽ i < j ⩽ m, число aj кратно n(aj − ai).
Решение. Последовательность a1 < a2 < · · · < ak целых (а не только натуральных) чисел назовём хорошей,

если при 1 ⩽ i < j ⩽ k число aj кратно n(aj − ai).
Заметим, что, если ко всем членам хорошей последовательности прибавить кратное произведения всех

попарных разностей, умноженного на n, снова получится хорошая последовательность. А если все члены
последовательности отрицательны, в её конец можно дописать 0, и опять получится хорошая последова-
тельность.

Теперь утверждение задачи несложно доказать индукцией по m. При m = 2 хорошую последователь-
ность составляют числа n − 1 и n. А если имеется хорошая последовательность из m − 1 числа, то, как
мы видели, можно прибавить ко всем членам достаточно большое по модулю отрицательное число, полу-
чив хорошую последовательность с отрицательными членами, затем добавить в конец 0, получив хорошую
последовательность из m чисел, и, наконец, прибавить достаточно большое положительное число, получив
хорошую последовательность из m натуральных чисел.
♦ Задача решена для частного случая n: 2 балла.

8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы трёх неотрицательных чисел, не
больших 1. Саша вместо этого подобрал функции f , g и h, и когда в компьютер вводят числа x, y и z,
он выводит сумму f(x) + g(y) + h(z). Результат вычисления, конечно, не всегда точен, но Вася говорит,
что ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата и полученного результата) никогда не
превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это может быть верно?
Ответ: 1. Решение. Пример. Пусть f(x) = g(x) = h(x) = 3x2 − 1/3. Тогда Саша вычисляет 3(x2 + y2 +

z2)− 1. Тогда его отклонение равно 3(x2 + y2 + z2)− 1− (x+ y + z)2 = 2(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx)− 1 =
(x− y)2+(y− z)2+(z−x)2− 1. Оно очевидно, не меньше -1. Докажем, что оно не больше 1. Действительно,
это выражение можно увеличивать, увеличивая наибольшее из x, y, z или уменьшая наименьшее из них. Так
что можно считать, что x = 0, z = 1, и доказывать, что y2 + (1 − y)2 ⩽ 1 — а это уже хорошо известно.
Оценка. Сложим неравенства f(1)+g(0)+h(0) ⩽ 1+m, f(0)+g(1)+h(0) ⩽ 1+m , f(0)+g(0)+h(1) ⩽ 1+m.
Получим, что f(1) + g(1) + h(1) + 2(f(0) + g(0) + h(0)) ⩽ 3 + 3m. При этом f(1) + g(1) + h(1) ⩾ 9 − m и
2(f(0) + g(0) + h(0)) ⩾ 2(0−m) = −2m. Получаем, что 9−m− 2m ⩽ 3 + 3m, откуда m ⩾ 1.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность тре-
угольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC пересека-
ет отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC в точках D1,
E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников DEF и D1E1F1

соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
Решение. Посчитаем углы ∠D1E1B = ∠D1AB = ∠DAF = ∠DCF = ∠BCF1 = ∠BE1F1. Следовательно,
E1B — биссектриса угла D1E1F1. Аналогично, F1C — биссектриса угла E1F1D1. Тогда I1 = F1C∩E1B. Кроме
того, ∠E1D1A = ∠E1BA = ∠EBA = ∠EDA, ∠F1D1A = ∠F1CA = ∠FCA = ∠FDA. Откуда ∠F1D1E1 =
∠FDE как суммы равных углов. Осталось заметить, что ∠FIE = 90◦ + ∠FDE/2 и ∠FI1E = ∠F1I1E1 =
90◦+∠F1D1E1/2 как углы между биссектрисами. Итого, ∠FI1E = ∠FIE, а значит, точки E, F , I, I1 лежат
на одной окружности.
♦ Доказано, что E1B — биссектриса угла D1E1F1, F1C — биссектриса угла E1F1D1: 2 балла.



10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее, для
которого сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается в по-
следовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021+. . .+an−1+an при всех достаточно
больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.
Ответ: 40432. Решение. Очевидно, что a2022+i ⩽ ai, поэтому сумма из условия не увеличивается. Так как

она является натуральным числом, то с некоторого места она стабилизируется. Пусть в этот момент сумма
равна n2, а элементы последовательности, которые дают эту сумму b1, b2, . . . , b2022 (далее последовательность
зацикливается и опять идет b1, b2 и т.д.). Рассмотрим момент, когда мы собираемся в очередной раз дописать
в последовательность элемент bi. Сумма предыдущего 2021 элемента равна n2 − bi, и мы знаем, что bi —
наименьшее натуральное число, которое можно добавить к n2 − bi, чтобы получился точный квадрат. Это
означает, что n2 − bi ⩾ (n − 1)2, то есть 2n − 1 ⩾ bi. Суммируя последнее неравенство по 1 ⩽ i ⩽ 2022,
получим, что 2022(2n− 1) ⩾

∑
bi = n2, n2 − 4044n+ 2022 ⩽ 0. При n ⩾ 4044 это неравенство не выполнено,

следовательно, n ⩽ 4043.
С другой стороны, существует k такое, что bk = 8085. Записав для него всё ту же оценку, мы получим

2n− 1 ⩾ 8085, то есть n ⩾ 4043. Значит, единственный возможный вариант n = 4043.
♦ Доказано, что сумма из условия с некоторого места постоянна: 2 балла.
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Юниоры, вторая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.
♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.
1. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр, лю-

бые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0 очков, за ничью
1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турнира у каждого участни-
ка посчитали коэффициент Бергера. Коэффициент Бергера участника равен сумме всех очков соперников,
у которых данный участник выиграл, плюс половина суммы очков соперников, с которыми данный участ-
ник сыграл вничью. Докажите, что сумма коэффициентов Бергера всех участников не превосходит 10
миллионов.
Решение. Пусть участников N , каждый сыграл m игр. Мы докажем, что сумма не превосходит Nm2/4.

Пусть некоторый участник набрал m
2 + k очков, где −m

2 ⩽ k ⩽ m
2 . Тогда суммарный вклад этого участника

в сумму коэффициентов остальных равен
(
m
2 − k

) (
m
2 + k

)
⩽ m2/4.

2. Дана трапеция ABCD с параллельными сторонами AB и CD. Точка E выбрана на продолжении сто-
роны BC так, что отрезок AE пересекает отрезок CD. На отрезке AD нашлась точка F такая, что
∠EAD = ∠CBF . Пусть I — точка пересечения отрезков CD и EF , J — точка пересечения прямых AB и
EF , K — середина отрезка EF , причем K лежит на отрезке IE. Докажите, что K лежит на описанной
окружности △ABI тогда и только тогда, когда K лежит на описанной окружности △CDJ .
Решение. Из равенства углов мы получаем, что четырехугольник ABEF — вписанный. А тогда JA ·JB =
JF ·JE (степень точки J относительно окружности). Кроме того, из вписанности и параллельности следует,
что ∠DFE = ∠ABE = ∠DCE. Следовательно, четырехугольник DFCE — вписанный, и ID · IC = IF · IE
(степень точки I). Точки K, A, B, I лежат на одной окружности тогда и только тогда, когда JA·JB = JI ·JK.
Точки K, C, D, J лежат на одной окружности тогда и только тогда, когда IC · ID = IK · IJ .

Заменяя произведения JA · JB и IC · ID на равные им, получаем, что нужно доказать равносильность
равенств JF · JE = JI · JK ⇐⇒ IF · IE = IK · IJ .

Обозначим JF = r, FI = p, IK = q, KE = p+q. Тогда первое равенство перепишется как r(r+2p+2q) =
(r + p)(r + p + q) ⇐⇒ rq = p(p + q). А второе как p(p + 2q) = q(p + r) ⇐⇒ p(p + q) = qr. Следовательно,
равенства выполняются или не выполняются одновременно. Что и требовалось доказать.

3. Первоначально на доске написано натуральное число 200. Затем каждую минуту Неймар проделывает
следующую операцию. Он выбирает одно из чисел на доске, пусть n, и его делитель d > 1 и дописывает на
доску число n+ d. Какое наибольшее составное число Неймар никогда не сможет написать на доске?
Ответ: 209. Решение. Пример. Заметим, что число 209 = 11 · 19 никак не получить, так как если бы

получили 209 из числа n, то n и 209 имели бы общий делитель, больший 1. Но от 200 до 208 нет чисел,
кратных 11 или 19.

Оценка. Докажем, что все большие составные числа получить можно. Если мы хотим получить число,
кратное 2, 3, 5 или 7, то получим из 200 число 210, а далее будем прибавлять 2, 3, 5 или 7 пока не получим
нужное нам число. Чтобы получить число, кратное 11, и большее 209, прибавим к 200 делитель 20, а затем
начнем прибавлять 11. Чтобы получить число, кратное 13, прибавим сначала 8, а затем начнем прибавлять
13. Пусть нам нужно получить число N , у которого все простые делители не меньше 17. Пусть p — наимень-
ший простой делитель N . Будем прибавлять к числу на доске 2, пока не получим число, кратное p. Если мы
при этом не проскочили через N , то дальше можно прибавлять p, пока не получим N . Предположим, что мы
проскочили N . Заметим, что мы получим число, кратное p, не позднее чем через p шагов. Следовательно,
100 + 2p > N > p2. Но для p ⩾ 17 данное неравенство не выполнено.
♦ Только пример: 2 балла, только оценка: 4 балла.

4. На плоскости провели 2022 прямые так, что никакие две проведённые прямые не параллельны, никакие
три не пересекаются в одной точке. Эти прямые разбили плоскость на конечные и бесконечные области.
Может ли оказаться, что все конечные области имеют целую площадь?
Ответ: Да, может. Решение. Проведём 2022 прямые общего положения с различными рациональными



коэффициентами. Получим, что все точки пересечения имеют рациональные координаты. Сделаем гомо-
тетию в начале координат с коэффициентом, равным, например, произведению всех знаменателей точек
пересечения, после этого все координаты точек пересечения станут целыми. Тогда по формуле Пика каждая
площадь конечной части будет полуцелой, и, сделав гомотетию с коэффциентом 2, по итогу сделаем все
площади целыми.

5. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма попарных
произведений 100 исходных чисел не менее 4950.
Решение. Обозначим числа a1, . . . , a100. Пусть

∑
ai =

∑ 1
ai

= s, пусть n = 100. Домножим сумму попарных
произведений ai на сумму обратных к ai, и раскроем скобки. Получим (

∑
i,j

aiaj)(
∑
i

1
ai
) = (n − 1)

∑
i
ai +∑

i,j,k

(aiaj/ak+ajak/ai+akai/aj) ⩾ (n−1)s+
∑
i,j,k

(ai+aj+ak) = (n−1)s+ (n−1)(n−2)
2

∑
i
ai = ((n−1)+ (n−1)(n−2)

2 )s =

n(n− 1)s/2. Поделим на s, получим, что сумма попарных произведений не меньше n(n− 1)/2 = 100 · 99/2 =
4950.

6. На доске написано в ряд 2022 целых числа. За один ход Вася может выбрать натуральное число 1 ⩽
k ⩽ 2022, после чего Петя должен либо прибавить ко всем числам на местах с 1-го по k-ое по 1, либо
вычесть из всех чисел на местах с 1-го по k-ое по 1. Вася хочет, чтобы через несколько ходов на доске
появилось число, кратное 10. Может ли Петя ему помешать?
Ответ: Не сможет. Решение. На самом деле хватит даже ряда из 10 чисел. Но мы приведем менее

идейное решение. Вместо чисел будем записывать только их остатки от деления на 10.
Докажем, что Вася может добиваться следующих целей.
1 цель. Научиться делать число на заданном месте в ряду, не равным 5, не изменяя числа, правее этого

места. Если число не равно 5, то Вася ничего не делает. А если число равно 5, то Вася выбирает блок,
заканчивающийся на этом числе, и число изменяется.

2 цель. Сделать так, чтобы в заданной четверке подряд идущих чисел было число не из множества
{4, 5, 6}, не изменяя числа правее этой четверки. Сначала мы делаем все числа этой четверки не равными
5, справа налево. Рассмотрим три правых числа четверки. Если среди них есть и 4, и 6, то мы выбираем
блок, содержащий их, и либо 6 станет 7, либо 4 станет 3. Если же все три числа равны, например 4, то
мы выбираем блоки: заканчивающийся на втором числе четверки, заканчивающийся на третьем числе, и
заканчивающийся на четвертом числе четверки. Все три раза Петя должен прибавлять, иначе крайняя
четверка блока превратится в тройку. Но тогда самое первое число четверки приняло 4 различных значения,
а значит в какой-то момент было не в множестве (в этот момент мы и остановимся).

3 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 21 подряд идущего числа было число не из множества
{3, 4, 5, 6, 7}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, остальные разби-
ваем на четверки и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой четверке было число не из множества
{4, 5, 6}. Если это число не равно 3 или 7, то мы уже победили. Если есть и 3, и 7, то выбираем блок с обои-
ми числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 3, то последовательно выбираем
блоки с тройками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает 6 различных значений,
а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

4 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 148 подряд идущего числа было число не из множества
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, остальные
разбиваем на группы по 21 и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой группе было число не из
множества {3, 4, 5, 6, 7}. Если это число не равно 2 или 8, то мы уже победили. Если есть и 2, и 8, то выбираем
блок с обоими числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 2, то последовательно
выбираем блоки с двойками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает 8 различных
значений, а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

5 цель. Сделать так, чтобы в заданной группе из 1333 подряд идущих чисел было число не из множества
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, не изменяя числа правее этой группы. Самое левое число группы не трогаем, осталь-
ные разбиваем на группы по 148 и справа налево добиваемся того, чтобы в каждой группе было число не
из множества {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Если это число не равно 1 или 9, то мы уже победили. Если есть и 1, и 9, то
выбираем блок с обоими числами и побеждаем. Если же все числа одинаковы, например равны 1, то после-
довательно выбираем блоки с двойками. Петя всё время прибавляет 1. И первое число в группе принимает
10 различных значений, а тогда оно в какой-то момент выходит из множества.

Добившись цели 5, Вася побеждает.



7. Докажите, что для любого натурального числа n существует натуральное число k такое, что все
числа k, k2, . . . , kn имеют в своей десятичной записи четыре подряд идущие цифры, образующие число
2022.
Решение. Докажем утверждение задачи индукцией по n, причем дополнительно потребуем (k, n) = 1. Для
n = 1 возьмем k1 = 20221. Пусть мы построили kn−1 с (kn−1, 10) = 1, у которого степени от 1-ой до n− 1-ой
содержат в своей записи 2022. Пусть n = 2ℓ5mn0, где (10, n0) = 1. Будем искать следующее число в виде

kn = 10xa+ kn−1.

При достаточно большом x число (10xa+kn−1)
i будет заканчиваться на kin−1, то есть будет иметь в своей

записи 2022. Осталось разобраться с n-ой степенью.

(10xa+ kn−1)
n ≡ n10xakn−1

n−1 + knn−1 (mod 102x)

Возьмем a = 2m5ℓa0, а a0 подберем так, чтобы a0n0k
n−1
n−1 ≡ 20221 (mod 105). Тогда при достаточно боль-

шом x в нашем числе будет фрагмент 2022.

8. Саше поручили соорудить компьютер, вычисляющий квадрат суммы двух неотрицательных чисел,
не больших 1. Саша вместо этого подобрал функции f и g, и когда в компьютер вводят числа x и y,
он выводит сумму f(x) + g(y). Результат вычисления, конечно, не всегда точен, но Саша говорит, что
ошибка вычисления (т.е. модуль разности искомого квадрата суммы и полученного результата) никогда
не превосходит некоторого числа m. При каком наименьшем m это может быть верно?
Ответ: 1/2. Решение. Пример. Пусть f(x) = g(x) = 2x − 1/4. Тогда его отклонение равно 2(x + y) −
1/2− (x+ y)2 = 1/2− (x+ y − 1)2. Оно, очевидно, лежит от −1/2 до 1/2. Оценка. Сложим два неравенства:
f(1) + g(0) ⩽ 1 + m и f(0) + g(1) ⩽ 1 + m. Получим, что f(1) + g(1) + f(0) + g(0) ⩽ 2 + 2m. При этом
f(1) + g(1) ⩾ 4−m и f(0) + g(0) ⩾ −m. Получаем, что 4−m−m ⩽ 2 + 2m, откуда m ⩾ 1/2.
♦ Только оценка или только пример: 4 балла.

9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка D. Описанная окружность тре-
угольника ADB пересекает отрезок AC в точке E, а описанная окружность треугольника ADC пересека-
ет отрезок AB в точке F . Прямые AD, BE и CF пересекают описанную окружность ABC в точках D1,
E1 и F1 соответственно. Пусть I и I1 — центры вписанных окружностей треугольников DEF и D1E1F1

соответственно. Докажите, что точки E, F , I, I1 лежат на одной окружности.
Решение. Посчитаем углы ∠D1E1B = ∠D1AB = ∠DAF = ∠DCF = ∠BCF1 = ∠BE1F1. Следовательно,
E1B — биссектриса угла D1E1F1. Аналогично, F1C — биссектриса угла E1F1D1. Тогда I1 = F1C∩E1B. Кроме
того, ∠E1D1A = ∠E1BA = ∠EBA = ∠EDA, ∠F1D1A = ∠F1CA = ∠FCA = ∠FDA. Откуда ∠F1D1E1 =
∠FDE как суммы равных углов. Осталось заметить, что ∠FIE = 90◦ + ∠FDE/2 и ∠FI1E = ∠F1I1E1 =
90◦+∠F1D1E1/2 как углы между биссектрисами. Итого, ∠FI1E = ∠FIE, а значит, точки E, F , I, I1 лежат
на одной окружности.
♦ Доказано, что E1B — биссектриса угла D1E1F1, F1C — биссектриса угла E1F1D1: 2 балла.

10. В последовательности {an} натуральных чисел для каждого n ⩾ 2022 число an – наименьшее, для
которого сумма an−2021 + . . .+ an−1 + an – точный квадрат. Известно, что число 8085 встречается в по-
следовательности бесконечно много раз. Докажите, что сумма an−2021+. . .+an−1+an при всех достаточно
больших n принимает одно и то же значение, и найдите это значение.
Ответ: 40432. Решение. Очевидно, что a2022+i ⩽ ai, поэтому сумма из условия не увеличивается. Так как

она является натуральным числом, то с некоторого места она стабилизируется. Пусть в этот момент сумма
равна n2, а элементы последовательности, которые дают эту сумму b1, b2, . . . , b2022 (далее последовательность
зацикливается и опять идет b1, b2 и т.д.). Рассмотрим момент, когда мы собираемся в очередной раз дописать
в последовательность элемент bi. Сумма предыдущего 2021 элемента равна n2 − bi, и мы знаем, что bi —
наименьшее натуральное число, которое можно добавить к n2 − bi, чтобы получился точный квадрат. Это
означает, что n2 − bi ⩾ (n − 1)2, то есть 2n − 1 ⩾ bi. Суммируя последнее неравенство по 1 ⩽ i ⩽ 2022,
получим, что 2022(2n− 1) ⩾

∑
bi = n2, n2 − 4044n+ 2022 ⩽ 0. При n ⩾ 4044 это неравенство не выполнено,

следовательно, n ⩽ 4043.
С другой стороны, существует k такое, что bk = 8085. Записав для него всё ту же оценку, мы получим

2n− 1 ⩾ 8085, то есть n ⩾ 4043. Значит, единственный возможный вариант n = 4043.
♦ Доказано, что сумма из условия с некоторого места постоянна: 2 балла.


