
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿

Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìàíäíîé îëèìïèàäû ñòàðøåé ãðóïïû.

1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü ðîâíî äâà èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 2022, íà êîòîðûå îíî íå äåëèòñÿ.
Ïóñòü ýòè ÷èñëà � a è b. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî a− b = 13?

Ïî ìîòèâàì Mid-Michigan MO, 2019

Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Òîãäà îäíî èç ÷èñåë a è b � ÷¼òíîå. Îáîçíà÷èì ýòî
÷èñëî ÷åðåç 2k. Åñëè n íå äåëèòñÿ íà k, òî k è 2k êàê ðàç è åñòü äâà ÷èñëà èç 1, 2, . . . , 2022, íà
êîòîðûå íå äåëèòñÿ n. Ïîýòîìó 2k−k = 13, îòêóäà k = 13. Íî òîãäà n íå äåëèòñÿ òàêæå íà ÷èñëî 39,
è ÷èñåë, íà êîòîðûå íå äåëèòñÿ n, õîòÿ áû 3.

Çíà÷èò, n íå äåëèòñÿ íà 2k ïîòîìó, ÷òî â 2k äâîéêà ñîäåðæèòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì â n. Òîãäà
n íå äåëèòñÿ íà íàèáîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè ñðåäè 1, 2, . . . , 2022, òî åñòü íà 1024. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà
÷èñåë, íà êîòîðûå íå äåëèòñÿ n � ýòî (1024, 1037) èëè (1011, 1024). Íî 1037 = 17 · 61 è 1011 = 3 · 337,
ïîýòîìó â îáîèõ ñëó÷àÿõ n íå äåëèòñÿ òàêæå íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë 17, 61, 3 èëè 337.

2. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
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Íàéäèòå ñóììó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ
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Îòâåò: −11
6
.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè óñëîâèÿ íà x, ïîëó÷èì
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Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 1, ëèáî çíà÷åíèå âòîðîé ñêîáêè ðàâíî 0. Ïðè x = 1 óñëîâèå âûïîëíåíî,
à çíà÷åíèå èñêîìîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî −11

6
. Åñëè îáíóëÿåòñÿ çíà÷åíèå âòîðîé ñêîáêè, òî è èñêîìîå

âûðàæåíèå ðàâíî 0. Ïðè ýòîì íå âàæíî, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå x: â ëþáîì ñëó÷àå ê èñêîìîé ñóììå
äîáàâëÿåòñÿ 0. Çíà÷èò, ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ ðàâíà −11

6
.

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà ëó÷å AB îòìå÷åíà òàêàÿ
òî÷êà D, ÷òî ∠ADM = ∠ACM , à íà ëó÷å AC � òàêàÿ òî÷êà E, ÷òî ∠AEM = ∠ABM . Îïèñàííûå
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ACD è ABE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è S. Äîêàæèòå, ÷òî AS ‖ BC.

À. Êóçíåöîâ, À. Ñìèðíîâ

Ðåøåíèå 1. Ïóñòü AB > AC. Òîãäà ÿñíî, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå AB, à òî÷êà E � íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà AC çà òî÷êó C. Çàìåòèì, ÷òî

∠CME = ∠ACM − ∠CEM = ∠ADM − ∠DBM = ∠DMB.

Òîãäà òî÷êè D, M è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Áîëåå òîãî, ∠DBC = ∠DEC è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷åòûðåõóãîëüíèê BDCE âïèñàííûé. Òàê êàê BM = MC, òî CD íå ïàðàëëåëüíî BE. Ïóñòü
CD ∩BE = I. Çàìåòèì, ÷òî I � ðàäèêàëüíûé öåíòð îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ



ADC, ABE è ÷åòûðåõóãîëüíèêà BDCE. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ AS ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó I. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïî òåîðåìå ×åâû äëÿ òðåóãîëüíèêà EBC è ÷åâèàí BA, CI è EM , ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå D,
èìååì EA/AC · CM/MB ·BI/IE = 1. Òî åñòü, EA/AC = EI/IB è ïðÿìûå AI è BC ïàðàëëåëüíû.

Ðåøåíèå 2. Íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó K, ÷òî KC ⊥ AC.
Ïóñòü D′ � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè K íà AB. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè A, C, K, D′ ëåæàò íà
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AK. À òàêæå, òî÷êè B, M , K, D′ ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BK.
Òîãäà ∠(AC,KC) = ∠(AD′, KD′) = ∠(KD′, AD′) è ∠(MC,KC) = ∠(KB,MB) = ∠(KD′,MD′). Âû-
÷èòàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠(AC,CM) = ∠(MD′, AD′), òî åñòü, ∠ACM = ∠AD′M . Òàêèì îáðàçîì D′ = D
è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD � ñåðåäèíà îòðåçêà AK. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè òî÷êà L íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC òàêîâà, ÷òî LB ⊥ AB, òî öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABE � ñåðåäèíà îòðåçêà AL. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèíèÿ öåí-
òðîâ ýòèõ äâóõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà AKL, à çíà÷èò ïåðïåíäèêóëÿðíà
BC, ÷òî â òî÷íîñòè è îçíà÷àåò, ÷òî AS ‖ BC.

4. Ïðàâèòåëüñòâà Ïàðàãâàÿ è Óðóãâàÿ õîòÿò âûïóñòèòü ìîíåòû íåñêîëüêèõ äîñòîèíñòâ, ìåíü-
øèõ 1000. Â Ïàðàãâàå õîòÿò, ÷òîáû íèêàêàÿ ñóììà, íàáèðàåìàÿ áîëüøå, ÷åì îäíîé ïàðàãâàéñêîé
ìîíåòîé (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå), íå áûëà äîñòîèíñòâîì ïàðàãâàéñêîé ìîíåòû.
Â Óðóãâàå õîòÿò, ÷òîáû ëþáàÿ ñóììà, íàáèðàåìàÿ äâóìÿ (âîçìîæíî, îäèíàêîâûìè) óðóãâàéñêè-
ìè ìîíåòàìè è ìåíüøàÿ 1000, áûëà äîñòîèíñòâîì óðóãâàéñêîé ìîíåòû. Ó êàêîé ñòðàíû áîëüøå
ñïîñîáîâ âûïóñòèòü ìîíåòû?

G. Wiseman

Îòâåò: ñïîñîáîâ ïîðîâíó.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì ÷èñëà, ìåíüøèå 1000, ìàëåíüêèìè. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî äîñòîèíñòâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïàðàãâàéñêèì (ñîîòâåòñòâåííî óðóãâàéñêèì) òðåáîâàíèÿì, Ï-ìíîæåñòâîì (ñîîòâåòñòâåí-
íî Ó-ìíîæåñòâîì). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è U íàáîðû âñåõ Ï- è Ó-ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü U � Ó-ìíîæåñòâî; îïèøåì åãî ñòðóêòóðó. Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ U èìååì
a1 + a2 ∈ U , åñëè ÷èñëî a1 + a2 ìàëåíüêîå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a1, a2, a3 ∈ U ïîëó÷àåì a1 + a2 + a3 =
= (a1 +a2)+a3 ∈ U (ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a1, a2, . . . , ak ∈
∈ U èìååì a1 + a2 + . . .+ ak ∈ U , åñëè ýòà ñóììà ìàëåíüêàÿ.

Íàçîâ¼ì ÷èñëî èç U ïðèìèòèâíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé áîëåå ÷åì îäíîãî ÷èñëà èç U (íå
îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íîãî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(U) ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ a ∈ U ; ïî
îïðåäåëåíèþ, îíî ÿâëÿåòñÿ Ï-ìíîæåñòâîì. Êàæäûé íåïðèìèòèâíûé ýëåìåíò â U ìîæíî ðàçëîæèòü
â ñóììó íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ èç U . Äåëàÿ òî æå ñî ñëàãàåìûìè â ñóììå, ðàíî èëè ïîçäíî ìû
ïðåäñòàâèì a â âèäå ñóììû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Èòàê, U ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ ìàëåíüêèõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç p(U).
Íàîáîðîò, ïî êàæäîìó Ï-ìíîæåñòâó P ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî u(P ) âñåõ ìàëåíüêèõ ñóìì

ýëåìåíòîâ èç P . Î÷åâèäíî, îíî ÿâëÿåòñÿ Ó-ìíîæåñòâîì, ïðè÷¼ì â í¼ì ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ
ýëåìåíòîâ � ýòî â òî÷íîñòè P . Çíà÷èò, p(u(P )) = P . Èç ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì u(p(U)) = U .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé p : U → P è u : P → U , ÷òî è
äîêàçûâàåò èõ ðàâíîìîùíîñòü.

5. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R \ {0} → R òàêèå, ÷òî ðàâåíñòâî

f(x)2 − f(y)f(z) = x(x+ y + z)
(
f(x) + f(y) + f(z)

)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ òð¼õ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y, z òàêèõ, ÷òî xyz = 1.
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Îòâåò: f(x) = 0 è f(x) = x3−1
x

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî âòîðîé îòâåò ïîäõîäèò, ïðî ïåðâûé ýòî î÷åâèäíî. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà
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)
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)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà(
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x
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y
· z
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z
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1

x2
− x · (y3z3 − y3 − z3 + 1) = x(x3 + y3 + z3 − 3).



Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ îòâåòîâ íåò. Îáîçíà÷èì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ÷åðåç P (x, y, z). Ñðàçó îòìå-
òèì, ÷òî P (1, 1, 1) äà¼ò f(1) = 0.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî t âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(t) = 0.
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(
x+

1

tx
+ t

)(
f(x) + f

(
1

tx

))
Çíà÷èò, tf(x)2 = −xf(x)f
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1
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)
, ò.å. èëè f(x) = 0, èëè f

(
1
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)
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x
f(x). Åñëè âûïîëíåíî âòîðîå

ðàâåíñòâî, òî ïîäñòàâèì åãî â P
(
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)
:
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îòêóäà èëè âíîâü f(x) = 0, èëè
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)
=
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t
.

Âñïîìíèì, ÷òî ïðè t = 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(t) = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x 6= 0 èëè f(x) = 0, èëè f(x) = x3−1

x
. Åñëè ñóùåñòâóåò t 6= 1 òàêîå, ÷òî f(t) = 0, òî äëÿ êàæäîãî

x 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ åù¼ è èëè f(x) = 0, èëè f(x) = x3−1
x
− t3−1

t
. Çàìåòèì, ÷òî t3−1

t
6= 0 ïðè t 6= 1,

ïîýòîìó îäíîâðåìåííî äâà ïðåäûäóùèõ ¾èëè¿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè õîòÿ áû äëÿ äâóõ t âûïîëíåíî f(t) = 0, òî f(x) = 0 äëÿ êàæäîãî x; èíà÷å äëÿ
âñåõ x âûïîëíåíî f(x) = x3−1

x
.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Åãî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
I êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå PQ è BC ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå T . Îêðóæíîñòü ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà TIL, ïåðåñåêàåò îòðåçîê PQ â òî÷êå
R. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé AR ëåæèò îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω ñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC.

Ä. Áðîäñêèé

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà T ëåæèò íà ëó÷å CB. Ïóñòü AL
âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ABC) â òî÷êå W . Òðåóãîëüíèêè PIQ è BWC ïîäîáíû ïî äâóì
óãëàì, è ∠PRI = ∠BLW (èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà TRIL), ïîýòîìó R è L � ñîîòâåòñòâó-
þùèå òî÷êè ýòèõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Çíà÷èò,

PR

RQ
=
BL

LC
=
AB

AC
.

Ïóñòü ABDC � ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òîãäà

sin∠BAD
sin∠CAD

=
BD

DC
=
AB

AC
=
PR

RQ
=
SAPR

SAQR

=
sin∠BAR
sin∠CAR

,

ïîýòîìó òî÷êè A, R è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî D ëåæèò íà îêðóæíîñòè
(TRL). Çàìåòèì, ÷òî DL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà BDC, îòêóäà

∠DLT =
1

2
∠BDC + ∠BCD = ∠APQ+ ∠BAD = ∠DRT.

7. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàçîâ¼ì ñëîâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íóëåé è åäèíèö, à ìàñ-
êîé � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n íóëåé, åäèíèö è çâ¼çäî÷åê. Ñëîâî ñîîòâåòñòâóåò ìàñêå, åñëè îíî
ïîëó÷åíî èç íå¼ çàìåíîé çâ¼çäî÷åê íà íóëè è åäèíèöû. Ðàññìîòðèì íàáîð ìàñîê M, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:



(1) êàæäîå ñëîâî ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîé ìàñêå, è
(2) äëÿ êàæäîé èç n ïîçèöèé íàéä¼òñÿ ìàñêà èçM, â êîòîðîé â ýòîé ïîçèöèè ñòîèò íå çâåçäî÷êà.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ìàñîê â òàêîì íàáîðåM.

È. Áîãäàíîâ

Îòâåò: n+ 1.

Ðåøåíèå 1. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð èç n+ 1 ìàñêè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì. Ýòî ìàñêè

0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗, 10 ∗ ∗ . . . ∗ ∗, 110 ∗ ∗ . . . ∗ ∗, . . . , 11 . . . 110∗, 11 . . . 1110, 11 . . . 1111.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå ñëîâî 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
k

0 . . . ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàñêè 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
k

0∗∗ . . .∗∗, è íè èç êàêîé

äðóãîé ìàñêè ýòî ñëîâî ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Ñëîâî 11 . . . 11 òàêæå ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ëþáîì íàáîðå, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ, õîòÿ áû n + 1 ìàñêà. ßñíî,

÷òî â ëþáîé ïîçèöèè ìîæíî âî âñåõ ìàñêàõ çàìåíèòü íóëè íà åäèíèöû, à åäèíèöû íà íóëè. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîçèöèè íàéä¼òñÿ ìàñêà, ñîäåðæàùàÿ åäèíèöó â ýòîé ïîçèöèè. (Íà
ñàìîì äåëå, ìîæíî áûëî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ìàñêà íàéä¼òñÿ âñåãäà.)

Íàçîâ¼ì âåñîì ñëîâà (èëè ìàñêè) êîëè÷åñòâî åäèíèö â í¼ì (â íåé). Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i âûáåðåì
ìàñêó Mi íàèìåíüøåãî âåñà, ñîäåðæàùóþ åäèíèöó â i-é ïîçèöèè (åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, âûáåðåì
ëþáóþ). Òàêæå âûáåðåì ìàñêóM0, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî 00 . . . 0. Ìû äîêàæåì, ÷òî âûáðàííûå
n+ 1 ìàñêà ðàçëè÷íû, îòêóäà è ñëåäóåò îöåíêà.

ßñíî, ÷òî ìàñêà M0 ñîñòîèò ëèøü èç íóëåé è çâ¼çäî÷åê, ïîýòîìó îíà íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Mi

ïðè i > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâå èç îñòàëüíûõ ìàñîê ñîâïàëè (ñêàæåì, M1 = M2 =: M); òîãäà
ìàñêà M äîëæíà íà÷èíàòüñÿ ñ 11, Ïóñòü w11 � ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç M çàìåíîé âñåõ çâ¼çäî÷åê íà
íóëè, à wij � ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç w11 çàìåíîé ïåðâûõ äâóõ åäèíèö íà ij.

Âåñ ñëîâà w10 ìåíüøå âåñà w11, ïîýòîìó îíî íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàñêå ñ åäèíèöåé â ïåðâîì
ðàçðÿäå (ïî âûáîðó ìàñêè M1). Çíà÷èò, îíî ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-òî ìàñêå ñî çâ¼çäî÷êîé â ïåðâîì
ðàçðÿäå, è åé æå ñîîòâåòñòâóåò w00.

Àíàëîãè÷íî, w01 è w00 ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ìàñêå, è â íåé ñòîèò çâ¼çäî÷êà âî âòîðîì
ðàçðÿäå. Íî w00 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîé ìàñêå M∗; çíà÷èò, â íåé ñòîÿò çâ¼çäî÷êè â ïåðâûõ äâóõ
ðàçðÿäàõ, à òîãäà åé æå ñîîòâåòñòâóåò w11. Çíà÷èò, w11 ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàçëè÷íûì ìàñêàì � M∗

è M . Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå 2. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìåíåå, ÷åì n+ 1 ìàñêîé îáîéòèñü íåëüçÿ.
Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô G, â êîòîðîì âåðøèíàìè îäíîé èç äîëåé áóäóò íîìåðà ïîçèöèé â
ñëîâå äëèíû n, âåðøèíàìè âòîðîé èç äîëåé áóäóò ìàñêè, à ð¼áðàìè ñîåäèíèì êàæäóþ ìàñêó ñ òåìè
ïîçèöèÿìè, íà êîòîðûõ ñòîèò íå çâåçäî÷êà. Ïóñòü äîëÿ V1 ýòî âåðøèíû {1, 2 . . . , n}, ñîîòâåòñòâóþùèå
íîìåðàì ïîçèöèé, à äîëÿ V2 ýòî âåðøèíû {u1, u2 . . . , uk}, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàñêàì.

Äîêàæåì, ÷òî â ãðàôå G äëÿ äîëè V1 âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû Õîëëà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Ðàññìîòðèì â V1 ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî A, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå ëåììû Õîëëà íå
âûïîëíåíî. Òî åñòü ó âåðøèí èç A êîëè÷åñòâî ñîñåäåé ìåíüøå, ÷åì |A|, à äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
B ìíîæåñòâà A êîëè÷åñòâî ñîñåäåé ó âåðøèí èç B õîòÿ áû |B|. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó A ðîâíî |A|−1
ñîñåäíèõ âåðøèí. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = {1, . . . , s + 1}, à {u1, . . . , us}
ýòî ñîñåäíèå âåðøèíû ìíîæåñòâà A. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà {1, . . . , s} âûïîëíåíà ëåììà Õîëëà. Ïóñòü
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå (1, u1), (2, u2), . . . , (s, us). Çíà÷èò, â ñëîâàõ u1,
u2, . . . , us íà 1, 2, . . . , s ìåñòàõ ñîîòâåòñòâåííî ñòîÿò íå çâ¼çäî÷êè (ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
òàì ñòîÿò íóëè). Ðàññìîòðèì ìàñêè us+1, . . . , uk. Ïî ïîñòðîåíèþ â ýòèõ ìàñêàõ íà ìåñòàõ ñ 1 ïî s
ñòîÿò çâ¼çäî÷êè. Òàê êàê êàæäîå ñëîâî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàñîê ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì, òî èç ìàñîê
us+1, . . . , uk ïîëó÷àþòñÿ íå âñå ñëîâà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñëîâ ∗ ∗ . . . ∗ ∗︸ ︷︷ ︸

s

α (íà ïåðâûõ s

ïîçèöèÿõ ñòîèò ÷òî óãîäíî, à çàòåì èä¼ò ñëîâî α äëèíû n − s), êîòîðîå íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç ìàñîê
us+1, . . . , uk. Òîãäà ñëîâî 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

s

α íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè èç êàêîé ìàñêè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîëè V1 âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû Õîëëà. Ðàññìîòðèì ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå,
ïîêðûâàþùåå äîëþ V1. Ïóñòü ýòî ïàðîñî÷åòàíèå (1, u1), (2, u2), . . . , (n, un), à â ñëîâàõ u1, u2, . . . , un
íà 1, 2, . . . , n ìåñòàõ ñîîòâåòñòâåííî ñòîÿò íóëè. Òîãäà ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëîâî 11 . . . 11 íàì íóæíà
åù¼ õîòÿ áû îäíà ìàñêà. Îòêóäà è ïîëó÷àåì îöåíêó íà n+ 1.



8. Äàíû íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî p è íàòóðàëüíîå a, ïðè÷¼ì 1 < a < p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

S(a) =

p−2∑
k=0

(−1)kak
2

äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî an− 1
äåëèòñÿ íà p.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ p, òî åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî an ≡ 1
(mod p). Êàê èçâåñòíî, n äåëèò p− 1, à âñå íàòóðàëüíûå m, ïðè êîòîðûõ am ≡ 1 (mod p), êðàòíû n.
Çíà÷èò, íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî S(a) äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå÷¼òíî. Ïóñòü
p− 1 = nd.

Çàìåòèì, ÷òî a(k+sn)2 = ak
2+n(2ks+ns2) ≡ ak

2
(mod p) (*).

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü n íå÷¼òíî; òîãäà d ÷¼òíî. Ðàçîáü¼ì âñå ñëàãàåìûå â S(a) íà ãðóïïû ïî 2n ïîäðÿä
èäóùèé. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (*), èìååì

S(a) ≡ d

2

2n−1∑
k=0

(−1)kak
2

=
d

2

n−1∑
k=0

(
(−1)kak

2

+ (−1)k+na(k+n)2
)

(mod p).

Ïîñêîëüêó ak
2 ≡ a(k+n)2 (mod p), êàæäàÿ èç ñêîáîê äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, è S(a) äåëèòñÿ íà p.

Ñëó÷àé 2.Ïóñòü n ÷¼òíî. Òîãäà, ðàçáèâàÿ ñëàãàåìûå íà ãðóïïû ïî n ïîäðÿä èäóùèõ, ó÷èòûâàÿ (*),
èìååì S(a) ≡ d · Σ(a) (mod p), ãäå

Σ(a) =
n−1∑
k=0

(−1)kak
2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a−1 òàêîé îñòàòîê ïî ìîäóëþ p, ÷òî aa−1 ≡ 1 (mod p). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

Σ(a)Σ(a−1) 6≡ 0 (mod p).

Èìååì

Σ(a)Σ(a−1) =
n−1∑
k=0

(−1)kak
2

.
n−1∑
`=0

(−1)`a−`
2

=
n−1∑
k=0

n−1∑
`=0

(−1)k+`a(k+`)(k−`).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî, êîãäà ïàðà (k, `) ïðîáåãàåò âñå ïàðû îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n, ïàðà (k+ `, k− `)
ïðîáåãàåò äâàæäû âñå ïàðû îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n, èìåþùèõ îäíó è òó æå ÷¼òíîñòü. Çíà÷èò,

Σ(a)Σ(a−1) ≡ 2
∑

06i,j6n−1
i≡j (mod 2)

(−1)iaij = 2
n−1∑
i=0

(−1)i
∑

06j6n−1
i≡j (mod 2)

aij (mod p).

Ðàçáåð¼ìñÿ, ÷åìó ðàâíà âíóòðåííÿÿ ñóììà (ïî j) â çàâèñèìîñòè îò i. Ïðè i 6= 0, n/2 îíà ïåðåõîäèò
â ñåáÿ (ïî ìîäóëþ p) ïðè äîìíîæåíèè íà a2i 6≡ 1 (mod p), òàê ÷òî îíà äåëèòñÿ íà p. Ïðè i = 0
âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâíà n/2. Åñëè æå i = n/2, òî ai ≡ −1 (mod p) (òàê êàê a2i ≡ 1 (mod p)), òàê ÷òî
âñå ñëàãàåìûå èìåþò âèä ai

2+2si = ai
2+sn ≡ ai

2 ≡ (−1)i (mod p). Çíà÷èò, âíóòðåííÿÿ ñóììà ñðàâíèìà
ñ (−1)2in/2 = n/2.

Èòàê, Σ(a)Σ(a−1) ≡ 2(n/2 + n/2 + 0) = 2n (mod p), îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.


