
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Первый тур 30.11.2022. Вторая лига, решения и указания для жюри.

♦ Оценка в 6 баллов в критериях означает отсутствие решения, если явно не оговорено обратное.
♦ Неразбор случаев в классической геометрии при условии, что хотя бы один существенный случай разо-

бран — дыра не более 4 баллов, если обратное не оговорено. Этот критерий НЕ ОТНОСИТСЯ к задачам по
комбинаторной геометрии и геометрическим неравенствам.

Конкурс капитанов. Какие простые значения может принимать выражение 2𝑝 + 𝑝2, где 𝑝— тоже про-
стое?

Ответ. 17.
1. На столе в ряд расположены 𝑛 лампочек, к каждой ведёт переключатель. Все переключатели располо-

жены в соседней комнате. Электрик Эдуард знает, что ровно один переключатель сломан, и ему нужно
найти этот переключатель (лампочки Эдуард не видит, но знает, какой переключатель к какой лампочке
ведёт). За одну секунду он успевает проделать одно из трёх действий:

∙ Нажать на переключатель, поменяв состояние лампочки, к которой он подключен (если, конечно,
переключатель не сломан);

∙ Проверить, включена ли одна из лампочек;

∙ Измерить потребление электроэнергии, узнав, сколько лампочек сейчас включено.

Изначально все лампочки выключены. Для какого наибольшего 𝑛 Эдуард сможет гарантированно найти
сломанный переключатель за 𝑛+ 10 секунд?

Ответ: 4084.
Решение. Обозначим через 𝑓(𝑛) наименьшее количество действий, за которые гарантированно можно

найти сломанный переключатель для 𝑛 лампочек. Будем называть первое действие операцией, а второе и
третье — вопросами. В самом начале нет смысла задавать вопросы (ответы на них и так известны), поэтому
сначала идёт несколько операций, потом несколько вопросов, потом снова операции, и так далее. Пусть для
некоторого 𝑘 первые 𝑛− 𝑘 действий были “переключить такую-то лампочку”.

Если первым вопросом мы проверили, включена ли какая-то лампочка (такой вопрос имеет смысл только
про лампочку, которую мы переключали), можно считать, что мы сначала переключили ту лампочку, а потом
измерили общее потребление электроэнергии. Таким образом, не умаляя общности можно считать, что был
задан вопрос 3. Допустим, потребляемая энергия не соответствует количеству переключенных лампочек.
Тогда, во-первых, за 𝑛 − 𝑘 − 1 действий можно найти неработающий переключатель — проверив подряд,
горят ли переключенные до этого лампочки, кроме последней; во вторых, за меньшее количество действий
не справиться: у нас останутся хотя бы две лампочки, про которые получена одинаковая информация, и
различить, какая из них сломана, не получится. Если же неработающий переключатель находится не в
множестве переключенных лампочек, то оставшееся количество действий равно 𝑓(𝑘). Таким образом, имеем

𝑓(𝑛) = min
0<𝑘<𝑛

[𝑛− 𝑘 + 1 +max(𝑛− 𝑘 − 1, 𝑓(𝑘))].

Так как нас интересует, насколько 𝑓(𝑛) больше, чем 𝑛, давайте введём функцию 𝑔(𝑛) = 𝑓(𝑛) − 𝑛 и
перепишем равенство как

𝑔(𝑛) = min
0<𝑘<𝑛

[1 + max(𝑛− 2𝑘 − 1, 𝑔(𝑘))].

Теперь обозначим через 𝑔𝑚 наибольшее значение, для которого 𝑔 (𝑔𝑚) = 𝑚. Тогда мы знаем, что 𝑔 (𝑔𝑚+1) =
1 + 𝑔 (𝑔𝑚), поэтому при подстановке 𝑘 = 𝑔𝑚 выражение 1 + max (𝑔𝑚+1 − 2𝑘 − 1, 𝑔(𝑘)) должно быть равно
1+ 𝑔 (𝑔𝑚), так как большее значение 𝑘 даст строго большее значение функции. Это означает, что когда 𝑔𝑚+1

принимает наибольшее значение, для него выполнено 𝑔𝑚+1 = 2𝑔𝑚+𝑚+1. Начиная с 𝑔(−1) = 1, по индукции
легко доказать, что 𝑔𝑚 = 2𝑚+2 −𝑚− 2, поэтому искомое значение равно 𝑔10 = 212 − 12 = 4084.
♦ Только пример: 2 балла, только оценка (из которой почему-то не следует пример): 6 баллов.

2. На плоскости провели 2022 прямые так, что никакие две проведённые прямые не параллельны, никакие
три не пересекаются в одной точке. Эти прямые разбили плоскость на конечные и бесконечные области.
Может ли оказаться, что все конечные области имеют целую площадь?



Ответ: да, может.
Решение. Проведём 2022 прямые общего положения с различными рациональными коэффициентами.

Получим, что все точки их пересечения имеют рациональные координаты. Сделаем гомотетию в начале
координат с коэффициентом, равным, например, произведению всех знаменателей всех координат точек
пересечения, после этого все эти координаты станут целыми. Тогда по формуле Пика каждая площадь
конечной части будет полуцелой. Сделав гомотетию с коэффициентом 2, по итогу сделаем все площади
целыми.
♦ Технические проблемы (например, забыли в конце домножить на 2): дыра не более 4 баллов.

3. Найдите все кубические четырёхчлены 𝑥3−𝑎𝑥2+(𝑎+𝑑)𝑥− (𝑎+2𝑑), где 𝑎 и 𝑑— целые числа, у которых
все три корня — различные неотрицательные целые числа.

Ответ: 𝑥3 − 36𝑥2 + 261𝑥− 486 и 𝑥3 − 26𝑥2 + 181𝑥− 336.
Решение. Пусть корни — это 𝐴 > 𝐵 > 𝐶. Тогда 𝐴+𝐵 +𝐶 = 𝑎, 𝐴𝐵 +𝐵𝐶 +𝐶𝐴 = 𝑎+ 𝑑 и 𝐴𝐵𝐶 = 𝑎+ 2𝑑.

Таким образом, 𝐴+𝐵+𝐶 +𝐴𝐵𝐶 = 2(𝐴𝐵+𝐵𝐶 +𝐶𝐴) или (𝐴− 1)(𝐵− 1)(𝐶 − 1) = 𝐴𝐵+𝐵𝐶 +𝐶𝐴− 1. Если
𝐶 = 0, то 𝐴+𝐵 = 2𝐴𝐵 и (2𝐴− 1)(2𝐵 − 1) = 1. Так как 𝐴,𝐵 > 0, то 𝐴 = 𝐵 = 1. Что не возможно.

Если 𝐶 = 1, то 𝐴𝐵 = 1 и 𝐴 = 𝐵 = 1. Что также не возможно.
Если 𝐶 = 2, то 𝐴+𝐵 + 2 + 2𝐴𝐵 = 2(𝐴𝐵 + 2𝐵 + 2𝐴) и 2 = 3(𝐴+𝐵). Что опять таки не возможно. Если

𝐶 = 3, то 𝐴 + 𝐵 + 3 + 3𝐴𝐵 = 2(𝐴𝐵 + 3𝐵 + 3𝐴) и 𝐴𝐵 − 5(𝐴 + 𝐵) + 3 = 0. То есть, (𝐴 − 5)(𝐵 − 5) = 22 и
либо 𝐴 = 27, 𝐵 = 6; либо 𝐴 = 16, 𝐵 = 7. В первом случае получаем — 𝑥3 − 36𝑥2 + 261𝑥− 486, во втором —
𝑥3 − 26𝑥2 + 181𝑥− 336.

Если 𝐶 = 4, то 𝐴+𝐵+4+4𝐴𝐵 = 2(𝐴𝐵+4𝐵+4𝐴) и 2𝐴𝐵−7(𝐴+𝐵)+4 = 0. То есть, (2𝐴−7)(2𝐵−7) = 41
и 𝐴 = 24, 𝐵 = 𝐶 = 4, что не возможно.

Если 𝐶 = 5, то 𝐴 + 𝐵 + 5 + 5𝐴𝐵 = 2(𝐴𝐵 + 5𝐵 + 5𝐴) и 3𝐴𝐵 − 9(𝐴 + 𝐵) + 5 = 0. Что не возможно по
модулю 3.

Если 𝐶 ⩾ 6, то

(𝐴− 1)(𝐵 − 1)(𝐶 − 1) ⩾ 5(𝐴− 1)(𝐵 − 1) = 5𝐴𝐵 − 5𝐴− 5𝐵 + 25 > 3𝐴𝐵 ⩾ 𝐴𝐵 +𝐵𝐶 +𝐴𝐶 − 1.

♦ Получено верхнее ограничение на 𝐶: 4 балла. Разобраны не все случаи, и их разбор не проводится
аналогично уже разобранным: не более 6 баллов за задачу. Арифметическая ошибка: дыра в 2 балла.

4. В шахматном турнире принимали участие 1000 человек. Каждый участник сыграл ровно 200 игр,
любые два участника сыграли друг с другом не более одного раза. За поражение игрок получал 0 очков, за
ничью 1/2, за победу 1 очко. Результат игрока — сумма набранных им очков. После турнира у каждо-
го участника посчитали коэффициент Зоннеборна. Коэффициент Зоннеборна участника складывается из
суммы трех чисел: квадрата его числа очков, суммы всех очков соперников, у которых данный участник
выиграл, и половины суммы очков соперников, с которыми данный участник сыграл вничью. Докажите,
что найдется участник с коэффициентом Зоннеборна не меньше 20 000.

Решение. Пусть участников 𝑁 , каждый сыграл 𝑚 игр. Пусть участник одержал 𝑥 побед, потерпел 𝑦
поражений, и 𝑧 ничьих. Тогда сумма квадратов очков участников равна

∑︀
(𝑥+ 𝑧/2)2. Остальные слагаемые

коэффициентов сложим по-другому: для каждого участника посчитаем его суммарный вклад в сумму ко-
эффициентов остальных. Этот вклад будет равен (𝑥+ 𝑧/2)(𝑦+ 𝑧/2). Тогда сумма всех коэффициентов равна∑︀

(𝑥+ 𝑧/2)(𝑥+ 𝑧/2 + 𝑦 + 𝑧/2) =
∑︀

𝑚(𝑥+ 𝑧/2) = 𝑚(𝑛𝑚/2) = 𝑛𝑚2/2, т.е. постоянна, а значит среднее ариф-
метическое коэффициентов равно 𝑚2/2 = 20 000. Найдется человек, чей коэффициент не меньше среднего
арифметического, что и требовалось доказать.
♦ Доказано, что сумма коэффициентов одинакова для всех турниров: 4 балла.

5. Остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписан в окружность 𝜔 с центром в точке 𝑂, его высоты пересе-
каются в точке 𝐻. На продолжении стороны 𝐵𝐶 за точку 𝐵 отмечена точка 𝑋 так, что 𝐻𝑋 ⊥ 𝐴𝑂.
Перпендикуляр, восставленный в точке 𝑋 к прямой 𝐵𝐶, вместе с прямыми 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 ограничивает тре-
угольник ∆. Точка 𝑆 — центр окружности, описанной около треугольника ∆. Докажите, что прямая 𝑆𝑋
касается окружности 𝜔.

Решение. Пусть точка 𝑃 симметрична 𝐻 относительно прямой 𝐵𝐶. Как известно, такая точка лежит на
окружности 𝜔, описанной около треугольника 𝐴𝐵𝐶. Заметим, что ∠𝑂𝑃𝑋 = ∠𝑂𝑃𝐴 + ∠𝐴𝑃𝑋 = ∠𝑂𝐴𝑃 +
∠𝑃𝐻𝑋 = 90∘, то есть 𝑋𝑃 касается 𝜔.



Пусть перпендикуляр в точке 𝑋 к прямой 𝐵𝐶 пересекает прямые 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 в точках 𝑌 и 𝑍. Тогда
∠𝑋𝑌 𝐵 = ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝑋𝑃𝐵, откуда следует, что четырехугольник 𝑋𝐵𝑃𝑌 — вписанный. Значит, 𝑃 — точ-
ка Микеля для четверки прямых 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝑌 𝑍. В частности, 𝑃 лежит на описанной окружности 𝛿
треугольника ∆.

Остается доказать, что 𝑆 лежит на касательной к 𝜔 в точке 𝑃 . Поскольку ∠𝑂𝑃𝑋 = 90∘, достаточно
проверить, что прямая 𝑃𝑂 касается 𝛿. Для этого посчитаем углы: ∠𝑂𝐴𝐵 = 90∘ −∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝑍𝑌 , поэтому
прямая 𝐴𝑂 касается 𝛿. Тогда, поскольку 𝐴𝑂 = 𝑂𝑃 и 𝐴𝑆 = 𝑆𝑃 , то прямая 𝑃𝑂 также касается 𝛿.
♦ Доказано, что 𝐻𝑋 касается окружности (𝐵𝐻𝐶): 0 баллов.
♦ Построена точка 𝑃 и доказано, что 𝑃𝑋 касается 𝜔: 2 балла.
♦ Доказано, что точка 𝑃 лежит на окружности (𝐴𝑋𝑌 ): 4 балла.
6. Докажите, что для любого натурального 𝑛 существует натуральное 𝑘 такое, что все числа 𝑘, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛

имеют в своей десятичной записи четыре подряд идущие цифры, образующие число 2022.
Решение. Докажем утверждение задачи индукцией по 𝑛, причем дополнительно потребуем (𝑘, 10) = 1.

Для 𝑛 = 1 возьмем 𝑘1 = 20221.
Пусть мы построили 𝑘𝑛−1 с (𝑘𝑛−1, 10) = 1, у которого степени от 1-ой до 𝑘−1-ой содержат в своей записи

2022. Пусть 𝑛 = 2ℓ5𝑚𝑛0, где (10, 𝑛0) = 1. Будем искать следующее число в виде

𝑘𝑛 = 10𝑥𝑎+ 𝑘𝑛−1.

При достаточно большом 𝑥 число (10𝑥𝑎+𝑘𝑛−1)
𝑖 будет заканчиваться на 𝑘𝑖𝑛−1, то есть будет иметь в своей

записи 2022. Осталось разобраться с 𝑛-ой степенью.

(10𝑥𝑎+ 𝑘𝑛−1)
𝑛 ≡ 𝑛10𝑥𝑎𝑘𝑛−1

𝑛−1 + 𝑘𝑛𝑛−1 (mod 102𝑥)

Возьмем 𝑎 = 2𝑚5ℓ𝑎0, а 𝑎0 подберем так, чтобы 𝑎0𝑛0𝑘
𝑛−1
𝑛−1 ≡ 20221 (mod 105). Тогда при достаточно боль-

шом 𝑥 в нашем числе будет фрагмент 2022.

7. Сумма 100 положительных чисел равна сумме их обратных величин. Докажите, что сумма их по-
парных произведений не менее 4950.

Решение. Обозначим числа 𝑎1, . . . , 𝑎100. Пусть
∑︀

𝑎𝑖 =
∑︀ 1

𝑎𝑖
= 𝑠, пусть 𝑛 = 100. Домножим сумму по-

парных произведений 𝑎𝑖 на сумму обратных к 𝑎𝑖, и раскроем скобки. Получим (
∑︀
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑎𝑗)(
∑︀
𝑖

1
𝑎𝑖
) = (𝑛 −

1)
∑︀
𝑖
𝑎𝑖 +

∑︀
𝑖,𝑗,𝑘

(𝑎𝑖𝑎𝑗/𝑎𝑘 + 𝑎𝑗𝑎𝑘/𝑎𝑖 + 𝑎𝑘𝑎𝑖/𝑎𝑗) ⩾ (𝑛 − 1)𝑠 +
∑︀
𝑖,𝑗,𝑘

(𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘) = (𝑛 − 1)𝑠 + (𝑛−1)(𝑛−2)
2

∑︀
𝑖
𝑎𝑖 =

((𝑛− 1) + (𝑛−1)(𝑛−2)
2 )𝑠 = 𝑛(𝑛− 1)𝑠/2. Поделим на 𝑠, получим, что сумма попарных произведений не меньше

𝑛(𝑛− 1)/2 = 100 · 99/2 = 4950.

8. Петя выписывает на доску все 2100 строк длины 100, состоящих из нулей и единиц, каждую — либо
красным, либо синим маркером. Затем Вася выбирает непустой набор позиций и разбивает все строки
на пары, в каждой из которых строки отличаются ровно в выбранных позициях. Всегда ли Вася сможет
выбрать этот набор позиций таким образом, чтобы среди этих пар количество одноцветных отличалось
от количества разноцветных?

Ответ: Нет.
Решение. Пусть Петя покрасит строки следующим образом. Он разобьет позиции на пары соседних: 1

со 2, 3 с 4, и т.д. — всего 50 пар. Затем посчитает количество пар, в которых стоят две единицы. Если
это количество четно — покрасит строку в красный цвет, если нечетно — в синий. Докажем, что какие бы
позиции не выбрал Вася, количество одноцветных и разноцветных пар в его подсчете окажется одинаковым.

Первый случай: пусть Вася выбрал хотя бы одну пару позиций вида 1-2, 3-4, и т.п., не умаляя общности,
пару 1-2. Разобьем все строчки на четверки, совпадающие во всех позициях, кроме первых двух. Посмотрим
на пары, в которые входят строки этой четвёрки. В двух парах (возможно, совпадающих), где цифры оди-
наковы, т.е. (1, 1, . . . ) и (0, 0, . . . ), будет один вид пар, а там, где цифры разные, т.е. (0, 1, . . . ) и (1, 0, . . . ),
будет другой вид пар. В таких подсчетах каждую пару мы учтём дважды и получим, что всего одноцветных
пар и разноцветных поровну.

Второй случай: Вася в каждой паре позиций вида 1-2, 3-4, и т.п. выбрал ровно одну, не умаляя общности
он выбрал позицию 1, но не выбрал позицию 2. Снова разобьем все строчки на четверки так же, как и в
первом случае. И снова в каждой четверке мы получаем, что для двух строчек в их парах цвета одного вида
(в (1, 1, . . . ) и (0, 1, . . . )), а для двух других строчек ((0, 0, . . . ) и (1, 0, . . . )) — другого вида.



♦ Верный пример (про который жюри понимает, что он работает), но нет доказательства: 4 балла. Верный
пример и разобран один случай: 6 баллов.

9. Докажите, что уравнение 𝑥5 + 𝑦3 + 𝑧2 − 3𝑥𝑦𝑧 = 0 имеет бесконечно много решений в натуральных
числах.

Решение. Будем искать решения, для которых 𝑥 = 𝑡2, а 𝑦 = 𝑡3 для некоторого натурального 𝑡. Тогда 𝑧
— корень квадратного уравнения 𝑧2 − 3𝑡5𝑧 + 𝑡10 + 𝑡9 = 0. Поскольку 𝑡 > 0, корень этого уравнения будет
натуральным числом тогда и только тогда, когда дискриминант 𝐷 = 𝑡8(5𝑡2 − 4𝑡) этого уравнения — точный
квадрат, т.е. когда 5𝑡2 − 4𝑡 — точный квадрат.

Заметим, что уравнение 5𝑡2 − 4𝑡 = 𝑠2 равносильно уравнению (5𝑡− 2)2 − 5𝑠2 = 4. Значит, нам достаточно
доказать, что у уравнения Пелля 𝑥2 − 5𝑦2 = 4 имеется бесконечно много решений, для которых 𝑥 ≡ 3
(mod 5). Из общей теории мы знаем два подхода к решению этого уравнения.

Подход 1, рекуррентное соотношение. Заметим, что 𝑥1 = 3, 𝑦1 = 1 является решением этого уравне-
ния, причём 𝑥1 ≡ 3 (mod 5). Прямой подстановкой можно убедиться, что если (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) — решение, то и
𝑥𝑛+1 = 9𝑥𝑛 + 20𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 = 4𝑥𝑛 + 9𝑦𝑛 — тоже решение. Осталось понять, почему найдутся бесконечно много
𝑥𝑘 ≡ 3 (mod 5). Для этого заметим, что последовательность пар остатков (𝑥𝑛≡ 5, 𝑦𝑛≡ 5) чисто периодична
(поскольку по остаткам 𝑥𝑛+1 и 𝑦𝑛+1 однозначно восстанавливаются остатки 𝑥𝑛 и 𝑦𝑛); поэтому, если встретит-
ся хотя бы одно решение, где 𝑥𝑘 ≡ 3 (mod 5) (а мы знаем, что для 𝑘 = 1 это так), то встретится и бесконечно
много.

Подход 2, явная формула. Прямой подстановкой можно проверить, что пара

𝑥𝑛 = (9 + 4
√
5)𝑛 + (9− 4

√
5)𝑛, 𝑦𝑛 =

(9 + 4
√
5)𝑛 − (9− 4

√
5)𝑛√

5

является решением. Заметим теперь, что при нечётном 𝑛 число 𝑥𝑛 даёт при делении на 5 остаток 3: после
раскрытия скобок и приведения подобных, все числа, кроме 2 · 9𝑛 будут делиться на 5.

10. Точка 𝑀 внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 такова, что ∠𝑀𝐴𝐶 = ∠𝑀𝐵𝐶. Точка 𝑁 симметрична 𝑀 отно-
сительно середины стороны 𝐴𝐵. Докажите, что 𝐴𝑀 ·𝐵𝑀 + 𝐶𝑀 · 𝐶𝑁 ⩾ 2𝑆(𝐴𝐵𝐶).

Решение. Отметим такую точку 𝐷, что 𝐴𝑀𝐷𝐶 — параллелограмм (а тогда и 𝑁𝐵𝐷𝐶 тоже паралле-
лограмм). ∠𝐶𝐵𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝐶𝐷𝑀 , поэтому 𝐶𝑀𝐵𝐷 вписанный. По теореме Птолемея 𝐵𝐶 · 𝑀𝐷 =
𝐵𝑀 ·𝐶𝐷+𝐶𝑀 ·𝐵𝐷. Но 𝐵𝐷 = 𝐶𝑁 , 𝐶𝐷 = 𝐴𝑀 , 𝑀𝐷 = 𝐴𝐶, откуда 𝐴𝑀 ·𝐴𝑁+𝐶𝑀 ·𝐶𝑁 = 𝐴𝐶 ·𝐵𝐶 ⩾ 2𝑆(𝐴𝐵𝐶).
♦ Верно сформулированной теоремой Птолемея можно пользоваться без доказательства.


