
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

×åòâåðòûé òóð 04.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, áîè çà 1 è 3 ìåñòà.

1. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà â äâóõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñòü, ÷òî â
òð¼õ èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ïëîñêîñòåé äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðàíè. Äîêàæèòå, ÷òî â îñòàâøåéñÿ ïëîñêîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òîæå èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè.

À. Ñêóòèí

2. Ó áîãà Ðàíäîìà åñòü íåñêîëüêî çîëîòûõ ñëèòêîâ îáùèì âåñîì â 2 êèëîãðàììà. ×òîáû ïîîùðèòü
ñâîåãî ðåâíîñòíîãî àäåïòà, îí äëÿ êàæäîãî ñëèòêà êèäàåò ìîíåòêó, íà êîòîðîé îð¼ë âûïàäàåò ñ
âåðîÿòíîñòüþ p 6 1/2, è â ñëó÷àå îðëà îòäà¼ò ýòîò ñëèòîê àäåïòó. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî àäåïò ïîëó÷èò áîëüøå êèëîãðàììà çîëîòà, íå ïðåâîñõîäèò p.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì îòêðûòîãî âîïðîñà

3. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Íåêîòîðûå èõ ïàðû ñîåäèíèëè îòðåçêàìè òàê, ÷òî ïîëó÷èëîñü äåðåâî, ïðè÷¼ì ñóììà äëèí ýòèõ
îòðåçêîâ � íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êðóãè, ïîñòðîåííûå íà ïðîâåä¼ííûõ îòðåçêàõ
êàê íà äèàìåòðàõ, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

A. K. Abu-A�ash, P. Carmi, M. Maman

4. Â êëåòêàõ òàáëèöû n×n (n > 2) ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü aij � ÷èñëî â êëåòêå,
íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Èçâåñòíî, ÷òî aij · aji = 1 äëÿ ëþáûõ i è j
òàêèõ, ÷òî 1 6 i 6 j 6 n. Ïóñòü Si = ai1 + ai2 + . . .+ ain. Äîêàæèòå, ÷òî
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Ìîíãîëèÿ, îëèìïèàäà èì. Ï.Ýíõáîëäà, 2018, 12 êëàññ, Romania TST 2022

5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åãî ðàçáèåíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèêñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè;
òàê, äëÿ ÷èñëà 4 åñòü 5 ðàçáèåíèé: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1+ 2 è 1 + 1+ 1+ 1). Âåñîì ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì
ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ êâàäðàòîâ åãî ñëàãàåìûõ (òàê, âåñ ðàçáèåíèÿ 2 + 2+ 3 ÷èñëà 7 ðàâåí 1/144).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ìåíüøå 2.

T. Amdeberhan, Ô. Ïåòðîâ

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç f(k) äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà
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Äîêàæèòå, ÷òî f(k) 6= f(n) ïðè n 6= k.
MathOver�ow

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî ∠ABC = ∠ADC > 90◦, AD < AB < BC.
Òî÷êè Oa, Ob, Oc, Od � öåíòðû îêðóæíîñòåé (BCD), (ACD), (ABD), (ABC) ñîîòâåòñòâåííî, à M �
ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Ëó÷ MB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ACD) â òî÷êå E. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê BE ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó óãëà ObOcOd â òî÷êå G, à âíåøíþþ áèññåêòðèñó óãëà ObOaOd �
â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠FObG = ∠ABC.

Ì. Äèäèí

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâà
A1, A2, . . . , An òàêèå, ÷òî (1) |Ak| = ϕ(k) ïðè âñåõ 1 6 k 6 n, è (2) Ai è Aj íå ñîäåðæàò îáùèõ
ýëåìåíòîâ, åñëè 1 6 i < j 6 n è ÍÎÊ(i, j) 6 n. (Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ϕ(k) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ k è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ k.)

P. Cameron, V. Phan



9. Â ñòðàíå åñòü íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ îðãàíèçîâàíû äâóñòîðîííèå ðåé-
ñû. Òóðèñòè÷åñêàÿ êîìïàíèÿ ïðåäëàãàåò âñåâîçìîæíûå òóðû èç d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåéñîâ (òóðû
ìîãóò çàõîäèòü â ãîðîä íåñêîëüêî ðàç è äàæå èñïîëüçîâàòü îäèí àâèàðåéñ íåñêîëüêî ðàç). Êîìïàíèÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) ãîðîäîâ êîëè÷åñòâî òóðîâ, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ â ïåðâîì ãîðîäå è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âî âòîðîì, íå÷¼òíî. Ìîæåò ëè ýòî áûòü ïðàâäîé, õîòÿ
áû äëÿ êàêîãî-òî d?

Z. Hunter, T. Chow, Ô. Ïåòðîâ, ýëåìåíòàðèçîâàíî È. Áîãäàíîâûì

10. Íà Ìàðñå â õîäó êóïþðû, äîñòîèíñòâà êîòîðûõ ðàâíû a, b èëè c áàáîñîâ, ãäå a, b è c � íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà. Ìàðñèàíèí îáíàðóæèë, ÷òî ó íåãî èìåþòñÿ êóïþðû îáùåé ñóììîé 2A áàáîñîâ, ãäå
A = ÍÎÊ(a, b, c). Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ðàçëîæèòü âñå ñâîè áàáîñû ïî äâóì êàðìàíàì òàê, ÷òîáû
â íèõ áûëî ïîðîâíó áàáîñîâ.

MathOver�ow, Ô. Ïåòðîâ



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

×åòâåðòûé òóð 04.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà, áîè çà 5 è 7 ìåñòà.

Ïåðâàÿ ëèãà. Âòîðàÿ ëèãà, áîé çà 1 ìåñòî.

1. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà â äâóõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñòü, ÷òî â
òð¼õ èç ýòèõ ÷åòûð¼õ ïëîñêîñòåé äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðàíè. Äîêàæèòå, ÷òî â îñòàâøåéñÿ ïëîñêîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òîæå èçîãîíàëüíî
ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè.

À. Ñêóòèí

2. Ó áîãà Ðàíäîìà åñòü íåñêîëüêî çîëîòûõ ñëèòêîâ îáùèì âåñîì â 2 êèëîãðàììà. ×òîáû ïîîùðèòü
ñâîåãî ðåâíîñòíîãî àäåïòà, îí äëÿ êàæäîãî ñëèòêà êèäàåò ìîíåòêó, íà êîòîðîé îð¼ë âûïàäàåò ñ
âåðîÿòíîñòüþ 3

7
, è â ñëó÷àå îðëà îòäà¼ò ýòîò ñëèòîê àäåïòó. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

àäåïò ïîëó÷èò áîëüøå êèëîãðàììà çîëîòà, íå ïðåâîñõîäèò 3
7
.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì îòêðûòîãî âîïðîñà

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî èç ëþáûõ n
òî÷åê íà ïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü k òàêèõ òî÷åê, ÷òî èëè âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íå ïðåâîñõîäÿò
2, èëè âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ñòðîãî áîëüøå 1.

Romanian TST 2022

4. Â êëåòêàõ òàáëèöû n×n (n > 2) ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü aij � ÷èñëî â êëåòêå,
íàõîäÿùåéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Èçâåñòíî, ÷òî aij · aji = 1 äëÿ ëþáûõ i è j
òàêèõ, ÷òî 1 6 i 6 j 6 n. Ïóñòü Si = ai1 + ai2 + . . .+ ain. Äîêàæèòå, ÷òî
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Ìîíãîëèÿ, îëèìïèàäà èì. Ï.Ýíõáîëäà, 2018, 12 êëàññ, Romania TST 2022

5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åãî ðàçáèåíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå n â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèêñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè;
òàê, äëÿ ÷èñëà 4 åñòü 5 ðàçáèåíèé: 4, 1 + 3, 2 + 2, 1 + 1+ 2 è 1 + 1+ 1+ 1). Âåñîì ðàçáèåíèÿ íàçîâ¼ì
ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ êâàäðàòîâ åãî ñëàãàåìûõ (òàê, âåñ ðàçáèåíèÿ 2 + 2+ 3 ÷èñëà 7 ðàâåí 1/144).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåñîâ âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n ìåíüøå 2.

T. Amdeberhan, Ô. Ïåòðîâ

6. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÷åòíîâàòûì, åñëè â åãî ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷¼òíîå
÷èñëî ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 6, 60 ÷åòíîâàòû, à 12 � íåò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . .
ñîñòîèò èç ÷åòíîâàòûõ ÷èñåë è óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m è n óñëîâèþ

am+n = am + an + 2mn.

Íàéäèòå âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Áåíèëþêñ, 2009

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî ∠ABC = ∠ADC > 90◦, AD < AB < BC.
Òî÷êè Oa, Ob, Oc, Od � öåíòðû îêðóæíîñòåé (BCD), (ACD), (ABD), (ABC) ñîîòâåòñòâåííî, à M �
ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Ëó÷ MB ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (ACD) â òî÷êå E. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿð ê BE ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó óãëà ObOcOd â òî÷êå G, à âíåøíþþ áèññåêòðèñó óãëà ObOaOd �
â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠FObG = ∠ABC.

Ì. Äèäèí

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå ìîæíî âûáðàòü ïîäìíîæåñòâà
A1, A2, . . . , An òàêèå, ÷òî (1) |Ak| = ϕ(k) ïðè âñåõ 1 6 k 6 n, è (2) Ai è Aj íå ñîäåðæàò îáùèõ
ýëåìåíòîâ, åñëè 1 6 i < j 6 n è ÍÎÊ(i, j) 6 n. (Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ϕ(k) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ k è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ k.)

P. Cameron, V. Phan



9. Â ñòðàíå åñòü íåñêîëüêî àýðîïîðòîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ îðãàíèçîâàíû äâóñòîðîííèå ðåé-
ñû. Èç êàæäîãî ãîðîäà åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî ðåéñîâ. Òóðèñòè÷åñêàÿ êîìïàíèÿ ïðåäëàãàåò âñåâîçìîæíûå
òóðû èç d ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåéñîâ (òóðû ìîãóò çàõîäèòü â ãîðîä íåñêîëüêî ðàç è äàæå èñïîëü-
çîâàòü îäèí àâèàðåéñ íåñêîëüêî ðàç). Êîìïàíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ) ãîðîäîâ êîëè÷åñòâî òóðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â ïåðâîì ãîðîäå è çàêàí÷èâàþùèõñÿ âî âòî-
ðîì, íå÷¼òíî. Ìîæåò ëè ýòî áûòü ïðàâäîé, õîòÿ áû äëÿ êàêîãî-òî d?

Z. Hunter, T. Chow

10. Íà Ìàðñå â õîäó êóïþðû, äîñòîèíñòâà êîòîðûõ ðàâíû a, b èëè c áàáîñîâ, ãäå a, b è c � íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà. Ìàðñèàíèí îáíàðóæèë, ÷òî ó íåãî èìåþòñÿ êóïþðû îáùåé ñóììîé 2A áàáîñîâ, ãäå
A = ÍÎÊ(a, b, c). Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ðàçëîæèòü âñå ñâîè áàáîñû ïî äâóì êàðìàíàì òàê, ÷òîáû
â íèõ áûëî ïîðîâíó áàáîñîâ.

MathOver�ow, Ô. Ïåòðîâ


