
Двадцать пятый математический турнир старшеклассников
«Кубок памяти А.Н.Колмогорова»

Тверь, 28 ноября – 5 декабря 2022 года
Четвёртый тур 04.12.2022. ТРЕТЬЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1–4 МЕСТА

1. Даны натуральные числа k ⩾ 2, n > k и t. Каждому упорядоченному набору натуральных чисел
x1 < x2 < . . . < xk, не превосходящих n, удалось сопоставить натуральное число f(x1, x2, . . . , xk), не
превосходящее t, что f(x1, x2, . . . , xk) ̸= f(x2, x3, . . . , xk+1) при 1 ⩽ x1 < x2 < . . . < xk < xk+1 ⩽ n.

Докажите, что n ⩽ 22
...2

t

(k − 1 двойка).
2. Аня пишет числа 1, 2, . . . , 100 в клетки таблицы 10× 10, каждое число по одному разу, в произ-

вольном порядке. За один ход Боря выбирает строку или столбец и просит Аню упорядочить числа:
по возрастанию слева направо в строках и по возрастанию сверху вниз в столбцах. При этом Боря
таблицу не видит. Через 11 ходов он должен указать клетку, на которой будет написано число от
30 до 71 (включительно). Сможет ли Боря гарантированно победить, как бы ни расставляла числа
Аня?
3. Для натурального числа m обозначим через φ(m) количество натуральных чисел, не превосхо-

дящих m и взаимно простых с m, а через σ(m) сумму натуральных делителей числа m. Найдите все
чётные натуральные n, для которых n5σ(n)− 2 делится на φ(n).

4. Точка O — центр описанной окружности ω остроугольного треугольника ABC. Биссектриса угла
∠BAC пересекает BC в точке D. Окружность ωA касается отрезков AB и AC, а также внутренним
образом касается ω в точке P . Обозначим через E и F точки касания вневписанных окружностей с
отрезками AC и AB соответственно. Пусть N — точка Нагеля, то есть точка пересечения отрезков
BE и CF . Оказалось, что N лежит на описанной окружности треугольника AEF . Докажите, что N
также лежит на описанной окружности треугольника PDO.
5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник T и круг Ω. Докажите, что площадь

пересечения не превосходит
S(T )

3
+

S(Ω)

2
.

6. Дано бесконечное множество A, состоящее из целых чисел. Докажите, что в нем можно выбрать
такие 20 элементов, что среднее арифметическое любых 11 из них не принадлежит множеству A.
7. Дано нечётное натуральное n. За столом сидят n человек, изначально у каждого из них по n

монет. Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше,
отдаёт одну монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто
отдаёт другому монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у
одного человека. Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?
8. Пусть α— единственный вещественный корень многочлена x3−2x2+x−1. Известно, что 1 < α < 2.

Определим последовательность многочленов {pn(x)}n⩾0, приняв p0(x) = x и

pn+1(x) = (pn(x))
2 − α

при всех целых n ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена p10(x)?
9. Пусть ABCDE — правильный пятиугольник. Точки P и Q лежат на сторонах BC и CD соответ-

ственно так, что ∠APQ = 90◦ и ∠PAQ = 36◦. Найдите градусную меру угла QED.
10. Существуют ли граф G, все степени вершин которого чётны, и натуральное число n такие, что

для любых двух (не обязательно различных) вершин u, v существует нечётное число способов дойти
из u в v ровно за n шагов? (При «доходе» можно проходить по вершине или ребру несколько раз.)
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1. Дан конечный набор натуральных чисел A = {a1, a2, . . . , an}. Известно, что существует множество
целых чисел B такое, что любое натуральное число k можно единственным образом представить в
виде k = a+ b | a ∈ A, b ∈ B. Докажите, что существует множество целых чисел C такое, что любое
целое число k можно единственным образом представить в виде k = a+ c | a ∈ A, c ∈ C.
2. Аня пишет числа 1, 2, . . . , 100 в клетки таблицы 10× 10, каждое число по одному разу, в произ-

вольном порядке. За один ход Боря выбирает строку или столбец и просит Аню упорядочить числа:
по возрастанию слева направо в строках и по возрастанию сверху вниз в столбцах. При этом Боря
таблицу не видит. Через 11 ходов он должен указать клетку, на которой будет написано число от
30 до 71 (включительно). Сможет ли Боря гарантированно победить, как бы ни расставляла числа
Аня?
3. Для натурального числа m обозначим через φ(m) количество натуральных чисел, не превосхо-

дящих m и взаимно простых с m, а через σ(m) сумму натуральных делителей числа m. Найдите все
чётные натуральные n, для которых n5σ(n)− 2 делится на φ(n).

4. В треугольнике ABC биссектриса угла A пересекает вневписанную окружность (касающуюся
стороны BC) в точках D и E таких, что D лежит на отрезке AE. Докажите, что

AD

AE
⩽

BC2

DE2
.

5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник T и круг Ω. Докажите, что площадь

пересечения не превосходит
S(T )

3
+

S(Ω)

2
.

6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел k таких, что число kk можно
представить в виде суммы кубов двух натуральных чисел.
7. Дано нечётное натуральное n. За столом сидят n человек, изначально у каждого из них по n

монет. Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше,
отдаёт одну монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто
отдаёт другому монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у
одного человека. Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?
8. Пусть α— единственный вещественный корень многочлена x3−2x2+x−1. Известно, что 1 < α < 2.

Определим последовательность многочленов {pn(x)}n⩾0, приняв p0(x) = x и

pn+1(x) = (pn(x))
2 − α

при всех целых n ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена p10(x)?
9. Пусть ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность Ω. Прямая, параллельная отрезку BC,

пересекает отрезки AB и AC в точках S и T соответственно. Пусть X — точка пересечения прямых
BE и DS, а Y — точка пересечения прямых CE и DT . Докажите, что если прямая AD является
касательной к описанной окружности треугольника DXY , то прямая AE является касательной к
описанной окружности треугольника EXY .
10. Дано натуральное число k ⩾ 2. Найдите наименьшее натуральное число n такое, что из лю-

бых n точек на плоскости можно выбрать k таких точек, что либо все расстояния между ними не
превосходят 2, либо все расстояния между ними строго больше 1.
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1. Даны натуральные числа k ⩾ 2, n > k и t. Каждому упорядоченному набору натуральных чисел
x1 < x2 < . . . < xk, не превосходящих n, удалось сопоставить натуральное число f(x1, x2, . . . , xk), не
превосходящее t, что f(x1, x2, . . . , xk) ̸= f(x2, x3, . . . , xk+1) при 1 ⩽ x1 < x2 < . . . < xk < xk+1 ⩽ n.

Докажите, что n ⩽ 22
...2

t

(k − 1 двойка).
2. Последовательность a1, a2, . . . состоит из квадратов натуральных чисел и удовлетворяет при всех

натуральных m и n условию am+n = am + an + 2mn. Найдите все такие последовательности.
3. На Марсе в ходу купюры трёх достоинств a, b, c бабосов, где a, b, c — натуральные числа. Мар-

сианин обнаружил, что у него имеются купюры общей суммой 2A бабосов, где A = НОК(a, b, c).
Докажите, что он может положить все свои бабосы в два кармана так, чтобы в них было поровну
бабосов.
4. Точка O — центр описанной окружности ω остроугольного треугольника ABC. Биссектриса угла
∠BAC пересекает BC в точке D. Окружность ωA касается отрезков AB и AC, а также внутренним
образом касается ω в точке P . Обозначим через E и F точки касания вневписанных окружностей с
отрезками AC и AB соответственно. Пусть N — точка Нагеля, то есть точка пересечения отрезков
BE и CF . Оказалось, что N лежит на описанной окружности треугольника AEF . Докажите, что N
также лежит на описанной окружности треугольника PDO.
5. На плоскости нарисованы пересекающиеся треугольник T и круг Ω. Докажите, что площадь

пересечения не превосходит
S(T )

3
+

S(Ω)

2
.

6. Дано бесконечное множество A, состоящее из целых чисел. Докажите, что в нем можно выбрать
такие 20 элементов, что среднее арифметическое любых 11 из них не принадлежит множеству A.
7. Дано нечётное натуральное n. За столом сидят n человек, изначально у каждого из них по n

монет. Раз в минуту произвольным образом выбираются два человека, и тот, у кого монет меньше,
отдаёт одну монету тому, у кого монет больше. Если у выбранных людей монет поровну, то тот, кто
отдаёт другому монету, выбирается случайно. Процесс заканчивается, когда все монеты соберутся у
одного человека. Какое наибольшее число минут может продолжаться этот процесс?
8. Пусть α— единственный вещественный корень многочлена x3−2x2+x−1. Известно, что 1 < α < 2.

Определим последовательность многочленов {pn(x)}n⩾0, приняв p0(x) = x и

pn+1(x) = (pn(x))
2 − α

при всех целых n ⩾ 0. Сколько различных вещественных корней у многочлена p10(x)?
9. Пусть ABCDE — правильный пятиугольник. Точки P и Q лежат на сторонах BC и CD соответ-

ственно так, что ∠APQ = 90◦ и ∠PAQ = 36◦. Найдите градусную меру угла QED.
10. Существуют ли граф G, все степени вершин которого чётны, и натуральное число n такие, что

для любых двух (не обязательно различных) вершин u, v существует нечётное число способов дойти
из u в v ровно за n шагов? (При «доходе» можно проходить по вершине или ребру несколько раз.)


