
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
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Ïåðâûé òóð 30.11.2022. Âûñøàÿ ëèãà.

1.Äëÿ íàòóðàëüíîãîm îáîçíà÷èì Pm(x) = 8xm+2+(2x+1)3(x+1)m−1. Òàêæå ïîëîæèì P0(x) = 4x+1.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå a0, a1, . . . , an, ÷òî

(4x+ 1)n = a0P0(x) + · · ·+ anPn(x).

MathOver�ow

2. Â ñôåðó âïèñàíû äâà òåòðàýäðà A1A2A3A4 è B1B2B3B4. Èçâåñòíî, ÷òî AiAj > BiBj ïðè ëþáûõ
i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò âíå òåòðàýäðà B1B2B3B4.

Ôîëüêëîð

3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ Ta, Tb, Tc
ñîîòâåòñòâåííî. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íàïðîòèâ âåðøèí B è C, êàñàþòñÿ ïðÿìûõ
AB è AC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå CX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Na. Òî÷êè Nb

è Nc îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòìå÷åíû ñëåäóþùèå 6 òî÷åê: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé TaTb ñ
îòðåçêàìè NaNc è NbNc, ïðÿìîé TaTc ñ îòðåçêàìè NaNb è NcNb, à òàêæå ïðÿìîé TbTc ñ îòðåçêàìè
NcNa è NbNa. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

MathOver�ow

4. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åãî âûñîòû ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà X òàê, ÷òî HX ⊥ AO.
Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC, âìåñòå ñ ïðÿìûìè AB è AC îãðàíè÷èâà-
åò òðåóãîëüíèê ∆. Òî÷êà S � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ∆. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ SX êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.

Ì. Äèäèí, È. Ôðîëîâ

5. Ñàøå ïîðó÷èëè ñîîðóäèòü êîìïüþòåð, âû÷èñëÿþùèé êâàäðàò ñóììû 99 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1. Âìåñòî ýòîãî Ñàøà ïîäîáðàë 99 ôóíêöèé f1, f2, . . . , f99 : [0, 1] → R, è êîãäà â
êîìïüþòåð ââîäÿò ÷èñëà x1, . . . , x99, îí âûâîäèò ñóììó f1(x1) + · · ·+ f99(x99). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ,
êîíå÷íî, íå âñåãäà òî÷åí, íî Ñàøà ãîâîðèò, ÷òî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ (ò.å. ìîäóëü ðàçíîñòè èñêîìîãî
êâàäðàòà ñóììû è ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà) íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà m. Ïðè êàêîì
íàèìåíüøåì m ýòî ìîæåò áûòü âåðíî?

ôîðóì Art of Problem Solving

6. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n êëåòîê. Íàçîâ¼ì äâå ðàçëè÷íûõ êëåòêè ñîñåäíèìè, åñëè ó
íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ âåðøèíà. Ðàç â ìèíóòó êàæäàÿ íå îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé õîòÿ
áû 4 ñîñåäíèå êëåòêè îòìå÷åíû, ñòàíîâèòñÿ îòìå÷åííîé. Íàéäèòå âñå ÷èñëà α òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì
n è ïðè ëþáîì ñïîñîáå îòìåòèòü èçíà÷àëüíûå n êëåòîê, êîëè÷åñòâî îòìå÷åííûõ êëåòîê íèêîãäà íå
ïðåâûñèò αn2 + 1000.

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ÷èñëî β òàêîå, ÷òî äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî {αn} ëåæèò â îòðåçêå [β − 2−n, β + 2−n]?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

8. Äàíî íàòóðàëüíîå n. Ïåòÿ âûïèñûâàåò íà äîñêó âñå 2n ñòðîê äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé
è åäèíèö, êàæäóþ � ëèáî êðàñíûì, ëèáî ñèíèì ìàðêåðîì. Çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò íåïóñòîé íàáîð
ïîçèöèé è ðàçáèâàåò âñå ñòðîêè íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â âûáðàííûõ
ïîçèöèÿõ. Âàñÿ ïîáåæäàåò, åñëè êîëè÷åñòâî ðàçíîöâåòíûõ ïàð íå ðàâíî êîëè÷åñòâó îäíîöâåòíûõ. Ïðè
êàêèõ n ó Ïåòÿ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

MathOver�ow

9. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x5 +y3 +z2−3xyz = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì çàäà÷è èç Crux Mathematicorum

10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 3. Â ãðàôå G åñòü n âåðøèí è k ð¼áåð. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè σ åãî âåðøèí íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû u è v, íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, òàêèå, ÷òî σ(u) è
σ(v) òàêæå íå ñîåäèíåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýòî âîçìîæíî?

À. Êóçíåöîâ, È. Áîãäàíîâ



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Ïåðâûé òóð 30.11.2022. Ïåðâàÿ ëèãà.

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ êàæ-
äîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i > 2022 ÷èñëî ai � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî

x +
i−1∑

k=i−2021

ak ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî an = 8085. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî

âåëè÷èíà
n+2021∑
k=n

ak ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ n > N , è íàéäèòå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû.

Êîðåÿ-2022

2. Â ñôåðó âïèñàíû äâà òåòðàýäðà A1A2A3A4 è B1B2B3B4. Èçâåñòíî, ÷òî AiAj > BiBj ïðè ëþáûõ
i 6= j. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñôåðû ëåæèò âíå òåòðàýäðà B1B2B3B4.

Ôîëüêëîð

3. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ Ta, Tb, Tc
ñîîòâåòñòâåííî. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íàïðîòèâ âåðøèí B è C, êàñàþòñÿ ïðÿìûõ
AB è AC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå CX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Na. Òî÷êè Nb

è Nc îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòìå÷åíû ñëåäóþùèå 6 òî÷åê: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé TaTb ñ
îòðåçêàìè NaNc è NbNc, ïðÿìîé TaTc ñ îòðåçêàìè NaNb è NcNb, à òàêæå ïðÿìîé TbTc ñ îòðåçêàìè
NcNa è NbNa. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè øåñòü òî÷åê ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

MathOver�ow

4. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åãî âûñîòû ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà X òàê, ÷òî HX ⊥ AO.
Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé â òî÷êå X ê ïðÿìîé BC, âìåñòå ñ ïðÿìûìè AB è AC îãðàíè÷èâà-
åò òðåóãîëüíèê ∆. Òî÷êà S � öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ∆. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ SX êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.

Ì. Äèäèí, È. Ôðîëîâ

5. Ñàøå ïîðó÷èëè ñîîðóäèòü êîìïüþòåð, âû÷èñëÿþùèé êâàäðàò ñóììû 99 íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1. Âìåñòî ýòîãî Ñàøà ïîäîáðàë 99 ôóíêöèé f1, f2, . . . , f99 : [0, 1] → R, è êîãäà â
êîìïüþòåð ââîäÿò ÷èñëà x1, . . . , x99, îí âûâîäèò ñóììó f1(x1) + · · ·+ f99(x99). Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ,
êîíå÷íî, íå âñåãäà òî÷åí, íî Ñàøà ãîâîðèò, ÷òî îøèáêà âû÷èñëåíèÿ (ò.å. ìîäóëü ðàçíîñòè èñêîìîãî
êâàäðàòà ñóììû è ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà) íèêîãäà íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà m. Ïðè êàêîì
íàèìåíüøåì m ýòî ìîæåò áûòü âåðíî?

ôîðóì Art of Problem Solving

6. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n êëåòîê. Íàçîâ¼ì äâå ðàçëè÷íûõ êëåòêè ñîñåäíèìè, åñëè ó
íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ âåðøèíà. Ðàç â ìèíóòó êàæäàÿ íå îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé õîòÿ
áû 4 ñîñåäíèå êëåòêè îòìå÷åíû, ñòàíîâèòñÿ îòìå÷åííîé. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ íà äîñêå îòìå÷åíî áîëüøå, ÷åì 1

2
n2 + 1000n êëåòîê?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

7. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ ÷èñëî β òàêîå, ÷òî äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî {αn} ëåæèò â îòðåçêå [β − 2−n, β + 2−n]?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

8. Ïåòÿ âûïèñûâàåò íà äîñêó âñå 2100 ñòðîê äëèíû 100, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé è åäèíèö, êàæäóþ � ëèáî
êðàñíûì, ëèáî ñèíèì ìàðêåðîì. Çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò íåïóñòîé íàáîð ïîçèöèé è ðàçáèâàåò âñå ñòðîêè
íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòðîêè îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ. Âñåãäà ëè Âàñÿ
ñìîæåò âûáðàòü ýòîò íàáîð ïîçèöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäè ýòèõ ïàð êîëè÷åñòâî îäíîöâåòíûõ
îòëè÷àëîñü îò êîëè÷åñòâà ðàçíîöâåòíûõ?

MathOver�ow

9. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x5 +y3 +z2−3xyz = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

È. Áîãäàíîâ ïî ìîòèâàì çàäà÷è èç Crux Mathematicorum

10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 3. Â ãðàôå G åñòü n âåðøèí è k ð¼áåð. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè σ åãî âåðøèí íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû u è v, íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, òàêèå, ÷òî σ(u) è
σ(v) òàêæå íå ñîåäèíåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýòî âîçìîæíî?

À. Êóçíåöîâ, È. Áîãäàíîâ


