
Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Âòîðîé òóð 01.12.2022. Âûñøàÿ ëèãà.

1. Áèññåêòðèñà óãëà B íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC è îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P è D ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè K, L, M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AD, AP , PC
è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BKL, BMN è ONK, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

À. Êóçíåöîâ

2. Äàí íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x), ñòåïåíü d êîòîðîãî
íå ìåíüøå m, êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà |P (Q(x))| 6 1 íå ïðåâîñõîäèò d.

Èç êíèãè N. Safaei

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â ñòî öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñ-
òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . , ÷òî ðàçíîñòè ai+1 − ai îãðàíè÷åíû,
è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå x òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a1 + x, a2 + x, . . . , an + x
èìåþò îäèí è òîò æå öâåò.

Ô. Ïåòðîâ ïî ìîòèâàì ôîëüêëîðà

4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M è îòìå÷åíà åãî âåðøèíà V . Ïóñòü P � íàè-
áîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â M , à PV � íàèáîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà,
ñîäåðæàùåãîñÿ â M , îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî � V . Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü P/PV ?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

5. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïîëîñêè ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè.
Èçíà÷àëüíî â êëåòêàõ 1, 2, . . . , n ñòîèò ïî ÷åëîâåêó. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ìîíåòêà, íà êîòîðîé
¾îð¼ë¿ âûïàäàåò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (ðàçíîé äëÿ ðàçíûõ ëþäåé). Íà êàæäîé ìèíóòå îíè ïî
î÷åðåäè (ñïðàâà íàëåâî) êèäàþò ñâîè ìîíåòêè; åñëè ó ÷åëîâåêà âûïàë ¾îð¼ë¿ è ñîñåäíÿÿ êëåòêà
ñïðàâà ñâîáîäíà, îí ïåðåìåùàåòñÿ â íå¼, èíà÷å îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ïóñòü f(x, y) � âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî çà x ìèíóò ñàìûé ëåâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âïðàâî.
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ñ òîé æå íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêîé; ëþäè êèäàþò ìîíåòêè â ïîðÿäêå
ñëåâà íàïðàâî è â ñëó÷àå ¾îðëà¿ äâèãàþòñÿ íà êëåòêó âëåâî, åñëè ýòà êëåòêà ñâîáîäíà. Äîêàæèòå,
÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ñàìûé ïðàâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âëåâî,
òàêæå ðàâíà f(x, y).

È. Áîãäàíîâ, Ë. Ïåòðîâ

6. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ôèîëåòîâûé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê è åãî âïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü. Çàòåì ãîëóáûì öâåòîì ïðîâåëè òðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ôèîëåòîâîãî òðåóãîëü-
íèêà è òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Ðàññìîòðèì äëèíû
âñåõ 9 îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ãîëóáûå îòðåçêè ðàçáèâàþòñÿ äðóã äðóãîì è âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äëèí ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ô. Èâëåâ, È. Ôðîëîâ

7. Èçíà÷àëüíî â 999 êëåòêàõ êëåò÷àòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòàâèëè ïî ôèøêå. Åñëè òðè
êëåòêè a, b, c ñòîÿò ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, ïðè÷¼ì â a è b ñòîÿò ôèøêè, à c ïóñòà,
òî ôèøêà èç a ìîæåò çà õîä ïåðåïðûãíóòü â c. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
N ìîæíî ñîâåðøèòü íåñêîëüêî õîäîâ òàê, ÷òî â ïîëîñàõ |x| 6 N è |y| 6 N íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé
ôèøêè?

MathOver�ow, óñèëåíî

8. Äàíî íàòóðàëüíîå a > 10, Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . çàäàíà ðåêóððåíòíî:
x1 = a, xn+1 = x3

n− 3xn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ [(a+ 1)/2] ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ íà 2a− 5.

Ì. Àíòèïîâ

9. Íà îòðåçêå [A,B] âûáðàíû n > 2 ÷èñåë x1, . . . , xn; íå âñå îíè íóëè, à èõ ñóììà ðàâíà íóëþ.
Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà t êîëè÷åñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (i, j) òàêèõ, ÷òî 1 6 i, j 6 n è |xi − xj| > 1/t, íå ïðåâîñõîäèò t. Äîêàæèòå, ÷òî

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n <

B − A

n
.

N. Safaei



10. Íà ñòîëå ñòîÿò 486 îäèíàêîâûõ ñòàêàíîâ, â íèõ íàëèòà âîäà. Çà õîä ìîæíî âûáðàòü 480 ñòàêàíîâ
è ïåðåðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ â íèõ âîäó ìåæäó íèìè òàê, ÷òîáû âî âñåõ ýòèõ 480 ñòàêàíàõ ñòàëî
ïîðîâíó âîäû. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âîäû ïî ñòàêàíàì ìîæíî çà íåñêîëüêî õîäîâ
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ ñòàêàíàõ ñòàëî ïîðîâíó âîäû?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ



Äâàäöàòü ïÿòûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð ñòàðøåêëàññíèêîâ ¾Êóáîê ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà¿
Òâåðü, 28 íîÿáðÿ�5 äåêàáðÿ 2022 ãîäà

Âòîðîé òóð 01.12.2022. Ïåðâàÿ ëèãà.

1. Áèññåêòðèñà óãëà B íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC è îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P è D ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè K, L, M è N � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AD, AP , PC
è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BKL, BMN è ONK, èìåþò îáùóþ òî÷êó.

À. Êóçíåöîâ

2. Äàí íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x), ñòåïåíü d êîòîðîãî
íå ìåíüøå m, êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà |P (Q(x))| 6 1 íå ïðåâîñõîäèò d.

Èç êíèãè N. Safaei

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñ-
òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . , ÷òî ðàçíîñòè ai+1 − ai îãðàíè÷åíû,
è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå x òàêîå, ÷òî âñå ÷èñëà a1 + x, a2 + x, . . . , an + x
èìåþò îäèí è òîò æå öâåò.

Îáëåã÷åíèå çàäà÷è èç âûñøåé ëèãè

4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M è îòìå÷åíà åãî âåðøèíà V . Ïóñòü P � íàè-
áîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãîñÿ â M , à PV � íàèáîëüøèé ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà,
ñîäåðæàùåãîñÿ â M , îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî � V . Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü P/PV ?

MathOver�ow, È. Áîãäàíîâ

5. Êëåòêè áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïîëîñêè ïðîíóìåðîâàíû ïîñëåäîâàòåëüíî âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè.
Èçíà÷àëüíî â êëåòêàõ 1 è 2 ñòîèò ïî ÷åëîâåêó. Ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ìîíåòêà, íà êîòîðîé ¾îð¼ë¿
âûïàäàåò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ (ðàçíîé äëÿ ðàçíûõ ëþäåé). Íà êàæäîé ìèíóòå îíè ïî î÷åðåäè
(ñïðàâà íàëåâî) êèäàþò ñâîè ìîíåòêè; åñëè ó ÷åëîâåêà âûïàë ¾îð¼ë¿ è ñîñåäíÿÿ êëåòêà ñïðàâà
ñâîáîäíà, îí ïåðåìåùàåòñÿ â íå¼, èíà÷å îñòà¼òñÿ íà ìåñòå. Ïóñòü f(x, y) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà
x ìèíóò ëåâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âïðàâî.
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ñ òîé æå íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêîé; ëþäè êèäàþò ìîíåòêè â ïîðÿäêå
ñëåâà íàïðàâî è â ñëó÷àå ¾îðëà¿ äâèãàþòñÿ íà êëåòêó âëåâî, åñëè ýòà êëåòêà ñâîáîäíà. Äîêàæèòå,
÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà x ìèíóò ïðàâûé ÷åëîâåê ñäâèíåòñÿ ðîâíî íà y êëåòîê âëåâî, òàêæå
ðàâíà f(x, y).

È. Áîãäàíîâ, Ë. Ïåòðîâ

6. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ôèîëåòîâûé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê è åãî âïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü. Çàòåì ãîëóáûì öâåòîì ïðîâåëè òðè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ôèîëåòîâîãî òðåóãîëü-
íèêà è òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè. Ðàññìîòðèì äëèíû
âñåõ 9 îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ãîëóáûå îòðåçêè ðàçáèâàþòñÿ äðóã äðóãîì è âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äëèí ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ô. Èâëåâ, È. Ôðîëîâ

7. Èçíà÷àëüíî â 999 êëåòêàõ êëåò÷àòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïîñòàâèëè ïî ôèøêå. Åñëè òðè
êëåòêè a, b, c ñòîÿò ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, ïðè÷¼ì â a è b ñòîÿò ôèøêè, à c ïóñòà,
òî ôèøêà èç a ìîæåò çà õîä ïåðåïðûãíóòü â c. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
N ìîæíî ñîâåðøèòü íåñêîëüêî õîäîâ òàê, ÷òî â ïîëîñàõ |x| 6 N è |y| 6 N íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé
ôèøêè?

MathOver�ow, óñèëåíî

8. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 10 òàêîâî, ÷òî ÷èñëî p = 4a − 5 � ïðîñòîå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . çàäàíà ðåêóððåíòíî: x1 = 2a, xn+1 = x3

n− 3xn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ a ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà ñ îäèíàêîâûì îñòàò-
êîì îò äåëåíèÿ íà p.

Ì. Àíòèïîâ, óïðîùåíèå



9. Íà îòðåçêå [A,B] âûáðàíû n > 2 ÷èñåë x1, . . . , xn; íå âñå îíè íóëè, à èõ ñóììà ðàâíà íóëþ.
Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà t êîëè÷åñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (i, j) òàêèõ, ÷òî 1 6 i, j 6 n è |xi − xj| > 1/t, íå ïðåâîñõîäèò t. Äîêàæèòå, ÷òî

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n <

B − A

n
.

N. Safaei

10. Íà ñòîëå ñòîÿò 32 îäèíàêîâûõ ñòàêàíà, â íèõ íàëèòà âîäà. Çà õîä ìîæíî âûáðàòü 30 ñòàêàíîâ
è ïåðåðàñïðåäåëèòü èìåþùóþñÿ â íèõ âîäó ìåæäó íèìè òàê, ÷òîáû âî âñåõ ýòèõ 30 ñòàêàíàõ ñòàëî
ïîðîâíó âîäû. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âîäû ïî ñòàêàíàì ìîæíî çà íåñêîëüêî õîäîâ
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ ñòàêàíàõ ñòàëî ïîðîâíó âîäû?

MathOver�ow


