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1. Множество точек будем называть центрально-симметричным, если существует точка, при сим-
метрии относительно которой множество переходит само в себя. Дан выпуклый многогранник, все
ортогональные проекции которого являются центрально-симметричными. Докажите, что сам мно-
гогранник также центрально-симметричный.
2. Пусть a1, a2, . . . , ap — перестановка чисел 1, 2, . . . , p, где p > 2— простое число. Может ли оказать-

ся, что числа a1, 2a2, 3a3, . . . , pap, переставленные в некотором порядке, образуют арифметическую
прогрессию?
3. На плоскости даны 10 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Каждая пара

точек соединена красным или синим отрезком. Среди этих 10 точек нашлась точка A, из которой
выходит нечётное количество красных отрезков, а из всех остальных точек, кроме A, выходит раз-
личное количество красных отрезков. Чему может быть равно количество красных треугольников с
вершинами в данных 10 точках?
4. На столе стоят 54 одинаковых стакана, в них налита вода. За ход можно выбрать 48 стаканов

и перераспределить имеющуюся в них воду между ними так, чтобы во всех этих 48 стаканах стало
поровну воды. При любом ли начальном распределении воды по стаканам можно за несколько ходов
добиться того, чтобы во всех стаканах стало поровну воды?
5. Биссектриса угла B неравнобедренного треугольника ABC пересекает отрезок AC и описанную

окружность этого треугольника в точках P и D соответственно. Точки K, L, M и N — середины
отрезков AD, AP , PC и CD соответственно. Диагонали четырехугольника KLMN пересекаются в
точке O. Докажите, что окружности, описанные около треугольников BKL, BMN и ONK, имеют
общую точку.
6. Окружность ω с центром O проходит через вершину C равнобедренного треугольника ABC

(AB = AC) и пересекает отрезки BC и AC в точках D и E соответственно. Также ω пересекает
описанную вокруг треугольника AEO окружность Ω в точках F и E. Оказалось, что O лежит
внутри треугольника ABC. Докажите, что центр описанной окружности треугольника BDF лежит
на окружности Ω.
7. Найдите наименьшее натуральное N , для которого в каждом из 101 интервалов[

N2, (N + 1)2
)
,
[
(N + 1)2, (N + 2)2

)
, . . . ,

[
(N + 100)2, (N + 101)2

)
содержится хотя бы одно число, делящееся на 1001.
8. Будем называть функцию f : {1, 2, . . . , 1001} → Z почти многочленом, если существует много-

член p(x) = a200x
200+ . . .+a1x+a0, в котором все коэффициенты an — целые числа, не превосходящие

по модулю 201, и разность |f(x)− p(x)| ⩽ 1 для всех x ∈ {1, 2, . . . , 1001}. Найдите количество почти
многочленов.
9. Сумма обратных величин положительных чисел a, b и c равна 1. Докажите неравенство

b+ c

a+ bc
+

a+ c

b+ ac
+

b+ a

c+ ab
⩾

12

a+ b+ c− 1
.

10. Изначально в 2n + 1 клетку клетчатой координатной плоскости поставили по фишке. Вася
обвёл клетчатый квадрат со стороной k. Если три клетки a, b, c стоят подряд по горизонтали или
вертикали, причём в a и b стоят фишки, а c пуста, то фишка из a может за ход перепрыгнуть в c.
Может ли для какого-то n оказаться, что для любого натурального k можно совершить несколько
ходов так, что все фишки окажутся за пределами обведённого квадрата?
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1. На плоскости нарисован выпуклый многоугольник M и отмечена его вершина V . Пусть P — наи-
больший периметр треугольника, содержащегося в M , а PV — наибольший периметр треугольника,
содержащегося в M , одна из вершин которого — V . Какие значения может принимать P/PV ?
2. Пусть a1, a2, . . . , ap — перестановка чисел 1, 2, . . . , p, где p > 2— простое число. Может ли оказать-

ся, что числа a1, 2a2, 3a3, . . . , pap, переставленные в некотором порядке, образуют арифметическую
прогрессию?
3. Натуральные числа покрашены в два цвета. Докажите, что найдётся такая бесконечная возрас-

тающая последовательность натуральных чисел a1 < a2 < . . . , что разности ai+1 − ai ограничены,
и для всякого натурального n найдётся натуральное x такое, что все числа a1 + x, a2 + x, . . . , an + x
имеют один и тот же цвет.
4. На столе стоят 32 одинаковых стакана, в них налита вода. За ход можно выбрать 30 стаканов

и перераспределить имеющуюся в них воду между ними так, чтобы во всех этих 30 стаканах стало
поровну воды. При любом ли начальном распределении воды по стаканам можно за несколько ходов
добиться того, чтобы во всех стаканах стало поровну воды?
5. Биссектриса угла B неравнобедренного треугольника ABC пересекает отрезок AC и описанную

окружность этого треугольника в точках P и D соответственно. Точки K, L, M и N — середины
отрезков AD, AP , PC и CD соответственно. Диагонали четырехугольника KLMN пересекаются в
точке O. Докажите, что окружности, описанные около треугольников BKL, BMN и ONK, имеют
общую точку.
6. На плоскости нарисовали фиолетовый неравнобедренный треугольник и его вписанную окруж-

ность. Затем голубым цветом провели три отрезка, соединяющие вершины фиолетового треуголь-
ника и точки касания вписанной окружности с противоположными сторонами. Рассмотрим длины
всех 9 отрезков, на которые голубые отрезки разбиваются друг другом и вписанной окружностью.
Какое минимальное количество различных длин могло получится?
7. Докажите, что существует бесконечно много натуральных n, для которых четверичная запись

числа n2 состоит только из цифр 1 и 2.
8. Будем называть функцию f : {1, 2, . . . , 1001} → Z почти многочленом, если существует много-

член p(x) = a200x
200+ . . .+a1x+a0, в котором все коэффициенты an — целые числа, не превосходящие

по модулю 201, и разность |f(x)− p(x)| ⩽ 1 для всех x ∈ {1, 2, . . . , 1001}. Найдите количество почти
многочленов.
9. Сумма обратных величин положительных чисел a, b и c равна 1. Докажите неравенство

b+ c

a+ bc
+

a+ c

b+ ac
+

b+ a

c+ ab
⩾

12

a+ b+ c− 1
.

10. Изначально в 999 клеток клетчатой координатной плоскости поставили по фишке. Если три
клетки a, b, c стоят подряд по горизонтали или вертикали, причём в a и b стоят фишки, а c пуста,
то фишка из a может за ход перепрыгнуть в c. Может ли оказаться, что для любого натурального
N можно совершить несколько ходов так, что в полосах |x| ⩽ N и |y| ⩽ N не останется ни одной
фишки?


