
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Второй тур 29.11.2023. Высшая лига.

1. Пусть p > 3 — простое число, а k — натуральное число. Оказалось, что числа ai = ik + i при
i = 0, 1, . . . , p− 1 попарно различны по модулю p. Докажите, что a2 − 4 делится на p.
2. Петя и Вася играют в игру на клетчатой доске 1000 × 1000. Первым ходом Петя ставит на неё

уголок из трёх клеток, а затем Вася ставит фишку. В течение всей игры фишка не может находить-
ся в одной из клеток уголка. Каждым своим ходом Петя либо сдвигает уголок на одну клетку по
вертикали или горизонтали, либо поворачивает его на 90◦ вокруг центра средней клетки. Вася каж-
дым своим ходом сдвигает фишку на одну клетку по вертикали или горизонтали. Выигрывает тот,
противник которого не может сделать ход. Может ли Петя действовать так, чтобы гарантированно
выиграть?
3. Многочлен f(x) с действительными коэффициентами не имеет комплексных корней, модуль ко-

торых равен 1. Докажите, что существует многочлен с действительными коэффициентами, кратный
f и такой, что модуль одного его коэффициента больше суммы модулей оставшихся.

4. На клетчатой плоскости задан шаблон — множество из k клеток. 2k маляров собираются пред-
ложить 2k способов раскрасить клетки плоскости в чёрный и белый цвета (каждую клетку — в один
из цветов). Они хотят, чтобы для любого сдвига (параллельного переноса) шаблона все 2k предлага-
емых ими раскрасок клеток этого сдвига были различны. Докажите, что маляры могут предложить
такие способы.
5. Дано бесконечное множество X. Некоторые его конечные подмножества объявлены хорошими.

При этом любое конечное подмножество A ⊂ X можно представить в виде объединения двух непере-
секающихся хороших множеств. Докажите, что есть множество, которое можно представить в таком
виде хотя бы миллионом способов.
6. Функция f : R → R удовлетворяет условию |f(x+ y)− f(x)− f(y)| < 1 для всех x, y ∈ R. Всегда

ли существует такая функция g : R → R, что g(x + y) = g(x) + g(y) и |f(x) − g(x)| < 100 для всех
x, y ∈ R?
7. Внутри треугольника ABC отметили точки D и E так, что треугольники ABD и CBE подобны.

Через D и E провели прямые d и e, параллельные BC и AB соответственно. Обозначим BD ∩ e = G,
BE ∩ d = F . Биссектриса угла ABC пересекает DE в точке L, а GF — в точке S. Докажите, что
перпендикуляры в точках L и S, восстановленные к DE и GF соответственно, пересекаются на
высоте треугольника ABC.
8. Дед Мороз готовит подарок с 13 одинаковыми шарообразными апельсинами, складывая их в

коробку, имеющую форму (не обязательно прямой) призмы. В первом слое три апельсина лежат в
углах (каждый касается дна и двух боковых граней), ещё три — у сторон (каждый касается дна и
своей боковой грани). Во втором слое — три апельсина, каждый касается одного углового и двух
соседних боковых апельсинов. Поверх них выкладывается третий слой — три апельсина, каждый
касается одного своего апельсина из второго слоя и двух соседних боковых граней, и ещё один,
касающийся трёх апельсинов из второго слоя (см. рис.). Докажите, что четыре апельсина третьего
слоя касаются одной плоскости.
9. На конечном множестве X определена бинар-

ная операция ·, сопоставляющая каждым элементам
x, y ∈ X элемент x · y ∈ X. Известно, что для любых
x, y, z, t ∈ X выполнены равенства x ·x = x, x ·y = y ·x,
x · (y · x) = y и (x · y) · (z · t) = (x · z) · (y · t). Сколько
элементов может содержать множество X?
10. Назовем множество натуральных чисел X плот-

ным, если из любых 10 последовательных натураль-
ных чисел хотя бы одно лежит в X. Плотные множе-
ства A и B таковы, что ни одно число в A не является
разностью двух чисел из B. Обязательно ли найдется
такое натуральное число k, что числа из B дают не
все остатки при делении на k?
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Второй тур 29.11.2023. Первая лига.

1. Дано простое число p. Найдите все натуральные числа k, для которых верно следующее утвер-
ждение: для любого натурального чисда n, не кратного p, число

n
∑
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d

делится на p.
2. Петя и Вася играют в игру на клетчатой доске 1000 × 1000. Первым ходом Петя ставит на неё

уголок из трёх клеток, а затем Вася ставит фишку. В течение всей игры фишка не может находить-
ся в одной из клеток уголка. Каждым своим ходом Петя либо сдвигает уголок на одну клетку по
вертикали или горизонтали, либо поворачивает его на 90◦ вокруг центра средней клетки. Вася каж-
дым своим ходом сдвигает фишку на одну клетку по вертикали или горизонтали. Выигрывает тот,
противник которого не может сделать ход. Может ли Петя действовать так, чтобы гарантированно
выиграть?
3. Многочлен f(x) с действительными коэффициентами не имеет комплексных корней, модуль ко-

торых равен 1. Докажите, что существует многочлен с действительными коэффициентами, кратный
f и такой, что модуль одного его коэффициента больше суммы модулей оставшихся.
4. При каких натуральных n можно утверждать, что любой n-угольник (не обязательно выпуклый)

можно разрезать на n выпуклых n-угольников одинаковой площади?
5. Дано бесконечное множество X. Некоторые его конечные подмножества объявлены хорошими.

При этом любое конечное подмножество A ⊂ X можно представить в виде объединения двух непере-
секающихся хороших множеств. Докажите, что есть множество, которое можно представить в таком
виде хотя бы миллионом способов.
6. Функция f : R → R удовлетворяет условию |f(x+ y)− f(x)− f(y)| < 1 для всех x, y ∈ R. Всегда

ли существует такая функция g : R → R, что g(x + y) = g(x) + g(y) и |f(x) − g(x)| < 100 для всех
x, y ∈ R?
7. Внутри треугольника ABC отметили точки D и E так, что треугольники ABD и CBE подобны.

Через D и E провели прямые d и e, параллельные BC и AB соответственно. Обозначим BD ∩ e = G,
BE ∩ d = F . Биссектриса угла ABC пересекает DE в точке L, а GF — в точке S. Докажите, что
перпендикуляры в точках L и S, восстановленные к DE и GF соответственно, пересекаются на
высоте треугольника ABC.
8. Дед Мороз готовит подарок с 13 одинаковыми шарообразными апельсинами, складывая их в

коробку, имеющую форму (не обязательно прямой) призмы. В первом слое три апельсина лежат в
углах (каждый касается дна и двух боковых граней), ещё три — у сторон (каждый касается дна и
своей боковой грани). Во втором слое — три апельсина, каждый касается одного углового и двух
соседних боковых апельсинов. Поверх них выкладывается третий слой — три апельсина, каждый
касается одного своего апельсина из второго слоя и двух соседних боковых граней, и ещё один,
касающийся трёх апельсинов из второго слоя (см. рис.). Докажите, что четыре апельсина третьего
слоя касаются одной плоскости.
9. На конечном множестве X определена бинар-

ная операция ·, сопоставляющая каждым элементам
x, y ∈ X элемент x · y ∈ X. Известно, что для любых
x, y, z, t ∈ X выполнены равенства x ·x = x, x ·y = y ·x,
x · (y · x) = y и (x · y) · (z · t) = (x · z) · (y · t). Сколько
элементов может содержать множество X?
10. Назовем множество натуральных чисел X плот-

ным, если из любых 10 последовательных натураль-
ных чисел хотя бы одно лежит в X. Плотные множе-
ства A и B таковы, что ни одно число в A не является
разностью двух чисел из B. Обязательно ли найдется
такое натуральное число k, что числа из B дают не
все остатки при делении на k?


