
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Третий тур 01.12.2023. Высшая лига.

1. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел n таких, что число n3 − 2 пред-
ставляется в виде суммы двух квадратов целых чисел.
2. Пусть p1, p2, . . . , pk — различные простые числа, а f(x) — многочлен степени n ⩾ 1 с целыми

коэффициентами. Докажите, что значение f(x) в одной из точек 1, 2, 3, . . . , D делится на простое
число, отличное от p1, p2, . . . , pk, если D = nk(2n+ 1)p1p2 . . . pk.
3. Дан остроугольный треугольник ABC. Окружность ωa, вписанная в угол A и лежащая внутри

треугольника, касается окружности с диаметром BC внешним образом. Окружности ωb и ωc опре-
деляются аналогично. Окружность γ касается окружностей ωa, ωb и ωc внешним образом в точках
A′, B′ и C ′ соответственно. Докажите, что длины касательных из точки A′ к окружностям ωb и ωc

равны.
4. Точки H и O — соответственно ортоцентр и центр описанной окружности остроугольного тре-

угольника ABC. На прямых AB и BC выбраны точки P и Q соответственно так, что BP = CP
и BQ = AQ. Отрезки PQ и AC пересекаются в точке R. Докажите, что биссектриса угла между
прямыми OH и BR образует угол 45◦ с биссектрисой угла ABC.
5. Изначально в корзине лежат все 2n − 1 непустых подмножеств множества {1, 2, . . . , n}. Множеед

Кевин питается множествами. Каждое утро он наугад выбирает из корзины ещё несъеденное мно-
жество и ест его и все его ещё несъеденные подмножества. Найдите среднее количество дней, на
которое Кевину хватит корзины.
6. Царь устраивает своему придворному мудрецу испытание. Он выбрал натуральное n > 1, на-

рисовал клетчатую полоску 1 × n, расставил в её клетки числа 1, 2, . . . , n в каком-то порядке, а в
одну из клеток поставил фишку. Далее на каждом ходу царь сообщает мудрецу, стоит ли фишка с
краю. Если стоит, он просто сдвигает её в соседнюю клетку, и ход заканчивается. Если нет, мудрец
говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту, в которой стоит большее
число (из двух чисел, стоящих в этих клетках), или в ту, в которой меньшее; царь это делает, и ход
заканчивается. Цель мудреца — после конечной серии таких ходов определить число n. Может ли
он это сделать?
7. Пусть k и n ⩾ k+3 — натуральные числа. Дано семейство из n равных квадратов с параллельны-

ми сторонами на плоскости. Среди каждых k + 3 квадратов этого семейства найдутся 4 попарно не
пересекающихся. Докажите, что эти квадраты можно раскрасить в k цветов так, чтобы одноцветные
квадраты не пересекались. (Считается, что квадрат содержит свою границу.)
8. Вещественное число M удовлетворяет следующему условию. Для любой последовательности

вещественных чисел a1, a2, a3, . . . такой, что a0 = 1, a1 = 3 и a0 + a1 + . . . + an−1 ⩾ 3an − an+1

для любого натурального n, выполнено неравенство
an+1

an
> M при всех натуральных n. Найдите

наибольшее возможное значение M .
9. Внутри или на границе выпуклого многогранника отметили несколько точек; все его вершины

отмечены. Затем многогранник разбили на тетраэдры с вершинами в отмеченных точках (все точ-
ки использованы). Назовём тетраэдрами тетраэдры разбиения. Для любого тетраэдра назовём его
гранями размерности 3, 2, 1, 0, −1 сам тетраэдр, его грани, его рёбра, его вершины и пустое мно-
жество, соответственно. Известно, что пересечение двух тетраэдров — это их общая грань какой-то
размерности. Каждой грани каждой размерности присвоено по числу (каждому объекту присвоено
лишь одно число, даже если он принадлежит нескольким тетраэдрам). Оказалось, что для любого
тетраэдра и любой его грани F сумма чисел во всех его гранях, содержащих F , неотрицательна.
Докажите, что сумма всех чисел также неотрицательна.
10. Найдите все такие c ∈ R, для которых существует функция f : R → R, удовлетворяющая

условию
(f(x) + 1)(f(y) + 1) = f(x+ y) + f(xy + c)

для всех x, y ∈ R.



Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
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Третий тур 01.12.2023. Первая лига.

1. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел n таких, что число n3 − 2 пред-
ставляется в виде суммы двух квадратов целых чисел.
2. Ненулевой многочлен P (x) с действительными коэффициентами степени n ⩾ 0 назовём устой-

чивым, если P (x) имеет ровно n действительных корней с учётом кратности. Найдите все пары
целых неотрицательных чисел n, k, для которых существуют многочлены P (x) и Q(x) степеней n и
k соответственно такие, что при любых действительных a, b, не равных одновременно 0, многочлен
aP (x) + bQ(x) — устойчивый.
3. Дан остроугольный треугольник ABC. Окружность ωa, вписанная в угол A и лежащая внутри

треугольника, касается окружности с диаметром BC внешним образом. Окружности ωb и ωc опре-
деляются аналогично. Окружность γ касается окружностей ωa, ωb и ωc внешним образом в точках
A′, B′ и C ′ соответственно. Докажите, что длины касательных из точки A′ к окружностям ωb и ωc

равны.
4. Точки H и O — соответственно ортоцентр и центр описанной окружности остроугольного тре-

угольника ABC. На прямых AB и BC выбраны точки P и Q соответственно так, что BP = CP
и BQ = AQ. Отрезки PQ и AC пересекаются в точке R. Докажите, что биссектриса угла между
прямыми OH и BR образует угол 45◦ с биссектрисой угла ABC.
5. Изначально в корзине лежат все 2n − 1 непустых подмножеств множества {1, 2, . . . , n}. Множеед

Кевин питается множествами. Каждое утро он наугад выбирает из корзины ещё несъеденное мно-
жество и ест его и все его ещё несъеденные подмножества. Найдите среднее количество дней, на
которое Кевину хватит корзины.
6. Царь устраивает своему придворному мудрецу испытание. Он выбрал натуральное n > 1, на-

рисовал клетчатую полоску 1 × n, расставил в её клетки числа 1, 2, . . . , n в каком-то порядке, а в
одну из клеток поставил фишку. Далее на каждом ходу царь сообщает мудрецу, стоит ли фишка с
краю. Если стоит, он просто сдвигает её в соседнюю клетку, и ход заканчивается. Если нет, мудрец
говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту, в которой стоит большее
число (из двух чисел, стоящих в этих клетках), или в ту, в которой меньшее; царь это делает, и ход
заканчивается. Цель мудреца — после конечной серии таких ходов определить число n. Может ли
он это сделать?
7. Пусть k и n ⩾ k+3 — натуральные числа. Дано семейство из n равных квадратов с параллельны-

ми сторонами на плоскости. Среди каждых k + 3 квадратов этого семейства найдутся 4 попарно не
пересекающихся. Докажите, что эти квадраты можно раскрасить в k цветов так, чтобы одноцветные
квадраты не пересекались. (Считается, что квадрат содержит свою границу.)
8. Вещественное число M удовлетворяет следующему условию. Для любой последовательности

вещественных чисел a1, a2, a3, . . . такой, что a0 = 1, a1 = 3 и a0 + a1 + . . . + an−1 ⩾ 3an − an+1

для любого натурального n, выполнено неравенство
an+1

an
> M при всех натуральных n. Найдите

наибольшее возможное значение M .
9. Дан правильный n-угольник. Множество из нескольких (более двух) его вершин назовём рав-

номерным, если это — множество всех вершин некоторого правильного многоугольника. Докажите,
что можно покрасить некоторые вершины n-угольника (хотя бы одну) в зелёный цвет так, чтобы
любой равномерный набор содержал кратное трём количество зелёных вершин.
10. Найдите все такие c ∈ R, для которых существует функция f : R → R, удовлетворяющая

условию
(f(x) + 1)(f(y) + 1) = f(x+ y) + f(xy + c)

для всех x, y ∈ R.


