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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà. Ñòàðøàÿ ãðóïïà. Ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü K è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â øêîëå ó÷èòñÿ K øêîëüíèêîâ è ïðàêòèêóåòñÿ n âèäîâ ñïîðòà.

Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n òðåíåð ïî i-ìó âèäó ñïîðòà ðàçáèë âñåõ øêîëüíèêîâ íà mi > 1 êîìàíä; êàæ-

äûé øêîëüíèê ñîñòîèò ðîâíî â îäíîé êîìàíäå (ïî ýòîìó âèäó ñïîðòà), êîëè÷åñòâà øêîëüíèêîâ â ðàçíûõ

êîìàíäàõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî

1) m1m2 . . .mn > K/2;
2) äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîìàíä ïî ðàçíûì âèäàì ñïîðòà åñòü øêîëüíèê, ñîñòîÿùèé âî âñåõ íèõ.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çàâåñòè åù¼ îäèí âèä ñïîðòà è òîæå ðàçáèòü øêîëüíèêîâ íà õîòÿ áû äâå êîìàíäû,

òî ñâîéñòâî 2) íàðóøèòñÿ.

E. Gesztelyi, Miklos Schweitzer Competition, 1985

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî çàâåñòè åù¼ îäèí âèä ñïîðòà ñ m ⩾ 2 êîìàíäàìè. Ðàññìîòðèì âñå

âîçìîæíûå íàáîðû êîìàíä ïî îäíîé èç êàæäîãî âèäà ñïîðòà. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðû åñòü øêîëüíèê,

ó÷àñòâóþùèõ âî âñåõ êîìàíäàõ. Êàæäûé øêîëüíèê ó÷àñòâóåò íå áîëåå, ÷åì â îäíîì òàêîì íàáîðå. Ñëåäî-

âàòåëüíî, íàáîðîâ íå áîëåå K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû òàêèõ íàáîðîâ mm1m2 . . .mn > mK/2 ⩾ K, ïðîòèâîðå÷èå.

2. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 10. Âûïóêëûé ðàâíîñòîðîííèé 3n-óãîëüíèê A1B1C1A2B2C2 . . . AnBnCn òàêîâ,

÷òî n-óãîëüíèêè A1A2 . . . An è B1B2 . . . Bn ïðàâèëüíûå. Âåðíî ëè, ÷òî è n-óãîëüíèê C1C2 . . . Cn òîæå ïðà-

âèëüíûé?

Ï. Êîæåâíèêîâ

Îòâåò: âåðíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü OA è OB ýòî öåíòðû ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ PA = A1A2 . . . An è PB = B1B2 . . . Bn

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü −→v =
−−−→
A1OA+

−−−→
OBB1. Çàìåòèì, ÷òî

−−−→
AiBi =

−−−→
AiOA+

−−−−→
OAOB+

−−−→
OBBi. Ïðè ïîâîðîòå Ri ïëîñ-

êîñòè íà óãîë (i−1) · 2πn âåêòîð
−−−→
AiBi â v+Ri(

−−−−→
OAOB). Òàê êàê äëèíû âñåõ âåêòîðîâ v+Ri(OAOB) ðàâíû, à èõ

õîòÿ áû 3, òî ëèáî v = 0, ëèáî
−−−−→
OAOB = 0. Åñëè v = 0, òî ìíîãîóãîëüíèêè PA è PB îòëè÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì. Íî òîãäà âåêòîðà
−−−→
AiBi ñîíàïðàâëåíû è èõ ⩾ 3, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,

−−−−→
OAOB = 0. Çàìåòèì, ÷òî

Ci ïîëó÷àåòñÿ ïîñòðîåíèåì âîâíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà íà ñòîðîíå BiCi+1 òðåóãîëüíèêà OBiCi+1.

Ïðè ïîâîðîòå Ri îòíîñèòåëüíî òî÷êè O òðåóãîëüíèê OBiAi+1 ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê OB1A2. À çíà÷èò,

òî÷êà Ci ïåðåõîäèò â C1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n-óãîëüíèê C1C2 . . . Cn ïðàâèëüíûé ñ öåíòðîì â òî÷êå O.

3. Â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà âïèñàí ïðàâèëüíûé 2023-óãîëüíèê, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàññòàâëåíû
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ðàçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü äâà ÷èñëà a è b ìåñòàìè, åñëè äëèíà

îòðåçêà ìåæäó âåðøèíàìè, â êîòîðûõ ñòîÿò ýòè ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäèò 1, è ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàèáîëåå

óäàëåííûõ îò a ÷èñåë ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ íàèáîëåå óäàëåííûõ îò b ÷èñåë. Ìîãëà ëè ÷åðåç íåñêîëüêî

îïåðàöèé ïîëó÷èòüñÿ ðàññòàíîâêà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë â äâóõ ñîñåäíèõ âåðøè-

íàõ?

È. Åôðåìîâ, ïîäêðó÷åíî Ô. Ïåòðîâûì

Îòâåò: íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âìåñòî ÷èñåë â âåðøèíàõ èõ íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû. Òîãäà äâà ÷èñëà ìîæíî ìåíÿòü

ìåñòàìè, åñëè ñóììû äâóõ íàèáîëåå óäàëåííûõ îò íèõ ÷èñåë ðàâíû. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë

íà 2023 äëèííûõ äèàãîíàëÿõ 2023-óãîëüíèêà íå èçìåíÿåòñÿ. Åñëè â ðåçóëüòàòå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà x è y
ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, òî ïóñòü íàèáîëåå óäàëåííûå îò x ýòî a è b, à îò y � b è c. Òîãäà xa + xb + yb + yc =
ya+ yb+ xb+ xc, îòêóäà (x− y)(a− c) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî.

4. Ïóñòü A � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Èëüÿ íàø¼ë íåïî-

ñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 òàêîé, ÷òî

|Q(x)| < 1,999 ïðè âñåõ x ∈ A. Äîêàæèòå, ÷òî Íàâèä ìîæåò íàéòè íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 òàêîé, ÷òî |P (x)| < 1 ïðè âñåõ x ∈ A.

N. Safaei

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì T1(x) = x2 − 2, òîãäà ìíîãî÷ëåí T1 ïåðåâîäèò îòðåçîê [−2, 2] â ñåáÿ. Äëÿ n > 1 ïî-

ëîæèì ðåêóðñèâíî Tn(x) = T1(Tn−1(x)). Òîãäà Tn � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n, ïåðåâîäÿùèé îòðåçîê

[−2, 2] â ñåáÿ. Ïîëîæèì 2c = 1,999, òîãäà 0 < c < 1 è |Q(x)|/c < 2 ïðè x ∈ A. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

fn(x) = c2
n
Tn(Q(x)/c). Òîãäà fn � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí è |fn(x)| ⩽ c2

n · 2 ïðè âñåõ x ∈ A. Ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì n ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.



5. Àíòîí, Áîðÿ è Âàíÿ � çàêëþ÷åííûå. Íàäçèðàòåëü õî÷åò ïðîâåñòè äëÿ íèõ èñïûòàíèå. Ó íåãî åñòü

ìåøîê ñ 2023 øëÿïàìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Ïðàâèëà èñïûòàíèÿ òàêîâû: íàäçèðàòåëü âûñòðîèò

çàêëþ÷¼ííûõ ïî ïîðÿäêó (Âàíþ ïåðåä Áîðåé, Áîðþ ïåðåä Àíòîíîì) è íàäåíåò ïî îäíîé øëÿïå íà ãîëîâó

êàæäîãî çàêëþ÷åííîãî, âûáèðàÿ øëÿïû èç ìåøêà íàóãàä. Çàêëþ÷åííûå áóäóò âèäåòü òîëüêî øëÿïû ñòîÿ-

ùèõ ïåðåä íèìè çàêëþ÷åííûõ (òî åñòü Àíòîí âèäèò äâå øëÿïû, Áîðÿ � îäíó, à Âàíÿ � íè îäíîé). Ïîñëå

ýòîãî êàæäûé çàêëþ÷åííûé ïî î÷åðåäè (ñíà÷àëà Àíòîí, çàòåì Áîðÿ, çàòåì Âàíÿ) äîëæåí íàçâàòü îäèí

öâåò � ïðåäïîëàãàåìûé öâåò åãî øëÿïû. Âñå çàêëþ÷åííûå ñëûøàò äîãàäêè îñòàëüíûõ. Åñëè âñå òðè äîãàä-

êè âåðíû, òî çàêëþ÷åííûå áóäóò îñâîáîæäåíû. Çàêëþ÷åííûå çíàþò ïðàâèëà, öâåòà øëÿï è ìîãóò çàðàíåå

ðàçðàáîòàòü ñòðàòåãèþ; ïîñëå òîãî, êàê èì íà ãîëîâû íàäåíóò øëÿïû, îáùàòüñÿ çàïðåùåíî. Ïðè êàêîì

íàèáîëüøåì p Àíòîí, Áîðÿ è Âàíÿ ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îñâîáîæäåíèÿ áûëà íå

ìåíüøå p?
AMM

Îòâåò: 1/2021.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî Àíòîí óãàäûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2021, ïîýòîìó è âñå òðîå íå ìîãóò óãàäàòü ñ

âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå 1/2021.
Äîêàæåì, ÷òî îíè ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ òàê, ÷òîáû Áîðÿ è Âàíÿ âñåãäà óãàäûâàëè. Ïóñòü çàêëþ÷åííûå

ïðîíóìåðóåò âñå öâåòà îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ 2023. Òîãäà ïóñòü Àíòîí, åñëè âèäèò öâåòà x è y, íàçûâàåò öâåò
x+y
2 (mod 2023). Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê x ̸≡ y (mod 2023), òî è x+y

2 îòëè÷íî îò x è îò y ïî ìîäóëþ 2023. Áîðÿ,

óñëûøàâ, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ x+y
2 , à òàêæå âèäÿ x, ìîæåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü y. Íàêîíåö, Âàíÿ, óñëûøàâ

÷åìó ðàâíÿþòñÿ x+y
2 è y, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò x.

6. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí P (x, y) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n óðàâíåíèå P (x, y) = n èìååò

ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì?

È. Áîãäàíîâ, MathOver�ow

Îòâåò: ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x, y) =
(x+ y)2 + 2(x− y) + 1

4
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòó-

ðàëüíîå n = k2, äëÿ êîòîðîãî íàøëèñü x è y òàêèå, ÷òî
(x+ y)2 + 2(x− y) + 1

4
= k2. Òîãäà (x+y)2+2(x−y)+

1 = (2k)2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ⩾ y. Òîãäà k ⩾ x+ y+1, îòêóäà (x+ y)2+2(x− y)+1 ⩾ (x+ y)2+2(x+ y)+1
� ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå x < y, òî k ⩽ x+ y − 1, îòêóäà (x+ y)2 + 2(x− y) + 1 ⩽ (x+ y)2 − 2(x+ y) + 1 �

ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íå ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òàêèå íàòóðàëüíûå x è y
íàéäóòñÿ. Ïóñòü n = k2 + l, ãäå 1 ⩽ l ⩽ 2k. Âûáåðåì x = l, è y = 2k + 1− l > 0. Òîãäà

(x+ y)2 + 2(x− y) + 1

4
=

(2k + 1)2 + 2(2l − 2k − 1) + 1

4
=

4k2 + 4k + 1 + 4l − 4k − 2 + 1

4
= k2 + l.

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì AB + AD = CB + CD. Îêðóæíîñòè ωA è ωC ,

âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABD è CBD, êàñàþòñÿ BD â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè R è S �

òî÷êè îêðóæíîñòåé ωA è ωC , äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êàì P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî òî÷êè B, R, D, S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêîâ

ABD è CBD ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû îòðåçêà BD. (Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêà � ýòî

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ñ òî÷êîé êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîòè-

âîïîëîæíîé ñòîðîíîé.)

Ñ. Àðóòþíÿí

Ðåøåíèå. Ëåììà. Ïóñòü âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëüíèêà ABD êàñàåòñÿ ñòîðîíû BD â òî÷êå

P , à R � äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êà ê P íà ω. Ïóñòü r è rA � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñû ω è

âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ωA, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BD. Òîãäà, åñëè ∠BRD = 90◦, òî rA = 4r.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I è J � öåíòðû ω è ωA ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü ωA êàñàåòñÿ ñòîðîíû BD â òî÷êå

Z; òîãäà DZ = BP . Âûáåðåì òî÷êó R′ òàê, ÷òî BRDR′ � ïðÿìîóãîëüíèê; òîãäà ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêîâ BPR è R′ZB ïåðïåíäèêóëÿðíû. Çíà÷èò, è èõ ìåäèàíû BI è R′I ′ òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíû
(çäåñü I ′ � ñåðåäèíà BZ). Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà BJ òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðíà BI, òàê ÷òî BJ ∥ R′I ′, è ïîòîìó
R′ � ñåðåäèíà ZJ . Îòñþäà rA = ZJ = 2ZR′ = 2PR = 4r.

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî óñëîâèå 4r = rA äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ 4/p = 1/(p−BD), èëè
BD = 3p/4, îòêóäà AB +AD = 5p/4 = 5BD/3.



Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∠BRD > 90◦. Âûáåðåì íà ëó÷å PR òî÷êó R∗ òàê, ÷òî ∠BR∗C =
90◦; ïîñòðîèì íà PR∗ êàê íà äèàìåòðå îêðóæíîñòü è âûáåðåì òî÷êó A∗ òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê A∗BD îïè-

ñàí îêîëî ýòîé îêðóæíîñòè. Ïî ëåììå ïîëó÷àåì, ÷òî A∗B + A∗D = 5BD/3, à çíà÷èò, AB + AD < 5BD/3
(òðåóãîëüíèê ABD ëåæèò âíóòðè A∗BD). Àíàëîãè÷íî, åñëè ∠BRD < 90◦, òî AB + AD > 5BD/3. Àíà-
ëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ òðåóãîëüíèêà CBD. Òîãäà, ïîñêîëüêó AB + AD = CB + CD, ñëó÷àè

∠BRD > 90◦ > ∠BSD è ∠BRD < 90◦ < ∠BSD íåâîçìîæíû. Ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BRD = ∠BSD = 90◦, è ê

îáîèì òðåóãîëüíèêàì ïðèìåíèìà ëåììà.

Îáîçíà÷èì òåïåðü BD = 12; ïóñòüM � ñåðåäèíà BD, òîãäàMR = MB = 6. Ïóñòü Z � ïî-ïðåæíåìó òî÷-

êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABD ñ îòðåçêîì BD; ïðèìåíÿÿ ëåììó è ñîîáðàæåíèÿ

ãîìîòåòèè, ïîëó÷àåì, ÷òî A, R, Z ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è AZ = 4AR. Ïóñòü m � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëü-

íèêà ABD, ïàðàëëåëüíàÿ BD; ïóñòü E � ñåðåäèíà ýòîé ñðåäíåé ëèíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F , G è H òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ m ñ RP , RM è RZ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó H äåëèò AZ ïîïîëàì, ïîëó÷àåì RZ = 3RH.

Òåïåðü èç ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì R è êîýôôèöèåíòîì 3 ïîëó÷àåì, ÷òî FG = GH = MZ/3, RG = RM/3 = 2
è RF = RP/3 = 2RI/3, îòêóäà RF = 2FI. Äàëåå, AM ïðîõîäèò ÷åðåç E, è ïîòîìó EH = MZ/2. Çíà-
÷èò, E äåëèò FG ïîïîëàì. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè IFE è RFG ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 2, è
IE = RG/2 = 1. Êàê èçâåñòíî, ïðè ãîìîòåòèè â öåíòðîì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABD è

êîýôôèöèåíòîì −2 òî÷êà I ïåðåõîäèò â òî÷êó Íàãåëÿ N ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îòêóäà NM = 2. Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà Íàãåëÿ òðåóãîëüíèêà CBD îòñòîèò îò M òîæå íà 2.


