
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Второй тур 29.11.2023. Вторая лига.

1. Даны различные натуральные числа a1, a2, . . . , an. Рассматривают всевозможные выражения ви-
да aiaj + akal для различных i, j, k, l. Выбрано m из этих выражений, значения которых равны
b1, b2, . . . , bm (эти числа не обязательно различные). Оказалось, что не существует i ̸= j и k ̸= l
таких, что bk + bl делится на ai + aj. Найдите наибольшее возможное значение m.
2. В остроугольном треугольнике ABC точки D, E и F — середины сторон BC, CA и AB соответ-

ственно. Точки X и Y — основания перпендикуляров из точки D на прямые AB и AC соответственно.
Прямая, проходящая через F параллельно XY , пересекает прямую DY в точке P . Докажите, что
AD ⊥ EP .
3. Дано неотрицательное число C. В каждой клетке квадрата n× n сидит жук. Для каждой пары

жуков посчитали расстояние между ними. После этого каждый жук переполз в одну из соседних
по стороне клеток, причем в каждой клетке снова сидит ровно 1 жук. Для каждой пары жуков
снова посчитали расстояние между ними. Оказалось, что для каждого натурального n количество
не изменившихся расстояний не меньше Cn4. Чему может быть равно C?

4. Найдите все натуральные n и k такие, что n! + n = nk.

5. Пусть SABCDE — пирамида, основание которой ABCDE — правильный пятиугольник, а осталь-
ные грани — остроугольные треугольники. Высоты граней из точки S разбивают эти грани на десять
треугольников, которые поочередно раскрашены в красный и синий цвета. Докажите, что сумма
квадратов площадей красных треугольников равна сумме квадратов площадей синих треугольни-
ков.
6. При каких натуральных n можно утверждать, что любой n-угольник (необязательно выпуклый)

можно разрезать на n выпуклых n-угольников одинаковой площади?
7. Для натурального n ⩾ 3 и вещественных чисел a1, . . . , an, b1, . . . , bn, докажите неравенство

n∑
i=1

ai(bi − bi+3) ⩽
3n

8

n∑
i=1

((ai − ai+1)
2 + (bi − bi+1)

2).

Мы считаем, что an+1 = a1 и для i = 1, 2, 3 bn+i = bi.
8. Дан, граф G, вершинами которого являются все целые числа. Некоторые вершины соединены

ребрами. Для вершин x, y обозначим через d(x, y) длину кратчайшего пути из x в y. Известно, что
x− y делится на d(x, y) для любых натуральных x и y. Пусть S(G) = {d(x, y)|x, y ∈ Z}. Чему может
быть равно S(G)?
9. Дан правильный многоугольник с 20 вершинами. Алиса красит каждую вершину в один из

двух цветов. Затем Боб проводит диагональ, соединяющую две противоположные вершины, и ри-
сует перпендикулярные отрезки к этой диагонали, каждый из которых соединяет две одноцветные
вершины. За каждый нарисованный отрезок Боб получает от Алисы по монетке. Сколько монеток
может гарантированно получить Боб вне зависимости от действий Алисы?
10. Найдите все функции f : (0; +∞) → (0;+∞) такие, что для любых положительных x, y, z из

отрезков длины x+ f(y), f(f(y)) + z, f(f(z)) + f(x) можно сложить треугольник, и при этом среди
всех таких треугольников встретится треугольник с любым периметром.
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Второй тур 29.11.2023. ТРЕТЬЯ лига.

1. Даны различные натуральные числа a1, a2, . . . , a16. Рассматривают всевозможные выражения
вида aiaj+akal для различных 1 ⩽ i, j, k, l ⩽ 16. Выбрано 2023 из этих выражений, значения которых
равны b1, b2, . . . , b2023 (эти числа не обязательно различные). Докажите, что найдутся такие i ̸= j и
k ̸= l такие, что bk + bl делится на ai + aj.
2. В остроугольном треугольнике ABC точки D, E и F — середины сторон BC, CA и AB соответ-

ственно. Точки X и Y — основания перпендикуляров из точки D на прямые AB и AC соответственно.
Прямая, проходящая через F параллельно XY , пересекает прямую DY в точке P . Докажите, что
AD ⊥ EP .
3. В каждой клетке квадрата 10 × 10 сидит жук. Для каждой пары жуков посчитали расстояние

между ними. После этого каждый жук переполз в одну из соседних по стороне клеток, причем
в каждой клетке снова сидит ровно 1 жук. Для каждой пары жуков снова посчитали расстояние
между ними. Докажите, что хотя бы 1200 расстояний не изменились.

4. Найдите все натуральные n и k такие, что n! + n = nk.

5. Пусть SABCDE — пирамида, основание которой ABCDE — правильный пятиугольник, а осталь-
ные грани — остроугольные треугольники. Высоты граней из точки S разбивают эти грани на десять
треугольников, которые поочередно раскрашены в красный и синий цвета. Докажите, что сумма
квадратов площадей красных треугольников равна сумме квадратов площадей синих треугольни-
ков.
6. При каких натуральных n можно утверждать, что любой n-угольник (необязательно выпуклый)

можно разрезать на n выпуклых n-угольников одинаковой площади?
7. Решите в натуральных числах уравнение
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8. Дан, граф G, вершинами которого являются все целые числа. Некоторые вершины соединены
ребрами. Для вершин x, y обозначим через d(x, y) длину кратчайшего пути из x в y. Известно, что
x− y делится на d(x, y) для любых натуральных x и y. Пусть S(G) = {d(x, y)|x, y ∈ Z}. Чему может
быть равно S(G)?
9. Дан правильный многоугольник с 20 вершинами. Алиса красит каждую вершину в один из

двух цветов. Затем Боб проводит диагональ, соединяющую две противоположные вершины, и ри-
сует перпендикулярные отрезки к этой диагонали, каждый из которых соединяет две одноцветные
вершины. За каждый нарисованный отрезок Боб получает от Алисы по монетке. Сколько монеток
может гарантированно получить Боб вне зависимости от действий Алисы?
10. Найдите все функции f : R → R такие, что

f(a− b)f(c− d) + f(a− d)f(b− c) ⩽ (a− c)f(b− d)

для всех a, b, c, d ∈ R.


