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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 30.11.2023
ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Через вершину A треугольника ABC проведена фиксированная прямая ℓ, пересекающая отрезок BC и
не перпендикулярная BC. На ней выбрана переменная точка X, лежащая внутри ABC. Окружности ωb и
ωc проходят через точки X и A и касаются AB и AC соответственно. Вторая касательная из точки B к ωb

касается ωb в точке Y . Вторая касательная из точки C к ωc касается ωc в точке Z, причем точки Y и Z лежат
внутри ABC. Докажите, что описанная окружность треугольника XY Z проходит через две фиксированные
точки, не зависящие от выбора точки X.
2. Дано натуральное k. Найдите все бесконечные последовательности натуральных чисел a1, a2, . . . такие, что

для каждого n в этой последовательности ровно an членов, не превосходящих an+1 + k.
3. Порядком расстояния между точками A и B на плоскости назовём такое целое k, что 2k ⩽ |AB| < 2k+1.

Докажите, что у попарных расстояний между n различными точками на плоскости может быть не более 2n−2
различных порядков.
4. Пусть −1 ⩽ a, b, c ⩽ 1 и a2 + b2 + c2 = 2abc+ 1. Докажите неравенство
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+
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.

5. Петя и Вася играют в игру. Сначала Петя выбирает семейство F подмножеств множества {1, 2, . . . , 2n}
и сообщает его Васе. Затем они по очереди (начинает Вася) выбирают по одному, еще не выбранному числу
из {1, 2, . . . , 2n}, пока все числа не будут выбраны. Вася выигрывает, если он выбрал все элементы какого-то
множества из F . Какое наибольшее количество подмножеств может содержать F , при условии, что у Пети
есть выигрышная стратегия?
6. Точка H — ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Точка P внутри треугольника BHC такова, что
∠HPC = 3∠HBC и ∠HPB = 3∠HCB. Точки X и Y симметричны точке P относительно прямых BH и CH
соответственно. Лучи BX и CY пересекаются в точке T . Докажите, что точки A, T , X и Y лежат на одной
окружности.
7. Дано натуральное n > 1. Докажите, что квадратный трёхчлен, все коэффициенты которого – натуральные

числа, не большие n, имеющий два различных корня, отличающиеся не более чем на 1/n, существует тогда и
только тогда, когда у n есть хотя бы два разных простых делителя.
8. В бесконечной последовательности натуральных чисел a1, a2, . . . все члены различны. Известно, что если

сумма обратных величин нескольких различных натуральных чисел 1
k1

+ 1
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+ . . .+ 1
kn

– целое число, то сумма
1
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+ 1
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+ . . .+ 1

akn
тоже целая. Найдите все такие последовательности.

9. В ряд выписаны 2n натуральных чисел. Пару чисел a ⩽ b из ряда назовем хорошей, если a стоит левее b и
их разность вдвое больше количества чисел между ними в этом ряду. Найдите наибольшее возможное число
хороших пар.
10. Пусть P (n) — количество способов разбить число n на натуральные слагаемые (порядок не важен), а
P (n, k) — количество способов разбить n на не более чем k натуральных слагаемых. (Если n оказывается
нецелым, то количество таких разбиений равно 0.) Докажите, что чётность P (n) совпадает с чётностью числа
[
√
n]∑
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P (n−k2

2 , k).
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 30.11.2023
ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Через вершину A треугольника ABC проведена произвольная прямая ℓ, пересекающая отрезок BC. На ней
выбрана переменная точка X внутри ABC. Окружности ωb и ωc проходят через точки X и A и касаются AB и
AC соответственно. Вторая касательная из точки B к ωb касается ωb в точке Y . Вторая касательная из точки
C к ωc касается ωc в точке Z, причем точки Y и Z лежат внутри ABC. Докажите, что описанная окружность
треугольника XY Z проходит через фиксированную точку, не зависящую от выбора прямой ℓ и точки X на ℓ.
2. Дано натуральное k. Найдите все бесконечные последовательности натуральных чисел a1, a2, . . . такие, что

для каждого n в этой последовательности ровно an членов, не превосходящих an+1 + k.
3. Порядком расстояния между точками A и B на плоскости назовём такое целое k, что 2k ⩽ |AB| < 2k+1.

Докажите, что у попарных расстояний между n различными точками на плоскости может быть не более 2n−2
различных порядков.
4. Пусть −1 ⩽ a, b, c ⩽ 1 и a2 + b2 + c2 = 2abc+ 1. Докажите неравенство
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5. Петя и Вася играют в игру. Сначала Петя выбирает семейство F из 50 000 подмножеств множества
{1, 2, . . . , 16} и сообщает его Васе. Затем они по очереди (начинает Вася) выбирают по одному, еще не вы-
бранному числу из {1, 2, . . . , 16}, пока все числа не будут выбраны. Вася выигрывает, если он выбрал все
элементы какого-то множества из F . Кто выиграет при правильной игре?
6. Точка H — ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Точка P внутри треугольника BHC такова, что
∠HPC = 3∠HBC и ∠HPB = 3∠HCB. Точки X и Y симметричны точке P относительно прямых BH и CH
соответственно. Лучи BX и CY пересекаются в точке T . Докажите, что точки A, T , X и Y лежат на одной
окружности.
7. Пусть p — простое число, n ∈ N. Барон Мюнхгаузен хвастает, что придумал квадратный трёхчлен, удовле-

творяющий следующим условиям:
• все его коэффициенты — натуральные числа, не большие pn,
• трёхчлен имеет два различных корня, отличающиеся не более чем на 1/pn.
Могут ли его слова оказаться правдой?

8. Найдите все натуральные n, для которых число
√

n2−5
n+1 рационально.

9. В ряд выписаны 2n натуральных чисел. Пару чисел a ⩽ b из ряда назовем хорошей, если a стоит левее b и
их разность вдвое больше количества чисел между ними в этом ряду. Найдите наибольшее возможное число
хороших пар.
10. Пусть P (n) — количество способов разбить число n на натуральные слагаемые (порядок не важен), а
P (n, k) — количество способов разбить n на не более чем k натуральных слагаемых. (Если n оказывается
нецелым, то количество таких разбиений равно 0.) Докажите, что чётность P (n) совпадает с чётностью числа
[
√
n]∑

k=1

P (n−k2

2 , k).
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 30.11.2023
ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Через вершину A треугольника ABC проведена произвольная прямая ℓ, пересекающая отрезок BC. На ней
выбрана переменная точка X внутри ABC. Окружности ωb и ωc проходят через точки X и A и касаются AB и
AC соответственно. Вторая касательная из точки B к ωb касается ωb в точке Y . Вторая касательная из точки
C к ωc касается ωc в точке Z, причем точки Y и Z лежат внутри ABC. Докажите, что описанная окружность
треугольника XY Z проходит через фиксированную точку, не зависящую от выбора прямой ℓ и точки X на ℓ.
2. Дано натуральное k. Дана бесконечная последовательность натуральных чисел a1, a2, . . . такая, что a1 = 26

и для каждого n в этой последовательности ровно an членов, не превосходящих an+1 + k. Докажите, что
a500 < a1000.
3. Дана клетчатая доска n × n. При каком наибольшем k можно так покрасить k клеток этой доски, чтобы

существовал единственный способ расставить на закрашенных клетках n не бьющих друг друга ладей?
4. Пусть −1 ⩽ a, b, c ⩽ 1 и a2 + b2 + c2 = 2abc+ 1. Докажите неравенство

1

2− a2
+

1

2− b2
+

1

2− c2
⩾

3

2− abc
.

5. Петя и Вася играют в игру. Сначала Петя выбирает семейство F из 50 000 подмножеств множества
{1, 2, . . . , 16} и сообщает его Васе. Затем они по очереди (начинает Вася) выбирают по одному, еще не вы-
бранному числу из {1, 2, . . . , 16}, пока все числа не будут выбраны. Вася выигрывает, если он выбрал все
элементы какого-то множества из F . Кто выиграет при правильной игре?
6. Точка H — ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Точка P внутри треугольника BHC такова,

что ∠HPC = 3∠HBC и ∠HPB = 3∠HCB. Точки X и Y симметричны точке P относительно прямых BH
и CH соответственно. Лучи BX и CY пересекаются в точке Q. Докажите, что точка Q лежит на описанной
окружности треугольника ABC.
7. Пусть p — простое число, n ∈ N. Барон Мюнхгаузен хвастает, что придумал квадратный трёхчлен, удовле-

творяющий следующим условиям:
• все его коэффициенты — натуральные числа, не большие pn,
• трёхчлен имеет два различных корня, отличающиеся не более чем на 1/pn.
Могут ли его слова оказаться правдой?

8. Найдите все натуральные n, для которых число
√

n2−5
n+1 рационально.

9. В ряд выписаны 2n натуральных чисел. Пару чисел a ⩽ b из ряда назовем хорошей, если a стоит левее b и
их разность вдвое больше количества чисел между ними в этом ряду. Найдите наибольшее возможное число
хороших пар.
10. В вершинах правильного n-угольника расставлены числа от 1 до n, каждое ровно по одному разу. Найдите

количество расстановок (расстановки отличающиеся поворотом или симметрией считаются разными) таких,
что сумма модулей разностей чисел в соседних вершинах минимально возможная.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 30.11.2023
ЮНИОРЫ, ТРЕТЬЯ ЛИГА

1. Через вершину A треугольника ABC проведена произвольная прямая ℓ, пересекающая отрезок BC. На ней
выбрана переменная точка X внутри ABC. Окружности ωb и ωc проходят через точки X и A и касаются AB и
AC соответственно. Вторая касательная из точки B к ωb касается ωb в точке Y . Вторая касательная из точки
C к ωc касается ωc в точке Z, причем точки Y и Z лежат внутри ABC. Докажите, что описанная окружность
треугольника XY Z проходит через фиксированную точку, не зависящую от выбора прямой ℓ и точки X на ℓ.
2. Дано натуральное k. Дана бесконечная последовательность натуральных чисел a1, a2, . . . такая, что для

каждого n в этой последовательности ровно an членов, не превосходящих an+1+k. Докажите, что a500 ⩽ a1000.
3. Дана клетчатая доска n × n. При каком наибольшем k можно так покрасить k клеток этой доски, чтобы

существовал единственный способ расставить на закрашенных клетках n не бьющих друг друга ладей?
4. Пусть −1 ⩽ a, b, c ⩽ 1 и a2 + b2 + c2 = 2abc+ 1. Докажите неравенство

1

2− a2
+
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2− b2
+
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⩾
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2− abc
.

5. Петя и Вася играют в игру. Сначала Петя выбирает 7 подмножеств множества {1, 2, 3, 4} и сообщает их
Васе. Затем они по очереди (начинает Вася) выбирают по одному, еще не выбранному числу из {1, 2, 3, 4}, пока
все числа не будут выбраны. Вася выигрывает, если он выбрал все элементы какого-то из выбранных Петей
множеств. Кто выиграет при правильной игре?
6. Точка H — ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Точка P внутри треугольника BHC такова,

что ∠HPC = 3∠HBC и ∠HPB = 3∠HCB. Точки X и Y симметричны точке P относительно прямых BH
и CH соответственно. Лучи BX и CY пересекаются в точке Q. Докажите, что точка Q лежит на описанной
окружности треугольника ABC.
7. Пусть p — простое число, n ∈ N. Барон Мюнхгаузен хвастает, что придумал квадратный трёхчлен, удовле-

творяющий следующим условиям:
• все его коэффициенты — натуральные числа, не большие pn,
• трёхчлен имеет два различных корня, отличающиеся не более чем на 1/pn.
Могут ли его слова оказаться правдой?

8. Найдите все натуральные n, для которых число
√

n2−5
n+1 рационально.

9. В ряд выписаны 2n натуральных чисел. Пару чисел a ⩽ b из ряда назовем хорошей, если a стоит левее b и
их разность вдвое больше количества чисел между ними в этом ряду. Найдите наибольшее возможное число
хороших пар.
10. В вершинах правильного n-угольника расставлены числа от 1 до n, каждое ровно по одному разу. Найдите

количество расстановок (расстановки отличающиеся поворотом или симметрией считаются разными) таких,
что сумма модулей разностей чисел в соседних вершинах минимально возможная.


