
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Третий тур 1.12.2023. Вторая лига.

1. Найдите все натуральные a, b, c и простые p такие, что 2apb = (p+ 2)c + 1.
2. Многочлен P с целыми коэффициентами принимает только положительные значения. Оказалось,

что значения P в точках 1, 2, . . . , 9 различны, и их сумма равна 900. Докажите, что

P (1)3 + P (2)3 + . . .+ P (9)3 > 100(P (1)2 + P (2)2 + . . .+ P (9)2) + 6000.

3. Точки M и N — середины сторон AC и BD тетраэдра ABCD. Докажите, что для каждой точки P
на отрезке MN найдутся точки X и Y на отрезках AB и CD, такие, что X, P и Y лежат на одной
прямой.
4. Вещественное число M удовлетворяет следующему условию. Для любой последовательности

вещественных чисел a1, a2, a3, . . . такой, что a0 = 1, a1 = 3 и a0 + a1 + . . . + an−1 ⩾ 3an − an+1

для любого натурального n, выполнено неравенство
an+1

an
> M при всех натуральных n. Найдите

наибольшее возможное значение M .
5. Каждая клетка квадрата 8 × 8 покрашена в один из двух цветов: белый или чёрный. Назо-

вём раскраску допустимой, если в каждом квадрате 2 × 2 есть и черные, и белые клетки. Назо-
вем змейкой длины m такую последовательность различных клеток x1, . . . , xm, что для каждого
1 ⩽ i < m клетки xi, xi+1 имеют общую сторону и, при этом, раскрашены в разные цвета. Найдите
наибольшее такое число m, что при любой допустимой раскраске существует змейка длины m.
6. Пусть k и n ⩾ k+3 — натуральные числа. Дано семейство из n равных квадратов с параллельны-

ми сторонами на плоскости. Среди каждых k + 3 квадратов этого семейства найдутся 4 попарно не
пересекающихся. Докажите, что эти квадраты можно раскрасить в k цветов так, чтобы одноцветные
квадраты не пересекались. (Считается, что квадрат содержит свою границу.)
7. Дан остроугольный треугольник ABC. Окружность ωa, вписанная в угол A и лежащая внутри

треугольника, касается окружности с диаметром BC внешним образом. Окружности ωb и ωc опре-
деляются аналогично. Окружность γ касается окружностей ωa, ωb и ωc внешним образом в точках
A′, B′ и C ′ соответственно. Докажите, что длины касательных из точки A′ к окружностям ωb и ωc

равны.
8. В стране 100 городов и нет дорог. Веселый король хочет, чтобы из каждого города выходило

нечетное число дорог, а общее число дорог было чётным. Сколько существует вариантов исполнения
королевского желания? Дорога соединяет два города, между каждыми двумя городами может быть
не более одной дороги.
9. Изначально в корзине лежат все 2n − 1 непустых подмножеств множества {1, 2, . . . , n}. Множеед

Кевин питается множествами. Каждое утро он наугад выбирает из корзины ещё несъеденное мно-
жество и ест его и все его ещё несъеденные подмножества. Найдите среднее количество дней, на
которое Кевину хватит корзины.
10. Докажите, что для любого натурального k > 1 существует вещественное x такое, что при всех

натуральных n < 2023 верно утверждение: n делится на k тогда и только тогда, когда {xn} < {xn−1}.
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1. Найдите все натуральные n > 1 такие, что n = p3 + d3, где p — наименьший простой делитель n,
а d — произвольный натуральный делитель n.
2. Многочлен P с целыми коэффициентами принимает только положительные значения. Оказалось,

что значения P в точках 1, 2, . . . , 9 различны, и их сумма равна 900. Докажите, что

P (1)3 + P (2)3 + . . .+ P (9)3 > 100(P (1)2 + P (2)2 + . . .+ P (9)2) + 6000.

3. Точки M и N — середины сторон AC и BD тетраэдра ABCD. Докажите, что для каждой точки P
на отрезке MN найдутся точки X и Y на отрезках AB и CD, такие, что X, P и Y лежат на одной
прямой.
4. Вещественное число M удовлетворяет следующему условию. Для любой последовательности

вещественных чисел a1, a2, a3, . . . такой, что a0 = 1, a1 = 3 и a0 + a1 + . . . + an−1 ⩾ 3an − an+1

для любого натурального n, выполнено неравенство
an+1

an
> M при всех натуральных n. Найдите

наибольшее возможное значение M .
5. Каждая клетка квадрата 8 × 8 покрашена в один из двух цветов: белый или чёрный. Назо-

вём раскраску допустимой, если в каждом квадрате 2 × 2 есть и черные, и белые клетки. Назо-
вем змейкой длины m такую последовательность различных клеток x1, . . . , xm, что для каждого
1 ⩽ i < m клетки xi, xi+1 имеют общую сторону и, при этом, раскрашены в разные цвета. Найдите
наибольшее такое число m, что при любой допустимой раскраске существует змейка длины m.
6. Пусть k и n ⩾ k+3 — натуральные числа. Дано семейство из n равных квадратов с параллельны-

ми сторонами на плоскости. Среди каждых k + 3 квадратов этого семейства найдутся 4 попарно не
пересекающихся. Докажите, что эти квадраты можно раскрасить в k цветов так, чтобы одноцветные
квадраты не пересекались. (Считается, что квадрат содержит свою границу.)
7. Треугольник ABC вписан в окружность Γ. Точки E и F — основания биссектрис углов B и C.

Прямые BE и CF пересекаются в точке I, а прямые AI и EF — в точке K. Окружность Γ пересекает
описанную окружность треугольника AEF в точках A и S. Описанная окружность треугольника
ASK пересекает прямую EF в точках K и R. Докажите, что прямая RI делит отрезок BC пополам.
8. В стране 100 городов и нет дорог. Веселый король хочет, чтобы из каждого города выходило

нечетное число дорог, а общее число дорог было чётным. Сколько существует вариантов исполнения
королевского желания? Дорога соединяет два города, между каждыми двумя городами может быть
не более одной дороги.
9. Жюри проводит отбор спортсменов на чемпионат. Изначально было n кандидатов. Участники

чемпионата определяются в 10 этапов. На каждом этапе жюри выбирает всех спортсменов, про-
шедших предыдущий этап, и пропускает некоторых из них (возможно всех) в следующий этап. Все
спортсмены, прошедшие 10 этап, становятся участниками чемпионата (должен быть хотя бы один
участник). Сколькими различными способами жюри может провести отбор?
10. Докажите, что существует вещественное число x такое, что{

x1
}
<

{
x3
}
<

{
x2
}
.


