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1. Пусть K и n — натуральные числа. В школе учится K школьников и практикуется n видов спорта.
Для каждого i = 1, 2, . . . , n тренер по i-му виду спорта разбил всех школьников на mi > 1 команд;
каждый школьник состоит ровно в одной команде (по этому виду спорта), количества школьников
в разных командах могут отличаться. Оказалось, что
1) m1m2 . . .mn > K/2;
2) для любого набора команд по разным видам спорта есть школьник, состоящий во всех них.
Докажите, что если завести ещё один вид спорта и тоже разбить школьников на хотя бы две команды,
то свойство 2) нарушится.
2. Дано натуральное n > 10. Выпуклый равносторонний 3n-угольник A1B1C1A2B2C2 . . . AnBnCn

таков, что n-угольники A1A2 . . . An и B1B2 . . . Bn правильные. Верно ли, что и n-угольник C1C2 . . . Cn

тоже правильный?
3. В окружность единичного радиуса вписан правильный 2023-угольник, в вершинах которого рас-

ставлены попарно различные положительные числа. Разрешается поменять два числа a и b местами,
если длина отрезка между вершинами, в которых стоят эти числа, не превосходит 1, и произведение
двух наиболее удаленных от a чисел равно произведению двух наиболее удаленных от b чисел. Мог-
ла ли через несколько операций получиться расстановка, получающаяся из исходной перестановкой
чисел в двух соседних вершинах?
4. Пусть A — объединение конечного количества отрезков на вещественной прямой. Илья нашёл

непостоянный многочлен Q(x) с вещественными коэффициентами со старшим коэффициентом 1
такой, что |Q(x)| < 1,999 при всех x ∈ A. Докажите, что Навид может найти непостоянный многочлен
P (x) с вещественными коэффициентами и старшим коэффициентом 1 такой, что |P (x)| < 1 при
всех x ∈ A.
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5. Антон, Боря и Ваня — заключенные. Надзиратель хочет провести для них испытание. У него есть
мешок с 2023 шляпами попарно различных цветов. Правила испытания таковы: надзиратель выстро-
ит заключённых по порядку (Ваню перед Борей, Борю перед Антоном) и наденет по одной шляпе на
голову каждого заключенного, выбирая шляпы из мешка наугад. Заключенные будут видеть только
шляпы стоящих перед ними заключенных (то есть Антон видит две шляпы, Боря — одну, а Ваня —
ни одной). После этого каждый заключенный по очереди (сначала Антон, затем Боря, затем Ваня)
должен назвать один цвет — предполагаемый цвет его шляпы. Все заключенные слышат догадки
остальных. Если все три догадки верны, то заключенные будут освобождены. Заключенные знают
правила, цвета шляп и могут заранее разработать стратегию; после того, как им на головы наденут
шляпы, общаться запрещено. При каком наибольшем p Антон, Боря и Ваня могут договориться так,
чтобы вероятность освобождения была не меньше p?
6. Существует ли многочлен P (x, y) такой, что для любого натурального n уравнение P (x, y) = n

имеет решение в натуральных числах тогда и только тогда, когда n не является точным квадратом?
7. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD, в котором AB+AD = CB+CD. Окружности ωA и ωC ,

вписанные в треугольники ABD и CBD, касаются BD в точках P и Q соответственно. Точки R и S —
точки окружностей ωA и ωC , диаметрально противоположные точкам P и Q соответственно. Оказа-
лось, что точки B, R, D, S лежат на одной окружности. Докажите, что точки Нагеля треугольников
ABD и CBD равноудалены от середины отрезка BD. (Напомним, что точка Нагеля треугольника —
это точка пересечения отрезков, соединяющих вершину с точкой касания вневписанной окружности
с противоположной стороной.)


