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JInanas osmmmnuaszga. Crapiiag rpynma. PemnteHust.

1. Ha 6uccexmpuce yaaa A nepasrobedpernozo ocmpoyzoavhozo mpeyzoavhuka ABC ewbpara maxas mowka P,
ymo LAPB = 60°. Ha npodoasicenuu ompesxa AP 3a mouxy P ommeuena mouka QQ maxas, ymo BP = PQ. Ha
aywe BP ewvibparna mouxa S maxas, wmo CS = QS. Joxasrcume, wmo £LCSQ = LBAC + 60°.

Pemenne. Orverum Touky B, cummMerpuunyio B orHocurenbno upsmoit AP. Torna /B'PA = ZBPA = 60°.
ITpu srom /SPQ = 60° = /SPB' u B'P = PB = PQ. Torga rpeyronbauku B'PS u QPS paBHbI 10 JBYM
cropoHaM u yrity Mexkay numu. Iomyuaem SB' = SQ = SC. To ectb S — HeHTp ONMCAHHON OKPYXKHOCTH
tpeyronbauka C'B'Q, orkyna %ACS’Q = /CB'Q = 180° — ZQB'A = 180° — ZQBA. U3 pasaobGeapeHHOCTH
Tpeyrosbauka PBQ waxomum LAQB = 30°. Umeem ZQBA = 180° — (%ZBAC’—i—SOO). Orkyna ZCSQ =
=2-(180° — ZQBA) =2 (30° + 5/BAC) = ZBAC + 60°, uro u Tpe6oBayiocs.

2. Tycmv n > 1 — namypasvnoe wucao; noroscum k = 2™ — 1. Jlokasicume, wmo ocmamor om 0eaeHus “4ucia
2¢0) 1 na k? pasen kp(k) /n. (Hanommum, wmo das namypaavhozo wucaa d wepes o(d) o6osnavaemes xoauuecmeo
HAMYPAALHYLT HUCEN, He NPECOCTO0AUUT d U 63auUMHO Npocmuis ¢ d.)

Pemenne. 3amvernm, uTo n siBasgeTcs nokazaresneMm 2 1mo Moy k. C apyroit ¢cTopoHbsl 1o Teopeme Ditepa
2¢(k) =1 (mod k), orxyma (k) = tn ms mekoToporo HarypambHoro t. Ipu srom 2" = k + 1. Teneph mOHATHO,
qToO

200 _ 1 —kp(k)/n=2"—1—kt = (k+1)' =1 —kt =K' + tk* 1 + ... + C2k?

JEeJINTCA Ha k‘2, 9gTo 1 Tpe6OBaﬂOCb JOKa3aThb.

3. Jlarno namypaavroe wucao n. Muoosicecmeo S mpéroykeeHHLT cA08 8 N-6YyKeeHHOM aidasume Mmaroso, 4mo,
ecAU Hanucamv nodpad 06a (He 00A3AMEALHO PASAUNHBIT) CA06a u3 S, Ha cmvlke Heab3s 6ydem natimu ca060 u3 S
(nanpumep, na cmuike ca06 abe u def moorcno natimu moavko caosa bed u cde). Hatidume nauboavwee 603moorcroe

KOMUYECTNGO CA08 6 S.

3 —n)/3. U3 ycnosus ciemyer, 9o S He CONEPIKHUT

CJIOB C TpeMd OAMHAKOBbIMHA 6yKBaMI/I, TaK KakK Ha CTHLIKE CJIOB aaa U aaa €CThb ca0BO aaa. OcrajbHble n3 — N CJIOB

pa300bEM Ha IPYIIIBL IO TPU CJIOBA, OTINIAIONINECs IIMKJINIeCKUM cABUrom: abe, bea u cab (BO3MOXKHO, jiBe U3 TPEX
6yKkB a,b u ¢ paBubl). B KaxK10il Takoii rpyime MOXKHO BbIOpaTh He GoJiee OJHOrO Takoro cjosa. JleficrBuresbHo.
ecin abe € S, To abcabe comepxuT Ha crbike u bea, u cab. Crenosarensho, |S| < (n® —n)/3.

Tenepnb J0KazkeM, 9TO MOXKHO BBIOpaTh (n — n)/3 cI0B, YIOBIETBOPSIONNX YCIOBHIO. IIponyMepyeM GyKBbI
asdasura or 1 10 n. st 6yksel @ obo3naunm depes f(a) eé Homep. lobaBum B S 13 Kaxk10ii rpyuisl cjios abe, bea
u cab cioso, y xkotoporo f(b) < f(a), f(b) < f(c) (3mech cpeau OyKB a, b u ¢ xoTs OB JABe Pa3aUIHbLIX). JloKarkeM,
9TO BRIOpaHHOE MHOXKecTBO S mogxomut. Ilycrs abe, xyz € S. Torma Ha cThike B ciioBe abcryz obpasyroTcst aBa
cioBa bex u cxy. 113 Boibopa cios B S nmeem: f(b) < f(c), u3-3a 1ero cioso bex me nexur B S, u f(y) < f(x),
u3-3a "ero cjioso cry He jexkut B S. Crenosarensno, S comepxkut (n —n)/3 cl0B 1 TOAXOAUT TIOJ YCIOBHE.

Otser: (n®—n)/3. Pemenune. JJoxaxem, uro |S| < (n

4. Hava evibupaem npusedénmnvit muozousen P(x) cmenenu 101, a maxorce 10101 pasauvunvixr sewecmeennvix
YUCEN L1, T2, - - -, £10101- SGMEM OH GHNUCHIGAEM, MG JOCKE YUCAG L1, T2, - - ., 10101 KPACHBIM MAPKEPOM, & MAKINHCE
6ce 10101 wucen P(x1), P(x2), ..., P(z10101) 6 npoudsosvrom nopadke — curum. 3adaua JIénu — soccmarnosumo
no amum darmvim mrozounen P(x). Moowcem au Havsa cdeaamo zadawy JIénu nesvinoanumot?

Otser: Her, ne Mmoxker. Pemenme. Paccmorpum muorodwnen P(z) = (z — 10101)2!%°. Torma P(0) = 0 =
P(10101). Myers Q(z) = P(z + 1). Torza Q(0) = P(1),Q(1) = P(2),...,Q(10100) = P(10101) = P(0). To
ecTh y MHOro4jieHoB P u () Habop 3HaveHuit 8 Toukax 0,1,...,10100 copuamaror. CiaenoBarenbHo, Ay &; = ¢ — 1

no nabopy suaudenuii P(x1), P(x2),..., P(210100) HEIb3st OyJeT OJHO3HAYHO BOCCTAHOBUTH MHOTOWIEH, TaK Kak
CYIIECTBYIOT JBa MHOTrOWIeHa P # (), MOJXOIsIIue [0l 9T JaHHbIE.



5. B ocmpoyzoavrom nepasrobedpennom mpeyzoavruke ABC, enucannom 6 oxpyotcrocmo S, ommevens, op-
mouenmp H, cepeduna M cmoponvs BC u cepeduna W dyeu BAC oxpyorcrocmu Q. Ipamas WH emopuuno
nepecexaem Q 6 mouxe K. Touxa K' cummempuuna K ommocumenvro buccexmpuco. yeaa BAC. Jloxascume,
umo oxpyorcnocmu (AHK'), (WHM) u Q nepecexaromes 6 00noti mowke.

Pemenne. Ilycrs Touka A’ nuamerpasibno nporusonosioxkna A Ha okpyzkuocTu €2, a Touka H' cummerpudna
H oraocurensuo 6uccekrpucet yriaa BAC. Tlockomsky A, A’ u H' nexar na oxuoit npsmoit u HH' || AW, numeem
L(AK,KH)=ZL(AA, AW) = L(AH', H'H), orkyna rouku K, H, H u A’ nexar na oxuoit okpyzxuocru. Touka
K’ Toxe snexknT Ha 3T0it oKpyxHOocTH, Tak Kak K HH'K' — pasnoGenpenHas Tpalemys.

[Tycrs okpyxuoctu (WHM) u  nepecekatorest 8 toukax W u T', a rouka U uaMeTpaibHO IPOTUBOIOJIOXKHA
W na okpyxunocru . Iockonbky H, M u A" nexar ua omnoit nupsmoit u AU || WA, umeem Z(AK',K'H) =
L(AK' K'K) + Z(KK',K'H) = Z(K'K,KA) + Z(KA, A'H) = 90° + Z(UA, AK) + Z(KA, A'H) = 90° +
LUA A K+ LKA, AH) = 90°4 L(UA', A'H) = Z(WA, A'H) = (AU, MH) = Z(AU,UW)+Z(W M, MH) =
L(AT, TW) + Z(WT,TH) = Z(AT,TH), 9ro un TpeboBaJIOCh.

6. Jlano namypanvroe wucao n = 3. B e2ocydapcmee 6 xody mornemuv, docmouncmeom 1,2, ..., n myepuros. Ilpu
KAKOM HAUMEHLULEM HAMYPAALHOM k 6EPHO caedyrouiee ymeepoicdenue: U3 JIFoO0 TPYIIBI MOHET OOIIUM JIOCTO-
HUHCTBOM B 2k TYIPUKOB MOKHO BBIJIEJIUTH HECKOJILKO MOHET OOIIUM JOCTOMHCTBOM B Kk TYIPHUKOB ¢

Orer: k= HOK(1,2,...,n).

Pemenne. O6oznaunm D = HOK(1,2,...,n). [Iycrs st gmcia k yreepxkiaenue BepHo. Jlokaxem, 4to k
JenuTcs Ha Jiroboe HaTypasibHOe ¢ < n. IlycTs uncno 2k mpwm jgeneHun Ha ¢ 1aé€T octaTok r. Torma cymmy B 2k
MOKHO HAOpaTh MOHETAMU IO § U OJIHOII MOHeTol B r (oHA He HyxXKHa, ecau 1 = (). [lo yrBepxaenuio, sty cymmy
MOXKHO Pa3JIeJUTh Ha JIBe I'PYIIIhI MOHET CYMMAapHOro JOCTOMHCTBA 110 k. Ho ojiHa u3 3Tux rpymi 6yIeT cOCTOsITh
JINIIIb U3 MOHET IO ¢; 3HAYUT, k JIeTUTCS Ha 1.

W3 mokazamHoro cirenyer, uro k gennrcsa Ha D u nmoroMmy He MeHbIe D. OcTajloch J0Ka3aTh, YTO 3TO 3HAYECHHE
k momxomut. st 9TOr0 mpuBeaéM aJropuTM, MO3BOJSIONINNE HAOPATh CyMMy B D M3 MPOM3BOILHON kY4l MOHET
OBIINM JOCTOMHCTBOM B 2D.



B kaxkapIit MOMEHT HEKOTOpPBIE MOHETHI OyIyT JiesKaTh B Kyde, a8 HEKOTOPbIE MbI OTJIOXKHMM B KoIreek. O6o3Ha-
YUM TEKYIIee CyMMapHOe JIOCTOMHCTBO MOHET B Kyue depe3 S. Korja Mbl miepek/iajibiBaeéM MOHETHI B KOIIIEJIEK, MbI
Bcera OyaeM mepeKJIaIbIBaTh UX 10 OJHOM, IIpr 9TOM S Beeraa Oy1eT AeuThCs Ha JTOCTONHCTBO IePEKIaIbIBAeMOit
MOHETBI. DTO O3HAYAET, YTO, €CJAU B HEKOTOPLI MOMEHT S craHeT He OoJibine [D, OHO cTaHeT paBHBIM ), TO €CThb
MBI J100bEMCsT TpeOyeMoro (1 MpeKpaThM 3aHIMATHCS [IEPEKJIATBIBAHICM ).

B kaxkiprii MoMeHT BpeMeHH OyjeM CYATATh JOCTOMHCTBO t Cyu,ecmeeHHbiM, €CJIM B Kyde JIE?KUT XOTdA Obl
t — 1 MoHeTa 3TOro JOCTOMHCTBA. B HalmeM mpoliecce B Havajle KaxkKJoro mara S Oyaer JeJuThCsl Ha HAnOOJIbIIee
CyIIEeCTBEHHOE JTOCTOMHCTBO, €CJIM OHO €CTh. B HadaJe mpoIecca 3TO BBITIOJTHEHO.

IIycTh B HEKOTOPBIT MOMEHT €CTh XOTsI ObI J[Ba CYIIECTBEHHBIX JOCTOMHCTBA, U JIBA HAUOOJIBIINX UX HUX — ITO
p > ¢; Torga S KpatHo p. Beibepem narypasbhoe j < ¢ < p — 1 Takoe, uro S/p = j (mod ¢). Torma nepenoxum j
MOHET JIOCTOMHCTBOM P B KOIIIEJIEK; ITOCJIe 9TOTO S CTAaHET KPATHBIM P, & HAUOOJIbIIee CyIIeCTBEHHOe JIOCTOMHCTBO
CTaHET PaBHBIM WJIU P, WIHA ¢, TO €CTh HAllle YCJIOBUE OCTAHETCs BBIMOJHEHHBIM. IIlar anropurMa B 9TOM ciydae
3aBEPIIIEH.

Ecnu ocrasoch Juimb 0IHO CyIIeCTBEHHOE JOCTOMHCTBO P, TO IPOCTO Oy/IeM IIePEKIaIbIBATH MOHETHI JJOCTONH-
CTBOM P B KOIIIEJIEK.

B pesynbrare, eciim mporecc OCTAHOBHUIICS, a B KOIIEJIbKe elé He Habpajach Tpebyemasi CyMMa, TO BCE JTOCTO-
MHCTBa CTaJI HecyllecTBeHHbIME. Ho Torma S He mpeBocxoauT

(n-1n-2)2n+3) _
6
nin—1)(n—2) - nin—1)(n—2)
3

nn—2)+(n—1)n-3)+...+2-0=

< HOK(n,n—1,n—2) < D.
DTO 3HAYMUT, YTO AJITOPUTM JOJIKEH OBLIT 3aKOHIUTH PaboTy J0 3Toro MomeHTa. IIpornBopeune.

7. Henycmoe mnooicecrneo X, cocmoawee u3 6eU,ECTNEENHDIL HUCe, MaAKo6o, wmo npu mobux s,t € X wucaa
s+t us—t maxoice aescam ¢ X. Ha mnoorcecmee X 3adana pynxuyus f: X — R. Hzsecmmo, wmo das mobvix
a, b, c € X swnoanenv, pasencmsa f(2a) = 2f(a) u f(a) = f(—a), a maxoce nepasercmeo

fla) +F0) + fle) + flatb+c) = flat+b)+ f(b+c)+ flc+a)
Loxaotcume, wmo dasn a06wx a, b, ¢ € X 6uinosnero Hepasercmeseo

fla+b)+ flb+c)+ fle+a)+ flatb+c) = fla) + f(b) + f(c).

Pemtenne. st npon3BOIbHBIX T,Y,2 € X, IMOJCTABUM B HEPABEHCTBO W3 yCJIOBUA ¢ = £ + ¥y, b = x + 2, u
c= —u:

faty)+fl@t+2)+ fla)+fl@t+y+2) > fRr+y+2)+ f(2)+ fy)

CJ102kUB 3TO HEPaBEHCTBO IO BCEM HUKJIMYECCKUM II€epeCTaHOBKaM X, Y, Z, IIOJIy9daeM:

2(fle+y)+ flea+2)+ fly+2)+3flz+y+2) =
> fRrx+y+2)+ fla+2y+2)+ fla+y+22)+ flz)+ f(y) + f(2). (1)

Hanee, mist a =2x+y+ 2, b= —(x +y+ 2), c =y + 2z, HEPABEHCTBO U3 YCJIOBUS CTAHOBUTCSL:
fRe4+y+2)+ fle+y+2)+fly+2)+fleat+y+2z)=>2f(z)+2f(x+y+ 2),

9TO YIIPOIIAETCS 0!
fRrx+y+2)+ fly+2)=2f(x).

CyMMupyst 9TO BbIparkKeHHe 10 [UKJINIECKIM IIePeCTaHOBKAM &, Y, Z, TOJIyIaeM:
fRr+y+2)+fle+2y+2)+ flety+22)+ fla+y) + flat+2)+fly+2)22(f(x) + fly) + f(2).

Croxus 910 BBIpazkenue ¢ (1), mmeem:

3(flety)+flat2)+ fly+2)+3f(x+y+2)=3(f(x)+ fly)+ f(2)),

ITO MOCJIe COKpalleHns Ha 3 JaéT Tpebyemoe.



