Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 д(екабря 1999 года

Финал 10.12.99. Высшая лига.

1. Функция f определена на отрезке [0,1] и принимает значения на том же отрезке. Известно, что при любых x, y([0,1] выполняется неравенство 
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Докажите, что существует ровно одно значение x, при котором f(x) = x. (С.Янкович, Югославия)
2. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдется правильный треугольник со стороной 1 или со стороной 
[image: image2.wmf]3

 с одноцветными вершинами. (Китай)
3. Можно ли квадрат разрезать на 21000000 прямоугольников, так чтобы никакая прямая не пересекала бы более 1000 из них? (А.Я. Белов)
4. Даны натуральные числа a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6< a7. Докажите неравенство 
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 где через [x,y] обозначается наибольшее общее кратное натуральных чисел x и y. (Югославия)
5. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Прямые AD и BC пересекаются в точке E, прямые AC и BD пересекаются в точке F. Точка M - середина CD. На описанной окружности треугольника ABM взята отличная от M точка N такая, что 
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Докажите, что точки N, E, и F лежат на одной прямой. (Dusan Djukic)
6. На доске написаны неотрицательные вещественные числа a1, a2,…, an. Разрешается стереть любые два из них и записать вместо них удвоенное большее число. Докажите, что это можно делать так, чтобы число, которое останется в конце, не превосходило учетверенной суммы исходных чисел. (Архив жюри Московской олимпиады)
7. Многочлены P(x) и Q(x) с вещественными коэффициентами удовлетворяют соотношению 
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. У многочлена P(x) все корни вещественны. Докажите, что и у Q(x) все корни вещественны. (Болгарские олимпиады)
8. Докажите, что любое рациональное число можно представить в виде 
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 для некоторых целых чисел x,y,z,t. (Д.А. Терешин)
9. В начале игры Саша выбирает 45 двухсотэлементных подмножеств 1999-элементного множества М. и сообщает эти подмножества Илье. Илья каждым своим ходом выбирает произвольное 200-элементное подмножество S множества M, после чего Саша должен заменить одно из своих подмножеств, пересекающихся с S, на  S. Если S не пересекается ни с одним из имеющихся на данный момент у Саши подмножеств, то игра заканчивается и Илья выигрывает. Сможет ли Илья выиграть при правильной игре? (И.И. Богданов, А.С. Богданов)
10. Три окружности S1, S2 и S3 проходят через точку M. Пусть прямые l1 и l2, проходящие через M, вторично пересекают эти окружности в точках A1, A2, A3 и B1, B2, B3 соответственно, причем A1A2 = A2A3 и B1B2 = B2B3. Докажите, что тогда для любой прямой l, проходящей через M и пересекающей S1, S2, S3 в точках X1, X2, X3 справедливо равенство X1X2 = X2X3. (Болгарские олимпиады)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Финал 10.12.99. Первая лига.

1. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдется правильный треугольник со стороной 1 или со стороной 
[image: image7.wmf]3

 с одноцветными вершинами. (Китай)
2. Можно ли квадрат разрезать на 21000000 прямоугольников, так чтобы никакая прямая не пересекала бы более 1000 из них? (А.Я. Белов)
3. Функция f определена на отрезке [0,1] и принимает значения на том же отрезке. Известно, что при любых x, y([0,1] выполняется неравенство 


[image: image8.wmf]2

)

(

)

(

)

(

)

(

y

y

f

x

x

f

y

f

x

f

-

+

-

£

-

.(С.Янкович, Югославия + жюри)
Докажите, что существует значение x, при котором |f(x) – x| < 0.0000001. 
4. Даны натуральные числа a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < a7. Докажите неравенство 
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 где через [x,y] обозначается наибольшее общее кратное натуральных чисел x и y. (Югославия)
5. Многочлены P(x) и Q(x) с вещественными коэффициентами удовлетворяют соотношению 
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. У многочлена P(x) все корни вещественны. Докажите, что и у Q(x) все корни вещественны. (Болгарские олимпиады)
6. Три окружности S1, S2 и S3 проходят через точку M. Пусть прямые l1 и l2, проходящие через M, вторично пересекают эти окружности в точках A1, A2, A3 и B1, B2, B3 соответственно, причем A1A2 = A2A3 и B1B2 = B2B3. Докажите, что тогда для любой прямой l, проходящей через M и пересекающей S1, S2, S3 в точках X1, X2, X3 справедливо равенство X1X2 = X2X3. (Румыния)
7. Рассмотрим числа 
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Берутся все наборы из четного количества элементов и подсчитывается произведение чисел в каждом из этих наборов. Найдите сумму всех этих произведений. (Н.Б. Васильев)
8. Секретный объект огорожен круглым набором длины 1 км. Охранник, стоящий около забора, видит участок забора в 10 м. влево и столько же вправо. На объект нападает банда, в которой очень много грабителей. Грабители лезут через забор объекта по одному. Если охранник видит грабителя, то он ловит его и остается на том месте, где был пойман грабитель.(В случае, если грабителя видят несколько охранников, то охранники сами определяют, какой из них ловит грабителя.) Можно ли организовать охрану объекта 100 охранниками так, чтобы ни один бандит не проник вовнутрь? (A.Х. Шень + жюри)
9. Верно ли, что если натуральное число имеет хотя бы 16 различных двузначных делителей, то оно имеет хотя бы один трехзначный делитель? (О.Ф. Крижановский)
10. Найдите геометрическое место точек, лежащих внутри или на границе данного треугольника и таких, что сумма расстояний от каждой из них до некоторых двух сторон треугольника равно расстоянию до третьей стороны. 
Третий международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Финал 10.12.99. Вторая лига.

1. Часовая и минутная стрелка испортившихся часов догоняют друг друга через каждые 66 минут. На сколько минут в час спешат или отстают часы? (Задача из Калуги)
2. В пространстве даны два семейства прямых. Первое состоит из четырёх параллельных прямых, а второе – из трёх параллельных прямых. При этом прямые разных семейств не параллельны между собой. Доказать, что любые девять точек, принадлежащие каждому из семейств, лежат в одной плоскости. (И.С. Рубанов)
3. Точка М лежит на продолжении стороны АВ квадрата АВСD, причём точка В есть середина отрезка АМ. Докажите, что на каждой прямой, параллельной диагонали ВD, квадрат АВСD и треугольник АМD высекают равные отрезки. (Украинские олимпиады)
4. Имеется прямоугольная шахматная доска, у которой число клеток в строках и столбцах чётно. Разрешается взять любой пьедестал и перекрасить все входящие в него клетки в противоположный цвет. Доказать, что в результате многократного повторения таких операций цвет всех клеток можно заменить на противоположный. (Украинские олимпиады)
5. Докажите, что существует бесконечно много чисел, которые не содержат нулей в десятичной записи, и делятся на сумму своих цифр. (А.Я. Канель-Белов)
6. На прямой задан отрезок. Точка этого отрезка называется хорошей, если она либо совпадает с одним из концов этого отрезка, либо делит какой-нибудь отрезок с хорошими концами в отношении один к трём, считая слева. Доказать, что середина исходного отрезка – плохая точка. (Одна из зарубежных олимпиад)
7. Несколько человек сидят за круглым столом. Расстоянием между двумя людьми будем называть количество человек между ними, считая от первого ко второму по часовой стрелке. Через некоторое время эти люди сели за стол в другом порядке. Доказать, что найдутся два человека, расстояние между которыми не изменилось. (Задача из Калуги)
8. Равнобедренный бумажный треугольник с углом при вершине в 140 градусов разрезают вдоль одной из биссектрис. Затем то же самое делают с одним из полученных треугольников и так далее. Может ли после нескольких разрезов получиться треугольник, подобный исходному? (Материалы Московских олимпиад)
9. Сумма 1999 чисел равна нулю, а сумма их квадратов равна 1. Доказать, что эти числа можно так расставить по кругу, что сумма всевозможных попарных произведений двух соседних чисел не будет превосходить –1/1999. (Украинские олимпиады)
10. Комиссия состоит из 1999 человек. На каждое заседание приходит ровно три члена комиссии. Председателю так удалось составить расписание заседаний, что любые два члена комиссии встретятся на заседаниях ровно один раз. После этого председатель вычеркнул из списка несколько троек и оставил только те заседания, все участники которого были его врагами. При этом ни одна тройка врагов вычеркнута не была. При этом получился список, в котором любая пара врагов председателя тоже встречается ровно один раз! Доказать, что у председателя меньше тысячи врагов. (А.С. Штерн)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Финал 10.12.99. Высшая юниорская лига.

1. Каждая вершина прямоугольника P покрыта прямоугольной салфеткой со сторонами, параллельными сторонам P. Любые две из этих салфеток перекрываются. Докажите, что салфетки покрывают весь прямоугольник P. (В.Л. Дольников)
2. Докажите, что если квадрат можно разрезать на квадратики двух видов – 2(2 и 3(3, то его можно разрезать и на квадратики одного из указанных видов. (Предложил В.В. Замятин)
3. Найдите геометрическое место точек, лежащих внутри или на границе данного треугольника и таких, что сумма расстояний от каждой из них до некоторых двух сторон треугольника равно расстоянию до третьей стороны. (Фольклор)
4. BL – биссектриса треугольника ABC, LM – высота треугольника ABL, LN – высота треугольника LBC. Перпендикуляр к прямой AC, восстановленный из точки L, пересекает отрезок MN в точке P. Докажите, что медиана треугольника ABC, выходящая из точки B, проходит через P. (Болгарские олимпиады)
5. Докажите, что шесть чисел являются попарными суммами некоторых четырех чисел тогда и только тогда, когда совокупность точек, соответствующих этим числам на числовой оси, имеет центр симметрии. (С.Г. Волченков)
6. Из головы в хвост движущейся колонны, длина которой 1 км, был отправлен посыльный с пакетом. Передав пакет, он тотчас вернулся в голову колонны. Колонна за это время прошла ¾ км. Какое расстояние преодолел посыльный, если скорости колонны и посыльного постоянны? (Фольклор)
7. В некоторых клетках прямоугольной клетчатой таблицы стоят звездочки. Известно, что для каждой клетки со звездочкой количества звездочек в строке и столбце, содержащих эту клетку, равны между собой. Докажите, что количество непустых строчек в этой таблице равно количеству непустых столбцов. (Предложил В.В. Замятин)
8. Решите в действительных числах систему уравнений:
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 (Районный тур Московской области 1999/2000 г.)
9. Малыш и Карлсон по очереди достают из коробки конфеты, причем каждый берет на одну конфету больше или на одну меньше, чем перед этим взял другой. Не брать конфеты из коробки в свой ход нельзя. Вначале в коробке было 24 конфеты. Малыш и Карлсон договорились, что если в какой-то момент в коробке останется ровно 4 или 14 конфет, то тому, чья очередь брать конфеты, достанется торт. Сможет ли Карлсон, который первым берет конфеты, выиграть торт, если вначале он имеет право взять 1 или 2 конфеты? (Районный тур Московской области 1999/2000 г.)
10. Даны натуральные числа a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < a7. Докажите неравенство 
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 где через [x,y] обозначается наибольшее общее кратное натуральных чисел x и y. (Югославия)
_1006243551.unknown

_1006245472.unknown

_1006245825.unknown

_1006277256.unknown

_1006278146.unknown

_1006275582.unknown

_1006245691.unknown

_1006244703.unknown

_1006075059.unknown

_1006098569.unknown

