Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Второй тур 7.12.99. Высшая лига.

1. Уравнение x3-ax2-b=0 имеет три целых корня. Докажите, что b=dk2, где d и k – целые, причем d – делитель a. (С.Л. Берлов)
2.. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство 
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3. В волейбольном турнире в один круг участвовало 1000 команд. Барон Мюнхгаузен не знает результатов турнира, но утверждает, что он всегда может выбрать 21 команду и выписать их в список так, что каждая команда выиграла у всех следующих за ней. Прав ли барон? (А.С. Штерн)
4. На плоскости нарисовано 100 одинаковых непрозрачных непересекающихся кругов. Докажите, что из некоторой точки видно не менее десяти из них. (А.В. Шаповалов)
5. На какое наименьшее число частей можно разбить все пары элементов данного n-элементного множества так, чтобы любые две пары из одной части имели общий элемент? (L. Lóvasž)
6. Функция 
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 такова, что для любых вещественных чисел x и y выполняется соотношение
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7. На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки D и E такие, что BD=DC и BE=AE. Пусть О – точка пересечения отрезков AE и CD. Известно, что AC – наименьшая сторона треугольника ABC. Докажите, что точка O, ортоцентр и точка пересечения медиан треугольника ABC лежат на одной прямой. (М.Г. Сонкин)

8. Докажите, что при некотором натуральном n число 2n+1999 имеет не менее 1999 различных простых делителей. (А. Я. Белов-Канель)
9. MNPQ – сечение правильного тетраэдра ABCD (M(AB, N(BC, P(CD, Q(DA). Докажите, что MN(NP(PQ(QM ( AM(BN(CP(DQ. (Д.А. Терешин, по мотивам задачи с румынской олимпиады).
10. В стране 1000 городов, некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит не более 9 дорог и из любого города можно доехать до любого другого. Докажите, что можно выбрать 210 городов так, чтобы не существовало циклического маршрута нечетной длины, проходящего только по выбранным городам. (Д.В. Карпов)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Второй тур 7.12.99. Первая лига.

1. Точки M и N – середины сторон AD и BC соответственно выпуклого четырехугольника ABCD. Известно, что точки  A, B, M, N лежат на одной окружности. Докажите, что если окружность, проходящая через точки A, N, D, касается прямой AB, то окружность, проходящая  через точки B, M, C также касается прямой AB. (С. Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)

2. Докажите, что при некотором натуральном n число 2n+1999 имеет простой делитель, больший 1000000. (А. Я. Белов-Канель)
3. Уравнение x3–ax2–b = 0 имеет три целых корня. Докажите, что b = dk2, где d и k – натуральные, причем число d – делитель числа a. (С. Л. Берлов)
4. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство 
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5. На плоскости нарисовано 100 одинаковых непрозрачных непересекающихся кругов. Докажите, что из некоторой точки видно не менее девяти из них. (А.В. Шаповалов)
6. Функция 
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7. На какое наименьшее число частей можно разбить все пары элементов данного n-элементного множества так, чтобы любые две пары из одной части имели общий элемент? (L. Lóvasž)
8. MNPQ – сечение правильного тетраэдра ABCD (M(AB, N(BC, P(CD, Q(DA). Докажите, что MN(NP(PQ(QM ( AM(BN(CP(DQ. (Д.А. Терешин, по мотивам задачи с румынской олимпиады).
9. На бесконечной клетчатой доске в виде квадрата 10(10 стоят 100 фишек. Их переставили так, что любые две соседние по стороне фишки остались соседними по стороне и никакие две фишки не попали на одну клетку. Докажите, что фишки снова стоят в виде квадрата 10(10. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
10.. В Швамбрании 1999 городов, некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит не более 19 дорог и из любого города можно доехать до любого другого. Докажите, что Швамбранию можно разделить на 19 независимых республик так, чтобы никакие два города из одной республики не были соединены дорогами. (С.Л. Берлов)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Второй тур 7.12.99. Вторая лига.

1. На бесконечной клетчатой доске стояли 100 фишек, образующие квадрат 10(10. Их переставили так, что любые две соседние фишки остались соседними и никакие две различные фишки не попали в одну клетку (фишки называются соседними, если они стоят в клетках, имеющих общую сторону). Доказать, что снова получится квадрат 10(10. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
2. Доказать, что число 
[image: image9.wmf]1

2

3

+

n

имеет не менее n различных простых делителей. (А.Я. Канель-Белов + жюри)
3. Для произвольных положительных чисел a, b, c докажите неравенство 
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4. Двое играют в такую игру. Вначале на доске написано число 35. Затем играющие по очереди отнимают от написанного числа простое число или 1. Выигрывает игрок, после хода которого на доске появился 0. Кто выиграет при правильной игре? 
5. Расстояние между центрами двух окружностей радиуса 1 равно 1. На первой окружности выбраны точки А и В, симметричные относительно линии центров. Доказать, что для любой точки Р второй окружности выполнено неравенство PA2 + PB2 ≥ 2. (Материалы жюри международной олимпиады 1997 г.)

6. На диагоналях АС и ВD трапеции АВСD с основаниями АD и ВС взяты точки М и K соответственно. При этом отрезок ВМ параллелен отрезку СD, а отрезок СК параллелен отрезку АВ. Доказать, что площади треугольников СМD и ВKА совпадают. (Сообщил М.Г. Сонкин)
7. Три числа a, b, c подобраны так, что выполняется равенство 
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 (Материалы украинских олимпиад)
8. Доказать, что равнобедренный прямоугольный треугольник можно разрезать на шесть равнобедренных прямоугольных треугольников, из которых никакие два не равны друг другу. (Московские олимпиады)
9. Доказать, что система уравнений 
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 не имеет решений. (Московские олимпиады)
10. Требуется расставить в вершинах куба натуральные числа от 1 до 8 так, чтобы в каждой грани куба сумма чисел была меньше n. При каком наименьшем n это можно сделать? (Фольклор)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Второй тур 7.12.99. Высшая юниорская лига.

1. Докажите, что при любом натуральном n число 
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 имеет не менее n различных простых делителей. (А.Я. Канель-Белов + жюри)
2. На бесконечной клетчатой доске стоят 100 фишек в виде квадрата 10(10. Их переставили так, что любые две соседние по стороне фишки остались соседними по стороне и никакие две фишки не попали на одну клетку. Докажите, что фишки снова стоят в виде квадрата 10(10. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
3..В Швамбрании 1999 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит не более 15 дорог и из любого города можно доехать до любого другого. Докажите, что Швамбранию можно разделить на 15 независимых республик так, чтобы никакие два города из одной республики не были соединены дорогами. (С.Л. Берлов)
4. Решите в целых числах систему уравнений:
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 (М.Г. Сонкин)
5. В кучке лежат n камней. Двое играющих по очереди берут из кучки камни, причем за один ход можно взять либо один камень, либо простое число камней. Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода. Кто выиграет при правильной игре? (В.В. Замятин, по мотивам материалов конкурсов IMTS)
6. На диагоналях АC и BD трапеции АВСD (ВС||AD) взяты точки М и N соответственно, так что ВМ||СD, а СN||АВ. Докажите, что площади треугольников СМD и ВNА равны. (М.Г. Сонкин)
7. На плоскости нарисовано 100 одинаковых непрозрачных непересекающихся кругов. Докажите, что из некоторой точки видно не менее девяти из них. (А.В. Шаповалов)
8. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство:
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9. По точному хронометру было установлено, что часовая и минутная стрелки неправильно, но равномерно идущих часов совпадают через каждые 66 минут. На сколько минут в час спешат или отстают часы? (Тульские олимпиады)
10. Полуокружность с диаметром, лежащим на стороне AC треугольника ABC, касается сторон AB и BC в точках M и N. Докажите, что если BD – высота треугольника, то (ADM =(CDN. (М.Г. Сонкин)
Третий международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 4–10 декабря 1999 года

Второй тур 7.12.99. Первая юниорская лига.

1. На бесконечной клетчатой доске стоят 100 фишек в виде квадрата 10(10. Их переставили так, что любые две соседние по стороне фишки остались соседними по стороне и никакие две фишки не попали на одну клетку. Докажите, что фишки снова стоят в виде квадрата 10(10. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
2. . В кучке лежат 35 камней. Двое играющих по очереди берут из кучки камни, причем за один ход можно взять либо один камень, либо простое число камней. Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода. Кто выиграет при правильной игре? (В.В. Замятин, по мотивам материалов IMTS)
3. На диагоналях АC и BD трапеции АВСD (ВС||AD) взяты точки М и N соответственно, так что ВМ||СD, а СN||АВ. Докажите, что площади треугольников СМD и ВNА равны. (М.Г. Сонкин)
4. Решите в целых числах систему уравнений:
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 (М.Г. Сонкин)
5. При некоторых целых a и b число ab+1 является квадратом целого числа. Докажите, что существует такое целое число c, что числа ac+1 и bc+1 также являются квадратами целых чисел. (Материалы конкурсов IMTS)
6. По точному хронометру было установлено, что часовая и минутная стрелки неточно идущих часов догоняют друг друга через каждые 66 минут. На сколько минут в час спешат или отстают часы? (Тульские олимпиады)
7. Разрежьте равнобедренный прямоугольный треугольник на 6 попарно различных равнобедренных прямоугольных треугольников. (Московские олимпиады)
8. Полуокружность с диаметром, лежащим на стороне AC треугольника ABC, касается сторон AB и BC в точках M и N. Докажите, что если BD – высота треугольника, то (ADM =(CDN. (М.Г. Сонкин)
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