1.(Исход)

На десяти карточках написаны (по одной) буквы К, О, Л, М, О, Г, О, Р, О, В. Найдите наименьшее N, такое, что если взять любые N карточек, то из части написанных на них букв можно составить слово (существительное в именительном падеже единственном числе).
2.(Исход) 
Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его вершин на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.

3.(Исход)  

Найдите наибольшее натуральное число, на которое выражение 
n(n2-49)(n2+49) делится при любом натуральном n.
4.(Исход) 

Найдите радиус окружности, описанной около равнобочной трапеции с основаниями 2 и 14 и боковой стороной 10.

5.(Исход) 
В ряд без запятых пишутся числа 
12345678910111213…N (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 999 ?
6.(Исход) 
Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его сторон на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.

7.(Исход) 
Цена на нефть за первый месяц выросла на 10%, за второй – упала на 20%, а за третий – ещё упала на 10%. На сколько процентов изменилась цена на нефть за эти три месяца по сравнению с исходной?
8.(Исход) 

Какое наименьшее количество полей шахматной доски могут бить 3 ладьи (занятые ими поля не учитываются)? (Ладья бьёт по вертикали и горизонтали).

9.(Исход)
В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при основании равна основанию. Найдите углы треугольника (в градусах).
10.(Исход) 

 Сколько надо взять первых слагаемых суммы 1+2+3+4+…, чтобы в результате сложения получилось трёхзначное число, в записи которого все цифры одинаковы?

11.(Исход) 
Найдите все такие натуральные N>1, что правильный треугольник можно разбить на N правильных треугольников (не обязательно равных).
12.(Исход) 
Чему равно наибольшее значение произведения    
[image: image1.wmf]ВСК

ИЖЕ

´

 ?  

(Различные буквы – различные цифры)

13.(Исход)  
Какое наибольшее количество цифр может быть у натурального числа (с ненулевыми цифрами), у которого любые две последовательные цифры образуют полный квадрат?
14.(Исход) 
Сколько существует натуральных чисел N таких, что число N4 + 64 является простым?

1. (Зачёт)
Сколько раз могла набрать по 3 балла за решённые задачи команда на математической карусели, состоящей из 20 зачётных задач? (Перечислите все возможные варианты)
2. (Зачёт)
Найдите наименьшее основание системы счисления, в которой выполняется неравенство:

             55 < 2001.

3. (Зачёт)
В ряд без запятых пишутся числа 
1N2(N-1)3(N-2)4(N-3)… (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 2001 ?
4. (Зачёт) 

В ряд лежат в некотором порядке семь монет (по одной с весами 1, 2, …, 7 граммов). Для любой монеты (кроме крайних) известна сумма весов её соседей. У какого наибольшего количества монет можно гарантированно узнать вес?

5. (Зачёт) 

Решить неравенство: {x} > [x].

([x] – наибольшее целое число, не превосходящее x;  {x} = x – [x])
6. (Зачёт)
Двое играют в такую игру. За один ход из написанного на доске натурального числа k можно вычесть любой его делитель и записать вместо k полученную разность. Проигрывает игрок, получивший 1 или 0. Укажите все начальные значения k>1, при которых второй игрок может выиграть независимо от того, как играет первый.

7. (Зачёт) 

Сколько  решений в целых числах имеет уравнение: 
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8. (Зачёт)
N команд провели однокруговой (любые две команды сыграли по одному матчу между собой) турнир по футболу (победа – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0 очков). В итоге все команды набрали по 10 очков. Найдите все возможные значения N.

9. (Зачёт)
В окружности радиуса 1 дана хорда АВ длины 
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. Рассматриваются всевозможные хорды СD такие, что СА||BD (все точки A, B, C, D различные). Найти геометрическое место середин хорд CD.
10. (Зачёт)

Найдите количество решений ребуса ДВАПЯТЬ = ДЕСЯТЬ. (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). Ответ дать в виде натурального числа.

11. (Зачёт)
На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы – врут) в некоторой компании каждый заявил остальным: «Среди вас – три рыцаря». Сколько рыцарей могло быть в этой компании?
12. (Зачёт)
У скольких простых чисел, больших 10 и не превосходящих 2001, произведение цифр равно их сумме?

13. (Зачёт)
Укажите наименьшее простое число (большее 10), произведение цифр которого равно их сумме.
14. (Зачёт)

Сколько верно решённых задач (из 14) на исходном рубеже могло быть у команды (из 6 человек) к моменту, когда очередь представлять решение этой задачи (№14 на зачётном рубеже) у игрока №4 ?

15. (Зачёт)
Сколькими способами можно составить расписание первого тура чемпионата России по футболу, в котором играет 16 команд?  (Является важным, кто хозяин поля). Ответ дать в виде натурального числа.
16. (Зачёт) 

Найдите сумму 1001 дроби:
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17. (Зачёт)
В окружность радиуса 1 вписан равнобедренный треугольник, у которого сумма основания и высоты, проведённой к нему, равна диаметру. Найдите длину этой высоты.
18. (Зачёт)
Найдите все такие функции f:R(R, что для всех действительных чисел выполняется равенство:

f(x) + f(2y) = 0,5f(x + y) + 1,5 f(xy). 

19. (Зачёт) 
Найдите наибольшее натуральное число, в записи квадрата которого все цифры – различные.
20. (Зачёт)
Догадайтесь, чему должно быть равно число в последней клетке:
1.  15. 12 16 13 14 16 4  16 18 16 __




15. (Зачёт)
Сколькими способами можно составить расписание первого тура чемпионата России по футболу, в котором играет 16 команд?  (Является важным, кто хозяин поля). Ответ дать в виде натурального числа.
16. (Зачёт) 

Найдите сумму 1001 дроби:
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17. (Зачёт)
В окружность радиуса 1 вписан равнобедренный треугольник, у которого сумма основания и высоты, проведённой к нему, равна диаметру. Найдите длину этой высоты.
18. (Зачёт)
Найдите все такие функции f:R(R, что для всех действительных чисел выполняется равенство:

f(x) + f(2y) = 0,5f(x + y) + 1,5 f(xy).

19. (Зачёт) 
Найдите наибольшее натуральное число, в записи квадрата которого все цифры – различные.
20. (Зачёт)
Догадайтесь, чему должно быть равно число в последней клетке:
1.  15. 12 16 13 14 16 4  16 18 16 __

Правильные ответы при неверном решении во время карусели командам не сообщать!

Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
 


Ответы к ЗАЧЕТНЫМ задачам

1.     7 карточек





1.      от 0 до 10 раз

2.  Внимательно!        
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9.  окружность радиуса ½ с тем же центром,
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10.    36






10.     1 453 824

11.       N = 4 и N ( 6





11.     0 или 4 рыцаря
12.     843 500






12.     0 чисел

13.     5






13.     2141
14.   0







14.      от 4 до 14 задач









15.       518 918 400









16.      1








17.       0,4 = 2/5








18.    f(x) = const
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Правильные ответы при неверном решении во время карусели командам не сообщать!

Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
 


Ответы к ЗАЧЕТНЫМ задачам

1.     7 карточек





1.      от 0 до 10 раз

2.  Внимательно!        
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5.        x < 0,  0 < x < 1    (x < 1,  x ( 0)
6.       
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6.        2 и нечетные числа, начиная с 5

7.      уменьшилась на 20,8%



7.       бесконечно много

8.      25 полей





8.       8, 9, 10, 11 команд

9.      36(, 72( и 72(





9.  окружность радиуса ½ с тем же центром,

 вписанная в равносторонний треугольник со стороной АВ, с тремя выколотыми точками – серединами сторон этого треугольника
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20.      3
Решения задач карусели.

1. Сколько раз могла набрать по 3 балла за решённые задачи команда на математической карусели, состоящей из 20 зачётных задач? (Перечислите все возможные варианты)  (Д.Ю.Кузнецов)

Ответ:   от 0 до 10 раз

Решение: Среди любых двух последовательных задач не более одной оценивается в 3 балла, следовательно, среди двадцати задач не более 10 с оценкой в 3 балла. Любой вариант в N  3-балльных задач (0 ( N ( 10) получается, например, так: N циклов  «решённая-нерешённая задачи», остальные задачи – нерешённые.
2. Найдите наименьшее основание системы счисления, в которой выполняется неравенство:  55 < 2001. (П.А.Исанбаев)

Ответ: 12.

Решение: пусть основание системы счисления – N, тогда 55 < 2(N3 + 1. Следовательно, 
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.  Наименьшее N, удовлетворяющее этому неравенству, равно 12.

3. В ряд без запятых пишутся числа 1N2(N–1)3(N–2)4(N–3)… (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 2001?(Д.Ю.Кузнецов)

Ответ: 208.

Решение: Для 208 есть пример. Проверим, может ли N быть меньше. Так как числа с 0 не начинаются, то в ряду должно встретиться число 200, а после него идёт число, начинающееся на 1, т.е. не меньшее 10, значит, перед числом 200 есть числа 1, 2, …, 9, а между ними восемь чисел, больших 200. Итак,  N ( 208.

4. В ряд лежат в некотором порядке семь монет (по одной с весами 1, 2, …, 7 граммов). Для любой монеты (кроме крайних) известна сумма весов её соседей. У какого наибольшего количества монет можно гарантированно узнать вес?(Р.Г.Женодаров)

Ответ: У трех монет. 

Решение: Обозначим веса монет в порядке их расположения в ряду: x1, x2,…, x7.  Из условия задачи имеем уравнения:  x1 + x3 = a2, x2 + x4 = a3,  x3 + x5 = a4, x4 + x6 = a5,
x5 + x7 = a6,  x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 28,  где ak  – сумма весов соседей k-й монеты (k = 2, 3, 4, 5).  Отсюда  x4 = a3 + a5 – (28 – a2 – a6).  Значит, вес четвертой монеты установить можно. Поскольку  x2 = a3 – х4,  x6 = a5 – х4,  то и веса второй и шестой монет можно узнать.  Если монеты, лежащие в ряду имеют веса 2, 1, 5, 7, 3, 6, 4 или 4, 1, 3, 7, 5, 6, 2, тогда суммы весов соседей каждой монеты в обоих случаях одинаковы, следовательно, гарантированно установить веса первой, третьей, пятой и седьмой монет невозможно.

5. Решить неравенство: {x} > [x].  ([x] – наибольшее целое число, не превосходящее x;  {x} = x – [x]) (Д.Ю.Кузнецов)

Ответ:  x < 1,  x ( 0.

Решение: Очевидно из графика.

6. Двое играют в такую игру. За один ход из написанного на доске натурального числа k можно вычесть любой его делитель и записать вместо k полученную разность. Проигрывает игрок, получивший 1 или 0. Укажите все начальные значения 
k > 1,  при которых второй игрок может выиграть независимо от того, как играет первый. (фольклор)

Ответ: 2 и все нечетные числа, начиная с 5.

Решение: Назовем число выигрышным, если игрок, делающий ход, когда на доске написано это число, может выиграть независимо от действий противника; в противном случае назовем число проигрышным. Исследуем числа в порядке возрастания. Число 2 – проигрышное: 2 – 2 = 0 и 2 – 1 = 1.  Число 3 – выигрышное: 3 – 1 = 2, и ходящий с двойки наш противник проиграет.  Число 4 тоже выигрышное: 4 – 2 = 2. Число 5 проигрышное:  5 – 1 = 4,  5 – 5 = 0. Покажем, что далее каждое четное число выигрышно, а каждое нечетное проигрышно. Из четного числа можно вычесть 1 и получить проигрышное. Из нечетного вычитанием делителя можно получить только четное число: 0 это проигрыш сразу, а 2 получить можно только из 4. Все остальные четные выигрышны.

7. Сколько решений в целых числах имеет уравнение: 
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Ответ: бесконечно много.

Решение: Ясно, что все тройки чисел  a = n,  b = –n,  c = 1,  где n – любое натуральное число являются решениями этого уравнения.

8. N команд провели однокруговой (каждые две команды сыграли по одному матчу между собой) турнир по футболу (победа – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 
0 очков). В итоге все команды набрали по 10 очков. Найдите все возможные значения N. (П.А.Исанбаев)

Ответ: 8, 9, 10, 11 команд.

Решение: За одну игру две команды вместе могут набрать 2 или 3 очка и значит за все  n(n–1)/2  игр может быть набрано не менее n(n–1) и не более 3n(n–1)/2.
Поскольку каждая команда набрала 10 очков,  n(n–1) ( 10n ( 1,5n(n–1), откуда
8 (  n ( 11.  Для каждого из этих значений n нетрудно придумать турнир, в котором каждая из n команд набирает ровно по 10 очков. Пусть все n команд построены по кругу и каждая выиграла у 11–n следующих за ней справа, со следующими  3n – 23 играет вничью, а остальным  11–n  проигрывает. 

9. В окружности радиуса 1 дана хорда АВ длины 
[image: image16.wmf]3

. Рассматриваются всевозможные хорды СD такие, что СА||BD (все точки A, B, C, D различные). Найти геометрическое место середин хорд CD. (по мотивам израильских олимпиад)

Ответ: окружность радиуса ½ с тем же центром,  вписанная в равносторонний треугольник со стороной АВ, с тремя выколотыми точками – серединами сторон этого треугольника.

Решение: Из параллельности хорд AB и CD следует, что CD = AB.  Следовательно, середина CD удалена от центра окружности на такое же расстояние, что и середина АВ, т.е. на ½. Проверим, всякую ли точку окружности радиуса ½ можно получить таким образом. Для этого в каждой точке окружности с радиусом ½ построим отрезок касательной, являющийся нужной хордой исходной окружности. Оказывается, что для середин сторон вписанного в исходную окружность равностороннего треугольника со стороной АВ, нет соответствующих параллельных  хорд с вершинами, отличными от точек А и В.

10.Найдите количество решений ребуса ДВАПЯТЬ = ДЕСЯТЬ.
(Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). Ответ дать в виде натурального числа. (П.А.Исанбаев)

Ответ: 1 453 824.

Решение: В ребусе 9 различных букв, 4 из них (Д, Я, Т, Ь) встречаются в обеих частях равенства, а 5 только в одной из них (В, А, П, Е, С).

Выясним, сколько есть решений, когда одна из букв равна 0. В этом случае она должна встречаться и в левой, и правой части, т.е. это одна из букв Д, Я, Т, Ь 
(4 способа). А для остальных восьми букв выбираем 8 значений цифр из 9 оставшихся – а это 9(8(…(3(2 = 9! способов. Таким образом, случай с наличием нуля даёт 4(9! = 1451520 решений.

Если же нуля нет, то разложения на простые множители левой и правой частей равны. Значит,  В(А(П = Е(С ( 0. При этом в произведении не должно быть 5 и 7, так как эти простые числа не являются делителями других ненулевых цифр. Кроме того, произведение пяти этих цифр (взятых из 7 оставшихся) должно быть полным квадратом. Перебрав всевозможные варианты, получим 8 подходящих: 1(2(9 = 3(6, 
1(3(6 = 2(9,  2(3(6 = 4(9,  4(3(6 = 8(9, 1(3(4 = 2(6,  1(3(8 = 4(6, 1(2(6 = 3(4,  1(4(6 = 3(8. Учитывая, что цифры левой части можно переставлять  3! = 6  способами, а пра​-
вой – 2! = 2 способами, да и четыре цифры на местах Д, Я, Т, Ь можно переставлять 4! = 24 способами, то случай без нуля даёт  4!(3!(2!(8 = 2304 решения. А вместе  имеем 1453824 решения.

11. На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы – врут) в некоторой компании каждый заявил остальным: «Среди вас – три рыцаря». Сколько рыцарей могло быть в этой компании?(Д.Ю.Кузнецов)

Ответ: 0 или 4 рыцаря.

Решение: Если в компании нет рыцаря, то каждый лжец врёт, что отвечает условию задачи, значит, в компании могло быть 0 рыцарей.

Если же в компании есть рыцарь, то каждый из них говорит правду, значит, рыцарей ровно 4, и при этом лжецы, если они есть в компании, действительно врут.

Таким образом, в компании 0 или 4 рыцаря.

12. У скольких простых чисел, больших 10 и не превосходящих 2001, произведение цифр равно их сумме? (П.А.Исанбаев)

Ответ: у 0 чисел.

Решение: Для двузначных чисел решим в цифрах уравнение ab = a + b или
(a–1)(b–1) = 1  при a ( 0.  Получим, a = b = 2, но 22 – не простое.

Для трехзначных чисел решим в цифрах уравнение abc = a + b + c  при a ( 0 и
с ( {1, 3, 7, 9}, так как только на эти цифры может оканчиваться простое число, большее 10. Следовательно, надо перебрать случаи: 

1).  с = 3 или  с = 9, тогда  a + b + с = abc делится на 3 и сумма цифр числа делится на 3, т.е. число делится на 3 и не является простым. 

2). с = 7, тогда  7ab = a + b + 7 ( 25,  т.е.  ab ( 3, что даёт числа 117, 127, 217, 137, 317, но у них произведение цифр не равно сумме.

3). с = 1, тогда  ab = a + b + 1 или  (a–1)(b–1) = 2,  т.е. {a, b} = {2, 3},  но 321 и 231 не являются простыми.

Для четырёхзначных чисел решим в цифрах уравнение  abcd = a + b + c + d  при
a = 1 и  d ( {1, 3, 7, 9}  (только на эти цифры может оканчиваться простое число, большее 10). Переберём возможные случаи:

1)  d = 3 или d = 9  аналогично случаю 1 для трёхзначных чисел.

2) d = 7, тогда  7bc = 1 + b + c + 7 ( 26,  т.е. bc ( 2, что даёт числа 1117, 1127, 1217, но у них произведение цифр не равно сумме.

3) d = 1, тогда  bc = 1 + b + c + 1  или (b–1)(c–1) = 3,  т.е. {b, c} = {4, 2}, но 1421 и 1241 делятся на 7 и 17 соответственно, т.е. не являются простыми.

13. Укажите наименьшее простое число (большее 10), произведение цифр которого равно их сумме. (П.А.Исанбаев)

Ответ: 2141.

Решение: Переберём варианты, начиная с чисел 2111. Из решения предыдущей задачи видно, что первым «подозрительным» числом является 2141. Нетрудно проверить, что оно простое.

14. Сколько верно решённых задач (из 14) на исходном рубеже могло быть у команды (из 6 человек) к моменту, когда очередь представлять решение этой задачи (№14 на зачётном рубеже) у игрока №4?(Д.Ю.Кузнецов)

Ответ: от 4 до 14 задач

Решение: Так как задачу должен рассказывать игрок №4, то это значит, что он уже пришёл с исходного рубежа, следовательно, команда решила на исходном рубеже не менее 4 задач. Кроме того, игрок №4 мог вернуться на исходный рубеж один раз, но не более (так как тогда ему не хватит задачи на исходном рубеже для третьего выхода на зачётный), а игроки №1 и №2 могли это успеть сделать дважды, а затем ещё и успеть вернуться на зачётный рубеж. Следовательно, могли быть решены и все 14 задач исходного рубежа. При этом каждый из вариантов от 4 до 14 задач реализуем на практике. Варианты от 4 до 9 возможны при очереди на исходном рубеже соответственно игроков с номерами 5, 6, 1, 2, 3 и отсутствии игроков на нём. Варианты от10 до 14 возможны после второго выхода на зачетный рубеж игрока №4 при очереди на исходном рубеже соответственно игроков с номерами 5, 6, 1, 2 и полном отсутствии задач на нём.

15. Сколькими способами можно составить расписание первого тура чемпионата России по футболу, в котором играет 16 команд?  (Является важным, кто хозяин поля). Ответ дать в виде натурального числа. (фольклор)

Ответ: 518 918 400.

Решение:  16! способами можно расставить 16 команд на 16 местах, после чего разбить их на пары 1-2, 3-4, …, 15-16 (команды с нечётными номерами – хозяева, с чётными – гости). Но при этом каждое разбиение на пары в этих вариантах встречается 8! раз (количество способов переставить 8 пар по порядку). Таким образом, количество расписаний первого тура равно 16! : 8! = 518 918 400.

16. Найдите сумму 1001 дроби: 
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Ответ: 1.

Решение. Введем  последовательность S1 = 1/1001;  Sk = k/k+1000 + k/k+1000 Sk–1. Искомая сумма равна S1001. С другой стороны нетрудно убедиться, что Sk = k/1001.

17. В окружность радиуса 1 вписан равнобедренный треугольник, у которого сумма основания и высоты, проведённой к нему, равна диаметру. Найдите длину этой высоты. (фольклор)

Ответ: 2/5.

Решение: пусть основание треугольника равно a, тогда высота h = 2–a. При этом диаметр, на котором лежит высота, делит основание пополам. Воспользуемся свойством пересекающихся хорд, получим, что  (а/2)2 = h((2–h) = (2–a)(a. Отсюда,  a = 8/5. Следовательно,  h = 2/5.

18. Найдите все такие функции f:R(R, что для всех действительных чисел выполняется равенство: f(x) + f(2y) = 0,5f(x + y) + 1,5 f(xy). (П.А.Исанбаев)

Ответ:  f(x) = const

Решение: Пусть  y = 0, тогда  f(x) + f(0)= 0,5f(x) + 1,5 f(0).  Отсюда f(x) = f(0), и значит, значения функции во всех точках равны. Нетрудно убедиться, что все такие функции удовлетворяют условиям задачи.

19. Найдите наибольшее натуральное число, в записи квадрата которого все цифры – различные. (П.А.Исанбаев)

Ответ: 99066.

Решение: Заметим, что наибольшее число из различных цифр 9876543210 < 993812 и сумма цифр десятизначного числа, равная 45, делится на 9 (значит, само число делится на 3). Переберём все кратные 3 числа, меньшие 99381, возводя их в квадрат. Обнаружим, что первым устраивающим нас числом является 99066, квадрат которого равен 9814072356.

20. Догадайтесь, чему должно быть равно число в последней клетке:

1.  15. 12 16 13 14 16 4  16 18 16 __(П.А.Исанбаев, К.А.Кноп)
Ответ: 3.

Решение: каждое число означает порядковый номер в русском алфавите букв имени «А.Н.КОЛМОГОРОВ». А буква В – третья.

Решения задач исходного рубежа

1. На десяти карточках написаны (по одной) буквы К, О, Л, М, О, Г, О, Р, О, В. Найдите наименьшее N, такое, что если взять любые N карточек, то из части написанных на них букв можно составить слово (существительное в именительном падеже единственном числе).(Д.Ю.Кузнецов)

Ответ: 7 карточек.

Решение. Если выбрать все согласные буквы, то ни одного слова составить нельзя и значит шести карточек недостаточно. Если карточек семь, то на одной из них есть буква О и, по крайней мере, на трёх – согласные. Если среди согласных есть М или Р, то можно составить слова ОМ или ОР. Если есть Л, наличие еще одной согласной (отличной от М и Р)  позволяет составить одно из слов ГОЛ, КОЛ, ВОЛ. Если нет Л, М и Р, то выбраны карточки ООООГКВ и составляется слово ОКО.

2. Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его вершин на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.(фольклор)

Ответ: 
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Решение. Отразив точку М относительно сторон исходного треугольника АВС, получим шестиугольник АМ1ВМ2СМ3 с углами по 120( при вершинах А, В, С. Площадь этого шестиугольника в два раза больше площади исходного треугольника и равна сумме площадей треугольников М1ВМ2, М2СМ3, М3АМ1 и М1М2М3, площади которых легко находятся.

3. Найдите наибольшее натуральное число, на которое выражение 

n(n2–49)(n2+49) делится при любом натуральном n. (по мотивам фольклора)

Ответ: 30.

Решение. Пусть an = n(n2–49)(n2+49). a1 = –48(50 = –25(3(52,  a2 = –2(45(53 = –2(32(5(53,  (a1, a2) = 30.  Нетрудно показать, что 2|an, 3|an, 5|an, и значит 30|an. 

4. Найдите радиус окружности, описанной около равнобочной трапеции с основаниями 2 и 14 и боковой стороной 10. (фольклор)

Ответ: 
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Решение: Окружность, описанная около трапеции, является и окружностью, описанной около любого треугольника, вершины которого совпадают с вершинами трапеции. А радиус окружности, описанной около треугольника со сторонами a, b, c и площадью S, найдём по формуле R = abc/4S.

5. В ряд без запятых пишутся числа 12345678910111213…N (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 999?(Р.Г.Женодаров)
Ответ: 900.

Решение: Есть пример при  N = 900.   Кусок 999 должен быть частями двух чисел, а это возможно в двух случаях:

1). …9,99… но второе число 99-ю быть не может, а в остальных вариантах это уже больше 900;

2). …99,9… но тогда первое из этих чисел трёхзначное, и значит, второе не меньше 900.

6. Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его сторон на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника. (фольклор)

Ответ: 
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Решение: Сумма данных чисел равна высоте треугольника. Теперь нетрудно найти сторону и площадь.

7. Цена на нефть за первый месяц выросла на 10%, за второй – упала на 20%, а за третий – ещё упала на 10%. На сколько процентов изменилась цена на нефть за эти три месяца по сравнению с исходной?(Современная жизнь)

Ответ: уменьшилась на 20,8%

Решение: Цена изменилась в 1,1(0,8(0,9 = 0,792  раза, т.е. уменьшилась на 20,8%.

8. Какое наименьшее количество полей шахматной доски могут бить 3 ладьи (занятые ими поля не учитываются)? (Ладья бьёт по вертикали и горизонтали).(Д.Ю.Кузнецов)

Ответ: 25 полей

Решение: Переберём все случаи расположения трёх ладей: 1) все ладьи в одном ряду (3(7 + 5 = 26 побитых полей);  2) есть столбец и строка, в которых по две ладьи (4(6 + 1 = 25 побитых полей);  3)  есть только один ряд, в котором стоят две ладьи (3(7 + 2(5 = 31 побитых полей);  4) нет рядов, в которых стоят по две ладьи
(3(7 + 3(5 = 36 побитых полей).  Видим, что 25 – минимальное число.

9. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при основании равна основанию. Найдите углы треугольника (в градусах).(фольклор)

Ответ: 36(, 72( и 72(.

Решение: Пусть угол при основании треугольника равен 2x, тогда сумма углов меньшего равнобедренного треугольника равна  2х + 2х + х = 5х = 180(. Тогда углы исходного треугольника равны 36(, 72( и 72(.
10. Сколько надо взять первых слагаемых суммы 1 + 2 + 3 + 4 + …, чтобы в результате сложения получилось трёхзначное число, в записи которого все цифры одинаковы?(фольклор)

Ответ: 36
Решение. Пусть трехзначное число, в записи которого встречается только цифра а получилось сложением n слагаемых. Тогда n(n+1)/2 = 111a =37(3a. Отcюда  37|n(n+1). Поскольку 50(51/2 = 1225 > 999, значит, есть только две возможности
n = 36, n = 37.  Нетрудно убедиться, что вторая из них не подходит.

11. Найдите все такие натуральные N >1, что правильный треугольник можно разбить на N правильных треугольников (не обязательно равных).(фольклор)

Ответ:  N = 4  и  N ( 6.

Решение. Проведя в любом правильном треугольнике средние линии, мы получим четыре правильных треугольника и, тем самым, увеличим число правильных треугольников на 3. Правильный треугольник со стороной 3 можно разрезать на один со стороной 2 и пять со стороной 1. Правильный треугольник со стороной 4 можно разрезать на один со стороной 3 и семь со стороной 1. Значит, правильный треугольник можно разрезать на  4+3n,  6+3n,  8+3n  правильных треугольников.

12.  Чему равно наибольшее значение произведения    
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(Различные буквы – различные цифры)  (Д.Ю.Кузнецов)

Ответ:  843 500.
Решение. Ясно, что первые цифры множителей должны быть 9 и 8, вторые – 7 и 6, а третьи – 5 и 4. Кроме того,  97(86 = 96(86 + 86 < 96(86 + 96 = 96(87.  По аналогичным причинам  965(874 < 964(875 = 843 500.

13. Какое наибольшее количество цифр может быть у натурального числа (с ненулевыми цифрами), у которого любые две последовательные цифры образуют полный квадрат?(фольклор)

Ответ: 5.

Решение. Двузначные квадраты: 16, 25, 36, 49, 64, 81. Из них можно составить только следующие максимальные последовательности: 81649, 3649, 25.

14. Сколько существует натуральных чисел n таких, что число n4+64 является простым?(фольклор)

Ответ: 0.

Решение. Заметим, что  n4+64 = (n2–4n+8)(n2+4n+8) = ((n–2)2+4)((n+2)2+4). Каждый из двух множителей не меньше 4 и значит, число является составным.
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