Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.01. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Имеется 100 жемчужин четырех цветов – красного, синего, желтого и зеленого, причем жемчужин каждого цвета не более 50. Докажите, что из всех жемчужин можно сделать ожерелье, в котором никакие две жемчужины одного цвета не окажутся рядом. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
2. Внутри выпуклого шестиугольника ABCDEF нашлась точка O такая, что треугольники OAB, OCD и OEF – правильные. Докажите, что середины отрезков BC, DE и FA лежат в вершинах правильного треугольника. (Д.А. Крамаренко)
3. Найдите все пары натуральных чисел x и n, для которых xn+1+2n+1+1 делится на xn+2n+1. (Румыния, 1998)
4. В выпуклом четырехугольнике ABCD точка O – центр описанной окружности, а точка Q – вторая точка пересечения описанных окружностей треугольников OAB и OCD. Докажите, что QA(QB = QC(QD. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Для положительных чисел a, b, c выполняется неравенство a+b+c>abc. Докажите, что a2+b2+c2>
[image: image1.wmf]abc

×

3

.(Балканиада-2001)
6. Последовательность {xn} задана условиями x1 = 1, xn+1 = xn3+n+1 при n > 1. Докажите, что в этой последовательности встретится член, кратный 239. (А.С. Голованов)
7. Найдите все функции f: (0, +() ( (0, +(), удовлетворяющие соотношению f(x)f(yf(x)) = f(x+y) при всех x, y ( (0, +(). (International Contest for University Students)
8. Обозначим через Z3 множество всех векторов в пространстве, все координаты которых целые. Существуют ли два непересекающиеся множества A, B ( Z3, одно из которых конечно, такие, что каждый целочисленный вектор единственным образом представим в виде a+b, где a ( A и b ( B? (И.И. Богданов, Г. Р. Челноков)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.01. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ
1. Перед тем, как приступить к решению задачи, Петя посмотрел на часы. Был второй час дня. Потратив на решение ровно час, Петя снова посмотрел на часы и заметил, что угол между часовой и минутной стрелками остался прежним. Когда Петя начал решать задачу? (И.С. Рубанов)
2. Имеется 100 жемчужин четырех цветов – красного, синего, желтого и зеленого, причем жемчужин каждого цвета не более 50. Докажите, что из всех жемчужин можно сделать ожерелье, в котором никакие две жемчужины одного цвета не окажутся рядом. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
3. Внутри трапеции ABCD лежит точка O такая, что треугольники OAB и OCD – правильные. Докажите, что трапеция – равнобедренная. (И.И. Богданов)
4. Найдите все пары натуральных чисел x и n, для которых xn+1+2n+1+1 делится на xn+2n+1. (Румыния, 1998)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD точка O – центр описанной окружности, а точка Q – вторая точка пересечения описанных окружностей треугольников OAB и OCD. Докажите, что QA(QB = QC(QD. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
6. Для положительных чисел a, b, c выполняется неравенство a+b+c>abc. Докажите, что a2+b2+c2>
[image: image2.wmf]abc

×

3

.(Балканиада-2001)
7. Существуют ли два непересекающиеся множества целых чисел A и B, одно из которых конечно, такие, что каждое целое число единственным образом представимо в виде a+b, где a ( A и b ( B? (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков, по мотивам Канеля и Хайоша)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Личная олимпиада 3.12.01.

8-9 классы

1. Игорь написал четырехзначное число, а Костя подписал под ним в столбик все числа, получающиеся из данного всевозможным стиранием цифр (числа могли получиться равными). Сумма всех 15 чисел оказалась равна 2001. Какое было первоначальное число? (П. Исанбаев)
2. Точка M – середина хорды CD полуокружности с диаметром AB. Точки K и L – основания перпендикуляров, опущеных из точек C и D на AB. Докажите, что (СKM=(DLM. (По мотивам Канадской олимпиады)
3. Докажите, что 
[image: image3.wmf]å
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. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
4. Решите в действительных числах систему 
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.(Кипрская олимпиада 1985 г.)
5. В прямоугольном треугольнике ABC ((B = 90() точки D и E расположены на стороне BC так, что (BAD = (DAE = (EAC. Известно, что EC = 2BD. Найдите углы треугольника ABC. (Д. Джукич)
6. Все целые числа раскрасили в 100 цветов так, что каждым цветом окрашено хотя бы одно число. Если [a, b] и [c, d] – два отрезка одинаковой длины, a и c одного цвета, и b и d одного цвета, то отрезки [a, b] и [c, d] раскрашены одинаково, то есть для каждого целого x ( [0, b–a] числа a+x и c+x – одного цвета. Докажите, что числа –2001 и 2001 разного цвета. (Венгрия, 1982)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Личная олимпиада 3.12.01.

8-9 классы

1. Игорь написал четырехзначное число, а Костя подписал под ним в столбик все числа, получающиеся из данного всевозможным стиранием цифр (числа могли получиться равными). Сумма всех 15 чисел оказалась равна 2001. Какое было первоначальное число? (П. Исанбаев)
2. Точка M – середина хорды CD полуокружности с диаметром AB. Точки K и L – основания перпендикуляров, опущеных из точек C и D на AB. Докажите, что (СKM=(DLM. (По мотивам Канадской олимпиады)
3. Докажите, что 
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4. Решите в действительных числах систему 
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5. В прямоугольном треугольнике ABC ((B = 90() точки D и E расположены на стороне BC так, что (BAD = (DAE = (EAC. Известно, что EC = 2BD. Найдите углы треугольника ABC. (Д. Джукич)
6. Все целые числа раскрасили в 100 цветов так, что каждым цветом окрашено хотя бы одно число. Если [a, b] и [c, d] – два отрезка одинаковой длины, a и c одного цвета, и b и d одного цвета, то отрезки [a, b] и [c, d] раскрашены одинаково, то есть для каждого целого x ( [0, b–a] числа a+x и c+x – одного цвета. Докажите, что числа –2001 и 2001 разного цвета. (Венгрия, 1982)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Личная олимпиада 3.12.01.

10-11 классы

1. Игорь написал четырехзначное число, а Костя подписал под ним в столбик все числа, получающиеся из данного всевозможным стиранием цифр (числа могли получиться равными). Сумма всех 15 чисел оказалась равна 2001. Какое было первоначальное число? (П. Исанбаев)
2. Точка M – середина хорды CD полуокружности с диаметром AB. Точки K и L – основания перпендикуляров, опущенных из точек C и D на прямую AB. Докажите, что (СKM = (DLM. (По мотивам задачи с Канадской олимпиады)
3. Пусть f – функция, определенная при 0 ( x ( 1, для которой 0 ( f(x) ( 1. Докажите, что если f(x)+f(y) = f(f(x)+y) всегда, когда обе части равенства имеют смысл, то f(f(x)) = f(x). (Közepiskolai Matematikai Lapok, 1982)
4. Найдите все натуральные числа, представимые в виде [
[image: image7.wmf]3

2

b

a

+

] с натуральными a и b. (Сообщил Ле Ань Винь)
5. Все целые числа раскрасили в 100 цветов так, что каждым цветом окрашено хотя бы одно число. Если [a, b] и [c, d] – два отрезка одинаковой длины, a и c одного цвета, и b и d одного цвета, то отрезки [a, b] и [c, d] раскрашены одинаково, то есть для каждого целого x ( [0, b–a] числа a+x и c+x – одного цвета. Докажите, что числа –2001 и 2001 разного цвета. (Венгрия, 1982)
6. На плоскости дано бесконечно много точек, не принадлежащих одной прямой. Докажите, что у образованных ими треугольников бесконечно много разных радиусов вписанных окружностей. (Ф.Петров, А.Голованов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Личная олимпиада 3.12.01.

10-11 классы

1. Игорь написал четырехзначное число, а Костя подписал под ним в столбик все числа, получающиеся из данного всевозможным стиранием цифр (числа могли получиться равными). Сумма всех 15 чисел оказалась равна 2001. Какое было первоначальное число? (П. Исанбаев)
2. Точка M – середина хорды CD полуокружности с диаметром AB. Точки K и L – основания перпендикуляров, опущенных из точек C и D на прямую AB. Докажите, что (СKM = (DLM. (По мотивам задачи с Канадской олимпиады)
3. Пусть f – функция, определенная при 0 ( x ( 1, для которой 0 ( f(x) ( 1. Докажите, что если f(x)+f(y) = f(f(x)+y) всегда, когда обе части равенства имеют смысл, то f(f(x)) = f(x). (Közepiskolai Matematikai Lapok, 1982)
4. Найдите все натуральные числа, представимые в виде [
[image: image8.wmf]3
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] с натуральными a и b. (Сообщил Ле Ань Винь)
5. Все целые числа раскрасили в 100 цветов так, что каждым цветом окрашено хотя бы одно число. Если [a, b] и [c, d] – два отрезка одинаковой длины, a и c одного цвета, и b и d одного цвета, то отрезки [a, b] и [c, d] раскрашены одинаково, то есть для каждого целого x ( [0, b–a] числа a+x и c+x – одного цвета. Докажите, что числа –2001 и 2001 разного цвета. (Венгрия, 1982)
6. На плоскости дано бесконечно много точек, не принадлежащих одной прямой. Докажите, что у образованных ими треугольников бесконечно много разных радиусов вписанных окружностей. (Ф.Петров, А.Голованов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Решения задач личной олимпиады.

8-9 классы

Задача 1. Игорь написал четырехзначное число, а Костя подписал под ним в столбик все числа, получающиеся из данного всевозможным стиранием цифр (числа могли получиться равными). Сумма всех 15 чисел оказалась равна 2001. Какое было первоначальное число? (П. Исанбаев)

Ответ: 1194.  Решение. Пусть 
[image: image9.wmf]abcd

 – число, написанное Игорем. Костя подписал под ним числа 
[image: image10.wmf]abc

, 
[image: image11.wmf]abd

, 
[image: image12.wmf]acd

, 
[image: image13.wmf]bcd

, 
[image: image14.wmf]ab

, 
[image: image15.wmf]ac

, 
[image: image16.wmf]bc

, 
[image: image17.wmf]ad

, 
[image: image18.wmf]bd

, 
[image: image19.wmf]cd

, a, b, c, d. Складывая все 15 чисел, получаем, что 2001 = 1331a + 242b + 44c + 8d. Следовательно, a = 1 и 670 = 242b + 44c + 8d, то есть 335 = 121b + 22c + 4d. Видим, что b – нечётная цифра, меньшая 3, т.е. b = 1 и 214 = 22с + 4d, то есть 11с + 2d = 107. Значит, 11с ( 107–2(9 ( 89, т.е., с > 8, откуда с = 9 и d = 4.

Задача 2. Точка M – середина хорды CD полуокружности с диаметром AB. Точки K и L – основания перпендикуляров, опущенных из точек C и D на прямую AB. Докажите, что (СKM = (DLM. (По мотивам задачи с Канадской олимпиады)

Решение. Пусть Е – точка, симметричная точке С относительно прямой АВ. Прямая KМ параллельна прямой ED как средняя линия треугольника CED. Поэтому (СKM = (CED. Аналогично, если точка F симметрична точке D относительно АВ, то (DLM = (DFC. Но углы CED и DFC вписаны в одну и ту же окружность с диаметром АВ и опираются на одну и ту же дугу, стянутую хордой CD. Значит, они равны – а вместе с ними равны и углы СKM и (DLM.
Задача 3. Докажите, что 
[image: image20.wmf]å
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Решение. Заметим, что k2 < k2+k < k2+k+1/4 = (k+1/2)2, откуда 2k < 
[image: image21.wmf]k
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 < 2k+1. Поэтому 
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. Следовательно, 
[image: image23.wmf]å

=

+

+

n

k

k

k

1

2

]

)

1

[(

 = 
[image: image24.wmf]å

=

+

=

+

+

=

+

n

k

n

n

n

n

n

k

1

)

3

2

(

)

1

(

2

)

1

4

(

.

Задача 4. Решите в действительных числах систему 
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(Кипрская олимпиада 1985 г.)

Решение. Рассмотрим функцию f(х) = х/2 + 1/х. Если поделить все уравнения данной в условии системы на 2, она перепишется в виде: x2 = f(x1), …, x1 = f(xn). Легко видеть, что все числа х1, …, хn имеют один и тот же знак. Можно считать, что все они положительны (отрицательные решения, очевидно, получаются из положительных сменой знака). Заметим, что f(х) – х = х/2 + 1/х – х = 1/х – х/2 = (2 – х2)/2х. Следовательно, f(х) > х при 0 < x < 
[image: image26.wmf]2

, f(х) = х при x = 
[image: image27.wmf]2

 и f(х) < х при x > 
[image: image28.wmf]2

. Допустим, 0 < x1 < 
[image: image29.wmf]2

. Тогда x1> x2 > … > xn > x1 – противоречие. Допустим, x1 > 
[image: image30.wmf]2

. Тогда x1< x2 < … < xn < x1 – снова противоречие. Если же x1 = 
[image: image31.wmf]2

, получается решение x1 = x2 = … = xn = 
[image: image32.wmf]2

. Из проведенных рассуждений вытекает, что других положительных решений у системы нет. Кроме того, есть единственное отрицательное решение x1 = x2 = … = xn = –
[image: image33.wmf]2

.

Задача 5. В прямоугольном треугольнике ABC ((B = 90() точки D и E расположены на стороне BC так, что (BAD = (DAE = (EAC. Известно, что EC = 2BD. Найдите углы треугольника ABC. (Д. Джукич)
[image: image48.wmf]      

Рис. 1
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Решение. Продолжим отрезок DA на отрезок АН = DA, а отрезок СВ – на отрезок BF = DB. Поскольку DF = 2DB = СЕ, к отрезку DF можно пристроить треугольник DGF, равный треугольнику САЕ (рис. 1). Тогда (DGF = = (CAE = (BAD = (FHD (ибо АВ – средняя линия треугольника DHF). Значит, точки D, H, G и F лежат на одной окружности с центром в точке А (ибо (DFH – прямой).

Положим (BAD = (DAE = (EAC = (. Тогда (АСВ = 90(–3(. С другой стороны, AG = CD (CAGD – параллелограмм) и AG = AD (как радиусы одной окружности). Значит, CD = DA, откуда (АСВ = (CAD = 2(. Решая уравнение 90(–3( = 2(, получаем ( = 18(, откуда (АСЕ = 36(, (САВ = 54(.

Задача 6. Все целые числа раскрасили в 100 цветов так, что каждым цветом окрашено хотя бы одно число. Если [a, b] и [c, d] – два отрезка одинаковой длины, a и c одного цвета, и b и d одного цвета, то отрезки [a, b] и [c, d] раскрашены одинаково, то есть для каждого целого x ( [0, b–a] числа a+x и c+x – одного цвета. Докажите, что числа –2001 и 2001 разного цвета. (Венгрия, 1982)
Решение. Докажем сначала, что раскраска, удовлетворяющая условию задачи, периодична. Пусть Kn – количество различных раскрасок отрезков из n последовательных чисел, встречающихся в нашей раскраске множества всех целых чисел. Ясно, что Kn ( Kn+1 (так как за каждым отрезком из n чисел следует как-то покрашенное число) и что Kn(10000 (так как раскраска отрезка задается раскраской его начала и конца). Поэтому для какого-нибудь n Kn=Kn+1. Отсюда периодичность последовательности следует немедленно: действительно, если цвета n последовательных чисел определяют член следующего за ними числа, то, как только повторится раскраска отрезка из n чисел (а это случится обязательно – таких раскрасок конечное число), повторятся и цвета всех дальнейших чисел.
Теперь выберем из всех периодов раскраски наименьший, скажем, T. Ясно, что на отрезке длины T все цвета должны встретиться хотя бы один раз. Может ли это случиться больше одного раза? Пусть натуральное число k<T – того же цвета, что и 0. Тогда отрезки [0;T] и [k; k+T] окрашены одинаково. Это значит, что наш наименьший период длины T переходит в себя при циклическом сдвиге на k чисел (то есть число n ( [1;T] одного цвета с числом n+k при n ( T–k и с числом n+k–T при n > T–k), а, следовательно, и на любое кратное k. Так как наибольший общий делитель d чисел k и T может быть представлен в виде ak–bT с натуральными a и b, период переходит в себя при сдвиге и на d чисел, то есть d – меньший период раскраски. Полученное противоречие означает, что каждый цвет встречается в периоде длины 100 ровно один раз, и одинаково могут быть раскрашены только числа, разность которых делится на 100. Для чисел 2001 и –2001 это не так.
10-11 классы

1. См. задачу 1 8-9 классов.

2. См. задачу 2 8-9 классов.
3. Пусть f – функция, определенная при 0 ( x ( 1, для которой 0 ( f(x) ( 1. Докажите, что если f(x)+f(y) = f(f(x)+y) всегда, когда обе части равенства имеют смысл, то f(f(x)) = f(x). (Közepiskolai Matematikai Lapok, 1982)

Решение. Подставляя в равенство из условия х = у = 0, получаем 2f(0) = f(f(0)). Теперь подставим в то же равенство х = f(0), у = 0. Получим f(f(0)) + f(0) = f(f(f(0))), откуда 3f(0) = f(f(f(0))). Продолжая по индукции, докажем, что при любом натуральном n nf(0) = f(f(…(f(0))…) (функция f применена n раз). Но это значит, что при любом натуральном n f(0) = f(f(…(f(0))…)/n ( 1/n. Такое возможно только если f(0) = 0. Подставляя теперь в равенство из условия у = 0 при произвольном х, получаем f(x) = f(f(x)).

Задача 4. Найдите все натуральные числа, представимые в виде [
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] с натуральными a и b. (сообщил Ле Ань Винь)

Ответ: Все натуральные числа, кроме 1 и 2. Решение. Заметим, что в требуемом виде представляются числа 
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. Докажем, что все числа n(5 представимы. Для этого построим неограниченно возрастающую последовательность чисел вида 
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, начинающуюся с 
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, такую, что разность между ее соседними членами меньше 1. Пусть очередной член равен 
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, тогда либо a>1, либо b>2 (иначе это число не превосходит 
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). В первом случае к нему можно прибавить число 
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, во втором – число 
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. Легко видеть, что оба числа лежат в интервале (0.3;1), поэтому последовательность возрастает неограниченно, и целые части ее членов принимают все целые значения n ( 5. Осталось заметить, что даже 
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 > 3, поэтому числа 1 и 2 в указанном виде представить нельзя.

Задача 5. См. задачу 6 8-9 классов.
Задача 6. На плоскости дано бесконечно много точек, не принадлежащих одной прямой. Докажите, что у образованных ими треугольников бесконечно много разных радиусов вписанных окружностей. (Ф. Петров, А. Голованов)

Решение. Как известно, вписанная окружность – наибольшая из всех содержащихся в данном треугольнике. Следовательно, если один треугольник целиком содержится внутри другого, то радиус вписанной окружности у первого меньше, чем у второго. Поэтому утверждение задачи будет доказано, если мы построим бесконечную последовательность треугольников с вершинами в данных точках, каждый из которых содержится в следующем. Если какая-то прямая содержит бесконечно много наших точек, существование такой последовательности очевидно: возьмем бесконечную последовательность точек A1, A2, … одной прямой, занумерованных в порядке их расположения на этой прямой, точку A0 вне прямой (такая у нас есть по условию), и тогда треугольник A0A1Ak содержится в треугольнике A0A1Ak+1. Поэтому если A и B – две из наших точек, то бесконечно много отмеченных точек можно найти вне прямой AB, а, значит, и по одну сторону от прямой AB. Предположим, что у треугольников, образованных этими точками вместе с точками A и B, только конечное число радиусов вписанных окружностей. Выберем из этих точек бесконечную последовательность P1, P2, … так, чтобы радиусы вписанных окружностей всех треугольников ABPk были равны, и чтобы при всех натуральных k было (BACk < (BACk+1 (это возможно потому, что на каждом луче, выходящем из точки A, может лежать только конечное число отмеченных точек). 

Для дальнейшего нам понадобится следующая 

Лемма. Если точки C1 и C3 лежат по одну сторону от прямой AB, точка C2 принадлежит отрезку C1C3 и радиусы вписанных окружностей треугольников ABC1 и ABC3 равны r, то радиус вписанной окружности треугольника ABC2 больше r. 

Доказательство леммы. Пусть точка C2 делит отрезок C1C3 в отношении x:(1–x), 0 < x < 1, то есть C1C2 = x(C1C3. Обозначим Si площадь треугольника ABCi, Pi – его периметр, ri – радиус вписанной окружности и hi – высоту, опущенную на AB. Тогда, очевидно,
h2 = (1–x)h1 + xh3, то есть S2 = (1–x)S1 + xS3. Далее, 
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 = (1–x)
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, и по неравенству треугольника |АС2| ( (1–x)|АС1| + x|С3|. Аналогично |ВС2| ( (1–x)|ВС1| + x|ВС3|. Складывая последние два неравенства с очевидным (не)равенством |AB| ( (1–x)|AB| + x|AB|, получаем
P2 ( (1–x)P1 + xP3. Осталось вспомнить, что ri = 2Si/Pi, а r1 = r3 = r, и, следовательно, r2 > r – лемма доказана.
Из леммы сразу следует, что при каждом k точка Pk лежит в треугольнике AP1Pk+1. Действительно, в противном случае отрезок APk пересекает отрезок P1Pk+1 в точке P'k (возможно, совпадающей с Pk. Радиус вписанной окружности треугольника ABPk в силу сделанного в начале замечания не меньше радиуса вписанной окружности треугольника ABP'k, который по лемме больше радиусов вписанных окружностей треугольников ABP1 и ABPk+1 – противоречие. Таким образом, треугольник AP1Pk содержится в треугольнике AP1Pk+1, что и дает требуемую последовательность треугольников, возрастающую по включению. 
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