Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Первый тур 4.12.01. Высшая лига.

1. Элементы множества A – натуральные числа, причем для любых различных чисел a и b из А выполняется неравенство: 
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. Какое наибольшее число элементов может быть в A? (С.Г. Волченков)
2. ВМ – медиана треугольника АВС. Прямая, проходящая через точку М, пересекает прямые АВ и ВС в точках K и L. S – проекция точки М на прямую, проходящую через А параллельно ВМ. Прямая KS пересекает прямую ВМ в точке Т. Докажите, что ТМ – биссектриса угла KTL. (С Л.. Берлов)
3. Докажите, что для любого простого числа p существуют такие натуральные x, y, z и w, не все кратные p, что 
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.(По мотивом примера из книги Н.Бурбаки)
4. Каждый из трех синих кругов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Докажите, что какие-то два одноцветных круга тоже пересекаются. (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят несколько светофоров. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. В мешке изюма содержится 2001 изюминка общим весом 1001 г, причем ни одна изюминка не весит больше 1+x г. При каком наибольшем значении x заведомо можно разложить весь изюм на две чаши весов так, чтобы они показали разность, не превосходящую 1 г? (И.И. Богданов, Е.Ю. Петров, С.Л. Берлов)
7. В связном графе 3k вершин, все они имеют степень 3, причем каждая вершина входит ровно в один треугольник. Некоторые ребра графа удалили так, что получилось дерево. Докажите, что у этого дерева не более k+2 вершин степени 1.(Д.В. Карпов)
8. Дан тетраэдр ABCD. Сфера с центром в точке O проходит через его вершины B, C, D и пересекает ребра AB, AC и AD в точках K, L и M. Точка P – центр описанной сферы тетраэдра AKLM. Докажите, что длина отрезка OP равна радиусу описанной сферы тетраэдра ABCD. (C.Л. Берлов)
9. Сумма положительных рациональных чисел r1, r2,… rn равна 1. Найдите наибольшее возможное значение числа  k – ([r1(k]+[r2(k]+…+ [rn(k])  при натуральных k. (Канада)
10. Найдите все такие многочлены P(x) c вещественными коэффициентами, что 
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Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Первый тур 4.12.01. Первая лига.

1. Элементы множества A – натуральные числа, причем для любых различных чисел a и b из А выполняется неравенство: 
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. Какое наибольшее число элементов может быть в A? (С.Г. Волченков)
2. Точка K внутри четырехугольника ABCD такова, что AK || BC и BK || AD. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Докажите, что 
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3. Множество T рациональных чисел называется полным, если для каждой дроби 
[image: image6.wmf]q

p

(T дроби 
[image: image7.wmf]q

p

p

+

 и 
[image: image8.wmf]q

p

q

+

 тоже содержатся в T. Найдите все такие рациональные числа r (0<r<1), что любое полное множество, содержащее число r, содержит все рациональные числа между 0 и 1. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
4. Каждый из трех синих кругов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Докажите, что какие-то два одноцветных круга тоже пересекаются. (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят несколько светофоров. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. В мешке изюма содержится 2001 изюминка общим весом 1001 г, причем ни одна изюминка не весит больше 1,002 г. Докажите, что весь изюм можно разложить на две чаши весов так, чтобы они показали разность, не превосходящую 1 г. (И.И. Богданов, Е.Ю. Петров)
7. В связном графе 3k вершин, все они имеют степень 3, причем каждая вершина входит ровно в один треугольник. Некоторые ребра графа удалили так, что получилось дерево. Докажите, что у этого дерева не более k+2 вершин степени 1.(Д.В. Карпов)
8. Дан тетраэдр ABCD. Сфера с центром в точке O проходит через его вершины B, C, D и пересекает ребра AB, AC и AD в точках K, L и M. Точка P – центр описанной сферы тетраэдра AKLM. Докажите, что длина отрезка OP равна радиусу описанной сферы тетраэдра ABCD. (С.Л. Берлов)
9. Сумма положительных рациональных чисел r1, r2,… rn равна 1. Найдите наибольшее возможное значение числа  k – ([r1(k]+[r2(k]+…+ [rn(k])  при натуральных k. (Канада)
10. Многочлены P(x) и Q(x) c вещественными коэффициентами таковы, что 
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 не имеет корней. Докажите, что многочлен 
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 не имеет корней. (Канада–1981)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Первый тур 4.12.01. Вторая лига.

1. Некоторый квадратный трехчлен с целыми коэффициентами имеет целый корень. Какое наибольшее количество нечётных коэффициентов может иметь этот трехчлен? (Фольклор)
2. CH – высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треугольника ABC. На отрезках AH и BH, как на диаметрах, построены окружности, пересекающие катеты в точках M и N. Докажите, что MN – касательная к построенным окружностям. (Олимпиада им. Гроссмана, Израиль)
3. Докажите, что среди любых 2002 различных целых чисел найдутся такие три различных числа а, b и с, что число a(b–c) делится на 2002. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
4. Каждый из трех синих квадратов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Верно ли, что какие-то два одноцветных квадрата тоже пересекаются?  (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят два светофора. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. Сумма положительных чисел а и b равна 1. Найдите все значения, которые может принимать выражение k – [kа] – [kb] при всевозможных натуральных k. (Канада)
7. Может ли в сечении куба плоскостью получиться пятиугольник, у которого есть четыре равные стороны? (Р.Г. Женодаров, Л.Э. Медников)
8. Известно, что уравнение 
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  имеет решения. Докажите, что  |a| ( 1.

Первый тур 4.12.01. Вторая лига.

1. Некоторый квадратный трехчлен с целыми коэффициентами имеет целый корень. Какое наибольшее количество нечётных коэффициентов может иметь этот трехчлен? (Фольклор)
2. CH – высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треугольника ABC. На отрезках AH и BH, как на диаметрах, построены окружности, пересекающие катеты в точках M и N. Докажите, что MN – касательная к построенным окружностям. (Олимпиада им. Гроссмана, Израиль)
3. Докажите, что среди любых различных 2002 целых чисел найдутся такие три различных числа а, b и с, что число a(b–c) делится на 2002. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
4. Каждый из трех синих квадратов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Верно ли, что какие-то два одноцветных квадрата тоже пересекаются?  (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят два светофора. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. Сумма положительных чисел а и b равна 1. Найдите все значения, которые может принимать выражение k – [kа] – [kb] при всевозможных натуральных k. (Канада)
7. Может ли в сечении куба плоскостью получиться пятиугольник, у которого есть четыре равные стороны? (Р.Г. Женодаров, Л.Э. Медников)
8. Известно, что уравнение 
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  имеет решения. Докажите, что  |a| ( 1.

Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Первый тур 4.12.01. Высшая юниорская лига.

1. Элементы множества A – натуральные числа, причем для любых различных чисел a и b из А выполняется неравенство: 
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. Какое наибольшее число элементов может быть в A? (С.Г. Волченков)
2. Точка K внутри четырехугольника ABCD такова, что AK||BC и BK||AD. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Докажите, что 
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. (С.Л. Берлов)
3. Дано выражение  x1x2x3 + x2x3x4 + x3x4x5 + … + x1999x2000x2001 + x2000x2001x1 + x2001x1x2.  Петя своим ходом заменяет одну из переменных числом 1, а Вася заменяет одну из переменных числом 0. Игроки одят по очереди, первым ходит Петя. Вася хочет, чтобы полученная после 2001-го хода сумма была отлична от нуля. Сможет ли Петя ему помешать? (Р.Г. Женодаров)
4. Каждый из трех синих кругов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Докажите, что какие-то два одноцветных круга тоже пересекаются. (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят несколько светофоров. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. В мешке изюма содержится 2001 изюминка общим весом 1001 г, причем ни одна изюминка не весит больше 1,002 г. Докажите, что весь изюм можно разложить на две чаши весов так, чтобы они показали разность, не превосходящую 1 г. (И.И. Богданов, Е.Ю. Петров)
7. В связном графе 3k вершин, все они имеют степень 3, причем каждая вершина входит ровно в один треугольник. Некоторые ребра графа удалили так, что получилось дерево. Докажите, что у этого дерева не более k+2 вершин степени 1.(Д.В. Карпов)
8. В окружности задана хорда CD, перпендикулярная диаметру AB. Хорда PD пересекает диаметр AB в точке Q. Найдите геометрическое место центров окружностей, вписанных в треугольник CPQ,
9. Сумма положительных рациональных чисел r1, r2,… rn равна 1. Найдите наибольшее возможное значение числа  k – ([r1(k]+[r2(k]+…+ [rn(k])  при натуральных k. (Канада)
10. На бесконечном листе клетчатой бумаги отметили 60 отрезков, соединяющих соседние узлы сетки. На какое наибольшее число частей они могли разбить лист? (И.С. Рубанов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Первый тур 4.12.01. Первая юниорская лига.

1. Дано выражение  x1x2x3 + x2x3x4 + x3x4x5 + … + x1999x2000x2001 + x2000x2001x1 + x2001x1x2.  Петя своим ходом заменяет одну из переменных числом 1, а Вася заменяет одну из переменных числом 0. Игроки ходят по очереди, первым ходит Петя. Вася хочет, чтобы полученная после 2001-го хода сумма была отлична от нуля. Сможет ли Петя ему помешать? (Р.Г. Женодаров)
(Жюри)2. Некоторый квадратный трехчлен с целыми коэффициентами имеет целый корень. Какое наибольшее количество нечётных коэффициентов может иметь этот трехчлен? (Фольклор)
3. Докажите, что среди любых различных 2002 целых чисел найдутся такие три различных числа а, b и с, что число a(b–c) делится на 2002. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
4. Каждый из трех синих квадратов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Верно ли, что какие-то два одноцветных квадрата тоже пересекаются? (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят два светофора. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. CH – высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треугольника ABC. На отрезках AH и BH, как на диаметрах, построены окружности, пересекающие катеты в точках M и N. Докажите, что MN – касательная к построенным окружностям.(Олимпиада им. Гроссмана, Израиль)
7. Сумма положительных чисел а и b равна 1. Найдите все значения, которые может принимать выражение  k – [kа] – [kb]  при всевозможных натуральных k. (Канада)
8. Найдите все такие простые числа р, что 2р+1  – куб натурального числа. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
Первый тур 4.12.01. Первая юниорская лига.

1. Дано выражение  x1x2x3 + x2x3x4 + x3x4x5 + … + x1999x2000x2001 + x2000x2001x1 + x2001x1x2.  Петя своим ходом заменяет одну из переменных числом 1, а Вася заменяет одну из переменных числом 0. Игроки одят по очереди, первым ходит Петя. Вася хочет, чтобы полученная после 2001-го хода сумма была отлична от нуля. Сможет ли Петя ему помешать? (Р.Г. Женодаров)
(Жюри)2. Некоторый квадратный трехчлен с целыми коэффициентами имеет целый корень. Какое наибольшее количество нечётных коэффициентов может иметь этот трехчлен? (Фольклор)
3. Докажите, что среди любых различных 2002 целых чисел найдутся такие три различных числа а, b и с, что число a(b–c) делится на 2002. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
4. Каждый из трех синих квадратов на плоскости пересекается с каждым из трех красных. Верно ли, что какие-то два одноцветных квадрата тоже пересекаются? (С.Г. Волченков)
5. На прямолинейной дороге стоят два светофора. На каждом светофоре красный и зеленый свет горят по равному целому количеству минут (для разных светофоров эти количества могут различаться). Автогонщик в каждый момент либо едет с фиксированной скоростью, либо стоит на красный свет у светофора. Он изучил режим работы светофоров и утверждает, что, выехав в соответствующее время, он может доехать от начала до конца за 30 или 32 минуты, но не может доехать за 31 минуту. Могут ли его слова оказаться правдой? (И.И. Богданов)
6. CH – высота, опущенная на гипотенузу прямоугольного треугольника ABC. На отрезках AH и BH, как на диаметрах, построены окружности, пересекающие катеты в точках M и N. Докажите, что MN – касательная к построенным окружностям.(Олимпиада им. Гроссмана, Израиль)
7. Сумма положительных чисел а и b равна 1. Найдите все значения, которые может принимать выражение  k – [kа] – [kb]  при всевозможных натуральных k. (Канада)
8. Найдите все такие простые числа р, что 2р+1  – куб натурального числа. (Из материалов Ю.А. Изосимова, г. Астрахань)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Второй тур 5.12.01. Высшая лига.

1. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать из ряда 1, 2, ..., 1000 так, чтобы любая сумма трех различных выбранных чисел была невыбранным числом? (А.С. Голованов)
2. Даны многочлены с действительными коэффициентами R(x), S(x), T(x). Последовательность многочленов с действительными коэффициентами Pi(x), i(N, удовлетворяет соотношениям Pi+2(x)= R(x)Pi+1(x)+ S(x)Pi(x) при i(1. Известно, что в этой последовательности бесконечное количество многочленов, делящихся на T(x). Докажите, что, начиная с некоторого n, эти многочлены встречаются в последовательности через равные промежутки. (И.И. Богданов)
3. В королевстве N городов и r дорог (каждая дорога соединяет два города, и из любого города можно добраться в любой по дорогам). В городах живут гонцы. В начале каждого года один из городов отправляет во все соседние (т.е. соединенные с ним дорогами) города по гонцу. (В таком городе должно быть достаточное для этого количество гонцов.) Через несколько (более нуля) лет в каждом городе оказалось столько же гонцов, сколько было изначально. Какое наименьшее количество гонцов может быть в королевстве? (И.И. Богданов)
4. Натуральное число n назовем устойчивым, если его десятичной записью оканчивается десятичная запись суммы 1+2+…+n. Докажите, что множество устойчивых чисел бесконечно. (Е.И. Знак)
5. Дана трапеция ABCD. Докажите, что ортоцентры треугольников ABC, BCD, CDA и DAB также образуют трапецию. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
6. На плоскости даны 7 точек. Известно, что среди любых пяти из них найдутся четыре, лежащие на одной окружности. Докажите, что среди них найдутся шесть точек, лежащие на одной окружности. (Л.Э. Медников)
7. Пусть x1, x2, …, x2001 – положительные числа такие, что xi ( x1 при 1 ( i ( 2001. Докажите, что 
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8. Дан граф, степень любой вершины которого не меньше k (где k(2). Докажите, что в этом графе найдется простой цикл длины не меньшей, чем k+1. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. AK и CL – биссектрисы треугольника ABC. Серединный перпендикуляр к AC пересекает отрезок KL в точке M. Докажите, что 
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10. Дана функция f из множества всех рациональных чисел отрезка [0,1] в множество натуральных чисел, переводящая разные числа в разные. Докажите, что на отрезке [0,1] найдутся рациональные x, y такие, что 
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.(Д. Джукич, И.И. Богданов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Второй тур 5.12.01. Первая лига.

1. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать из ряда 1, 2, ..., 100 так, чтобы любая сумма трех различных выбранных чисел была невыбранным числом? (А.С. Голованов)
2. Последовательность целых чисел (an) удовлетворяет условию an+2 = kan+1 + lan, n ( 0, где k, l – целые числа. Известно, что в этой последовательности бесконечное количество чисел, делящихся на d. Докажите, что, начиная с некоторого n, эти числа встречаются в последовательности через равные промежутки. (И.И. Богданов)
3. В королевстве 100 городов. В городах живут гонцы. В начале каждого года один из городов отправляет во все остальные города по гонцу. (В таком городе должно быть достаточное для этого количество гонцов.) Через несколько (более нуля) лет в каждом городе оказалось столько же гонцов, сколько было изначально. Какое наименьшее количество гонцов может быть в королевстве? (И.И. Богданов)
4. Натуральное число n назовем устойчивым, если его десятичной записью оканчивается десятичная запись суммы 1+2+…+n. Докажите, что множество устойчивых чисел бесконечно. (Е.И. Знак)
5. Дана трапеция ABCD. Докажите, что ортоцентры треугольников ABC, BCD, CDA и DAB также образуют трапецию. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
6. На плоскости даны 9 точек. Известно, что среди любых пяти из них найдутся четыре, лежащие на одной окружности. Докажите, что среди них найдутся шесть точек, лежащие на одной окружности. (Л.Э. Медников)
7. Все натуральные числа, начиная с k, выписаны в строчку в порядке возрастания. Каждую минуту Федя смотрит на первое в этой строчке число n и переставляет его на n мест вправо (так, например, из строчки 3,4,5,6,7,… получается строчка 4,5,6,3,7,…). Докажите, что любое число когда-нибудь окажется на первом месте.(Közepiskolai Matematikai Lapok)
8. Дан граф, степень любой вершины которого не меньше k (где k(2). Докажите, что в этом графе найдется простой цикл длины не меньшей, чем k+1. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. AK и CL – биссектрисы треугольника ABC. Серединный перпендикуляр к AC пересекает отрезок KL в точке M. Докажите, что 
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10. Дана функция f из множества всех рациональных чисел отрезка [0,1] в множество натуральных чисел, переводящая разные числа в разные. Докажите, что на отрезке [0,1] найдутся рациональные x, y такие, что 
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.(Д. Джукич, И.И. Богданов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Второй тур 5.12.01. Вторая лига.

1. Из середины каждой стороны треугольника площади S опустили перпендикуляры на две другие стороны. Найдите площадь образовавшегося шестиугольника. (Олимпиада им. Гроссмана)
2. Более 100 солдат, некоторые с медалями на груди, выстроились в шеренгу. Оказалось, что 10 солдат справа – все с медалями, а десять солдат слева – все без медалей. Назовем солдата без медали левовидящим, если при повороте головы налево он видит медаль на груди 4-го от него человека. Аналогично определяются правовидящие солдаты. Кого больше в строю и на сколько: левовидящих или правовидящих?

3. Все натуральные числа, начиная с k, выписаны в строчку в порядке возрастания. Каждую минуту Федя смотрит на первое в этой строчке число (скажем, n) и переставляет его на n мест вправо (так, например, из строчки 3,4,5,6,7,… получается строчка 4,5,6,3,7,…). Докажите, что каждое число когда-нибудь окажется на первом месте.(Közepiskolai Matematikai Lapok)
4. Рассматриваются всевозможные разрезания квадрата 10(10 на прямоугольники с целыми сторонами, одна из которых равна 1. Два разрезания называются независимыми, если при наложении квадратов никакие прямоугольники не совпадут. Найдите наибольшее количество попарно независимых разрезаний. (Ю. Чеканов)
5. На плоскости даны 9 точек. Известно, что среди любых пяти из них найдутся четыре, лежащие на одной окружности. Докажите, что среди них найдутся шесть точек, лежащие на одной окружности. (Л.Э. Медников)
6. Биссектриса угла A тр-ка ABC пересекает сторону BC в точке P, а описанную окружность – 
в точке Q. Обозначим  ta = AP,  Ta = AQ.  Аналогично определяются числа tb, tc, Tb и Tc. Докажите, что abc = 
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7. В банде террористов каждый подозревает в измене не менее 10 других.. Докажите, что в этой банде можно выделить не менее 11 террористов и занумеровать их так, что первый подозревает второго, второй, третьего, …, предпоследний – последнего, а последний – первого. (по мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
8. Для углов треугольника выполнено равенство  cos 3A + cos 3B + cos 3C = 1.  Какое наибольшее значение может иметь угол такого треугольника? (Фольклор)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Второй тур 5.12.01. Высшая юниорская лига.

1. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать из ряда 1, 2, ..., 100 так, чтобы любая сумма трех различных выбранных чисел была невыбранным числом? (А.С. Голованов)
2. Последовательность целых чисел (an) удовлетворяет условию an+2 = kan+1 + lan, n ( 0, где k, l – целые числа. Известно, что в этой последовательности бесконечное количество чисел, делящихся на d. Докажите, что, начиная с некоторого n, эти числа встречаются в последовательности через равные промежутки. (И.И. Богданов)
3. В треугольнике ABC провели биссектрису BD. Известно, что AB=AC, BD+AD=BC. Найдите углы треугольника ABC. (Канада)
4. Натуральное число n назовем устойчивым, если его десятичной записью оканчивается десятичная запись суммы 1+2+…+n. Докажите, что множество устойчивых чисел бесконечно. (Е.И. Знак)
5. Дана трапеция ABCD. Докажите, что ортоцентры треугольников ABC, BCD, CDA и DAB также образуют трапецию. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
6. На плоскости даны 9 точек. Известно, что среди любых пяти из них найдутся четыре, лежащие на одной окружности. Докажите, что среди них найдутся шесть точек, лежащие на одной окружности. (Л.Э. Медников)
7. В королевстве 100 городов. В городах живут гонцы. В начале каждого года один из городов отправляет во все остальные города по гонцу. (В таком городе должно быть достаточное для этого количество гонцов.) Через несколько (более нуля) лет в каждом городе оказалось столько же гонцов, сколько было изначально. Какое наименьшее количество гонцов может быть в королевстве? (И.И. Богданов)
8. Дан граф, степень любой вершины которого не меньше k (где k(2). Докажите, что в этом графе найдется простой цикл длины не меньшей, чем k+1. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. Все натуральные числа, начиная с k, выписаны в строчку в порядке возрастания. Каждую минуту Федя смотрит на первое в этой строчке число (скажем, n) и переставляет его на n мест вправо (так, например, из строчки 3,4,5,6,7,… получается строчка 4,5,6,3,7,…). Докажите, что каждое число когда-нибудь окажется на первом месте.(Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. Дана функция f из множества всех рациональных чисел отрезка [0,1] в множество натуральных чисел, переводящая разные числа в разные. Докажите, что на отрезке [0,1] найдутся рациональные x, y такие, что 
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.(Д. Джукич, И.И. Богданов)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Второй тур 5.12.01. Первая юниорская лига.

1. Из середины каждой стороны треугольника площади S опустили перпендикуляры на две другие стороны. Найдите площадь образовавшегося шестиугольника. (Олимпиада им. Гроссмана)
2. Более 100 солдат, некоторые с медалями на груди, выстроились в шеренгу. Оказалось, что 10 солдат справа – все с медалями, а десять солдат слева – все без медалей. Назовем солдата без медали левовидящим, если при повороте головы налево он видит медаль на груди 4-го от него человека. Аналогично определяются правовидящие солдаты. Кого больше в строю и на сколько: левовидящих или правовидящих?

3. Функция f(x) задана формулой f(x) = |x–1| + |x+1|. Изобразите на плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют равенству f(x) = f(y). (С.В. Дужин)
4. Все натуральные числа, начиная с k, выписаны в строчку в порядке возрастания. Каждую минуту Федя смотрит на первое в этой строчке число (скажем, n) и переставляет его на n мест вправо (так, например, из строчки 3,4,5,6,7,… получается строчка 4,5,6,3,7,…). Докажите, что каждое число когда-нибудь окажется на первом месте.(Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Рассматриваются всевозможные разрезания квадрата 10(10 на прямоугольники с целыми сторонами, одна из которых равна 1. Два разрезания называются независимыми, если при наложении квадратов никакие прямоугольники не совпадут. Найдите наибольшее количество попарно независимых разрезаний. (Ю. Чеканов)
6. На плоскости даны 7 точек. Известно, что среди любых пяти из них найдутся четыре, лежащие на одной окружности. Докажите, что не существует окружности, содержащей ровно пять из семи данных точек. (Л.Э. Медников)
7. Биссектриса угла A треугольника ABC пересекает сторону BC в точке P, а описанную окружность – 
в точке Q. Обозначим  ta = AP,  Ta = AQ. Аналогично определяются числа tb, tc, Tb и Tc. Докажите, что
abc = 
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8. В банде террористов каждый подозревает в измене не менее 10 других. Докажите, что в этой банде можно выделить не менее 11 террористов и занумеровать их так, что первый подозревает второго, второй, третьего, …, предпоследний – последнего, а последний – первого. (по мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 год

Третий тур 7.12.01. Высшая лига.

1. Две окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B и касаются прямой l в точках C и D соответственно (точка В лежит внутри треугольника ACD). Точка K симметрична точке B относительно прямой l, точка M симметрична точке D относительно точки A. Докажите, что описанная окружность треугольника AMC касается прямой AK. (Вьетнам)
2. Найдите все целые k, для которых существует непостоянная функция 
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3. В графе любые два простых цикла нечетной длины не имеют общих ребер. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в два цвета так, чтобы каждая вершина была соединена ребром не более чем с одной вершиной такого же цвета.(С.Л. Берлов)
4. В квадратной таблице n(n записаны числа так, что сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце меньше 1. Укажите наименьшее k такое, что для любой таблицы всегда можно увеличить k чисел так, чтобы суммы чисел в строках и столбцах стали равными 1. (П.А. Кожевников)
5. Точка O – центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. Окружность касается сторон AB и BC в точках K и L соответственно, а также описанной окружности треугольника AOC. Докажите, что отрезок KL делит пополам отрезок, соединяющий точку A с центром вписанной окружности треугольника ABC. (С.Л. Берлов)
6. Целые числа x, y, z и t таковы, что xy-2zt и xt+yz делятся на 1999. Докажите, что по крайней мере два из чисел x, y, z, t делятся на 1999. (А.С.Голованов)
7. Внутри правильного треугольника со стороной 1 расположен выпуклый 13-угольник. Докажите, что длина хотя бы одной из сторон этого 13-угольника меньше 0.2. (По мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
8. Пусть 
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 – последовательность попарно пересекающихся множеств натуральных чисел, каждое из которых содержит не более 2000 элементов. Докажите, что существует конечное множество B натуральных чисел такое, что пересечение любых двух множеств Ai и Aj, (i,j(N) содержит хотя бы один элемент множества B. (неизвестный автор)
9. Найдите все целые n такие, что многочлен 1+x+x2+…+x100
[image: image28.wmf]представляется в виде P2+nQ2, где P, Q – многочлены с рациональными коэффициентами. (Д. Джукич, Ф. Петров)
10. Для произвольных чисел 
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. (А. Б. Воронецкий)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Третий тур 7.12.01. Первая лига.

1. Две окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B и касаются прямой l в точках C и D соответственно (точка В лежит внутри треугольника ACD). Точка K симметрична точке B относительно прямой l, точка M симметрична точке D относительно точки A. Докажите, что описанная окружность треугольника AMC касается прямой AK. (Вьетнам)
2. Найдите все целые k, для которых существует непостоянная функция 
[image: image31.wmf]:
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(Чехия и Словакия)
3. В графе любые два простых цикла нечетной длины не имеют общих ребер. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в два цвета так, чтобы каждая вершина была соединена ребром не более чем с одной вершиной такого же цвета.(С.Л. Берлов)
4. В квадратной таблице n(n записаны числа так, что сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце меньше 1. Укажите наименьшее k такое, что для любой таблицы всегда можно увеличить k чисел так, чтобы суммы чисел в строках и столбцах стали равными 1. (П.А. Кожевников)
5. На гипотенузе AC прямоугольного треугольника ABC отмечена точка D такая, что ВС=DC. Точка I – центр вписанной окружности этого треугольника. Прямая DI вторично пересекается с описанной окружностью треугольника BIC  в точке E. Докажите, что ВС=CЕ. (По мотивам задачи с Вьетнамской олимпиады)
6. Найдите все простые p такие, что 
[image: image34.wmf]p

p

1

2

1

-

-

 является полным квадратом. (Литовская олимпиада)
7. Внутри правильного треугольника со стороной 1 расположен выпуклый четырехугольник. Докажите, что длина хотя бы одной из сторон этого четырехугольника меньше 0.5. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
8. Найдите количество перестановок a(1), … ,a(2n) чисел 1,…,2n таких, что выражение |a(1)-a(2)| + |a(2)-a(3)|+…+|a(2n-1)-a(2n)| принимает свое максимальное значение. (неизвестный автор)
9. Пусть 
[image: image35.wmf]a

bx

cx

cx

bx

ax

x

f

+

+

+

+

+

=

2

3

4

5

)

(

, где a, b и с – целые. Доказать, что существует бесконечно много пар целых чисел (x, y), таких, что f(x) делится на y и f(y) делится на x. (Частный случай задачи с Румынского отбора)
10. Для произвольных положительных чисел 
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. (International Contest for university students)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Третий тур 7.12.01. Вторая лига.

1. Буратино, Мальвина и Пьеро приехали в страну Дураков. В этой стране 8 городов и между каждыми  двумя ходят электрички. В столице, в Центральном Дурагенстве им предложили 28 билетов: по одному на каждый из маршрутов. По такому билету одна персона может проехать между данными двумя городами в любом направлении, но при выходе с электрички билет отбирается. Смогут ли друзья, взяв каждый по 8 билетов, посетить все города и вновь встретиться возле Центрального Дурагенства? (Л.Э. Медников)
2.На берегу растут 2000 пальм, на каждой из них – по 5 бананов. Две обезьянки и Тартарен по очереди срывают бананы – каждая обезьянка срывает один банан, а Тартарен – 3 банана с одной пальмы (он считает ниже своего достоинства лезть на пальму за бананами, если их меньше трех; если на всех пальмах осталось меньше, чем по три банана, то он больше ничего не делает). Может ли Тартарен действовать таким образом, чтобы получить хотя бы половину всех бананов вне зависимости от действий обезьянок? (И.И. Богданов, К.А. Кноп, С.В. Иванов)
3. В квадратной таблице 1001(1001 записаны числа так, что сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце меньше 1. Докажите, что можно увеличить не более, чем 2001 число так, чтобы суммы чисел во всех строках и столбцах стали равными 1. (П.А. Кожевников)
4. Пусть   f(x) = ax3 + bx2 + bx + a,  где a, b – целые. Докажите, что существует бесконечно много пар целых чисел (x, y), таких, что f(x) делится на y и f(y) делится на x. (А.С. Голованов)
5. Может ли у вписанного семиугольника быть три пары параллельных сторон?

6. Город имеет вид квадрата 4(4, разбитого на 16 кварталов со стороной 100 м. Велосипедист едет по улицам, на каждом перекрестке поворачивая на 90(. Какой наименьший путь он должен проехать, чтобы побывать на всех 25 перекрестках?

7. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС отметили точки М и К соответственно. Отрезки СМ и АК пересекаются в точке О. Известно, что  МВ = КВ,  АМ = ОС  и СК = АО.  Докажите, что треугольник АВС равнобедренный. (Р.Г. Женодаров)
8. Известно, что x ( y ( z ( w.  Докажите неравенство  (x + y + z + w)2 ( 8(xz + yw).

Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Третий тур 7.12.01. Высшая юниорская лига.

1. Две окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B и касаются прямой l в точках C и D соответственно (точка В лежит внутри треугольника ACD). Точка K симметрична точке B относительно прямой l, точка M симметрична точке D относительно точки A. Докажите, что описанная окружность треугольника AMC касается прямой AK. (Вьетнам)
2. Найдите все целые k, для которых существует непостоянная функция 
[image: image38.wmf]:
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 (Чехия и Словакия)
3. В графе любые два простых цикла нечетной длины не имеют общих ребер. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в два цвета так, чтобы каждая вершина была соединена ребром не более чем с одной вершиной такого же цвета. (С.Л. Берлов)
4. В квадратной таблице n(n записаны числа так, что сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце меньше 1. Укажите наименьшее k, при котором для любой таблицы всегда можно увеличить k чисел так, чтобы суммы чисел в строках и столбцах стали равными 1. (П.А. Кожевников)
5. На гипотенузе AC прямоугольного треугольника ABC отмечена точка D такая, что ВС=DC. Точка I – центр вписанной окружности этого треугольника. Прямая DI вторично пересекается с описанной окружностью треугольника BIC в точке E. Докажите, что ВС=CЕ. (По мотивам задачи с Вьетнамской олимпиады)
6. Найдите все простые p такие, что 
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 является полным квадратом. (Литовская олимпиада)
7. Внутри правильного треугольника со стороной 2 расположен выпуклый четырехугольник. Докажите, что длина хотя бы одной из сторон этого четырехугольника меньше 1. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
8. На берегу растут 2000 пальм, на каждой из них – по 5 бананов. Две обезьянки и Тартарен по очереди срывают бананы – каждая обезьянка срывает один банан, а Тартарен – 3 банана с одной пальмы (он считает ниже своего достоинства лезть на пальму за бананами, если их меньше трех; если на всех пальмах осталось меньше, чем по три банана, то он больше ничего не делает). Может ли Тартарен действовать таким образом, чтобы получить хотя бы половину всех бананов вне зависимости от действий обезьянок? (И.И. Богданов, К.А. Кноп, С.В. Иванов)

9. Ровно в 12 часов Петя, Вася и Толя начинают бегать по круговой дорожке длиной 300 метров. Все трое стартуют в одной точке. Каждый бежит с постоянной скоростью, не меняя направление движе​ния, но при этом разные бегуны могут двигаться в разных направлениях. Известно, что скорость Пети отличается от двух других скоростей. Доказать, что через некоторое время Петя будет находиться на расстоянии не менее 100 м от каждого из двух других бегунов. Расстояние между бегунами меряется по меньшей из дуг, их соединяющей. (Канадские олимпиады)
10. Для произвольных чисел 
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. (А. Б. Воронецкий)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Третий тур 7.12.01. Первая юниорская лига.

1. Буратино, Мальвина и Пьеро приехали в страну Дураков. В этой стране 8 городов и между каждыми  двумя ходят электрички. В столице, в Центральном Дурагенстве им предложили 28 билетов: по одному на каждый из маршрутов. По такому билету одна персона может проехать между данными двумя городами в любом направлении, но при выходе с электрички билет отбирается. Смогут ли друзья, взяв каждый по 8 билетов, посетить все города и вновь встретиться возле Центрального Дурагенства?
2. Ровно в 12 часов Петя, Вася и Толя начинают бегать по круговой дорожке длиной 300 метров. Все трое стартуют в одной точке. Каждый бежит с постоянной скоростью, не меняя направление движения, но при этом разные бегуны могут двигаться в разных направлениях. Известно, что скорость Пети отличается от двух других скоростей. Доказать, что через некоторое время Петя будет находиться на расстоянии не менее 100 метров от каждого из двух других бегунов. Расстояние между бегунами меряется по меньшей из дуг, их соединяющей. (Канадские олимпиады?)
3. В квадратной таблице 1001(1001 записаны числа так, что сумма чисел в каждой строке и в каждом столбце меньше 1. Докажите, что можно увеличить не более, чем 2001 число так, чтобы суммы чисел во всех строках и столбцах стали равными 1. (П.А. Кожевников)
4. Может ли у вписанного семиугольника быть три пары параллельных сторон?

5. Внутри правильного треугольника со стороной 2 расположен выпуклый четырехугольник. Докажите, что длина хотя бы одной из сторон этого четырехугольника меньше 1.  
6. На берегу растут 2000 пальм, на каждой из них – по 5 бананов. Две обезьянки и Тартарен по очереди срывают бананы – каждая обезьянка срывает один банан, а Тартарен – 3 банана с одной пальмы (он считает ниже своего достоинства лезть на пальму за бананами, если их меньше трех; если на всех пальмах осталось меньше, чем по три банана, то он больше ничего не делает). Может ли Тартарен действовать таким образом, чтобы получить хотя бы половину всех бананов вне зависимости от действий обезьянок? (И.И. Богданов, К.А. Кноп, С.В. Иванов)
7. Город имеет вид квадрата 4(4, разбитого на 16 кварталов со стороной 100 м. Велосипедист едет по улицам, на каждом перекрестке поворачивая на 90(. Какой наименьший путь он должен проехать, чтобы побывать на всех 25 перекрестках? (П.Исанбаев)
8. Известно, что x ( y ( z ( w. Докажите неравенство (x + y + z + w)2 ( 8(xz + yw).

БЛИЦ-БОЙ 07.12.01

С.-Петербург – ХарьКИв (за 1-2 места в подгруппе «Запад»)

Ижевск – Набережные Челны (за 3-4 места в подгруппе «Восток»)

1. На плоскости даны три прямые. Докажите, что можно так выбрать на этой плоскости прямоугольную декартову систему координат, чтобы никакая из данных прямых не была параллельна оси ординат, и модуль суммы угловых коэффициентов этих прямых не превосходил 1.

2. Имеется шесть натуральных чисел. Для каждой пары этих чисел выписали их наибольший общий делитель. Могли ли при этом оказаться выписанными все натуральные числа от 1 до 15?

3. Четыре точки не лежат на одной окружности. Сколько, самое большее, может быть окружностей, равноудаленных от этих точек?

4. Найдите все такие натуральные n ( 3, что все целые числа от 1 до n можно расставить по окружности так, чтобы сумма любых двух рядом стоящих чисел делилась на следующее за ними по ходу часовой стрелки число? Ответ обоснуйте.

5. Часовая и минутная стрелки образуют угол в 90(. Какой угол они будут образовывать через 3 часа (перечислите все возможности).

6. На столе лежат девять карточек, на которых написаны попарно различные натуральные числа от 1 до 9. Двое по очереди берут по одной карточке со стола. Побеждает тот, кто первым сумеет составить из своих карточек и любого количества скобок и знаков арифметических действий (+, –, (, () выражение, значение которого равно 12. Если по окончании игры такого выражения не может составить ни один из игроков, игра заканчивается вничью. Какой будет результат при правильной игре?

7. Петя проснулся в восьмом часу утра и заметил, что часовая стрелка его будильника делит пополам угол между минутной стрелкой и показывающей на цифру 8 стрелкой звонка. Через какое время должен прозвенеть звонок?

8. Петя и Вася ехали в поезде. Сначала каждый из них читал книгу, затем – отдыхал, потом – смотрел в окно, а после – пил чай. На каждое из этих занятий, кроме первого, у Пети ушло вдвое меньше времени, чем на предыдущее, а у Васи – вчетверо меньше времени, чем на предыдущее. Что делал Вася, когда Петя начал пить чай, если они начали читать одновременно и закончили пить чай также одновременно?

9. Три вершины четырехугольника лежат на окружности радиуса 1, а четвертая совпадает с центром окружности. Докажите, что площадь этого четырехугольника меньше 1 (четырехугольник может быть и невыпуклым).

В обоих боях после 8 задач был счет 3:3. По девятой задаче выиграли С.-Петербург и Ижевск.

 Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Четвертый тур 8.12.01. Высшая лига.

1. Натуральные числа от 1 до 2001 покрасили в четыре цвета. Докажите, что найдутся девять чисел одного цвета, которые можно расставить в таблице 3(3 так, чтобы все шесть сумм чисел по строкам и по столбцам были равны. (К.А. Кноп)
2. Внутри четырехугольника ABCD выбрана точка X. Прямые ВХ и DХ пересекают стороны АD и АВ в точках  K и L соответственно. Оказалось, что в четырехугольники BCDX и LAKX можно вписать окружности. Внутри четырехугольника BXDC нашлась такая точка M, что BMDC – параллелограмм. Оказалось, что точки A, X и M лежат на одной прямой.  Докажите, что AB=AD. (С.Л. Берлов)
3. Все натуральные числа, не превосходящие составного натурального числа n  и взаимно простые с n, выписали в строчку в порядке возрастания. После того, как последние два числа стерли, в строчке оказались все натуральные числа, не превосходящие некоторого натурального числа m и взаимно простые с m. Найдите все возможные варианты чисел m и n. (А.С. Голованов)
4. Был некогда в океане остров круглой формы, а на его побережье находились 26 деревень, названия которых – в порядке обхода – начинались с букв A, B, ..., Z. Изначально на острове было 13 языческих и 13 христианских деревень. В разные периоды истории острова его посетили 26 миссионеров, фамилии которых начинались с 26 разных букв. Каждый миссионер первым делом отправлялся в деревню, название которой начиналось с первой буквы его фамилии. Одновременно на острове могло находиться более одного миссионера, но ни в какой момент никакие два миссионера не появлялись (и не исчезали) в одной деревне. Когда миссионер прибывал в языческую деревню, он обращал ее в христианство и двигался в следующую деревню по часовой стрелке. Когда миссионер прибывал в христианскую деревню, его немедленно съедали, и деревня снова становилась языческой. Сколько христианских деревень осталось на острове после того, как последний миссионер был съеден? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Докажите, что произведение синусов попарных углов между четырьмя прямыми в пространстве не больше 
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6. В стране 100 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, но никакой город не соединен со всеми. Из любого города в любой другой можно доехать, заезжая по дороге не более, чем в один город. Какое наименьшее количество дорог может быть в этой стране? (С.Л. Берлов, Д.В. Карпов, по мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
7. Дан многочлен P(x) степени n, имеющий n вещественных корней. Докажите, что при всех вещественных x выполняется неравенство 
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(International Contest for university students)
8. Докажите, что ни при каких натуральных x, y, z число x2+y2+z2 не делится на 3(xy+xz+yz). (Д. Джукич)
9. Точки H и O – ортоцентр и центр описанной окружности неравнобедренного треугольника ABC. Точки A1, B1 и C1 – ортоцентры треугольников AOH, BOH и COH соответственно. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1 и СС1 лежат на одной прямой. (Югославская олимпиада)
10. Пусть
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 для всех k от 1 до n–1. Найдите их количество. (International Contest for university students)
 Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Четвертый тур 8.12.01. Первая лига.

1. Натуральные числа от 1 до 865 покрасили в четыре цвета. Докажите, что найдутся девять одноцветных чисел a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9 таких, что 
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. (К.А. Кноп, И.И.Богданов, Г.Р. Челноков)
2. На сторонах AB, BC и AD ромба ABCD отмечены точки P, Q и R соответственно такие, что DQ=DR и
[image: image51.wmf].
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Докажите, что прямые AС, PD и QR пересекаются в одной точке. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ 239)
3. Пусть n – составное натуральное число, не кратное 4 и имеющее не меньше 3 различных простых делителей. Все натуральные числа, не превосходящие n  и взаимно простые с n, выписали в строчку в порядке возрастания. Таких чисел оказалось 2x. После того, как последние x чисел стерли, в строчке оказались все натуральные числа, не превосходящие некоторого натурального числа m и взаимно простые с m. Найдите все возможные варианты чисел m и n. (А.С. Голованов)
4. Был некогда в океане малый кусочек земли под названием “Языческий остров”. Остров этот был круглой формы, а на его побережье находились 26 деревень, названия которых – в порядке обхода – начинались с букв A, B, ..., Z. В разные периоды истории острова его посетили 26 миссионеров, фамилии которых начинались с 26 разных букв. Каждый миссионер первым делом отправлялся в деревню, название которой начиналось с первой буквы его фамилии. Одновременно на острове могло находиться более одного миссионера, но ни в какой момент никакие два миссионера не появлялись (и не исчезали) в одной деревне. В соответствии с названием острова все деревни вначале были языческими. Когда миссионер прибывал в языческую деревню, он обращал ее в христианство и двигался в следующую деревню по часовой стрелке. Когда миссионер прибывал в христианскую деревню, его немедленно съедали, и деревня снова становилась языческой. Сколько христианских деревень осталось на острове после того, как последний миссионер был съеден? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. На высотах hA, hB, hC и hD тетраэдра ABCD, проведенных из его вершин A, B, C, и D отмечены точки  A1, B1, C1 и D1 соответственно таким образом, что 
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 Докажите, что центры масс тетраэдров ABCD и A1B1C1D1 совпадают. (Канадская олимпиада)
6. В стране 25 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, но никакой город не соединен со всеми. Из любого города в любой другой можно доехать, заезжая по дороге не более, чем в один город. Докажите, что в этой стране хотя бы 35 дорог. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
7. Дан многочлен P(x) степени n, имеющий n вещественных корней. Докажите, что при всех вещественных x выполняется неравенство 
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(International Contest for university students)
8. Решите в натуральных числах уравнение 
[image: image54.wmf]xyz
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9. Пусть I – центр вписанной окружности треугольника ABC. На отрезках AI, BI и CI отмечены точки  K, L и M такие, что I – ортоцентр треугольника KLM. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников ABC и KLM, а также точка I лежат на одной прямой. (С. Берлов)
10. Пусть
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 для всех k от 1 до n–1. Найдите их количество. (International Contest for university students)
Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Четвертый тур 8.12.01. Вторая лига.

1. Существует ли квадратный трехчлен с целыми коэффициентами, значения которого в некоторых целых точках три последовательных целых числа?

2. Несколько рациональных чисел возвели в квадрат. Набор дробных частей получившихся квадратов совпал с набором дробных частей исходных чисел. Докажите, что все эти числа – целые. (А.С. Голованов)
3. В стране 9 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, но никакой город не соединен со всеми. Из любого города в любой другой можно доехать, заезжая по дороге не более, чем в один город. Может ли в этой стране быть не более 13 дорог?(С.Л. Берлов, Д.В. Карпов, по мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
4. Имеются четыре кучки камней: в первой – 331, во второй – 313, в третьей – 133, в четвертой – 333 камня. Играют двое. При своем ходе игрок должен взять по несколько камней из двух любых кучек. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Какой игрок может обеспечить себе выигрыш, независимо от игры другого игрока?

5. Каждое из семи натуральных чисел делит произведение остальных. Всегда ли среди таких чисел найдется число, делящее наименьшее общее кратное остальных? (А.С. Голованов)
6. В правильный n-угольник вписан правильный треугольник так, что две его вершины лежат в вершинах n-угольника. Докажите, что и третья вершина треугольника также лежит в вершине n-угольника. (С. Берлов)
7. Известно, что tgx1(tgx2(tgx3(tgx4 = 1. Какое наибольшее значение может принимать выражение:

sinx1(sinx2(sinx3(sinx4?
8. На сторонах AC и BC треугольника ABC выбраны точки M и N соответственно. Отрезки AN и BM пересекаются в точке O. Известно, что AO = BC и BN = ON. Докажите, что BM является медианой треугольника ABC.

Пятый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Ижевск, 1–8 декабря 2001 года

Четвертый тур 8.12.01. Высшая юниорская лига.

1. Натуральные числа от 1 до 865 покрасили в четыре цвета. Докажите, что найдутся девять одноцветных чисел a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9 таких, что a1+a2+a3=a4+a5+a6=a7+a8+a9. (К.А. Кноп, И.И.Богданов, Г.Р. Челноков)
2. Найдите максимальное число n такое, что существует квадратный трехчлен с целыми коэффициентами, значения которого в n различных целых точках принадлежат отрезку [-200; 200].

3. Пусть n – составное натуральное число, не кратное 4 и имеющее не меньше 3 различных простых делителей. Все натуральные числа, не превосходящие n  и взаимно простые с n, выписали в строчку в порядке возрастания. Таких чисел оказалось 2x. После того, как последние x чисел стерли, в строчке оказались все натуральные числа, не превосходящие некоторого натурального числа m и взаимно простые с m. Найдите все возможные варианты чисел m и n. (А.С. Голованов)
4. Был некогда в океане малый кусочек земли под названием “Языческий остров”. Остров этот был круглой формы, а на его побережье находились 26 деревень, названия которых – в порядке обхода – начинались с букв A, B, ..., Z. В разные периоды истории острова его посетили 26 миссионеров, фамилии которых начинались с 26 разных букв. Каждый миссионер первым делом отправлялся в деревню, название которой начиналось с первой буквы его фамилии. Одновременно на острове могло находиться более одного миссионера, но ни в какой момент никакие два миссионера не появлялись (и не исчезали) в одной деревне. В соответствии с названием острова все деревни вначале были языческими. Когда миссионер прибывал в языческую деревню, он обращал ее в христианство и двигался в следующую деревню по часовой стрелке. Когда миссионер прибывал в христианскую деревню, его немедленно съедали, и деревня снова становилась языческой. Сколько христианских деревень осталось на острове после того, как последний миссионер был съеден? (По мотивам Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Имеются четыре кучки камней: в первой – 331, во второй – 313, в третьей – 133, в четвертой – 333 камня. Каждый из двух игроков по очереди должен взять любое число камней из двух любых кучек. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Какой игрок может обеспечить себе выигрыш, независимо от игры другого игрока?

6. В стране 25 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, но никакой город не соединен со всеми. Из любого города в любой другой можно доехать, заезжая по дороге не более, чем в один город. Докажите, что в этой стране хотя бы 35 дорог. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
7. Пусть I – центр вписанной окружности треугольника ABC. На отрезках AI, BI и CI отмечены точки  K, L и M такие, что I – ортоцентр треугольника KLM. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников ABC и KLM, а также точка I лежат на одной прямой. (С. Берлов)
8. Решите в натуральных числах уравнение 
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9. В правильный n-угольник вписан правильный треугольник так, что две его вершины лежат в вершинах n-угольника. Докажите, что и третья вершина треугольника также лежит в вершине n-угольника. (С. Берлов)
10. Пусть
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 для всех k от 1 до n–1. Найдите их количество. (International Contest for university students)
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