Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Первый тур. 4.12.02. Высшая лига.

1. На стороне BC треугольника ABC отмечена точка D. Точки E и F — центры вписанных окружностей треугольников ABD и ACD соответственно. Оказалось, что точки B, C, E и F лежат на одной окружности. Докажите, что 
[image: image1.wmf].
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 (Crux 97)
2. Обозначим через P множество всех прямых плоскости S. Существует ли такое отображение 
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, что для любой точки a( S выполняется условие a( f(a) и каждая прямая множества P является образом не менее чем одной и не более чем тысячи точек? (Д.В. Карпов по мотивам задачи Хорватской олимпиады)
3. Пусть k – натуральное число. Для каждого целого n от 0 до 3k обозначим через bn степень тройки с наибольшим показателем, на которую делится число 
[image: image3.wmf].

3

n

k

С

 Найдите сумму 
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[image: image5.wmf](Crux-97)
4. AD — биссектриса треугольника ABC, в котором AB + AD = CD и AC + AD = BC. Найдите углы треугольника ABC.(Crux-99)
5. Для натуральных чисел k и n ( k определим 
[image: image6.wmf].
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 Докажите, что Pn,k(x) всегда является многочленом.(Naoki Sato, Crux 1997)
6. При каких m и n на доске m(n можно расставить шашки так, чтобы рядом с каждой шашкой было ровно два свободных поля, а рядом с каждым свободным полем — ровно две шашки? (Ивановские матбои)
7. В графе G выбраны множества вершин S1, S2, S3 по 100 вершин в каждом. Известно, что при удалении всех вершин любого из этих трех множеств (и всех выходящих из них ребер) остальные вершины графа распадаются ровно на две компоненты связности, а при удалении любых 99 вершин граф остается связным. Докажите, что все не входящие в множества S1, S2 и S3 вершины графа G можно разбить на 6 групп таким образом, чтобы вершины одной группы оказывались в одной компоненте связности при удалении из графа вершин любого из множеств S1, S2 или S3. (Д.В. Карпов)
8. Решите в целых числах уравнение 
[image: image7.wmf].
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 (Crux 97)
9. Для положительных чисел a1, a2, …, an (где n ( 3) докажите неравенство 
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 (C.Л. Берлов по мотивам задачи из Crux 97)
10. Дано такое семейство S подмножеств множества M = {1,2,…,m}, что если A,B(S, то A(B(S, A(B(S и если A(S, то M \ A(S. Сколько множеств может быть в таком семействе S? (Putnam 1961)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Первый тур. 4.12.02. Первая лига.

1. В остроугольном треугольнике АВС сторона АС > ВС, а CD, АР и ВQ – высоты. Пусть R – точка пересечения прямых PQ и AB. Докажите, что описанные окружности треугольников CPQ и RDQ касаются. (Болгария)
2. Рассмотрим множество всех прямых на плоскости. Можно ли на каждой прямой выделить по одной точке так, чтобы все точки были различны (на прямой могут оказаться точки, выделенные на других прямых)? (Хорватская олимпиада)
3. Обозначим через  d(n)  разность между суммой четных и суммой нечетных цифр десятичной записи натурального числа  n (если четных или нечетных цифр в десятичной записи числа нет, то их сумма считается равной нулю). Например,  d(1024) = 5,  d(1997) = –26.  Найдите сумму

d(1) + d(2) + d(3) + ... + d(2001) + d(2002).  (Харьков, рай. -1997)
4. AD — биссектриса треугольника ABC. Оказалось, что AB + AD = CD и AC + AD = BC. Найдите углы треугольника ABC.(Crux-99)
5. Найдите все натуральные n, большие 1 и такие, что если ab+1 делится на n для каких-то натуральных чисел a и b, то и a+b тоже делится на n.(Crux-97)
6. При каких m и n на доске m(n можно расставить шашки так, чтобы рядом с каждой шашкой было ровно два свободных поля, а рядом с каждым свободным полем — ровно две шашки? (Ивановские матбои)
7. В городе 8 дорог идут с востока на запад и 8 с севера на юг, образуя 64 перекрестка. На перекрестках в шахматном порядке дежурят сотрудники ГАИ. Часть дорог была занесена снегом так, что в городе не осталось ни одного кругового маршрута, однако, между любыми двумя перекрестками какой-то путь остался. Назовем тупиком такой перекресток, к которому подходит только одна незанесенная снегом дорога, связывающая его с соседним перекрестком. Может ли оказаться, что в каждом тупике дежурит сотрудник ГАИ? (С.А. Зайцев) 
8. Решите в вещественных числах систему уравнений 
[image: image9.wmf].
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 (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство 
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 (Crux 97)
10. У царя Гороха 20 придворных. Интригуя друг против друга, они образовали ряд тайных обществ. Шеф тайной полиции, изучая эти общества, обнаружил три закономерности. Во первых, для любых двух тайных обществ все придворные, входящие одновременно в оба общества, образуют тайное общество. Во-вторых, для любых двух тайных обществ все придворные, входящие хотя бы в одно из них, образуют тайное общество. В-третьих, для любого тайного общества все придворные, не входящие в него, образуют тайное общество. Может ли при дворе Гороха быть ровно 2002 тайных общества? (Putnam 1961, переформулировка)
 Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Первый тур 4.12.02. Юниорская лига

1. В остроугольном треугольнике АВС сторона АС > ВС, а CD, АР и ВQ – высоты. Пусть R – точка пересечения прямых PQ и AB. Докажите, что описанные окружности треугольников CPQ и RDQ касаются. (Болгария)
2. Рассмотрим множество всех прямых на плоскости. Можно ли на каждой прямой выделить по одной точке так, чтобы все точки были различны (на прямой могут оказаться точки, выделенные на других прямых)? (Хорватская олимпиада)
3. Найдутся ли такие целые числа x, y и z, что 
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[image: image12.wmf](Олимпиада им. Гроссмана)
4. Можно ли равносторонний треугольник со стороной 9 см разрезать на два треугольника, периметры которых равны 20 см и 23 см? (Харьков, рай. -1997)
5. Имеется шесть одинаковых по виду монет с массой 1, 2, 3, 4, 5, 6 г. На монетах сделаны надписи “1”, “2”, “3”, “4”, “5”, “6”, которые должны обозначать массу. Можно ли за два взвешивания на чашечных весах без шкалы и без гирь наверняка определить, что надписи сделаны без ошибок? (Харьков, обл. -2000)
6. При каких m и n на доске m(n можно расставить шашки так, чтобы рядом с каждой шашкой было ровно два свободных поля, а рядом с каждым свободным полем — ровно две шашки? (Жюри по мотивам Ивановских матбоев)
7. В городе n дорог идут с востока на запад и m с севера на юг, образуя n(m перекрестков. На перекрестках в шахматном порядке дежурят сотрудники ГАИ. Часть дорог была занесена снегом так, что в городе не осталось ни одного кругового маршрута, однако, между любыми двумя перекрестками какой-то путь остался. Назовем тупиком такой перекресток, к которому подходит только один незанесенный снегом участок дороги, связывающий его с соседним перекрестком. При каких m и n может оказаться, что в каждом тупике дежурит сотрудник ГАИ? (Жюри по мотивам С.А. Зайцева) 
8. Обозначим через  d(n)  разность между суммой четных и суммой нечетных цифр десятичной записи натурального числа  n (если соответствующих цифр в десятичной записи числа нет, то их сумма считается равной нулю). Например,  d(1024) = 5,  d(1997) = –26.  Найдите сумму

d(1) + d(2) + d(3) + ... + d(2001) + d(2002).  (Харьков, рай. -1997)
9. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство 
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 (Crux 97)
10. У царя Гороха 20 придворных. Интригуя друг против друга, они образовали ряд тайных обществ. Шеф тайной полиции, изучая эти общества, обнаружил три закономерности. Во первых, для любых двух тайных обществ все придворные, входящие одновременно в оба общества, образуют тайное общество. Во-вторых, для любых двух тайных обществ все придворные, входящие хотя бы в одно из них, образуют тайное общество. В-третьих, для любого тайного общества все придворные, не входящие в него, образуют тайное общество. Может ли при дворе Гороха быть ровно 2002 тайных общества? (Putnam 1961, переформулировка)
 Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Второй тур. 5.12.02. Высшая лига.

1. Последовательность {xn} задана соотношениями x1 = 1, 
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. Докажите, что [
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] = n при n ( 4. (Румынский отбор)
2. В двух таблицах 10220(102002 расставляются фишки с номерами от 1 до 102222. В первой таблице фишки расставляются по строкам слева направо (в первой сверху — от 1 до 102002, во второй — от 102002+1 до 2(102002 и т.д.); во второй таблице — по столбцам сверху вниз (в первом слева — от 1 до 10220, во втором — от 10220+1 до 2(10220 и т.д.). Множество номеров фишек называется инвариантным, если множества клеток, занимаемых фишками с этими номерами в первой и во второй расстановках совпадают. В частности, один номер инвариантен, если соответствующая фишка в обеих таблицах стоит в одной и той же клетке. Докажите, что все неинвариантные номера можно разбить на инвариантные множества, в каждом из которых по 101 номеру. (И.И. Богданов)
3. На ребрах додекаэдра расставлены числа от 1 до 30 без повторений. Подсчитаем количество ломаных, составленных из трех ребер додекаэдра и таких, что числа на звеньях идут в порядке возрастания. Найдите минимальное возможное количество таких ломаных. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков по мотивам задачи Польской олимпиады-89/90)
4. Пусть n — натуральное число, а p — простое, большее двух. Докажите, что многочлен xn+2p раскладывается на множители (степени не ниже 1) с целыми коэффициентами тогда и только тогда, когда n делится на p.(Румынский отбор)
5. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Его диагонали пересекаются в точке K. Окружность с центром на отрезке OK пересекает сторону AB в точках A1, B1, а сторону CD — в точках C1, D1. Оказалось, что точки A1, K, C1 лежат на одной прямой, причем A1K ( KC1. Докажите, что точки B1, K, D1 также лежат на одной прямой. (И.И.Богданов, С.Л.Берлов) 

6. Докажите, что не существует функции 
[image: image16.wmf])
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7. На плоскости нарисован выпуклый пятиугольник, никакие две стороны которого не параллельны, и проведены четыре биссектрисы его внутренних углов. При помощи одной линейки постройте биссектрису пятого угла. (К.А. Кноп)
8. Дан описанный многогранник, площади граней которого равны S1, S2,…, Sn и точка P внутри него. Обозначим di — расстояние от точки  P до грани с номером i. Докажите неравенство 
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, где S — площадь поверхности многогранника, а r — радиус вписанной сферы. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. Пусть F = {A1, …, Ak} — такое семейство подмножеств конечного множества Х, что если А(F и В(А, то В(F. Докажите, что существует такая перестановка р множества {1,…,k}, что для каждого i({1,…,k} Ai не пересекается с Ap(i). (Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. В компании из 20 человек для любых троих найдётся человек, который знает их всех. Докажите, что найдётся человек, имеющий не менее девяти знакомых. (С.Л.Берлов, И.И.Богданов)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Второй тур. 5.12.02. Первая лига.

1. Последовательность {аn} задана соотношениями a0 = 1, a1 = 1, и для любого n(1 
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. Докажите, что для любого n выполняется неравенство 

 (Олимпиада Гроссмана)
2. В двух таблицах 104(106 расставляются фишки с номерами от 1 до 1010. В первой таблице фишки расставляются по строкам слева направо (в первой строке сверху – от 1 до 106, во второй строке – от 106+1 до 2(106 и т.д.); во второй таблице – по столбцам сверху вниз (в первом слева – от 1 до 104, во втором – от 104+1 до 2(104 и т.д.). Множество номеров фишек называется инвариантным, если множества клеток, занимаемых фишками с этими номерами в первой и во второй расстановках совпадают. В частности, один номер инвариантен, если соответствующая фишка в обеих таблицах стоит в одной и той же клетке. Докажите, что все неинвариантные номера можно разбить на инвариантные множества, в каждом из которых по 5 номеров. (И.И. Богданов)
3. Окружность, вписанная в четырёхугольник ABCD, касается его сторон AB, BC, CD, DA в точках K, L, M, N соответственно. Отрезки КМ и LN перпендикулярны. Доказать, что BL(DN = АN(СL.

4. На ребрах куба расставлены числа от 1 до 12 без повторений. Подсчитаем количество ломаных, составленных из трех ребер куба и таких, что числа на звеньях идут в порядке возрастания. Найдите минимальное возможное количество таких ломаных. (Польша-89/90)
5. Докажите, что не существует функции 
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6. Пусть a, b, c ( натуральные числа. 
[image: image24.wmf]a2+b2+c2 делится на a+b+c. Докажите, что какие-то два из чисел a3, b3, c3 дают одинаковые остатки при делении на a+b+c. (Олимпиада 239 школы)
7. Какое наибольшее число ферзей можно расставить на доске 6(6 так, чтобы каждый ферзь бил ровно одного ферзя? (Украина)
8. В треугольнике ABC  (A = 120(. Точки K и L лежат на сторонах AB и AC. BKP и CLQ – правильные треугольники, построенные вне треугольника ABC. Докажите, что  PQ ( 

.

9. Каждый из прямоугольников R и S разбит двумя прямыми, параллельными сторонам, на 4 части с площадями r1, r2, r3, r4 и s1, s2, s3, s4, соответственно (r1 и r4, а также s1, s4 ( прямоугольники с одной общей вершиной). Известно, что r1(s4, r2(s2, r3(s3, r4(s4. Докажите, что площадь R не больше площади S. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. В компании из 10 человек для любых троих найдётся человек, который знает их всех. Докажите, что найдётся человек, имеющий не менее шести знакомых.

Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Второй тур 5.12.02. Юниорская лига.

1. Последовательность {аn} задана соотношениями a0 = 1, a1 = 1, и для любого n(1 
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. Докажите, что для любого n выполняется неравенство 

 (Олимпиада им. Гроссмана)
2. На симпозиум приехали 100 человек. Из них 15 французов, каждый из которых знаком хотя бы с 70 участниками симпозиума, и 85 немцев, каждый из которых знаком не более чем с десятью участниками. Их расселили в 21 комнату. Докажите, что в какой-то из комнат нет ни одной пары знакомых. (Ю. Лифшиц)
3. На ребрах куба расставлены числа от 1 до 12 без повторений. Подсчитаем количество ломаных, составленных из трех ребер куба и таких, что числа на звеньях идут в порядке возрастания. Найдите минимальное возможное количество таких ломаных. (Польша-89/90)
4. Пусть a, b, c ( натуральные числа. 
[image: image26.wmf]a2+b2+c2 делится на a+b+c. Докажите, что какие-то два из чисел a3, b3, c3 дают одинаковые остатки при делении на a+b+c. (Олимпиада ФМЛ 239, 2002 г.)
5. Функция  f : N ( N  задана формулой  
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,  Найти  f (2002). (Олимпиада Гроссмана)
6. В треугольнике ABC  (A = 120(.  Точки K и L лежат на сторонах AB и AC. BKP и CLQ – правильные треугольники, построенные вне треугольника ABC. Докажите, что  PQ ( 

.

7. A, B и C – последовательные вершины правильного n-угольника, длина стороны которого равна 1.  Диагонали многоугольника, выходящие из вершины B, делят треугольник ABC на  n – 2  треугольника. Докажите, что в каждом из них длина одной стороны равна произведению длин двух других сторон. (Олимпиада Гроссмана)
8. Найдите наименьшее натуральное число, которое имеет делители, оканчивающиеся на каждую из цифр 1, 2, …, 9. (IMTS)
9. Каждый из прямоугольников R и S разбит двумя прямыми, параллельными сторонам, на 4 части с площадями r1, r2, r3, r4 и s1, s2, s3, s4, соответственно (r1 и r4, а также s1, s4 ( прямоугольники с одной общей вершиной). Известно, что r1(s4, r2(s2, r3(s3, r4(s4. Докажите, что площадь R не больше площади S. Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. Какое наибольшее число ферзей можно расставить на доске 6(6 так, чтобы каждый ферзь бил ровно одного ферзя? (Украина)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Третий тур. 7.12.02. Высшая лига.

1. На плоскости отмечены вершины правильного 2003-угольника. Докажите, что количество 20-угольников с вершинами в отмеченных точках, содержащих центр исходного 2003-угольника, делится на 13. (По мотивам задачи с олимпиады им. Гроссмана)
2. Пусть k — натуральное число. Последовательность задана следующими условиями a1 = a2 = 1,
an+1 = an + an–1 + k при всех n>1. Докажите, что a251 не делится на 251 ни при каком k. (По мотивам задачи Румынского отбора)
3. В остроугольном треугольнике ABC касательные к его описанной окружности в точках A и B пересекают продолжения его противоположных сторон в точках A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямая, соединяющая точку Лемуана L (точку пересечения прямых, симметричных медианам треугольника относительно биссектрис, проведенных из тех же вершин) с точкой P внутри треугольника, для которой основания перпендикуляров, опущенных из нее на стороны, являются вершинами равностороннего треугольника, перпендикулярна прямой A1B1. (Д. Ширяев, А. Смирнов, С.Л. Берлов)
4. Даны неотрицательные целые числа a1 ( … ( ak,  b1 ( … ( bm. Известно, что для любого натурального d ( m выполняется неравенство 
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, где (x)d — наименьшее из чисел x и d. Докажите, что в таблице k(m можно закрасить некоторые клетки так, что количества закрашенных клеток в строках будут равны a1, …, ak, а в столбцах — b1, …, bm. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков)
5. На плоскости даны n точек общего положения. Разрешается проделывать следующую операцию. Выбирается одна из точек M и рассматриваются области, на которые делят плоскость прямые, соединяющие пары остальных точек. Затем точка M заменяется на произвольно выбранную точку внутри какой-либо соседней (по отрезку или лучу) области. Докажите, что если изначально точки стояли в вершинах выпуклого 2002-угольника, то через нечетное число операций они не смогут снова оказаться в вершинах выпуклого 2002-угольника. (П.А.Кожевников)
6. Пусть ( ( перестановка на множестве M={1, 2, …, p(1} (где p>2 – простое число). Докажите, что для некоторых различных i, j(M выполняется сравнение i((j) ( j((i) (mod p). (Румынский отбор)
7. Пусть P — произвольная внутренняя точка равностороннего треугольника ABC. Докажите, что ((PAB–(PAC((((PBC–(PCB(. (Crux 25N2, p.49)
8. Существует ли строго возрастающая функция f : R ( R, все значения которой иррациональны? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
9. Центр вписанной сферы тетраэдра ABCD лежит на прямой, соединяющей середины ребер AB и CD. Докажите, что центр его описанной сферы лежит на этой же прямой. (Közepiskolai Matematikai Lapok) 

10. В графе с 4k вершинами 3k ребер. Известно, что среди любых 2k его вершин найдутся две, соединенные ребром. Докажите, что вершины графа можно разбить на две группы по 2k вершин в каждой так, что никакие две вершины из разных групп не соединены ребром. (R.A.Brualdi, S.Mellendorf)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Третий тур. 7.12.02. Первая лига.

1. Найдите все вещественные значения параметра а, при которых система  
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имеет вещественные решения. (Фольклор)
2. Алфавит дикарей из племени МУМБО-ЮМБО состоит из двух букв a и b. У вождя племени имеется некоторый набор любимых слов, каждое из которых содержит четыре буквы. Своим указом вождь запретил к употреблению все слова, в которые, как часть, входит хотя бы одно из его любимых слов. Известно, что после этого осталось лишь конечное число разрешённых к употреблению слов и одно из таких слов имеет длину n. При каких значениях n это возможно? (Болгария)
3. Пусть k — натуральное число. Последовательность задана следующими условиями: a1 = a2 = 1,
an+1 = an + an–1 + k при всех n>1. Найдите наименьшее k, при котором a221 делится на 221. (Румынский отбор)
4. Существует ли строго возрастающая функция f : R ( R, все значения которой иррациональны? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. На плоскости даны 2002 точки общего положения. Разрешается проделывать следующую операцию. Выбирается одна из точек M и рассматриваются области, на которые делят плоскость прямые, соединяющие пары остальных точек. Затем точка M заменяется на произвольно выбранную точку внутри какой-либо соседней (по отрезку или лучу) области. Докажите, что если изначально точки стояли в вершинах выпуклого 2002-угольника, то через нечетное число операций они не смогут снова оказаться в вершинах выпуклого 2002-угольника. (П.А.Кожевников)
6. На плоскости отмечены вершины правильного 2003-угольника. Докажите, что количество 20-угольников с вершинами в отмеченных точках, содержащих центр исходного 2003-угольника, делится на 13. (По мотивам задачи с олимпиады им. Гроссмана)
7. Точки M и N выбраны на сторонах AB и BC треугольника ABC таким образом, что точка пересечения отрезков AN и CM лежит на биссектрисе BL. Углы ALB и MNB равны. Докажите, что MN ( биссектриса угла ANB.(И.И.Богданов по мотивам задачи С.Л. Берлова с Baltic Way-2002)
8. Существует ли такое непустое подмножество точек M числовой прямой, что для любого числа a из множества M и любого вещественного r существует ровно одно число b из M такое, что 
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9. Точки L и M выбраны на описанной окружности треугольника ABC таким образом, что AL и AM — биссектрисы соответственно внутреннего и внешнего углов треугольника. На продолжениях отрезков AM и AL выбраны точки P и Q соответственно так, что AM=MP, AL=LQ. Описанные окружности треугольников AMQ и ALP пересекаются в точке S. Докажите, что прямые AS и BC параллельны. (Crux-2000)
10. В компании 22 спортсмена. Пар спортсменов, которые являются друзьями друг друга.( четырнадцать. Оказалось, что среди любых 11 спортсменов есть хотя бы одна пара друзей. Докажите, что всех можно разделить на две футбольные команда так, чтобы каждая пара друзей оказалась в одной команде. (Упрощение задачи 10 высшей лиги)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Третий тур 7.12.02. Юниорская лига.

1. В компании 22 спортсмена. Пар спортсменов, которые являются друзьями друг друга.( четырнадцать. Оказалось, что среди любых 11 спортсменов есть хотя бы одна пара друзей. Докажите, что всех можно разделить на две футбольные команда так, чтобы каждая пара друзей оказалась в одной команде. (Упрощение задачи 10 высшей лиги)
2. Алфавит дикарей из племени МУМБО-ЮМБО состоит из двух букв a и b. У вождя племени имеется некоторый набор любимых слов, каждое из которых содержит четыре буквы. Своим указом вождь запретил к употреблению все слова, в которые, как часть, входит хотя бы одно из его любимых слов. Известно, что длины разрешённых к употреблению слов ограничены и одно из таких слов имеет длину n. При каких значениях n это возможно? (Болгария)
3. Пусть k — натуральное число. Последовательность задана следующими условиями a1 = a2 = 1,
an = an-1 + an–2 + k при всех n>2. Найдите наименьшее k, при котором a221 делится на 221. (Румынский отбор)
4. Точки L и M выбраны на описанной окружности треугольника ABC таким образом, что AL и AM — биссектрисы соответственно внутреннего и внешнего углов треугольника. На продолжениях отрезков AM и AL выбраны точки P и Q соответственно таким образом, что AM=MP, AL=LQ. Описанные окружности треугольников AMQ и ALP вторично пересекаются в точке S. Докажите, что прямые AS и BC параллельны. (Crux-2000)
5. На плоскости даны шесть точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Разрешается проделывать следующую операцию. Выбирается одна из точек M и рассматриваются области, на которые делят плоскость прямые, соединяющие пары остальных точек. Затем точка M заменяется на произвольно выбранную точку внутри какой-либо соседней (по отрезку или лучу) области. Докажите, что если изначально точки стояли в вершинах выпуклого шестиугольника, то через нечетное число операций они не смогут снова оказаться в вершинах выпуклого шестиугольника. (П.А.Кожевников)
6. На плоскости отмечены вершины правильного 2003-угольника. Докажите, что количество 20-угольников с вершинами в отмеченных точках, содержащих центр исходного 2003-угольника, делится на 13. (По мотивам задачи с олимпиады им. Гроссмана)
7. Пусть точки M и N выбраны на сторонах AB и BC треугольника ABC таким образом, что точка пересечения отрезков AN и CM лежит на биссектрисе BL. Углы ALB и MNB равны. Докажите, что угол LNM – прямой.(С. Берлов, Baltic Way-2002)
8. Докажите, что для любых четырех неотрицательных чисел a, b, c, d, не превосходящих 4 и таких, что разность между любыми двумя из них не меньше 1, выполнено неравенство 
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9. Пусть 
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10. Существует ли такое непустое подмножество точек M числовой прямой, что для любого числа a из множества M и любого вещественного r существует ровно одно число b из M такое, что 
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Шестой международный математический турнир старшеклассников "Кубок памяти А.Н. Колмогорова"

Пермь, 1-8 декабря 2002 года
БЛИЦ-БОЙ 07.12.02. Первый вариант. (Нижний Новгород-Саров-I ( Ижевск I)

1. Найдите все натуральные числа, которые в 100 раз больше количества своих натуральных делителей. (Baltic Way, 2000; ответ: 2000)
2. Найдите все значения параметра а, для каждого из которых график функции

y = x2 + a|4x2 ( 8x + 3| ( |2x2 ( 7x + 6|  имеет хотя бы один прямолинейный участок. (Харьков, областная 2000; ответ: -3/4, -1/4, 1/4)
3. Сейчас папе вдвое больше лет, чем было маме тогда, когда папе было столько лет, сколько маме сейчас. Сколько сейчас лет маме и сколько - папе, если вместе им - 77 лет? (Фольклор; ответ: 33 и 44)
4. В автобусе ехали взрослые и дети, причем число взрослых относилось к числу детей как 2:3. После того, как четыре пассажира вышли (и никто не вошел), число взрослых стало относиться к числу детей как 3:4. Сколько пассажиров первоначально ехало в автобусе, если известно, что их было меньше 60 (перечислите все возможности)? (Фольклор; ответ: 25)

5. За какое наименьшее число ходов шахматный конь может попасть из левой нижней угловой клетки шахматной доски со стороной в 101 клетку в ее правую верхнюю угловую клетку? (По мотивам задач Новосибирской ЛШ, 1992; ответ: 68)
6. На доске в строку записаны числа 1, 1/2, 1/3, …, 1/12.  Какое наименьшее количество записанных чисел надо стереть с доски, чтобы можно было расстановкой между оставшимися числами плюсов и минусов получить выражение, равное 0? Дайте ответ и приведите пример расстановки плюсов и минусов (ответ без примера не засчитывается!) (Фольклор; ответ: 6; 1(1/2(1/3(1/4+1/6(1/12)
7. Однажды улитка заползла на вершину бамбука, который растет так, что каждая точка его стебля поднимается вверх с одной и той же скоростью. На это ей потребовалось 7 часов. Отдохнув на вершине бамбука ровно час, она спустилась на землю за 8 часов. Во сколько раз скорость улитки больше скорости роста бамбука (обе скорости постоянны)? (По мотивам задач Новосибирской ЛШ, 1992; ответ: 16)
8. На острове Буяне, где живут только рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут, объявлен конкурс на должность мэра. Каждый из n претендентов (n > 1) на эту должность сделал заявление, а именно: k-ый претендент (1 ( k ( n) сказал: "Не считая меня, среди претендентов лжецов на k больше, чем рыцарей". Сколько человек претендуют на должность мэра? (Областная 1996; ответ: 2 или 3)
БЛИЦ-БОЙ 07.12.02. Второй вариант. (КОИ-9 ( Ижевск-9)

1. Расставьте в таблице 4(4 числа (1, 0, и 1 так, чтобы все 8 сумм чисел в строках и в столбцах были различными. (Эта и следующие задачи — из Пермского областного турнира матбоев 2002 г.)
2. За круглым столом сидят 2002 рыцаря и лжеца. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут. Каждый заявил, что среди его соседей один рыцарь и один лжец, причем два рыцаря ошиблись. Сколько лжецов могло быть за круглым столом? (Ответ: 668 лжецов)
3. Два поезда едут по перпендикулярным путям к точке пересечения. Один поезд находится от нее на расстоянии 80 км, а его скорость 30 км/ч. Другой поезд — на расстоянии 40 км, и его скорость 40 км/ч. Через какое время поезда будут на наименьшем расстоянии друг от друга? (Ответ: 1,6 часа)
4. На табло зажжено 10 лампочек. Разрешается одним ходом переключить состояние любых трех лампочек. Переключить состояние лампочки — это выключить ее, если она была включена, и включить, если нет. За какое наименьшее число ходов можно выключить все лампочки? (Ответ: 4 хода)
5. В три больших сосуда налито 4 л, 3 л и 2 л воды соответственно. Разрешается перелить из одного сосуда в другой ровно треть содержимого сосуда, из которого переливают. Через несколько таких переливаний в каждом сосуде оказалось целое число литров. Сколько воды могло оказаться в первом сосуде? (Ответ: 4 или 5)
6. В таблицу, содержащую A строк и B столбцов, вписали по строкам натуральные числа от 1 до A(B в порядке возрастания, начиная с первой строки. Известно, что число 20 находится в третьей строке, 41 ( в пятой, а 103 ( в последней. Найдите все возможные A и B. (Ответ: A=12, B=9)
7. Сколько натуральных чисел, меньших тысячи, в десятичной записи которых нет тройки, делятся на 3? (Ответ: 242 числа)
8. Дан прямоугольный треугольник. Из вершины прямого угла проведены медиана и высота. Найдите углы треугольника, если медиана вдвое длиннее высоты. (Ответ: 15(, 75(, 90()
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур. 8.12.02. Высшая лига. Бой за 1-2 места.

1. Число n > 100 обладает следующим свойством: сумма всех его собственных делителей, кратных шести, равна сумме всех его делителей, не кратных шести. Докажите, что число n равно сумме своих нечетных делителей, кратных девяти. (С.Л.Берлов)
2. Число ( > 1 является корнем уравнения (3 =(2 + 1. Обозначим через S множество всевозможных сумм конечных подмножеств множества 
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. Докажите, что существует такое (>0, что любые два различных элемента из S различаются не меньше, чем на (. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков)
3. Автомат АЯ-2002 выписывает бесконечную последовательность букв А и Я, руководствуясь следующими правилами. Первые две буквы – АЯ. Назовем хвостом слово, получаемое из написанного слова стиранием нескольких подряд идущих первых букв. Хвост называется плохим, если такая же комбинация букв встречается раньше в этом слове. Назовем испорченностью слова максимальную длину его плохого хвоста. Так вот. Если вы сумели дочитать до этого места, то знайте: автомат приписывает в конец слова такую букву, которая дает слово с меньшей испорченностью (если испорченности одинаковы, то он пишет любую из двух букв). Докажите, что любая комбинация букв рано или поздно встретится в полученной последовательности. (Clark Kimberling, Crux) 
4. Дан остроугольный треугольник ABC. Точки A1 и С1 — основания высот, а H — его ортоцентр. Обозначим через I и J центры вписанных окружностей треугольников ABC и AHC соответственно. Прямая, проходящая через точки касания вписанной окружности треугольника ACC1 со сторонами AC1 и CC1, и прямая, проходящая через точки касания вписанной окружности треугольника CAA1 со сторонами AA1 и CA1, пересекаются в точке P. Докажите, что точки I, J, P лежат на одной прямой. (Д.Ширяев, А.Смирнов)
5. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке O, продолжения его сторон AB и CD пересекаются в точке E, а продолжения его сторон AD и BC — в точке F. Точки K, L, M и N — середины сторон AB, BC, CD и AD соответственно. Точки P, Q, R являются точками пересечения пар прямых OF и LN, OE и KM, KM и LN соответственно. Докажите, что точки O, P, Q, и R лежат на одной окружности. (С.Л. Берлов, И.И. Богданов)
6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных n таких, что для любого простого p такого, что n2+3 делится на p, существует 
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 такое, что k2+3 делится на p.(Сообщил А.С. Голованов)
7. Сверху на плоской крышке гроба отмечено n точек. Докажите, что можно вбить 2n(5 гвоздей так, чтобы (строго) внутри каждого треугольника с вершинами в отмеченных точках находился гвоздь. (Фольклор)
8. Найдите все функции f: Q ( Q, удовлетворяющие следующим условиям: 

1) f(0) = 1, f(1) = 2; 
[image: image38.wmf])
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2) f(x+n) ( f(x) = n(f(x+1)(f(x)) для любого натурального n. (Япония-02)
9. Стол имеет форму правильного n-угольника, в углах которого поставлены стаканы. В начале игры Вася переворачивает несколько стаканов вверх дном. Петя каждым своим ходом указывает Васе на группу из нескольких стаканов. Вася может перевернуть либо эти стаканы, либо стаканы любой другой группы, получающейся из указанной группы поворотом. Игра заканчивается, когда все стаканы стоят дном вниз. При каких n Петя может действовать так, чтобы игра наверняка закончилась? (Олимпиада им. Гроссмана)
10. В таблице n(n расставлены натуральные числа так, что числа в соседних клетках различаются не более, чем на k (4k < n). Найдите максимальное возможное количество различных чисел в таблице. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков по мотивам Чехословакии-93)

Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур. 8.12.02.

Высшая лига. Бой за 3-8 места. Первая лига. Бой за 1-2 места.

1. Найдите все такие тройки натуральных чисел a, b и c, что (a2+1)(b2+1) = c2+1, а числа a2+1 и b2+1 — простые. (Польша-2002)
2. Число ( > 1 является корнем уравнения (3 =(2 + 1. Обозначим через S множество всевозможных сумм конечных подмножеств множества 
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. Докажите, что существует такое (>0, что любые два различных элемента из S различаются не меньше, чем на (. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков)
3. Автомат АЯ-2002 выписывает бесконечную последовательность букв А и Я, руководствуясь следующими правилами. Первые две буквы – АЯ. Назовем хвостом слово, получаемое из написанного слова стиранием нескольких подряд идущих первых букв. Хвост называется плохим, если такая же комбинация букв встречается раньше в этом слове. Назовем испорченностью слова максимальную длину его плохого хвоста. Так вот. Если вы сумели дочитать до этого места, то знайте: автомат приписывает в конец слова такую букву, которая дает слово с меньшей испорченностью (если испорченности одинаковы, то он пишет любую из двух букв). Докажите, что любая комбинация букв рано или поздно встретится в полученной последовательности. (Clark Kimberling, Crux) 
4. Пусть D — точка на стороне AC треугольника ABC. На отрезках BD и ВС отмечены точки Е и F соответственно такие, что (BAE = (CAF. Пусть P и Q — точки на отрезках BC и ВD соответственно такие, что три прямые EP, FQ и CD параллельны. Докажите, что (BAP = (CAQ. (Toshio Seimuja, Crux 99)
5. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке O, продолжения его сторон  AB и CD пересекаются в точке E, а продолжения его сторон AD и BC — в точке F. Точки K, L, M и N — середины сторон AB, BC, CD и AD соответственно. Точки P, Q, R являются точками пересечения пар прямых OF и LN, OE и KM, KM и LN соответственно. Докажите, что точки O, P, Q, и R лежат на одной окружности. (С.Л. Берлов, И.И. Богданов)
6. Докажите, что существует бесконечно много натуральных n таких, что для любого простого p такого, что n2+3 делится на p, существует 
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 такое, что k2+3 делится на p.(Сообщил А.С. Голованов)
7. Пьяный шахматный король никогда не делает два хода подряд в одном и том же направлении. Начав из угла, он обошел клетчатую доску 9(9, побывав на каждой клетке по одному разу, и вернулся на исходную клетку. Какое наименьшее количество диагональных ходов он мог сделать? (С.Л. Берлов по мотивам задачи О.Ю. Ланина, олимпиада ФМЛ №239, 2002 г.)
8. Найдите все функции f: Q ( Q, удовлетворяющие следующим условиям: 

1) f(0) = 1, f(1) = 2; 
[image: image41.wmf])
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2) f(x+n) ( f(x) = n(f(x+1)(f(x)) для любого натурального n. (Япония-02)
9. На окружности отмечены 2n точек n цветов, по две точки каждого цвета. Известно, что для любой дуги окружности, содержащей некоторые отмеченные точки (хотя бы одну, но не все), существует такой цвет, ровно одна точка которого находится на этой дуге. Докажите, что можно выкинуть пару точек одного цвета так, чтобы это свойство сохранилось. (Д.В. Карпов, олимпиада ФМЛ №239 2002 г.)
10. AL — биссектриса треугольника ABC. На отрезке CL выбрана точка M, а на стороне AB выбрана точка K таким образом, что середина отрезка MK точка O лежит на биссектрисе AL. Докажите, что (AOC — тупой. (С.Л. Берлов, олимпиада ФМЛ №239 2002 г.)
Шестой международный математический турнир старшеклассников "Кубок памяти А.Н. Колмогорова"

Пермь, 1-8 декабря 2002 года
БЛИЦ-БОЙ 08.12.02. Киров – Набережные Челны
1. На доске были написаны три числа. Когда их стерли и написали их произведение, сумму и сумму попарных произведений, то оказалось, что на доске снова написаны те же числа. Какие это могли быть числа? (Областная 1996; ответ: {х,0,0}, {1,–1,–1})
2. На горизонтальной плоскости лежат в ряд, касаясь друг друга, 100 одинаковых бревен, сплошь вымазанных дегтем. В ложбину между двумя самыми левыми бревнами кладут такое же, но чистое бревно и без проскальзывания катят его вправо до самой правой ложбины. Какая часть боковой поверхности бревна останется чистой к концу пути? (Областная 1996; ответ: 1/2)
3. На гранях куба написаны натуральные числа, а в каждой вершине – произведения чисел на трёх гранях с этой вершиной. Найдите сумму чисел на гранях, если сумма в вершинах равна 70. (Областная 1998; ответ: 14)
4. Три коэффициента а, b, с и два корня x1, x2 квадратного трёхчлена ах2+bх+c, выписанные в некотором порядке, образуют ряд из 5 последовательных целых чисел. Найдите все такие трёхчлены. (Областная 1998; ответ: 2х2–2, –2х2+2)
5. Три друга гонят самогон, каждый своим аппаратом. У Труса течёт жидкость крепостью а градусов, и стандартная бутыль наполняется за а часов; у Балбеса соответственно – b градусов и за b часов, у Бывалого – с градусов и за с часов. Для ускорения процесса друзья направили все шланги в одну бутыль и наполнили её за сутки. Какова крепость смеси? (Примечание: крепость – это процент содержания спирта). (Областная 1998; ответ: 72()
[image: image51.emf] 

6. Найдите все решения ребуса КИРОВ + КРИВО = ВЯТКА, где одинаковые буквы означают одинаковые числа, а разные буквы — различные числа. (Кировские районные олимпиады; ответы  23574 + 25347 = 48921 и 25374 + 23547 = 48921)
7. На рисунке справа изображены девять правильных треугольников со стороной 1. Соединим все верхние их вершины отрезками со всеми нижними, а потом на каждом отрезке выберем направление. Какую наименьшую длину может иметь сумма получившихся векторов? (И.И. Богданов; ответ: 1)
8. Вставляя между некоторыми из цифр в записи 12345678 знаки четырех арифметических действий и скобки, получите выражение, значение которого равно 180. (Фольклор; ответ, например, 12+34+56+78)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур. 8.12.02. Первая лига.

1. В основании АВС треугольной пирамиды ABCD лежит прямоугольный треугольник с прямым углом А. Выполнены равенства AD=BD, AB=CD. Докажите, что 
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2. Пусть число n представляется в виде 
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, где a и b – натуральные числа. Докажите, что число 7n представляется в таком же виде.(К.А. Кноп)
3. В стране 7 городов, между которыми летают 7 самолетов. Самолет летит от каждого города до любого другого ровно 1 час, и сразу после приземления может улетать в следующий город (при этом транзитные пассажиры остаются в самолете). Составьте расписание полетов так, чтобы любой пассажир, не меняя по дороге самолет, мог долететь из любого города в любой другой не более чем через 5 часов после прибытия в аэропорт. (Олимпиада им. Гроссмана)
4. Число ( > 1 является корнем уравнения (2 =( + 1. Обозначим через S множество всевозможных сумм конечных подмножеств множества 
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. Докажите, что существует такое (>0, что любые два различных элемента из S различаются не меньше, чем на (. (И.И. Богданов, Г.Р. Челноков) 
5. Стол имеет форму правильного n-угольника. В его углах поставлены стаканы. Двое играют. В начале игры первый игрок переворачивает несколько стаканов дном вверх. Далее каждый ход второй игрок выбирает некоторый набор стаканов и предлагает первому перевернуть их (перевести в противоположное состояние). первый может вместо стаканов этой группы перевернуть любую группу, получающуюся из указанной поворотом стола. Игра заканчивается, когда все стаканы стоят дном вниз. При каких n второй может закончить игру? (Олимпиада им. Гроссмана)
6. Пусть D – точка на стороне АС треугольника АВС. На отрезках BD и ВС отмечены точки E и F соответственно такие, что (ВАЕ=(CAF. Пусть P и Q – точки на отрезках BC и BD соответственно такие, что прямые ЕР, FQ и CD параллельны. Докажите, что (ВАР=(CAQ. (Crux-99)
7. Докажите, что последовательность, удовлетворяющая для каждого  n ( 0  условиям: 
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  непериодична. (Фольклор)
8. Найдите все тройки натуральных чисел a, b, c такие, что (a2+1)(b2+1)=c2+1 и a2+1, b2+1 – простые числа. (Польские олимпиады-2002)
9. Имеется набор из 2n чисел, находящихся в отрезке [1;2]. Доказать, что их можно разбить на две группы так, что суммы чисел s1, s2 в этих группах удовлетворяют условию n/(n+1)(s1/s2(1. (Baltic Way-2001)
10. Выпуклый пятиугольник АВСDЕ вписан в окружность S. Оказалось, что прямые AB и CE параллельны, а также прямые AC и DE параллельны. Касательная к S  в точке E пересекает прямую AB в точке P. Прямые BD и CE. пересекаются в точке Q. Докажите, что AC=PQ. (Baltic Way-2001)
 Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур 8.12.02. Юниорская лига. Финал

1. Пусть число 7n представляется в виде 
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. Докажите, что число n представляется в таком же виде.(К.Кноп)
2. Мама печёт шесть пирогов: сначала пирог с абрикосами (А),  потом с брусникой (Б), с вишней (В), с грибами (Г), с джемом (Д) и с ежевикой (Е). Пока она этим занимается, в кухню иногда прибегают дети, и каждый раз съедают самый горячий пирог. В какой из указанных последовательностей пироги не могли поедаться: ГДЕБВА; ЕДГВБА; ВБДГЕА? (Фольклор)
3. В основании АВС треугольной пирамиды ABCD лежит прямоугольный треугольник с прямым углом А. Выполнены равенства AD=BD, AB=CD. Доказать, что 
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4. Процесс составления и обсуждения варианта матбоя на Кубке Колмогорова происходит так: Составитель готовит черновик варианта, состоящий из 10 задач. Каждая задача относится к одной из трех тем. Член жюри (Критик), не смотря в вариант, называет Составителю любую пару номеров задач. Если задачи с этими номерами относятся к одной теме, Составитель ничего не меняет. Если же задачи с указанными номерами относятся к различным темам (например, 1 и 2), Составитель меняет обе на две задачи по третьей теме (теме 3). Так продолжается до тех пор, пока Критику не надоест… Если в какой-то момент в варианте будет ровно k задач одной темы, Председатель Жюри немедленно выгоняет Составителя из жюри. Известно, что в первоначальном черновике не все задачи относятся к одной теме. При каких k (
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) Критик всегда может добиться того, что Составитель будет выгнан? (И.Богданов)
5. В треугольнике со сторонами 16, 16, 18 взяты 211 точек. Докажите, что расстояние между какими-то двумя точками не больше 1. (К.А.Кноп)
6. В стране 7 городов, между которыми летают 7 самолетов. Самолет летит от каждого города до любого другого ровно 1 час, и сразу после приземления может улетать в следующий город (при этом транзитные пассажиры остаются в самолете). Составьте расписание полетов так, чтобы любой пассажир, не меняя по дороге самолет, мог долететь из любого города в любой другой не более чем через 5 часов после прибытия в аэропорт. (Олимпиада им. Гроссмана)
7. Назовем “К+ числом” натуральное число, являющееся суммой различных слагаемых вида 2n–1, а “К– числом” – остальные натуральные числа. Каких чисел в первой тысяче натуральных чисел больше: «К+» или «К–»?(Б.Н. Кукушкин)
8. Из точки A проведены касательные AB и AC к окружности O. Пусть D ( середина AB, а E ( середина AC. На отрезке DE взяты точки X и Y так, что отрезки касательных XP и YQ (к этой же окружности) пересеклись в точке Z. Докажите, что в четырехугольник AXZY можно вписать окружность. (Ф.Л.Бахарев, олимпиада ФМЛ 239, 2002 г.)
9. Вася выписывает на доску 100 различных натуральных чисел. После этого Петя выбирает одно из них (обозначим его n) и вычисляет две таких величины: А – среднее арифметическое тех из выписанных чисел, которые меньше n, B – среднее арифметическое всех остальных выписанных чисел. Разность B–A является той суммой, которую Вася должен будет уплатить Пете. Как должен действовать Вася, чтобы заплатить как можно меньше? Какую именно сумму он заплатит Пете, действуя по своей оптимальной стратегии? (К. Кноп)
10. Пьяный шахматный король никогда не делает два хода подряд в одном и том же направлении. Начав из угла, он обошел клетчатую доску 9(9, побывав на каждой клетке по одному разу, и вернулся на исходную клетку. Какое наименьшее количество диагональных ходов он мог сделать? (С.Л. Берлов по мотивам задачи О.Ю. Ланина, олимпиада ФМЛ №239, 2002 г.)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур 8.12.02. Юниорская лига. Бои за 3-6 места.

1. Пусть число n представляется в виде 
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. Докажите, что число 7n представляется в таком же виде.(К.Кноп)
2. Мама печёт шесть пирогов: сначала пирог с абрикосами (А), потом с брусникой (Б), с вишней (В), с грибами (Г), с джемом (Д) и с ежевикой (Е). Пока она этим занимается, в кухню иногда прибегают дети, и каждый раз съедают самый горячий пирог. В какой из указанных последовательностей пироги не могли поедаться: ГДЕБВА; ЕДГВБА; ВБДГЕА? (Фольклор)
3. Дан прямоугольный треугольник АВС с прямым углом А. Внутри него взята точка D такая, что AD=BD, AB=CD. Докажите, что 
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4. Процесс составления и обсуждения варианта матбоя на Кубке Колмогорова происходит так: Составитель готовит черновик варианта, состоящий из 10 задач. Каждая задача относится к одной из трех тем. Член жюри (Критик), не смотря в вариант, называет Составителю любую пару номеров задач. Если задачи с этими номерами относятся к одной теме, Составитель ничего не меняет. Если же задачи с указанными номерами относятся к различным темам (например, 1 и 2), Составитель меняет обе на две задачи по третьей теме (по теме 3). Так продолжается до тех пор, пока Критику не надоест… Если в какой-то момент в варианте будет 10 задач одной темы, Председатель Жюри немедленно выгоняет Составителя из жюри. Докажите, что Критик всегда может добиться того, что Составитель будет выгнан. (И.Богданов)
5. Внутренние точки круга с диаметром d покрашены в два цвета. При каких d гарантированно найдутся две разноцветные точки на расстоянии 1 друг от друга? (Фольклор)
6. В стране 7 городов, между которыми летают 7 самолетов. Самолет летит от каждого города до любого другого ровно 1 час, и сразу после приземления может улетать в следующий город (при этом транзитные пассажиры остаются в самолете). Составьте расписание полетов так, чтобы любой пассажир, не меняя по дороге самолет, мог долететь из любого города в любой другой не более чем через 5 часов после прибытия в аэропорт. (Олимпиада им. Гроссмана)
7. Назовем “К+ числом” натуральное число, являющееся суммой различных слагаемых вида 2n–1, а “К– числом” – число, не являющееся таковым. Каких натуральных чисел среди чисел от 1 до 1023 больше ( «К+» или «К–» ?(Б.Н. Кукушкин)
8. Из точки A проведены касательные AB и AC к окружности O. Пусть D ( середина AB, а E ( середина AC. На отрезке DE взяты точки X и Y так, что отрезки касательных XP и YQ (к этой же окружности) пересеклись в точке Z. Докажите, что в четырехугольник AXZY можно вписать окружность. (Ф.Л. Бахарев, олимпиада ФМЛ 239, 2002 г.)

9. Вася выписывает на доску 100 различных натуральных чисел. После этого Петя выбирает одно из них (обозначим его n) и вычисляет две таких величины: А – среднее арифметическое тех из выписанных чисел, которые меньше n, B – среднее арифметическое всех остальных выписанных чисел. Разность B–A является той суммой, которую Вася должен будет уплатить Пете. Как должен действовать Вася, чтобы заплатить как можно меньше? Какую именно сумму он заплатит Пете, действуя по своей оптимальной стратегии? (К.А. Кноп)
10. Пьяный шахматный король никогда не делает два хода подряд в одном и том же направлении. Начав из угла, он обошел клетчатую доску 9(9, побывав на каждой клетке по одному разу, и вернулся на исходную клетку. Докажите, что количество диагональных ходов не меньше 9. (С.Л. Берлов по мотивам задачи О.Ю. Ланина, олимпиада ФМЛ №239)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Четвертый тур 8.12.02. 

Бой между командами первой и юниорской лиг.

1. Решите систему: х2+2у2–2yz = 100, 2хy–z2 = 100.

2. В пятиугольнике ABCDE точка М — середина стороны CD, точка N — середина стороны DE. Точка О — точка пересечения отрезков BN и AM. При этом ВD параллельно АЕ и ВС параллельно АD. Доказать, что площади треугольника АВО и четырёхугольника ОМDN равны.

3. Мать, ее брат, ее сын и дочь играют в бейсбол. В этой четверке близнец худшего подающего, который является одним из игроков, имеет пол, противоположный полу лучшего подающего. Худший подающий и лучший подающий — лица одинакового возраста. Кто лучший подающий?

4. Квас полностью заполняет несколько бутылей по 50 литров каждая. Если разлить его в сорокалитровые бутыли, то понадобится на 5 бутылей больше, причем одна из них останется неполной. Если же этот квас разлить в бутыли по 70 литров, то — на 4 бутылки меньше, и тоже 1 бутылка останется неполной. Сколько имеется кваса (в литрах)?

5. Вне равностороннего треугольника АВС взята точка М, для которой угол АМС составляет 60 градусов, угол АМВ составляет 120 градусов. Докажите, что АМ+МВ = МС.

6. Пять вершин куба покрашены в красный цвет. Верно ли, что обязательно найдутся три ребра, у которых оба конца красные?

7. По целым точкам числовой оси прыгает кузнечик. Он может прыгать на 3 вперед или на 2 назад. Как ему пропрыгать по числам от 1 до 1000 ровно по одному разу?

8. Мама печёт шесть пирогов: сначала пирог с абрикосами (А), потом с брусникой (Б), с вишней (В), с грибами (Г), с джемом (Д) и с ежевикой (Е). Пока она этим занимается, в кухню иногда прибегают дети, и каждый раз съедают самый горячий пирог. В какой из указанных последовательностей пироги не могли поедаться: ГДЕБВА; ЕДГВБА; ВБДГЕА? (Все задачи — фольклор)
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