Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур 4.11.04. Высшая лига.

1. Для каких натуральных n существует перестановка a1, a2, ..., an чисел 1, 2, ..., n, в которой ни для каких индексов i, j, k, где i < k < j, не выполняется равенство ak = (ai+aj)/2? (фольклор)
Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.
2. Натуральные числа a и b таковы, что 2a(1, 2b(1 и a+b ( простые. Докажите, что ни ab+ba, ни aa+bb не делятся на a+b. (Представил Г. Челноков)
Решение. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.
3. Пусть P(x) —многочлен n-ой степени с корнями i(1, i(2, ..., i(n (где i — мнимая единица) и старшим коэффициентом 1, а R(x) и S(x) — такие многочлены с вещественными коэффициентами, что P(x) = R(x)+iS(x). Докажите, что многочлен R(x) имеет n вещественных корней. (Югославский отбор 2004)
Решение. P(x) = (x( i+1)…(x( i+ n). Рассмотрим действительные x. При большом по модулю отрицательном x = x1 аргумент каждой скобки достаточно близок к ((. При большом по модулю положительном x = x2 аргумент каждой скобки достаточно близок к 0. При непрерывном изменении x от x1 до x2 аргумент P(x) однозначно определен и меняется непрерывно от значения, близкого к ((n, до значения, близкого к 0. Значит он n раз принимает значения вида (/2+(k (k(Z), где R(x) = 0.

4. Вписанная в треугольник ABC окружность касается его сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в точке K. Докажите, что сумма расстояний от K до прямых, содержащих стороны треугольника, не больше 3r (r — радиус вписанной окружности). (Ф. Петров по мотивам Югославской олимпиады 2004)
5. Найдите все функции f: R[x] ( R, удовлетворяющие следующим условиям: а) f(PQ) = f(P)f(Q); б) f(P+Q) ( max{f(P), f(Q)}; в) f(x) = 1/2 (то есть f(P) = 1/2 для P(x) ( x),
г) f(c) = 1 для любой ненулевой константы c. (Через R[x] обозначено множество всех многочленов с вещественными коэффициентами.) (фольклор)
Решение. Докажем индукцией по степени Р, что если P(x) = xkQ(x), где Q(0) ( 0, то , f(P) = 2(k. База (для степени 0) дана в условии. Переход. По условию имеем f(P) = f(xk)f(Q) = 2(kf(Q). Поэтому достаточно доказать, что при Q(0) ( 0 f(Q) = 1. Пусть Q(x) = c + xH(x), c = Q(0) ( 0. Тогда f(Q) ( max{f(с), f(xH)} = max{1, f(H)/2} = 1,так как по индукционному предположению f(H) ( 1. С другой стороны, 1 = f(c) ( max{f(c+xH), f((xH)} = max{f(Q), f(H)/2} ( max{f(Q), 1/2}, откуда f(Q) = 1.
6. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD взята точка P. В треугольники PAB, PBC, PCD, PDA вписаны окружности с центрами O1, O2, O3, O4 соответственно. Оказалось, что каждая из этих окружностей касается двух соседних. Докажите, что прямые O1O2, O3O4 и AC пересекаются в одной точке или параллельны. (С.Л. Берлов)
Решение. Обозначим окружности с центрами O1, O2, O3, O4 через (1, (2, (3, (4, а через O12 и O34 ( центры гомотетий с положительными коэффициентами, переводящих (1 в (2 и (3 в (4 соответственно. Заметим, что PA+BC = PA’+AA’+BX+XC = PC’+AY+BY+CC’ = PC+AB (где A’ и C’ ( точки касания (1 с (4 и (2 с (3 соответственно, а X и Y ( точки касания (2 с АВ и (1 с ВС). Отсюда следует, что четырехугольник ABCР ( описанный. Пусть ( ( вписанная в него окружность. По теореме о трех центрах гомотетии для окружностей (, (1 и (2 точки А, С и O12 лежат на одной прямой. Рассмотрим окружность (’, касающуюся лучей PA и PC в точках A’ и C’ соответственно. Применяя теорему о трех центрах гомотетии к окружностям (’, (1 и (2, получим, что точка O12 лежит на A’C’. Аналогично доказывается, что O34 ( точка пересечения прямых АС и A’C’, что завершает доказательство.
7. Дан треугольник ABC. Каждая точка плоскости окрашена в синий или красный цвет. Докажите, что либо какие-то три красные точки образуют треугольник, равный ABC, либо найдутся две синие точки на расстоянии 1. (Иран-1998, 2 тур)
Решение. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
8. Докажите, что для любого простого p вида 4k+1 выполнено равенство
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Решение. Заметим, что сумма из условия равна количеству целых точек с ординатами, большими 0, принадлежащими подграфику функции f(x) = 
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 на отрезке [1, p(1]. Количество целых точек, лежащих выше этого графика, с ординатами, не превосходящими p(1, равно 
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 = (p(1)2. Далее, [image: image6.wmf]å
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. Первое слагаемое в последней сумме равно 
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, а второе равно удвоенной сумме квадратичных вычетов, деленной на p. Поскольку p = 4k+1, то если a ( квадратичный вычет, то и p(a ( тоже, то есть сумма квадратичных вычетов равна 
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9. Вершины бесконечного графа занумерованы всеми натуральными числами, причем каждое натуральное число является номером ровно одной вершины. Известно, что в этом графе нет двух непересекающихся множеств, по 100 вершин в каждом, таких, что каждая вершина из первого множества соединена с каждой вершиной из второго. Докажите, что существует сколь угодно длинная арифметическая прогрессия такая, что никакие две вершины с номерами из этой прогрессии не соединены ребром. (J. Solymosi, Közepiskolai Matematikai Lapok)
Решение. Предположим, нет прогрессии длины m без смежных вершин, то есть в любой прогрессии такой длины существуют два числа, соединенные ребром. Покажем, что в таком случае для любого k существует полный двудольный граф k на k. Пусть Gn ( подграф на первых n числах. Существует как минимум n2/4m прогрессий длины m на первых n числах (первый член выбирается из первых n/2 чисел и разность от 1 до n/2m).В каждой прогрессии есть пара чисел, соединенных ребром. При том каждое ребро посчиталось, очевидно, не больше, чем m2 раз (два данных числа входят не более чем в m2 прогрессий). Итак, в Gn есть хотя бы n2/4m3 ребер.
Покажем, что если в графе из n вершин есть хотя бы r = cn2 ребер, то при достаточно большом n в нем существует полный двудольный подграф k на k. Пусть k ( количество вершин степени не меньше cn/2. Тогда 2cn2 = 2r = сумма степеней вершин ( kn + n(cn/2 = kn + cn2/2. Следовательно, k ( cn, то есть существует по крайней мере cn вершин степени не меньше cn/2. Тогда каждая из этих вершин инцидентна с 
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 наборами по k вершин. Всего таких наборов не меньше, чем n
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, что при достаточно больших n больше, чем k
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. Поэтому один из наборов посчитан не менее, чем k раз, что и означает наличие требуемого двудольного подграфа.
10. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) расставляют в клетках таблицы 6(6 вещественные числа. Ставить число, которое уже стоит в какой-нибудь клетке, нельзя. После того, как вся таблица заполнена, в каждой строке закрашивают черным клетку с наибольшим числом. Аня выигрывает, если можно провести ломаную, соединяющую верхнюю сторону таблицы с нижней стороной и лежащую целиком в черных клетках. В противном случае выигрывает Боря. Кто выиграет при правильной игре? (USAMO-2004, №4)
Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур 4.11.04. Первая лига.

1. Для каких натуральных n существует перестановка a1, a2, ..., an чисел 1, 2, ..., n, в которой ни для каких индексов i, j, k, где i < k < j, не выполняется равенство ak = (ai+aj)/2? (фольклор)
Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

2. Натуральные числа a и b таковы, что 2a(1, 2b(1 и a+b простые. Докажите, что ни ab+ba, ни aa+bb не делятся на a+b. (Представил Г. Челноков)
Решение. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.

3. Пусть a, b, c ( вещественные числа, произведение которых равно 1. Докажите, что все три числа: 
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 не могут быть больше 1. (Югославский отбор 2004)
4. Вписанная в треугольник ABC окружность касается его сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в точке K. Докажите, что сумма расстояний от K до прямых, содержащих стороны треугольника, не больше 3r (r — радиус вписанной окружности). (Ф. Петров по мотивам Югославской олимпиады 2004)
5. Найдите все функции f: R[x] ( R, удовлетворяющие следующим условиям: а) f(PQ) = f(P)f(Q); б) f(P+Q) ( max{f(P),f(Q)}; в) f(x) = 2 (то есть f(P) = 2 для P(x) ( x), 
г) f(c) = 1 для любой ненулевой константы c. (Через R[x] обозначено множество всех многочленов с вещественными коэффициентами.) (фольклор)
Решение. Докажем индукцией по степени Р.

6. В окружности S провели 3 параллельные хорды: A1A2, B1B2, C1C2. Докажите, что ортоцентры восьми треугольников AiBjCk лежат на одной прямой. (Crux, 2004)
7. Дан треугольник ABC. Каждая точка плоскости окрашена в синий или красный цвет. Докажите, что либо какие-то три красные точки образуют треугольник, равный ABC, либо найдутся две синие точки на расстоянии 1. (Иран-1998, 2 тур)
Решение. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
8. Во всех клетках таблицы, состоящей из 32 строк и 10 столбцов, расставлены числа, равные 1 или (1. Всегда ли можно выбрать несколько столбцов и поменять в них все знаки на противоположные таким образом, что ни одна из строк получившейся таблицы не будет совпадать ни с одной строкой исходной? (Аргентинские олимпиады)
9. Вершины графа занумерованы натуральными числами от 1 до 105, причем каждое натуральное число встречается ровно один раз. Известно, что в этом графе нет циклов из четырех вершин. Докажите, что существует арифметическая прогрессия из 5 не превосходящих 105 натуральных чисел такая, что никакие две вершины с номерами из этой прогрессии не соединены ребром. (J. Solymosi, Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) расставляют в клетках таблицы 6(6 вещественные числа. Ставить число, которое уже стоит в какой-нибудь клетке, нельзя. После того, как вся таблица заполнена, в каждой строке закрашивают черным клетку с наибольшим числом. Аня выигрывает, если можно провести ломаную, соединяющую верхнюю сторону таблицы с нижней стороной и лежащую целиком в черных клетках. В противном случае выигрывает Боря. Кто выиграет при правильной игре? (USAMO-2004, №4)
Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур 4.11.04. Вторая лига.

1. Сто чисел удовлетворяют следующим неравенствам: а1 ≥ а2 ≥… ≥ а100 ≥ 0; 100 ≥ а1+ а2; 100 ≥ а3+а4+…+а100. Найдите наибольшее возможное значение суммы квадратов всех чисел.

Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
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 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

2. Для каких натуральных n существует перестановка a1, a2, ..., an чисел 1, 2, ..., n, в которой ни для каких индексов i, j, k, где i < k < j, не выполняется равенство ak = (ai+aj)/2? (фольклор)
Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

3. Найдите сумму 
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4. Докажите, что из любых 181 точных квадратов натуральных чисел можно выбрать 19, сумма которых делится на 19.

Решение. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

5. Все стороны и диагонали выпуклого многоугольника имеют рациональную длину. В многоугольнике проведены все диагонали. Докажите, что у всех полученных при этом многоугольников стороны имеют рациональную длину.

6. Дан треугольник АВ с тупым углом АВС. На стороне АС нашлась такая точка Н, что АН = ВН, ВН ( ВС. Точки D и Е ( середины сторон АВ и ВС. Прямая, проходящая через точку Н параллельно АВ, пересекает прямую DE в точке F. Докажите, что (BCF = (ACD.

7. В какое наименьшее число цветов можно раскрасить 48 шаров, лежащих по 6 штук в 8 ящиках так, чтобы в каждом ящике не было двух одноцветных шаров и каждая пара цветов встречалась не более чем в одном ящике?

Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 23 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, 5, 6, во втором ( 1, 7, 8, 9, 10, 11, в третьем ( 1, 12, 13, 14, 15, 16, в четвертом ( 2, 7, 12, 17, 18, 19, в пятом ( 3, 8, 13, 17, 20, 21, в шестом ( 4, 9, 14, 18, 20, 22, в седьмом ( 5, 10, 15, 19, 21, 22, в восьмом ( 6, 11, 16, 17, 22, 23.
8. Аня и Боря играют в игру на квадрате 6(6. Каждый по очереди ставит в одну из клеток квадрата любое число (первой ставит Аня). Ставить число, встречавшееся ранее не, разрешается. Когда все клетки заняты, в каждой строке закрашивается клетка  с наибольшим в этой строке числом. Если можно пройти по соседним закрашенным клеткам из верхней строки в нижнюю, победила Аня. Если пройти нельзя ( Боря. Кто выиграет при правильной игре? (Клетки считаются соседними, если они имеют хотя бы одну общую вершину)

Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

9. Имеется два набора по N карточек в каждом. На карточках каждого набора написаны все числа от 1 до N. Требуется так разбить все карточки на пары (в каждой ( одна карточка из первого набора и одна ( из второго), чтобы суммы чисел в парах образовывали набор из N последовательных натуральных чисел. При каких N это возможно? (USAMO)
10. Найти все пары положительных чисел (х, у), удовлетворяющие равенству



.

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур 4.11.04. Третья лига.

1. Числа х, а удовлетворяют соотношению х5 – х3 + х = а. Докажите, что х6 ≥ 2а–1.

2. В ряд лежат 2004 карточки на которых по порядку написаны числа 1, 2, …, 2004. Разрешается поменять местами две карточки, если одно из написанных на них чисел делится на другое. Можно ли, делая так много раз, расположить карточки в обратном порядке?

3. Найдите сумму 
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4. Докажите, что среди любых 17 натуральных чисел от 1 до 25 можно выбрать два числа так, что их произведение будет точным квадратом.

5. Все стороны и диагонали выпуклого четырёхугольника имеют рациональную длину. В четырёхугольнике проведены обе диагонали. Докажите, что отрезки, на которые диагонали делятся точкой пересечения, имеют рациональную длину.

6. Докажите, что во вписанном четырехугольнике разность длин противоположных сторон не превосходит разности длин большей и меньшей диагоналей.
7. В каждой вершине правильного 100-угольника написано некоторое натуральное число от 1 до 49. Докажите, что можно выбрать четыре вершины A, B, C, D с числами a, b, c, d соответственно так, что ABCD ( прямоугольник и a+b = c+d.

8. Аня и Боря играют в игру на квадрате 6(6. Каждый по очереди ставит в одну из клеток квадрата любое число (первой ставит Аня). Ставить число, встречавшееся ранее, не разрешается. Когда все клетки заняты, в каждой строке закрашивается клетка  с наибольшим в этой строке числом. Если можно пройти по соседним закрашенным клеткам из верхней строки в нижнюю, победила Аня. Если пройти нельзя – Боря. Кто выиграет при правильной игре? (Клетки считаются соседними, если они имеют хотя бы одну общую вершину)

Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

9. Имеется два набора по N карточек в каждом. На карточках каждого набора написаны все числа от 1 до N. Требуется так разбить все карточки на пары (в каждой ( одна карточка из первого набора и одна ( из второго), чтобы суммы чисел в парах образовывали набор из N последовательных натуральных чисел. При каких N это возможно? (USAMO)
10. Найдите все решения уравнения 2x(4 – x) = 2x + 4 в целых числах.

 Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур. 4.11.2004. Высшая юниорская лига

1. Дан треугольник ABС с тупым углом B. На стороне AC нашлась такая точка H, что AH = BH, BH ( BC. Точки D и E ( середины сторон AB и BC. Прямая, проходящая через точку H параллельно AB, пересекает прямую DE в точке F. Докажите, что (BCF = (ACD. (Мексика, 2000)
2. Натуральные числа a и b таковы, что 2a(1, 2b(1 и a+b простые. Докажите, что ни ab+ba, ни aa+bb не делятся на a+b. (Представил Г. Челноков)
Решение. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.

3. Пусть n — целое число, большее 10, все цифры которого принадлежат множеству
{1, 3, 7, 9}. Докажите, что у n есть простой делитель, не меньший 11. (ibero 99)
4. Для каких натуральных n существует перестановка a1, a2, ..., an чисел 1, 2, ..., n, в которой ни для каких индексов i, j, k, где i < k < j, не выполняется равенство ak = (ai+aj)/2? (фольклор)
Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

5. В окружности S провели 3 параллельные хорды: A1A2, B1B2, C1C2. Докажите, что ортоцентры восьми треугольников AiBjCk лежат на одной прямой. (Crux, 2004)
6. Пусть a, b, c ( вещественные числа, произведение которых равно 1. Докажите, что все три числа: 
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 не могут быть больше 1. (Югославский отбор 2004)
7. Дан треугольник ABC. Каждая точка плоскости окрашена в синий или красный цвет. Докажите, что либо какие-то три красные точки образуют треугольник, равный ABC, либо найдутся две синие точки на расстоянии 1. (Иран, 1998, 2 тур)
Решение. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
8. Во всех клетках таблицы, состоящей из 32 строк и 10 столбцов, расставлены числа, равные 1 или (1. Всегда ли можно выбрать несколько столбцов и поменять в них все знаки на противоположные таким образом, что ни одна из строк получившейся таблицы не будет совпадать ни с одной строкой исходной? (Аргентинские олимпиады)
9. Вершины графа занумерованы натуральными числами от 1 до 105, причем каждое натуральное число встречается ровно один раз. Известно, что в этом графе нет циклов из четырех вершин. Докажите, что существует арифметическая прогрессия из пяти не превосходящих 105 натуральных чисел такая, что никакие две вершины с номерами из этой прогрессии не соединены ребром. (J. Solymosi, Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) расставляют в клетках таблицы 6(6 вещественные числа. Ставить число, которое уже стоит в какой-нибудь клетке, нельзя. После того, как вся таблица заполнена, в каждой строке закрашивают черным клетку с наибольшим числом. Аня выигрывает, если можно провести ломаную, соединяющую верхнюю сторону таблицы с нижней стороной и лежащую целиком в черных клетках. В противном случае выигрывает Боря. Кто выиграет при правильной игре? (USAMO-2004, №4)
Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур. 4.11.2004. Первая юниорская лига

1. 
[image: image28.wmf]12100

...0

aaa

³³³³

;  
[image: image29.wmf]12

100

aa

+£

; 
[image: image30.wmf]34100

100

aaa

+++£

K

. Найдите наибольшее возможное значение суммы квадратов всех 100 величин.

Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
[image: image31.wmf](

)

2

2

1

100

x

a

-

£

 и 
[image: image32.wmf](

)

x

a

a

a

x

a

a

a

100

100

4

3

2

100

2

4

2

3

£

+

+

+

£

+

+

+

K

K

. Величина 
[image: image33.wmf](

)

x

x

x

100

100

2

2

+

+

-

 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

2. Дан равнобедренный треугольник ABC, в котором AB=AC=5, BC=6. На стороне AC взята точка D, а на отрезке BD – точка P, для которой угол APC – прямой. Оказалось, что углы ABP и BCP равны. Найдите отношение AD:DC. (Канада, 2000)
3. 
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Решение. Докажем 
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4. Докажите, что из любых 181 точных квадратов можно выбрать 19, сумма которых делится на 19. (Индийские олимпиады, 1994)
Решение. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

5. Даны 8 точек плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что существует выпуклый многоугольник, не являющийся треугольником, с вершинами в данных точках, в котором лежит ровно 6 из данных точек (включая вершины). (Кюршак, 2001, частный случай задачи 1).
6. В какое наименьшее число цветов можно раскрасить 48 шаров, лежащих по 6 штук в 8 ящиках так, чтобы в каждом ящике не было двух одноцветных шаров и каждая пара цветов встречалась не более чем в одном из ящиков? (УСАМО, 2001, задача А1).
Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 23 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, 5, 6, во втором ( 1, 7, 8, 9, 10, 11, в третьем ( 1, 12, 13, 14, 15, 16, в четвертом ( 2, 7, 12, 17, 18, 19, в пятом ( 3, 8, 13, 17, 20, 21, в шестом ( 4, 9, 14, 18, 20, 22, в седьмом ( 5, 10, 15, 19, 21, 22, в восьмом ( 6, 11, 16, 17, 22, 23.
7. Найдите сумму 
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8. Дан треугольник ABC с тупым углом B. На стороне AC нашлась такая точка H, что AH = BH, BH ( BC. Точки D и E ( середины сторон AB и BC. Прямая, проходящая через точку H параллельно AB, пересекает прямую DE в точке F. Докажите, что (BCF = (ACD.

9. Для каких натуральных n существует перестановка a1, a2, ..., an чисел 1, 2, ..., n, в которой ни для каких индексов i, j, k, где i < k < j, не выполняется равенство 
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Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

10. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) расставляют в клетках таблицы 6(6 вещественные числа. Ставить число, которое уже стоит в какой-нибудь клетке, нельзя. После того, как вся таблица заполнена, в каждой строке закрашивают черным клетку с наибольшим числом. Аня выигрывает, если можно провести ломаную, соединяющую верхнюю сторону таблицы с нижней стороной и лежащую целиком в черных клетках. В противном случае выигрывает Боря. Кто выиграет при правильной игре? (USAMO-2004, №4)
Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Второй тур. 4.11.2004. Вторая юниорская лига
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. Найдите наибольшее возможное значение суммы квадратов всех 5 величин.

Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
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 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

2. Дан равнобедренный треугольник ABC, в котором AB=AC=5, BC=6. На стороне AC взята точка D, а на отрезке BD – точка P, для которой угол APC ( прямой. Оказалось, что углы ABP и BCP равны. Найдите отношение AD:DC. (Канада, 2000)
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 (Индийские олимпиады, 1994)
Решение. Докажем 
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[image: image51.wmf](

)

(

)

0

1

1

2

4

2

³

+

-

-

x

x

x

. Последнее неравенство очевидно. 

4. Докажите, что из любых 181 точных квадратов можно выбрать 19, сумма которых делится на 19. (Индийские олимпиады, 1994)
Решение. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

5. Имеется два набора, каждый из которых содержит по N карточек, на которых написаны все числа от 1 до N. Требуется так разбить все карточки на пары (в каждой ( одна карточка из первого набора и одна ( из второго), чтобы суммы чисел в парах образовывали набор из N последовательных натуральных чисел. При каких N это возможно? (USAMO)
6. Вася пытается раскрасить 24 шара, лежащих по 4 штуки в 6 ящиках так, чтобы в каждом ящике не было двух одноцветных шаров и каждая пара цветов встречалась не более чем в одном из ящиков. Удастся ли ему обойтись менее чем 12 цветами? (Ответ: да. USAMO, 2001, задача А1).
Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 11 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, во втором ( 1, 5, 6, 7, в третьем ( 1, 8, 9, 10, в четвертом ( 2, 5, 8, 11, в пятом ( 3, 6, 9, 11, в шестом ( 4, 7, 10, 11.
7. Найдите сумму 
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8. Аня и Боря по очереди (начинает Аня) расставляют в клетках таблицы 6(6 вещественные числа. Ставить число, которое уже стоит в какой-нибудь клетке, нельзя. После того, как вся таблица заполнена, в каждой строке закрашивают черным клетку с наибольшим числом. Аня выигрывает, если можно провести ломаную, соединяющую верхнюю сторону таблицы с нижней стороной и лежащую целиком в черных клетках. В противном случае выигрывает Боря. Кто выиграет при правильной игре? (USAMO-2004, №4)
Решение. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.
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