Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Финал 7.11.04. Высшая лига, бои за 1-4 места.
1. Пусть S — множество из n элементов, f — функция, сопоставляющая каждому элементу S некоторое вещественное число. Известно, что f(A(B) ( max{f(A), f(B)} и f(S\A) = f(A) для любых A, B ( S. Докажите, что f принимает не более n различных значений. (Miklos Schweitzer 2001)

2. Решите в натуральных числах уравнение (a+b)b = ab+ba.

3. В последовательности натуральных чисел первый член равен 1, а каждый следующий равен целой части половины предыдущего, если это число еще не встречалось в последовательности, или утроенному предыдущему в противном случае. Докажите, что каждое натуральное число встретится в этой последовательности ровно один раз. (Crux-2004)
4. Найдите все непрерывные функции f: R ( R такие, что 3f(2x) = f(x+1)+f(x) для каждого вещественного x. (Ф.Петров по мотивам фольклора)
5. Пусть A1, B1 и C1 — точки на сторонах BC, CA и AB остроугольного треугольника ABC соответственно такие, что A1B = A1C1, A1C = A1B1. Докажите, что точки B1, C1, ортоцентр треугольника ABC и центр вписанной окружности треугольника A1B1C1 лежат на одной окружности. (Украина(2002)
6. Три точки лежат на одной прямой. Докажите, что можно построить по n окружностей с центром в каждой из этих точек так, чтобы нашлось по крайней мере n2 точек, через которые проходит не менее трех окружностей.
7. Докажите, что 
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 при любых x1, …, x2004 > 0.
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки M и N — середины сторон BC и AD соответственно. Известно, что (BMA = (CMD и (BNA = (CND. Докажите, что ABCD — равнобедренная трапеция.

9. Найдите все непостоянные многочлены p(n) и q(n) с целыми неотрицательными коэффициентами, для которых 2p(n)(1 делится на q(n) при всех натуральных n.

10. Назовем pn-деревом следующую конструкцию: из корня дерева выходят p ребер, ведущих к вершинам первого уровня; из каждой вершины первого уровня выходит еще по p ребер, ведущих к вершинам второго уровня и т.д., наконец, из каждой вершины (n(1)-го уровня ведут p ребер к вершинам n-го уровня, которые являются висячими. Висячие вершины 4n-дерева покрашены в 3000 цветов. Докажите, что из него можно выбрать 2n-поддерево с тем же корнем так, чтобы висячие вершины поддерева были покрашены не более, чем в 1000 цветов. 

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Финал 7.11.04. 
Высшая лига, бои за 5-8 места. Первая лига, бои за 1-3 места.
1. Различные натуральные числа a1, a2, …, a12 не превосходят 42. Докажите, что среди их попарных разностей есть три одинаковых.
2. Решите в натуральных числах уравнение (a+b)b = ab+ba.

3. За круглым столом сидят n людей, у каждого из которых есть пятачок. Первый из этих людей передает свой пятачок соседу справа, который затем передает своему соседу справа два пятачка. В дальнейшем каждый человек, получивший один пятачок, тут же передает соседу справа два пятачка, а каждый человек, получивший два пятачка, передает соседу справа один пятачок. Человек, у которого не осталось ни одного пятачка, тут же уходит и в дальнейшем не принимает участия в описанном процессе. Докажите, что существует бесконечно много таких n, при которых рано или поздно все пятачки соберутся у одного человека.

4. Найдите все непрерывные функции f: R ( R такие, что 3f(2x) = f(x+1)+f(x) для каждого вещественного x. (Ф.Петров по мотивам фольклора)
5. Пусть A1, B1 и C1 — точки на сторонах BC, CA и AB остроугольного треугольника ABC соответственно такие, что A1B = A1C1, A1C = A1B1. Докажите, что точки B1, C1, ортоцентр треугольника ABC и центр вписанной окружности треугольника A1B1C1 лежат на одной окружности. (Украина(2002)
6. Три точки лежат на одной прямой. Докажите, что можно построить по n окружностей с центром в каждой из этих точек так, чтобы нашлось по крайней мере n2 точек, через которые проходит не менее трех окружностей.

7. Докажите, что 
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 при любых x1, …, x2004 > 0.
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки M и N — середины сторон BC и AD соответственно. Известно, что (BMA = (CMD и (BNA = (CND. Докажите, что ABCD — равнобедренная трапеция.

9. Найдите все непостоянные многочлены p(n) и q(n) с целыми неотрицательными коэффициентами, для которых 2p(n)(1 делится на q(n) при всех натуральных n.

10. Назовем pn-деревом следующую конструкцию: из корня дерева выходят p ребер, ведущих к вершинам первого уровня; из каждой вершины первого уровня выходит еще по p ребер, ведущих к вершинам второго уровня и т.д., наконец, из каждой вершины (n(1)-го уровня ведут p ребер к вершинам n-го уровня, которые являются висячими. Висячие вершины 4n-дерева покрашены в 3000 цветов. Докажите, что из него можно выбрать 2n-поддерево с тем же корнем так, чтобы висячие вершины поддерева были покрашены не более, чем в 1000 цветов. 

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Четвертый тур 7.11.04. Первая лига (за 7-12 места). Вторая лига.

1. Дан произвольный треугольник АВС. Пусть С1 – произвольная окружность, проходящая через точки А и В. Окружность С2 проходит через точку С и касается окружности С1 в точке В. Окружность С3 проходит через точку А и касается окружности С2 в точке С. Окружность С4 проходит через точку В и касается окружности С3 в точке А и т.д. Докажите, что окружности С7 и С1 совпадают.

2. Сумма трёх неотрицательных чисел a, b, c равна 1. Докажите неравенство 
ab/(с+1) + bс/(а+1) + сa/(b+1)( 1/4.

3. Можно ли числа 1, 2, 3, …, 2004 разбить на две группы таким образом, что произведение чисел в первой группе равно сумме чисел во второй? (Crux 2003)
Ответ. Да, можно. Решение. В первую группу отнесем числа 1, x и y. Тогда получаем уравнение 1(x(y = 2004(2005/2 – x – y – 1, или (x+1)(y+1) = 1002(2005. Так как 1002 = 334(3, 2005 = 501(4, то 1002(2005 = (334(4)((501(3) = 1336(1503. Подходят x = 1335, y = 1502.

4. Существует ли иррациональное число, в десятичной записи которого нет единиц и такое, что любые две последовательных цифры после запятой образуют простое число?

Решение. Да. Числа 37, 73, 79 и 97 ( простые, поэтому если на всех четных местах вписать 7, а на нечетных непериодически чередовать 3 и 9, то получится иррациональное число. 

5. Существует ли квадратный трехчлен q(n) с целыми неотрицательными коэффициентами, для которого 2n(1 делится на q(n) при всех натуральных n.
6. Имеются две урны, в которых лежат соответственно m и n шариков (m и n ( натуральные числа). За одну операцию можно либо вытащить из двух урн по одинаковому числу шариков, либо удвоить число шариков в одной из урн. При каких натуральных k и l указанными операциями можно получить ситуацию, при которой в первой урне находится k шариков, а во второй ( l шариков?

7. Набор неотрицательных чисел  x0, x1, … , xn, называется удачным, если x0=1 и  xi ( 2xi-1 при i = 1, 2, …, n(1. Для каждого удачного набора вычисляется величина S= ( x0 ( x1 ( … ( xn-1 + xn. Удачный набор называется оптимальным, если величина S для него максимальна. Докажите, что при любой расстановке знаков в сумме S оптимальный набор будет одним и тем же.

8. В каждой клетке бесконечного листа клетчатой бумаги записано действительное число. Известно, что существует такое натуральное n, что для любых двух равных многоугольников площади n, стороны которых идут по линиям сетки, суммы чисел в этих фигурках равны. Докажите, что числа во всех клетках равны.

9. На стороне BC остроугольного треугольника ABC выбрана точка M. На сторонах AB и AC построены соответственно такие точки K и L, что MK = MB и ML = MC. Докажите, что центр вписанной окружности треугольника KLM, ортоцентр треугольника ABC и точки K, L лежат на одной окружности.

10. 49 школьников решали олимпиаду из трех задач. Каждый из них по каждой задаче получил от 0 до 7 баллов. Докажите, что найдутся два таких школьника A и B, что по каждой задаче A получил баллов не меньше, чем B.

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Четвертый тур 7.11.04. Вторая лига (за 11-12 места). Третья лига.

1. Дан произвольный треугольник АВС. Пусть С1 – произвольная окружность, проходящая через точки А и В. Окружность С2 проходит через точку С и касается окружности С1 в точке В. Окружность С3 проходит через точку А и касается окружности С2 в точке С. Окружность С4 проходит через точку В и касается окружности С3 в точке А и т.д. Докажите, что окружности С7 и С1 совпадают.

2. Докажите, что для сторон a, b, c произвольного треугольника выполнено неравенство

2 < (a + b)/c + (b + c)/a + (c + a)/b - (a3 + b3 + c3)/(abc).

3. Можно ли числа 1, 2, 3, …, 2004 разбить на две группы таким образом, что произведение чисел в первой группе равно сумме чисел во второй? (Crux 2003)
4. Существует ли иррациональное число, в десятичной записи которого нет единиц и такое, что любые две последовательных цифры после запятой образуют простое число?

5. Натуральное число х называется хорошим, если любое число, меньшее этого числа, является суммой его различных делителей. Докажите, что произведение двух хороших чисел – хорошее число. (Канадские математические олимпиады)
6. Имеются две урны, в которых лежат соответственно m и n шариков (m и n – натуральные числа). За одну операцию можно либо вытащить из двух урн по одинаковому числу шариков, либо удвоить число шариков в одной из урн. При каких m и n можно добиться того, что обе урны окажутся пустыми?

7. Некоторые клетки доски 2004 ( 2004 закрашены. Известно, что нет такой тройки закрашенных клеток A, B, C, что A и B лежат  в одной строке, а B и C ( в одном столбце. Какое наибольшее число клеток могло быть закрашено?

8. Каждое целое число окрашено либо в красный цвет, либо в синий. Известно, что если x ( красное число, то x-1 ( синее, а если для некоторых целых y и z число yz ( синее, то число y+z ( красное. Найдите все такие раскраски.

9. В каждой клетке бесконечного листа клетчатой бумаги записано действительное число. Известно, что существует такое натуральное n, что для любых двух равных многоугольников площади n, стороны которых идут по линиям сетки, суммы чисел в этих фигурках равны. Докажите, что числа во всех клетках равны.

10. Дан правильный пятиугольник ABCDE. Известно, что площадь пятиугольной звезды ACEBD равна 1. Отрезки AC и BE пересекаются в точке P, а отрезки BD и CE – в точке Q. Найдите площадь четырехугольника APQD.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Финал 7.11.04. Высшая юниорская лига. Бои за 1-6 места.
1. Вещественные числа a и b таковы, что an(bn — натуральное при всех натуральных n. Докажите, что a и b — целые. (Армянский отбор)
2. Вершины треугольника ABC имеют целые координаты. Известно, что (AB+BC)2 < 8SABC+1. Докажите, что точки A, B и C образуют равнобедренный прямоугольный треугольник. (Putnam 1998)
3. Различные натуральные числа a1, a2, …, a12 не превосходят 42. Докажите, что среди их попарных разностей есть три одинаковых.
4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках P и Q. Общая касательная касается S1 и S2 в точках A и B соответственно таким образом, что точка P лежит внутри треугольника ABQ. Касательная к S1 в точке P вторично пересекает S2 в точке C. Прямая AP пересекает отрезок BC в точке R. Докажите, что BP = BR. (по мотивам APMO-99)
5. Пусть A1, B1 и C1 — точки на сторонах BC, CA и AB остроугольного треугольника ABC соответственно такие, что A1B = A1C1, A1C = A1B1. Докажите, что точки B1, C1, ортоцентр треугольника ABC и центр вписанной окружности треугольника A1B1C1 лежат на одной окружности. (Украина(2002)
6. Треугольное число — это число вида n(n+1)/2} с натуральным n. Докажите, что существует бесконечно много пар натуральных чисел a и b таких, что если число t треугольное, то и число at+b ( тоже треугольное.

7. Положительные числа a, b и c, меньшие единицы, удовлетворяют уравнению ab+bc+ca = 1. Найдите максимум выражения a+b+c+abc. 

8. За круглым столом сидят n людей, у каждого из которых есть пятачок. Первый из этих людей передает свой пятачок соседу справа, который затем передает своему соседу справа два пятачка. В дальнейшем каждый человек, получивший один пятачок, тут же передает соседу справа два пятачка, а каждый человек, получивший два пятачка, передает соседу справа один пятачок. Человек, у которого не осталось ни одного пятачка, тут же уходит и в дальнейшем не принимает участия в описанном процессе. Докажите, что существует бесконечно много таких n, при которых рано или поздно все пятачки соберутся у одного человека.
9. Существует ли такой квадратный трехчлен q(n) с целыми неотрицательными коэффициентами, для которого 2n(1 делится на q(n) при всех натуральных n?

10. На турнир памяти Колмогорова приехала 51 команда. Каждая команда не хочет попасть в одну лигу с тремя другими командами. На какое наименьшее количество лиг можно разбить эти команды так, чтобы ни одна команда не попала в одну лигу с командой, с которой не хочет играть в одной лиге?

Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Четвертый тур 7.11.04. 
Высшая юниорская лига (бой за 7 место) .Первая юниорская лига.

1. a1, …, a10 – различные натуральные числа, не превосходящие 28. Докажите, что среди их попарных разностей обязательно найдутся три равных. (по мотивам задачи канадской олимпиады 1999)

Решение. Рассмотрим 9 разностей 
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[image: image4.wmf]i

i

a

a

-

+

2

. Их общая сумма равна 
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, что не превосходит 2(28-1)+(27-2)=79. С другой стороны, если никакая разность не встречается трижды, то минимальное возможное значение суммы всех 17 разностей равно 2(1+2+...+8)+9 = 81. Противоречие.
2. Дан произвольный треугольник АВС. Пусть С1 – произвольная окружность, проходящая через точки А и В. Окружность С2 проходит через точку С и касается окружности С1 в точке В. Окружность С3 проходит через точку А и касается окружности С2 в точке С. Окружность С4 проходит через точку В и касается окружности С3  в точке А и т.д. Докажите, что окружности С7 и С1 совпадают.

3. Решите уравнение x([x([x([x]]] = 88 в положительных вещественных числах. (Чехия, 1998).

Решение. [x] = 3, потому что при [x] < 3 левая часть меньше 81, а при [x] ( 4 левая часть не меньше 256. Теперь решаем уравнение x[x[3x]]] = 88. Если [3x] ( 10, то левая часть не меньше 90. Поэтому [3x] = 9. Решаем уравнение x[9x] = 88. Если [9x] < 28, то левая часть не больше 28*27/9 = 84. Если [9x] > 28, то левая часть не меньше 29*28/9 > 90. Отсюда [9x] = 28, откуда x = 88/28 = 22/7. 

4.  Последовательность (xn) определена условиями x0 = 1, 
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. Докажите, что все ее члены ( целые числа. (Великобритания, 2002)
Решение. 
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. Любая пара соседних членов этой последовательности удовлетворяет этому соотношению. Значит, корнями уравнения относительно xn являются xn+1 и xn-1. Отсюда xn+1=3xn-xn-1.

5. Остров Буян имеет форму многоугольника (не обязательно выпуклого). На владение островом претендуют Змей Горыныч и царь Салтан. Змей Горыныч по праву сильного поставил условие раздела. Пусть царь Салтан выберет точку вне острова, а Змей пропашет через эту точку прямую борозду через море и остров и выберет себе часть по одну сторону от борозды. Царь, почуяв подвох, обратился к Илье Муромцу. Тот, посмотрев на карту острова, пообещал царю, что при таких условиях вполне можно получить половину острова. Не похваляется ли Илюша понапрасну? (Д.С.Ананичев)
Ответ: Нет. Решение. Можно придумать такую форму острова и такую точку вне его, при которых любая прямая, проходящая через эту точку, поделит остров пополам.

6. В треугольнике каждая биссектриса делится точкой пересечения биссектрис в одном и том же отношении. В каком именно? (А.Г.Гейн)
Ответ: 2:1, считая от вершины. Решение. В произвольном треугольнике точка пересечения биссектрис делит биссектрису угла A в отношении (b+c)/a. Если (b+c)/a=(a+b)/c, то (c–a)(a+b+c)=0, откуда c=a. Аналогично b=a.

7. Прямоугольный параллелепипед 2(9(9 разбит на кубики с ребром 1. Два кубика называются соседними, если у них есть общая грань. Докажите, что можно расставить в кубиках по целому числу, не равному 0, так, чтобы каждое число было равно сумме всех чисел в соседних кубиках?

8. Можно ли числа 1, 2, 3, …, 2004 можно разбить на две группы таким образом, что произведение чисел в первой группе равно сумме чисел во второй? (Crux 2003)
Ответ. Да, можно. Решение. В первую группу отнесем числа 1, x и y. Тогда получаем уравнение 1(x(y = 2004(2005/2 – x – y – 1, или (x+1)(y+1) = 1002(2005. Так как 1002 = 334(3, 2005 = 501(4, то 1002(2005 = (334(4)((501(3) = 1336(1503. Подходят x = 1335, y = 1502.

9. Имеются две урны, в которых лежат соответственно m и n шариков (m и n – натуральные числа). За одну операцию можно либо вытащить из двух урн по одинаковому числу шариков, либо удвоить число шариков в одной из урн. При каких натуральных k и l указанными операциями можно получить ситуацию, при которой в первой урне находится k шариков, а во второй – l шариков?

10. Существует ли иррациональное число от 0 до 1, в десятичной записи которого нет единиц и такое, что любые три последовательных цифры образуют простое число?

Решение. Да. Числа 337, 373, 379, 733, 739, 773, 797, 937, 977, 997 – простые. Построим граф Уфнаровского на двузначных числах. В нем есть два цикла 33-37-73 и 33-37-79-97-77-73. Чередуя эти два цикла непериодически, получим иррациональное число.
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Четвертый тур 7.11.04. Вторая юниорская лига.

1. Существует ли иррациональное число от 0 до 1, в десятичной записи которого нет единиц и такое, что любые две последовательных цифры образуют простое число?

Решение. Да. Числа 37, 73, 79 и 97 – простые, поэтому если на всех четных местах вписать 7, а на нечетных непериодически чередовать 3 и 9, то получится иррациональное число. 

2. Дан произвольный треугольник  АВС. Пусть С1 – произвольная окружность, проходящая через точки А и В. Окружность С2 проходит через точку С и касается окружности С1 в точке В. Окружность С3 проходит через точку А и касается окружности С2 в точке С. Окружность С4 проходит через точку В и касается окружности С3  в точке А и т.д. Докажите, что окружности С7 и С1 совпадают.

3. Решите уравнение x([x([x([x]]] = 88 в положительных вещественных числах. (Чехия, 1998).

Решение. [x] = 3, потому что при [x] < 3 левая часть меньше 81, а при [x] ( 4 левая часть не меньше 256. Теперь решаем уравнение x[x[3x]]] = 88. Если [3x] ( 10, то левая часть не меньше 90. Поэтому [3x] = 9. Решаем уравнение x[9x] = 88. Если [9x] < 28, то левая часть не больше 28*27/9 = 84. Если [9x] > 28, то левая часть не меньше 29*28/9 > 90. Отсюда [9x] = 28, откуда x = 88/28 = 22/7. 

4. Имеются две урны, в которых лежат соответственно m и n шариков (m и n – натуральные числа). За одну операцию можно либо вытащить из двух урн по одинаковому числу шариков, либо удвоить число шариков в одной из урн. Докажите, что можно опустошить одновременно обе урны.

5. Остров Буян имеет форму многоугольника (не обязательно выпуклого). На владение островом претендуют Змей Горыныч и царь Салтан. Змей Горыныч по праву сильного поставил условие раздела. Пусть царь Салтан выберет точку вне острова, а Змей пропашет через эту точку прямую борозду через море и остров и выберет себе часть по одну сторону от борозды. Царь, почуяв подвох, обратился к Илье Муромцу. Тот, посмотрев на карту острова, пообещал царю, что при таких условиях вполне можно получить половину острова. Не похваляется ли Илюша понапрасну? (Д.С.Ананичев)
Ответ: Нет. Решение. Можно придумать такую форму острова и такую точку вне его, при которых любая прямая, проходящая через эту точку, поделит остров пополам.

6. В треугольнике каждая биссектриса делится точкой пересечения биссектрис в одном и том же отношении. В каком именно? (А.Г.Гейн)
Ответ: 2:1, считая от вершины. Решение. В произвольном треугольнике точка пересечения биссектрис делит биссектрису угла A в отношении (b+c)/a. Если (b+c)/a=(a+b)/c, то (c–a)(a+b+c)=0, откуда c=a. Аналогично b=a.

7. Прямоугольный параллелепипед 2(9(9 разбит на кубики с ребром 1. Два кубика называются соседними, если у них есть общая грань. Докажите, что можно расставить в кубиках по целому числу, не равному 0, так, чтобы каждое число было равно сумме всех чисел в соседних кубиках?
8. Можно ли числа 1, 2, 3, …, 2004 можно разбить на две группы таким образом, что произведение чисел в первой группе равно сумме чисел во второй? (Crux 2003)
Ответ. Да, можно. Решение. В первую группу отнесем числа 1, x и y. Тогда получаем уравнение 1(x(y=2004(2005/2 – x – y – 1, или (x+1)(y+1)=1002(2005. Так как 1002=334(3, 2005=501(4, то 1002(2005=(334(4)((501(3)=1336(1503. Подходят x=1335, y=1502.
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