Второй тур 4.11.04. Высшая лига. Решения.
1. Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.
2. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.
3. P(x) = (x( i+1)…(x( i+ n). Рассмотрим действительные x. При большом по модулю отрицательном x = x1 аргумент каждой скобки достаточно близок к ((. При большом по модулю положительном x = x2 аргумент каждой скобки достаточно близок к 0. При непрерывном изменении x от x1 до x2 аргумент P(x) однозначно определен и меняется непрерывно от значения, близкого к ((n, до значения, близкого к 0. Значит он n раз принимает значения вида (/2+(k (k(Z), где R(x) = 0.

5. Докажем индукцией по степени Р, что если P(x) = xkQ(x), где Q(0) ( 0, то , f(P) = 2(k. База (для степени 0) дана в условии. Переход. По условию имеем f(P) = f(xk)f(Q) = 2(kf(Q). Поэтому достаточно доказать, что при Q(0) ( 0 f(Q) = 1. Пусть Q(x) = c + xH(x), c = Q(0) ( 0. Тогда f(Q) ( max{f(с), f(xH)} = max{1, f(H)/2} = 1,так как по индукционному предположению f(H) ( 1. С другой стороны, 1 = f(c) ( max{f(c+xH), f((xH)} = max{f(Q), f(H)/2} ( max{f(Q), 1/2}, откуда f(Q) = 1.
6. Обозначим окружности с центрами O1, O2, O3, O4 через (1, (2, (3, (4, а через O12 и O34 ( центры гомотетий с положительными коэффициентами, переводящих (1 в (2 и (3 в (4 соответственно. Заметим, что PA+BC = PA’+AA’+BX+XC = PC’+AY+BY+CC’ = PC+AB (где A’ и C’ ( точки касания (1 с (4 и (2 с (3 соответственно, а X и Y ( точки касания (2 с АВ и (1 с ВС). Отсюда следует, что четырехугольник ABCР ( описанный. Пусть ( ( вписанная в него окружность. По теореме о трех центрах гомотетии для окружностей (, (1 и (2 точки А, С и O12 лежат на одной прямой. Рассмотрим окружность (’, касающуюся лучей PA и PC в точках A’ и C’ соответственно. Применяя теорему о трех центрах гомотетии к окружностям (’, (1 и (2, получим, что точка O12 лежит на A’C’. Аналогично доказывается, что O34 ( точка пересечения прямых АС и A’C’, что завершает доказательство.
7. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
8. Заметим, что сумма из условия равна количеству целых точек с ординатами, большими 0, принадлежащими подграфику функции f(x) = 
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 на отрезке [1, p(1]. Количество целых точек, лежащих выше этого графика, с ординатами, не превосходящими p(1, равно 
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 = (p(1)2. Далее, [image: image5.wmf]å
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. Первое слагаемое в последней сумме равно 
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, а второе равно удвоенной сумме квадратичных вычетов, деленной на p. Поскольку p = 4k+1, то если a ( квадратичный вычет, то и p(a ( тоже, то есть сумма квадратичных вычетов равна 
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9. Предположим, нет прогрессии длины m без смежных вершин, то есть в любой прогрессии такой длины существуют два числа, соединенные ребром. Покажем, что в таком случае для любого k существует полный двудольный граф k на k. Пусть Gn ( подграф на первых n числах. Существует как минимум n2/4m прогрессий длины m на первых n числах (первый член выбирается из первых n/2 чисел и разность от 1 до n/2m).В каждой прогрессии есть пара чисел, соединенных ребром. При том каждое ребро посчиталось, очевидно, не больше, чем m2 раз (два данных числа входят не более чем в m2 прогрессий). Итак, в Gn есть хотя бы n2/4m3 ребер.
Покажем, что если в графе из n вершин есть хотя бы r = cn2 ребер, то при достаточно большом n в нем существует полный двудольный подграф k на k. Пусть k ( количество вершин степени не меньше cn/2. Тогда 2cn2 = 2r = сумма степеней вершин ( kn + n(cn/2 = kn + cn2/2. Следовательно, k ( cn, то есть существует по крайней мере cn вершин степени не меньше cn/2. Тогда каждая из этих вершин инцидентна с 
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 наборами по k вершин. Всего таких наборов не меньше, чем n
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, что при достаточно больших n больше, чем k
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. Поэтому один из наборов посчитан не менее, чем k раз, что и означает наличие требуемого двудольного подграфа.
10. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.
Второй тур 4.11.04. Первая лига. Решения.
1. Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

2. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.

7. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
10. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Второй тур 4.11.04. Вторая лига.

1. Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
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 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

2. Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

4. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

7. Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 23 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, 5, 6, во втором ( 1, 7, 8, 9, 10, 11, в третьем ( 1, 12, 13, 14, 15, 16, в четвертом ( 2, 7, 12, 17, 18, 19, в пятом ( 3, 8, 13, 17, 20, 21, в шестом ( 4, 9, 14, 18, 20, 22, в седьмом ( 5, 10, 15, 19, 21, 22, в восьмом ( 6, 11, 16, 17, 22, 23.
8. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Второй тур. 4.11.2004. Высшая юниорская лига

2. Очевидно, что p = a+b > 2 и, следовательно, нечетно. Значит одно из чисел a и b (пусть а) ( нечетное. Предположим, что aa+bb делится на p. Поскольку a ( (b (mod p),
aa ( (ba (mod p), откуда bb ( (ba (mod p) ( b|b(a| ( (1 (mod p). Это возможно только если числа |b(a| и p(1 не взаимно просты (малая теорема Ферма). Заметим, что НОД(|b(a|, p(1) =
НОД(|b(a|, a+b(|b(a|(1). Но a+b(|b(a|(1 ( это либо 2a(1, либо 2b(1, и потому не может иметь общих делителей с |b(a|.

4. Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

7. Пусть АВ ( наименьшая сторона треугольника АВС. Предположим противное. Тогда любая единичная окружность с синим центром ( целиком красная. Рассмотрим произвольный треугольник А1В1С1, равный АВС. Предположим, что его вершины В1 и С1 ( синие. Отложим равные единичные векторы А1A2, B1B2, C1C2. Тогда точки В2 и С2 ( красные, а А2 ( синяя. В силу произвольности вектора А1A2 получается, что единичная окружность с центром А1 ( целиком синяя. Но тогда на ней найдутся две синие точки на расстоянии 1. Противоречие. Поэтому в любом треугольнике А1В1С1, равном АВС, ровно одна синяя вершина. Рассмотрим треугольник А2В2С2 с красной вершиной А2, подобный треугольнику АВС с коэффициентом 2. Пусть А3, В3, С3 ( середины его сторон, противолежащих одноименным вершинам. Тогда В3 и С3 ( синие, а А3 ( красная, значит В2 и С2 ( синие. Таким образом, для треугольников, подобных АВС с коэффициентом 2, выполняется то же условие раскраски вершин, что и для АВС. Поэтому мы можем считать, что АВ > 2. Пусть А ( синяя. Тогда окружность радиуса АВ с центром А ( целиком красная. Рассмотрим все треугольники А1В1С1, равные АВС, со стороной А1В1 на этой окружности. Множество всех возможных положений их вершины C1 ( окружность радиуса, большего 1, и она целиком синяя. Но на такой окружности найдутся две точки на расстоянии 1. Противоречие.
10. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Второй тур. 4.11.2004. Первая юниорская лига

1. Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
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 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

3. Докажем 
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. Разложим на множители: 
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. Последнее неравенство очевидно. 

4. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

6. Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 23 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, 5, 6, во втором ( 1, 7, 8, 9, 10, 11, в третьем ( 1, 12, 13, 14, 15, 16, в четвертом ( 2, 7, 12, 17, 18, 19, в пятом ( 3, 8, 13, 17, 20, 21, в шестом ( 4, 9, 14, 18, 20, 22, в седьмом ( 5, 10, 15, 19, 21, 22, в восьмом ( 6, 11, 16, 17, 22, 23.
9. Ответ: Для всех. Решение. Индукция по n. Для n = 1 все очевидно. Пусть все доказано для всех n ( k. Рассмотрим отдельно все четные числа, не превосходящие k+1. Поделив каждое на 2, получим все натуральные числа от 1 до [(k+1)/2]. По предположению индукции их можно переставить так, чтобы выполнялось условие задачи. Выпишем эту перестановку и умножим каждое ее число на 2. Получим перестановку четных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Теперь возьмем все нечетные числа, не превосходящие k+1, прибавим к каждому 1 и результаты поделим на 2. Получим все натуральные числа от 1 до [k/2]+1. Возьмем их перестановку, удовлетворяющую условию задачи, умножим все числа на 2, из результатов вычтем по 1. Получим перестановку нечетных чисел, не превосходящих k+1, удовлетворяющую условию задачи. Выпишем ее, а за ней — построенную выше перестановку четных чисел. Внутри каждой из двух выписанных перестановок условие задачи выполняется, а если взять одно четное число и одно нечетное, то их полусумма будет дробной. Таким образом, мы построили перестановку чисел 1, …, k+1, удовлетворяющую условию задачи.

10. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.

Второй тур. 4.11.2004. Вторая юниорская лига

1. Ответ: 10000. Решение. Обозначим величину a2 буквой x (x(50). Тогда 
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 не превосходит 10000 на отрезке [0;50], равенство достигается при x=0.

3. Докажем 
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. Разложим на множители: 
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4. Точные квадраты дают 10 различных остатков при делении на 19 (включая нулевой). Если хотя бы один из этих остатков встречается не менее 19 раз, то все доказано. Если нет, то всего не более 18(10 = 180 чисел.

6. Ответ. 23. Решение. Если никакой цвет не встречается более двух раз, то всего использовано не менее 48/2=24 цветов. Если найдется цвет, использованный не менее чем в четырех ящиках, то никакие другие цвета в этих ящиках не повторяются, поэтому в них всего использован 1+5(4=21 цвет. В пятом ящике можно использовать по одному цвету из первых четырех ящиков, но нужны еще хотя бы 2 новых цвета. В шестом ящике - по одному цвету из первых пяти ящиков и еще хотя бы один новый. Итого цветов не менее 21+2+1=24. Наконец, рассмотрим случай, когда никакой цвет не использован более трех раз. Пусть цвет 1 использован в ящиках 1, 2 и 3. Пронумеруем остальные цвета в 1-м ящике номерами от 2 до 6, во втором ящике ( от 7 до 11, в третьем ( от 12 до 16. В четвертом ящике могут быть использованы по одному цвету из первых трех ящиков и три новых цвета 17,18,19. В пятом ящике ( по одному цвету из первых четырех ящиков и два новых цвета 20, 21. В шестом ( по одному цвету из первых пяти ящиков и новый цвет 22. Докажем, что для заполнения двух оставшихся ящиков не хватит уже использованных цветов (т.е. понадобится еще хотя бы один новый цвет). Предположим, что новых цветов нет, тогда и в ящике 7, и в ящике 8 должен быть использован цвет 22 и один из цветов 20,21. Но тогда по принципу Дирихле какая-то из пар (20,22) и (21,22) встречается более чем в одном ящике. Пример для 11 цветов: в первом ящике 1, 2, 3, 4, во втором ( 1, 5, 6, 7, в третьем ( 1, 8, 9, 10, в четвертом ( 2, 5, 8, 11, в пятом ( 3, 6, 9, 11, в шестом ( 4, 7, 10, 11.

8. В каждой строке Боря может выбрать 3 клетки из 6 и добиться того, чтобы была закрашена одна из выбранных. Для этого ему достаточно разбить все 6 клеток на пары, в каждой из которых одна клетка закрашена, а другая ( нет, и после хода Ани в любую клетку ходить в парную к ней так, чтобы число в закрашенной оказалось больше. Теперь занумеруем клетки в каждой строке слева направо. Боре нужно сделать так, чтобы в первой строке была закрашена одна из клеток 1, 2, 3, во второй ( одна из клеток 4, 5, 6, а в третьей ( одна из клеток 1, 2, 6. Очевидно, никакая ломаная, идущая сверху вниз, по этим клеткам проходить не может.
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