Восьмой международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Первый тур 3.11.04. Решения.
Высшая лига.

1. Пусть M, N, P — произвольные точки на сторонах BC, CA, AB соответственно остроугольного треугольника ABC. Докажите, что выполнено хотя бы одно из неравенств NP ≥ BC/2, PM ≥ CA/2, MN ≥ AB/2. (Югославия-2004)
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Решение. Пусть А1, В1 и С1 ( середины сторон ВС, СА и АВ соответственно. Пусть NP < BC/2, PM < CA/2, MN < AB/2. Не умаляя общности можно считать, что Р ( АС1. Тогда, как легко видеть, M ( BА1, N ( B1C. Поскольку прямая NM пересекает АВ за точкой В, S(PMN) ( S(C1MN). Аналогично S(C1MN) ( S(C1A1N) = S(A1B1C1) = S(ABC)/4 . Итак, S(PMN) ( S(ABC)/4. С другой стороны, не умаляя общности, можно считать, что (MPN < (ACB, откуда S(PMN) = (PM(MN(sin(PMN)/2 < ((AC/2)((AB/2)(sin(ACB)/2 = S(ABC)/4. Противоречие.
2. Существует ли такая последовательность натуральных чисел {an}, что 
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 при всех натуральных n? (Польша-2004)
Решение. Пусть dn = НОД(an+1, an), bn = an/dn. Из условия следует, что an+2 = anan+1/(an+1(an) = dnbnbn+1/(bn+1(bn). Таким образом, если an+2 делится на pk, где p ( простое, то на pk делится либо an+1, либо an. Продолжая это рассуждение, убеждаемся, что на pk делится либо a1, либо a2. Получается, что ни один член последовательности не превосходит a1a2. С другой стороны, очевидно, что последовательность монотонно возрастает и, поскольку все числа в ней натуральные, стремится к бесконечности. Противоречие.
3. Саша нарисовал на доске дерево, в котором нет вершин степени 2. Потом для каждой из вершин он на отдельном листочке нарисовал граф, который получится, если из исходного дерева удалить эту вершину вместе со всеми выходящими из нее ребрами, и передал все эти листочки Игорю. Докажите, что Игорь сможет восстановить Сашино дерево. (частный случай гипотезы Улама)
Решение. Назовем вершину исходного дерева периферийной, если все смежные с ней вершины, кроме одной ( висячие. Рассмотрим все рисунки, где нарисованы связные графы. Очевидно, это те, где удалялись висячие вершины. Поскольку в дереве нет вершин степени 2, периферийные вершины графа останутся периферийными и на всех рассмотренных рисунках. Найдем среди всех периферийных вершин на всех рисунках со связными графами периферийную вершину наименьшей степени. Очевидно, на рисунке, где она находится, стерли выходящее из нее висячее ребро. Добавив его, мы восстановим исходный граф.
4. Найдите все функции f: R ( R, удовлетворяющие равенству f(xf(y)) = (1(y)f(xy)+x2y2f(y) при всех вещественных x и y.

Решение. Подставляя в условие у = 1, получаем равенство f(xf(1)) = x2f(1), откуда при x = 0 получаем f(0) = 0. Если f(1) =а ( 0, то f(z) = z2/a при всех z (R, что, как легко проверить, не удовлетворяет условию задачи. Поэтому f(1) = 0.

Положим h(x) = f(x)/x. Подставив в равенство из условия x = 1, после несложных преобразований получим, что h(f(y)) = 1(y+y2 (1), а подставляя туда же x = 1/y получаем, что f(h(y)) = f(y), откуда h(f(h(y))) = h(f(y)). Применяя к обеим частям последнего равенства равенство (1), получаем, что 1( h(y)+ h2(y) = 1(y+y2 ( (h(y)(y)(h(y)+y(1) = 0, откуда h(y) = y или h(y) = 1(y. Подстановка показывает, что первое равенство не удовлетворяет условию, а второе дает f(y) = y(y2, что удовлетворяет условию.
5. Что больше: log34(log36(...(log380 или 2log33(log35(...(log379? (Vardi, "Вступительные задачи на мехмат МГУ для евреев", задача 20)
Решение. Поделив произведение log34(log36(...(log380 на log33(log35(...(log379, преобразуем результат к виду log34(log56(...(log7980. Это произведение надо сравнить с числом 2. Домножим его на меньшее произведение log45(log67(...(log8081. Получим произведение, равное 4 (действительно, если возвести 3 в такую степень, получится 81). Значит, произведение log34(log56(...(log7980 больше 2, то есть log34(log36(...(log380 > 2log33(log35(...(log379.
6. Пусть X — конечное множество натуральных чисел и A — его подмножество. Докажите, что существует такое множество B ( X, что A совпадает с множеством элементов X, которые делят нечетное количество элементов B. (Модификация задачи MOSP/99)
Решение. Выпишем числа из множества Х в порядке убывания: x1, …, xn. Число x1 включим в В, если оно входит в А, и не включим в противном случае. Допустим, мы уже выбрали, какие из чисел x1, …, xk включать в множество В, причем каждое число из А({ x1, …, xk } делит нечетное количество чисел из текущей версии множества В, а каждое число из x1, …, xk, не входящее в А, делит четное количество чисел из текущей версии множества В (заметим, что после первого шага это условие выполнено). Пусть число xk+1 входит в А. Включим его в В, если оно делит четное количество чисел из текущей версии множества В и не включим в противном случае. Если же число xk+1 не входит в А, включим его в В, если оно делит нечетное количество чисел из текущей версии множества В и не включим в противном случае. Легко проверить, что после этого по-прежнему каждое число из А({ x1, …, xk+1 } делит нечетное количество чисел из текущей версии множества В, а каждое число из x1, …, xk+1, не входящее в А, делит четное количество чисел из текущей версии множества В. Доведя процесс до конца, получим искомое множество В.
7. Круглое поле разделено на 2004 сектора, которые занумерованы числами от 1 до 2004 по часовой стрелке. В секторах расставлено по одной фишке. За один ход разрешается передвинуть либо все фишки из сектора с номером 1 в сектор с номером 2, либо вообще все фишки — каждую в соседний сектор по часовой стрелке. За какое минимальное число ходов можно собрать все фишки в одном секторе? (Д. Ананичев)
Решение. Назовем перемещение всех фишек из сектора 1 в сектор 2 сложением, а перемещение каждой фишки в соседний сектор ( поворотом. Заметим, что за 20032 ходов можно собрать все фишки в 2004-м секторе, если 2002 раза повторить последовательность: сложение ( 2003 поворота а затем сделать еще одно сложение. Докажем, что меньшим числом ходов обойтись нельзя. Пусть фишки собраны в одном секторе. Запустим процесс в обратном направлении. Чтобы уменьшить длину ряда пустых секторов на один, надо сделать «разложение», причем между двумя «разложениями» должно произойти не меньше 2003 поворотов (против часовой стрелки), откуда и следует искомое. Детали оставляем читателю.
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD AB = BC = CD. Серединные перпендикуляры к диагоналям AC и BD пересекаются в точке K. Точка L — проекция точки K на AD (L лежит на отрезке AD). Оказалось, что (BLC = 2((BAD+(CDA). Докажите, что LB = LC. (Д. Ширяев)
Решение. Лемма. Пусть точки Z1 и Х на продолжениях сторон треугольника XYZ таковы, что XZ1 = X1Z = XZ, IY и О ( центры вневписанной и вписанной окружностей этого треугольника. Тогда OIY || X1Z1. Доказательство. Пусть az и ax ( проекции высоты YH треугольника X1Y1Z1 на оси YX и YZ. Тогда az/ax = YX1/YZ1 = (x+y)/(z+y), где x, y и z ( стороны треугольника XYZ. С другой стороны, проекции вектора OIY на оси YX и YZ равны p(z/2 = (x+y)/2 и p(x/2 = (y+z)/2, то есть пропорциональны проекциям вектора YH, откуда и следует искомое. Доказательство утверждения задачи. Обозначим через Р точку пересечения прямых АВ и CD. Из условия получаем, что (BAD + (CDA = (BLC/2 < 90(, откуда (BPC > 90(. Тогда K ( центр вневписанной окружности треугольника PBC, и из леммы получаем, что центр описанной окружности треугольника PBC лежит на прямой KL, причем по ту же сторону от ВС, что и L. Кроме того, если О ( этот центр, то (ВОС = 360(( 2(ВРС = 360(( 2(180(((PAD((PDA) = 2((BAD+(CDA) = (BLC, откуда O = L. Действительно, прямая KO пересекает сторону ВС (поскольку О лежит внутри треугольника KBC), поэтому на ней по одну сторону от ВС есть ровно две точки с данным углом BLC. Поэтому LB = LC = LP.
9. В тетраэдре ABCD точки M и N — середины ребер AB и CD соответственно. Точка P лежит на отрезке MN, причем MP=CN и NP=AM. Точка O — центр описанной сферы тетраэдра ABCD. Докажите, что если O ( P, то OP ( MN. (Польша 2002-03)
Решение. Пусть OA = 1, AB = 2a, CD = 2b. Тогда MH = b, PN = a, OM = 
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. Тогда в треугольнике OMN выполнено равенство OM2(MP2 = ON2(NP2 = 1(a2(b2, откуда OM2(ON2 = MP2(NP2. Из последнего равенства нетрудно вывести (например, используя тот факт, что ГМТ, разность квадратов расстояний от которых до двух данных точек А и В ( это прямая, перпендикулярная АВ), что OP ( высота треугольника OMN.
10. Найдите все натуральные p такие, что число 4x2 + p — простое при всех x = 0, 1, …, p(1. 

(Közepiskolai Matematikai Lapok, A.350)
Решение. Очевидно, что р ( простое. Легко проверить, что р = 3 и р = 7 подходят. Покажем, что другие р не подходят. Если р = 4k+1, то при x = k имеем 4x2 + p = (2k+1)2. Если р = 8k+3, то при x = k имеем 4x2 + p = 4k2+8k+3 = (2k+1)(2k+3). Если р = 16k+7, то при x = k имеем 4x2 + p = 4k2+16k+7 = (2k+1)(2k+7). Если р=16k+15, то при x=k имеем 4x2 + p = 4k2+16k+15 = (2k+5)(2k+3).
Первая лига.

1. См. задачу 1 высшей лиги.
2. См. задачу 2 высшей лиги.
3. См. задачу 3 высшей лиги.
4. Для трёх положительных чисел 
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. Докажите, что для этих чисел выполнено неравенство 
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5. На стороне АВ квадрата ABCD как на диаметре построена окружность S, а на стороне CD отмечена точка K. Пусть X и Y ( точки пересечения отрезков AK и BK с окружностью S. Докажите, что прямые DX и CY пересекаются на S. (Югославия 2004)
6. Каждое из 2004 натуральных чисел взаимно просто с одним и тем же количеством остальных. При каком наименьшем k можно утверждать, что среди любых k из наших чисел найдутся два, имеющих общий делитель, больший 1? (Вьетнамский отбор на международную 2004)
7. См. задачу 7 высшей лиги.
8. Из центра квадрата вышел луч света, отражающийся от стенок квадрата по закону ``угол падения равен углу отражения''. Через некоторое время луч вернулся в центр квадрата, причем в промежутке не попадал ни в центр квадрата, ни в его углы. Докажите, что число отражений луча от сторон квадрата было нечетно. (Польша, 1995/96)
9. См. задачу 9 высшей лиги.
10. У квадратного трехчлена ax2+bx+c (a>0) с целыми взаимно простыми в совокупности коэффициентами есть два рациональных корня x1 и x2 таких, что x12+x22 = 1. Докажите, что a(2c ( точный квадрат.
Вторая лига.

1. Дан куб 4(4(4, поделенный на единичные кубики. В каждом кубике записано натуральное число, причем сумма чисел в каждом «кресте» (во множестве единичных кубиков, пересекаемых линиями, проходящими через центр некоторого единичного кубика параллельно ребрам куба) четна. Верно ли, что сумма чисел во всех кубиках – четна? (Канада, 2000)
2. См. задачу 10 первой лиги.
3. Найдите наименьшее значение величины 
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 при всевозможных х. (Putnam-2003)
4. Найдите все натуральные числа, совпадающие с суммой квадратов четырёх своих самых маленьких натуральных делителей. (СМОP)
5. Арифметическая прогрессия 
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и геометрическая прогрессия 
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 состоят из положительных чисел. Известно, что 
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6. См. задачу 4 первой лиги.
7. См. задачу 7 высшей лиги.
8. В некотором государстве между некоторыми городами проложены дороги. Из каждого города выходят дороги не менее чем в n других городов. Кроме того, известно, что, выехав из города, необходимо проехать не менее чем по пяти различным дорогам, для того, чтобы вернуться назад. Докажите, что общее число городов не может быть меньше 
[image: image13.wmf]2
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9. См. задачу 9 высшей лиги.
10. Даны две концентрические окружности. Хорда АС внешней окружности касается внутренней окружности в точке Q. Точка Р ( середина отрезка AQ. Прямая, проходящая, через точку А, пересекает внутреннюю окружность в точках R и S. Серединные перпендикуляры отрезков PR и CS пересекаются в точке Т, принадлежащей отрезку АС. Найдите отношение AT:CT.

Третья лига.

1. См. задачу 1 второй лиги.
2. Найдите все возможные пары цифр (a,b) для которых 
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 делится на 36. (Канада, 2001)
3. См. задачу 3 второй лиги.
4. Точки А, В и С лежат на одной прямой именно в таком порядке, причём АВ = 9, ВС = 21. Точка D выбрана вне прямой АС так, что AD = CD, а расстояния AD и ВD выражаются целыми числами. Найдите все возможные значения периметра треугольника АCD. (СМОP)
5. Найдите все тройки положительных чисел x, y, z, для которых выполнены равенства x(y+1) = y(z+1) = z(x+1). 
6. См. задачу 5 второй лиги.
7. Дано множество чисел {1, 2, ... , 140}. Исполнитель берет два числа одинаковой четности, если такие есть, и заменяет их на их полусумму и модуль их полуразности. После применения указанной операции несколько раз получилось 140 равных между собой чисел. Какими могли бы быть эти числа?

8. См. задачу 8 второй лиги.
9. См. задачу 9 высшей лиги.
10. См. задачу 10 второй лиги.
Высшая юниорская лига. 

1. См. задачу 1 второй лиги.
2. Купец предложил наемному работнику на выбор один из двух контрактов на некоторый срок: 1) каждый день оплата работника на одну и ту же величину больше, чем в предыдущий день; 2) каждый день оплата работника в одно и то же число раз больше, чем в предыдущий день. Какой из двух вариантов следует принять работнику, если по обоим контрактам выплаты в первый день составляют 100 рублей, а в последний день ( 1000 рублей?
Решение. См. решение задачи 5 второй лиги.

3. См. задачу 7 высшей лиги.
4. См. задачу 4 второй лиги.
5. Во вписанном четырехугольнике ABCD точки M и N – середины сторон АВ и CD соответственно. Точка Р лежит на отрезке MN, причём МP = CN и NP = AM. Точка О ( центр описанной окружности четырехугольника. Докажите, что, если точки О и Р не совпадают, то 
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Решение. См. решение задачи 9 высшей лиги.
6. Степени всех вершин графа не меньше n, причем в нем нет циклов длины 3, 4 и 5. Докажите, что в нем существует n2 – n вершин, никакие две из которых не смежны.
7. См. задачу 10 первой лиги.
8. См. задачу 10 второй лиги.
9. См. задачу 6 высшей лиги.
10. См. задачу 1 высшей лиги.
Первая юниорская лига. 

1. См. задачу 1 второй лиги.
2. Найдите все возможные пары цифр (a, b) для которых 
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 делится на 36. (Канада, 2001)
3. См. задачу 2 высшей юниорской лиги.
4. См. задачу 7 высшей лиги.
5. См. задачу 4 второй лиги.
6. См. задачу 5 высшей юниорской лиги.
7. Степени всех вершин графа не меньше n, причем в нем нет циклов длины 3 и 4. Докажите, что в нем не менее n2 вершин. 
Решение. См. решение задачи 8 третьей лиги.
8. См. задачу 6 высшей лиги.
9. См. задачу 7 третьей лиги.
10. См. задачу 1 высшей лиги.
Вторая юниорская лига. 

1. См. задачу 1 второй лиги.
2. См. задачу 2 третьей лиги.
3. См. задачу 2 высшей юниорской лиги.
4. См. задачу 7 высшей лиги.
5. См. задачу 4 второй лиги.
6. См. задачу 5 высшей юниорской лиги.
7. Каждый из посетителей дискотеки знает не менее десяти других посетителей. Известно, что никакие двое знакомых посетителей не имеют общих знакомых, и любая пара незнакомых посетителей имеет не более одного общего знакомого. Докажите, что на дискотеку пришло не менее 100 человек.

Решение. Это частный случай задачи 8 третьей лиги.
8. Дано множество чисел {1, 2, ... , 40}. Исполнитель берет два числа одинаковой четности, если такие есть, и заменяет их на их полусумму и модуль их полуразности. Могут ли после нескольких применения указанной операции получиться 40 равных между собой чисел? Если да, то какими могут быть эти числа?
Решение. См. решение задачи 7 третьей лиги.
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