IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Второй тур 5.12.05. Высшая лига.

1. AH1, BH2, CH3 ( высоты остроугольного разностороннего треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках T1, T2 и T3 соответственно. Пусть Pk (k = 1, 2, 3) ( точка на прямой HkHk+1 (мы полагаем H4 =H1) такая, что треугольник HkTkPk остроугольный и HkTk = HkPk. Докажите, что описанные окружности треугольников T1P1T2, T2P2T3, T3P3T1 имеют общую точку. (США, отбор на ММО, 2003)
2. Последовательность {an} определена условиями a1 = 1 и 
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. Докажите, что в этой последовательности бесконечно много точных кубов. (Польский отбор на ММО) 

3. Пусть p >5 ( простое число. Для каждого целого x положим 
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. Докажите, что для любых натуральных x и y разность 
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 может быть записана несократимой дробью, числитель которой делится на  p3. (США, отбор на ММО, 2002)
4. У Васи есть a красных, b белых и c синих карточек. Если он выкинет красную карточку, его оштрафуют на столько рублей, сколько белых карточек у него на руках. Если он выкинет белую карточку, его оштрафуют на число рублей, равное удвоенному количеству синих карточек у него на руках. А если он выкинет синюю карточку, его оштрафуют на число рублей, равное утроенному количеству красных карточек у него на руках. Выкидывать две карточки одновременно нельзя. Какой минимальный штраф придется заплатить Васе, если он хочет выкинуть все карточки? (США, отбор на ММО, 2003)
5. Какое наименьшее количество клеток, попарно не имеющих общих точек, можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы оставшуюся часть нельзя было разрезать на доминошки? (Д.Г.Храмцов, И.И.Богданов)
6. Докажите, что уравнение a3 + 2b3 + 4c3 – 6abc = 1 имеет бесконечно много решений в целых числах. (Ф.Л.Бахарев, Ф.В.Петров)
7. Докажите, что в описанном четырехугольнике, длины сторон которого различны, наибольшая сторона видна из точки пересечения диагоналей под тупым углом. (Н.М.Седракян, «Геометрические неравенства»)
8. Даны строго возрастающие функции  f, g: Q ( Q, каждая из которых принимает все рациональные значения. Верно ли, что функция f + g тоже принимает все рациональные значения? (С.Л. Берлов сообщил И.И. Богданову)
9. Обозначим p(n, k) количество разбиений натурального числа n на натуральные слагаемые, не превосходящие k (разбиения, отличающиеся лишь порядком слагаемых, считаются одинаковыми), а p(n) = p(n, n) ( общее количество разбиений натурального числа n на натуральные слагаемые. Докажите, что p(10000, 100)2 ( p(30000). (Ф.В.Петров)
10. p – полупериметр треугольника ABC. Точки E и F лежат на прямой AB, причем CE = CF = p. Докажите, что описанная окружность треугольника EFC касается вневписанной окружности треугольника ABC, касающейся стороны AB. (Югославский отбор на ММО, 2002)

IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Второй тур 5.12.05. Первая лига.

1. ABCD – вписанный четырехугольник. Точки I и J – центры вписанных окружностей треугольников ABD и BCD. Докажите, что точки A, I, J и C лежат на одной прямой или окружности тогда и только тогда, когда четырехугольник ABCD – описанный. (фольклор) 
2. Последовательность {an} определена условиями a1 = 1 и 
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. Докажите, что в этой последовательности бесконечно много точных квадратов. (AMM E2619, T.C.Brown) 

3. Докажите, что три числа 
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 не могут быть одновременно целыми ни при каких целых a, b и c. (В.Каскевич)
4. У Васи есть 300 красных, 500 белых и 100 синих карточек. Если он выкинет красную карточку, его оштрафуют на столько рублей, сколько белых карточек у него на руках. Если он выкинет белую карточку, его оштрафуют на число рублей, равное удвоенному количеству синих карточек у него на руках. А если он выкинет синюю карточку, его оштрафуют на число рублей, равное утроенному количеству красных карточек у него на руках. Выкидывать две карточки одновременно нельзя. Какой минимальный штраф придется заплатить Васе, если он хочет выкинуть все карточки? (США, отбор на ММО, 2003)
5. Какое наименьшее количество клеток можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы оставшуюся часть нельзя было разрезать на доминошки? (видимо, фольклор?)
6. Докажите, что уравнение a3 + 2b3 + 4c3 – 6abc = 1 имеет бесконечно много решений в целых числах. (Ф.Л.Бахарев, Ф.В.Петров)
7. Четырехугольник ABCD описан около окружности. Прямые AB и CD пересекаются в точке M, а прямые AC и BD – в точке N. Сторона AD больше каждой из остальных сторон четырехугольника. Докажите, что( AND ( 90( + ½( AMD. (Н.М.Седракян, «Геометрические неравенства»)
8. Даны строго возрастающие функции  f, g: Q ( Q, каждая из которых принимает все рациональные значения. Верно ли, что функция f + g тоже принимает все рациональные значения? (С.Л. Берлов сообщил И.И. Богданову)
9. Степень каждой вершины связного графа не меньше 2. Докажите, что из этого графа можно удалить пару смежных вершин таким образом, чтобы он остался связным. (Д.В.Карпов)
10. p – полупериметр треугольника ABC. Точки E и F лежат на прямой AB, причем CE = CF = p. Докажите, что описанная окружность треугольника EFC касается вневписанной окружности треугольника ABC, касающейся стороны AB. (Югославский отбор на ММО, 2002)

 IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Второй тур 5.12.05. Вторая лига.

1. Знакопеременной суммой множества чисел x1, x2, …, xk называется число xk – xk–1 + xk–2 – … + (–1)k-1x1, где xk > xk–1 > xk–2 >…> x1. Для каждого подмножества множества {1, 2, …, 10} выписана его знакопеременная сумма. Найдите сумму всех выписанных чисел. (эстонские олимпиады)
2. Иррациональный взрыв с эпицентром в точке P удаляет из плоскости все точки, находящиеся на иррациональном расстоянии от точки P. Какое наименьшее количество иррациональных взрывов достаточно для того, чтобы удалить из плоскости все точки? (сообщено К.А. Кнопом)
3. Два взаимно простых числа таковы, что число a+b кратно числу a–b. Докажите, что хотя бы одно из чисел ab+1 и 4ab+1 является точным квадратом. (эстонские олимпиады)
4. Колоду из N карт (N ( 2) тасуют, многократно применяя одну и ту же операцию: снимают две верхние карты, меняют их местами и складывают в низ колоды. Докажите, что не позже чем через N2/2 операций колода вернется в исходное состояние. (Baltic Way)
5. Какое наименьшее количество клеток можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы ее было невозможно замостить доминошками (прямоугольниками 1×2)? (Фольклор)
6. Каждой паре целых неотрицательных чисел (х, у) по некоторому правилу сопоставлено целое неотрицательное число х(у. При этом выполняются следующие условия: 1(0 = 1, (2х)(х = 2(х(х), и (х+1)(у  = х(у  + (у2+1)(0. Найдите 5(20.

7. Докажите, что в описанном четырехугольнике ABCD, все стороны которого различны и AB – наибольшая из них, лучи AD и BC пересекаются. ( по мотивам Югославский отбор на ММО, 2002)
8. Острые углы x1, x2, …, xn, (  удовлетворяют условию 
[image: image8.wmf]a

sin

sin

sin

sin

2

1

³

+

+

+

n

x

x

x

n

K

. Докажите неравенство 
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9. Высота, проведенная из угла A треугольника ABC, пересекает сторону BC в точке D. Окружность касается стороны BC в точке D, пересекает сторону AB в точках М и N и пересекает сторону AC в точках Р и Q. Докажите, что (AM + AN)/AC = (AP + AQ)/AB.

10. У Васи 300 красных, 500 белых и 100 синих карточек. Если он выкинет красную карточку, его оштрафуют на столько рублей, сколько белых карточек у него на руках. Если он выкинет белую карточку, его оштрафуют на число рублей, равное удвоенному количеству синих карточек у него на руках. А если он выкинет синюю карточку, его оштрафуют на число рублей, равное утроенному количеству красных карточек у него на руках. Какой минимальный штраф придется заплатить Васе, если он хочет выкинуть все карточки? (США, отбор на ММО, 2003)


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Второй тур 5.12.05. Высшая юниорская лига.

1. Знакопеременной суммой множества чисел x1, x2, …, xk называется число xk – xk–1 + xk–2 – –… + (–1)k-1x1, где xk > xk–1 > xk–2 >…> x1. Для каждого подмножества множества {1, 2, …, 10} выписана его знакопеременная сумма. Найдите сумму всех выписанных чисел. (эстонские олимпиады)
2. Иррациональный взрыв с эпицентром в точке P удаляет из плоскости все точки, находящиеся на иррациональном расстоянии от точки P. Какое наименьшее количество иррациональных взрывов достаточно для того, чтобы удалить из плоскости все точки? (сообщено К.А. Кнопом)
3. Докажите, что три числа 
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 не могут быть одновременно целыми ни при каких целых a, b и c. (В.Каскевич)
4. Колоду из N карт тасуют, многократно применяя одну и ту же операцию: снимают стопку из четырех верхних карт, меняют в них порядок карт на обратный и складывают получившуюся стопку в низ колоды. Докажите, что не позже чем через N2/4 операций колода вернется в исходное состояние. (Baltic Way)
5. Какое наименьшее количество клеток можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы ее было невозможно замостить доминошками (прямоугольниками 1×2)? (фольклор)
6. В последовательности {an} a0 = 1, a2n+1 = an; a2n+2 = an+an+1. Докажите, что любое положительное рациональное число можно представить в виде an+1/an, n(1. (Putnam Math. Comp., 200?)
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7. Докажите, что в описанном четырехугольнике ABCD, все стороны которого различны и AB – наибольшая из них, лучи AD и BC пересекаются. ( по мотивам Югославский отбор на ММО, 2002)
8. Улей имеет план, показанный на рисунке. Пчела, сидя в соте, обозначенной крестиком, за один ход может перелететь по стрелке в одну из указанных сот. Пчела начала свой путь в соте П и облетела весь улей, побывав в каждой соте. Докажите, что в какой-то соте она была по меньшей мере три раза. (О.С. Нечаева)
9. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Окружности S1 и S2 с центрами соответственно в точках I и J вписаны в треугольники ABD и BCD соответственно. Оказалось, что точки A, I, J и C лежат на одной окружности. Докажите, что окружности S1 и S2 касаются друг друга. (С. Л. Берлов)
10. Докажите, что для любой тройки чисел a, b и c существует единственное решение 

(x, y, z) системы уравнений 
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(эстонские олимпиады)


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Второй тур 5.12.05. Первая юниорская лига.

1. Знакопеременной суммой множества чисел x1, x2, …, xk называется число xk – xk–1 + xk–2 – … + (–1)k-1x1, где xk > xk–1 > xk–2 >…> x1. Для каждого подмножества множества {1, 2, …, 10} выписана его знакопеременная сумма. Найдите сумму всех выписанных чисел. (эстонские олимпиады)
2. Два взаимно простых числа таковы, что число a+b кратно числу a–b. Докажите, что хотя бы одно из чисел ab+1 и 4ab+1 является точным квадратом. (эстонские олимпиады)
3. Колоду из N карт (N ( 2) тасуют, многократно применяя одну и ту же операцию: снимают две верхние карты, меняют их местами и складывают в низ колоды. Докажите, что не позже чем через N2/2 операций колода вернется в исходное состояние. (Baltic Way)
4. Какое наименьшее количество клеток можно выкинуть из бесконечной клетчатой плоскости так, чтобы ее было невозможно замостить доминошками (прямоугольниками 1×2)? (фольклор)
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5. Назовем множество суперпростым, если сумма любого нечетного количества любых его элементов – простое число. Сколько элементов может быть в суперпростом множестве? (фольклор)
6. Улей имеет план, как показано на рисунке. Пчела, сидя в соте, обозначенной крестиком, за один ход может перелететь по стрелке в одну из указанных сот. Пчела начала свой путь в соте П и облетела весь улей, побывав в каждой соте. Докажите, что в какой-то соте она была по меньшей мере три раза.  (О.С. Нечаева)
7. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Окружности S1 и S2 с центрами соответственно в точках I и J вписаны в треугольники ABD и BCD соответственно. Окружности S1 и S2 касаются друг друга. Докажите, что точки A, I, J и C лежат на одной окружности или на одной прямой. (С. Л. Берлов)
8. Докажите, что для любой тройки чисел a, b и c существует единственное решение (x, y, z) системы уравнений 
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