Девятый  международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.05. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Несколько (больше одного) человек, каждый из которых вначале имеет 300 долларов, играют в казино. Один раунд игры заключается в следующем. Все игроки отдают по 10 долларов крупье, затем один из них по жребию объявляется проигравшим. Он раздаёт все свои деньги поровну всем остальным и выходит из игры. В итоге оказалось, что у последнего оставшегося игрока капитал вновь составляет 300 долларов. Сколько человек пришло в казино? (Wisconsin Talent Search 2004-2005)
2. Найдите все натуральные числа n = p1p2…pk, у которых все простые множители p1, p2, …, pk различны и число (p1+1)(p2+1)…(pk+1) делится на n. (Baltic way, 2005)
3. В треугольнике ABC точка F – середина BC, а E – основание биссектрисы угла A. Описанная окружность треугольника AEF пересекает стороны AB и AC в точках B1 и C1 соответственно. Докажите, что BB1 = CC1. (N2 F.3211 01:98) 

4. Докажите, что при всяком натуральном n > 1 
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. (сообщил А.И.Храбров)
5. Шесть шахматистов провели два однокруговых турнира, в каждом из которых любые двое набрали разное число очков. Шахматист Пупкин по сумме двух турниров набрал меньше очков, чем любой из остальных. Какова наименьшая возможная сумма мест, занятых им в этих турнирах? (И.С. Рубанов)
6. d1, d2, d3 – длины медиан треугольника, P – произвольная точка плоскости, а s1, s2, s3 – расстояния от точки P до прямых, содержащих соответствующие медианы. Докажите, что одно из трех произведений d1s1, d2s2, d3s3 равно сумме двух других. (N3 F.3217 02:98)
7. Как известно, a2005 + b2005 можно представить как многочлен  от a + b и ab. Найдите сумму коэффициентов этого многочлена. (N8 CWMO 2005)
8. Найдите все такие тройки простых чисел (p, q, r), что число qr + 1 делится на p, rp + 1 делится на q, pq + 1 делится на r. (N15 USA TST 2003)
9. Докажите, что у двудольного графа с четным числом вершин и четным числом ребер количество остовных деревьев четно. (Остовное дерево – это подграф исходного графа, содержащий все его вершины и являющийся деревом.) (Д.В. Карпов и С.Л.Берлов)

Девятый  международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.05. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ
1. Несколько (более одного) человек, каждый из которых вначале имеет 300 долларов, играют в казино. Один раунд игры заключается в следующем. Все игроки отдают по 10 долларов крупье, затем один из них по жребию объявляется проигравшим. Он раздаёт все свои деньги поровну всем остальным и выходит из игры. В итоге оказалось, что у последнего оставшегося игрока капитал вновь составляет 300 долларов. Сколько человек пришло в казино? (Wisconsin Talent Search 2004-2005)
2. Найдите все натуральные числа n = p1p2…pk, у которых все простые множители p1, p2, …, pk  различны и (p1+1)(p2+1)…(pk+1) делится на n. (BW 2005 N20)
3. В треугольнике ABC точка F – середина BC, а E – основание биссектрисы угла A. Описанная окружность треугольника AEF пересекает стороны AB и AC в точках B1 и C1 соответственно. Докажите, что BB1 = CC1. (N2 F.3211 01:98) 

4. Фигура, состоящая из пяти одинаковых квадратов, вписана в прямоугольнике 14(17 так, как показано на рисунке. Найдите сторону квадрата.

5. Шесть шахматистов провели два однокруговых турнира, в каждом из которых любые двое набрали разное число очков. Шахматист Пупкин по сумме двух турниров набрал меньше очков, чем любой из остальных. Какова наименьшая возможная сумма мест, занятых им в этих турнирах? (И.С. Рубанов)
6. Над числом n проводятся следующие операции: если число делится на 3, то делим его на 3, а если оно не делится на 3, то вычитаем единицу. Из  скольких чисел число 1 получается за 13 ходов? (А.Г. Гейн)
7. AA1, BB1 и CC1 – медианы треугольника  ABC, M – точка их пересечения. Точка P лежит внутри треугольника B1MC. Докажите, что сумма площадей треугольников MPB и MPC равна площади треугольника MPA. (N3 F.3217 02:98) 

8. Известно, что каждая вершина графа с четным числом вершин имеет четную степень. Докажите, что количество остовных деревьев в этом графе четно. (Остовное дерево – это подграф исходного графа, содержащий все его вершины и являющийся деревом.)

(Д.В. Карпов и С.Л.Берлов) 

Девятый  международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Несколько (больше одного) человек, каждый из которых вначале имеет 300 долларов, играют в казино. Один раунд игры заключается в следующем. Все игроки отдают по 10 долларов крупье, затем один из них по жребию объявляется проигравшим. Он раздаёт все свои деньги поровну всем остальным и выходит из игры. В итоге оказалось, что у последнего оставшегося игрока капитал вновь составляет 300 долларов. Сколько человек пришло в казино?
Ответ: 58. Решение. Пусть в казино пришло n человек. По ходу игры они заплатили крупье 10(n+(n(1)+…+2) = 10(n(n+1)/2(1) долларов. С другой стороны, поскольку последний игрок остался при своих, эта величина равна 300(n(1) долларов. Решая получившееся уравнение, находим ответ.

Задача 2. Найдите все натуральные числа n = p1p2…pk, у которых все простые множители p1, p2, …, pk различны и число (p1+1)(p2+1)…(pk+1) делится на n.
Ответ: 6. Решение. Можно считать, что p1 < p2 < …< pk. Какое-то из чисел p1+1, …, pk+1 должно делиться на pk. Это не pk+1, а из чисел p1+1, …, pk–1+1 это может быть только pk–1+1, поскольку все остальные меньше pk. Но тогда pk–1+1 = pk (поскольку pk–1+1 ( pk), откуда pk–1 = 2, pk = 3.

Задача 3. В треугольнике ABC точка F – середина BC, а E – основание биссектрисы угла A. Описанная окружность треугольника AEF пересекает стороны AB и AC в точках B1 и C1 соответственно. Докажите, что BB1 = CC1.
Решение. По теореме о произведении секущей на ее внешнюю часть имеем CE(CF = CA(CC1, BE(BF = BA(BB1. Поскольку BF = CF и CE/BE = BA/CA, деля первое равенство на второе, получаем CC1/BB1 = 1, что и требовалось доказать.
Задача 4. Докажите, что при всяком натуральном n > 1 
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Решение. Воспользуемся методом математической индукции. При n = 2 получаем очевидное неравенство 1+
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<2. Индукционный переход для правого неравенства: по предположению индукции имеем 
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. Индукционный переход для левого неравенства. По предположению индукции достаточно доказать, что 
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. Возводя обе части в квадрат, получаем 
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. Теперь достаточно заметить, что при любом n ( 2 
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Задача 5. Шесть шахматистов провели два однокруговых турнира, в каждом из которых любые двое набрали разное число очков. Шахматист Пупкин по сумме двух турниров набрал меньше очков, чем любой из остальных. Какова наименьшая возможная сумма мест, занятых им в этих турнирах?
Ответ: 7. Решение. Поскольку Пупкин набрал наименьшую сумму очков, каждый из остальных шахматистов хотя бы в одном турнире занял место выше, чем Пупкин. Поэтому сумма мест у Пупкина не может быть меньше 5+2 = 7 (+2, потому что счет мест начинается с первого, а не с нулевого). А вот пример, когда сумма мест Пупкина равна 7:

	Участник
	1 турнир
	2 турнир
	Сумма

	Сидоров
	2
	4
	6

	Иванов
	5
	1/2
	5 1/2

	Петров
	4
	1
	5

	Попов
	1 1/2
	3 1/2
	5

	Смирнов
	0
	4 1/2
	4 1/2

	Пупкин
	2 1/2
	1 1/2
	4


В первом турнире Иванов выиграл у всех, Петров – у всех, кроме Иванова, Смирнов всем проиграл, Сидоров выиграл у Попова и проиграл Пупкину, Пупкин и Попов сыграли вничью. Во втором турнире Иванов сыграл вничью с Пупкиным и проиграл всем остальным, Петров проиграл всем, кроме Иванова, Смирнов сыграл вничью с Поповым, а остальные партии выиграл, Сидоров выиграл у всех, кроме Смирнова, а Попов выиграл у Пупкина.

Задача 6. d1, d2, d3 – длины медиан треугольника, P – произвольная точка плоскости, а s1, s2, s3 – расстояния от точки P до прямых, содержащих соответствующие медианы. Докажите, что одно из трех произведений d1s1, d2s2, d3s3 равно сумме двух других.
Решение. Прямые, на которых лежат медианы треугольника, разбивают плоскость на шесть углов с общей вершиной O, в одном из которых (пусть он образован продолжениями медиан d1 и d2) лежит точка P. Прямая, параллельная медиане d3, отсечет от этого угла треугольник OAB со сторонами OA = kd1, OB = kd2, AB = kd3 (ибо он подобен треугольнику, который, как хорошо известно, можно построить параллельными переносами медиан). Тогда S(POA+S(POB = S(OAB. Но 2S(POA = kd1s1, 2S(POB = kd2s2, 2S(OAB = kd3s3, откуда и следует утверждение задачи.

Задача 7. Как известно, a2005 + b2005 можно представить как многочлен от a + b и ab. Найдите сумму коэффициентов этого многочлена.
Ответ: 1. Решение. Сумму коэффициентов многочлена можно получить, если подставить в него вместо каждой из переменных число 1. Решая систему уравнений a + b = 1, ab = 1, получим в качестве одного из решений A = (1+i
[image: image13.wmf]3
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)/2. Нетрудно проверить, что A6 = B6 = 1. Поэтому A2005+B2005 = A+B = 1.

Задача 8. Найдите все такие тройки простых чисел (p, q, r), что число qr + 1 делится на p, rp + 1 делится на q, pq + 1 делится на r.
Ответ: (2,3,5), (3,5,2), (5,2,3). Решение. В дальнейшем мы будем опираться на тот известный факт, что все показатели n, при которых an–1 делится на число s, делятся на наименьший такой показатель. Переставив, если надо, числа циклически, можно считать, что p – наименьшее из трех данных чисел (равных среди них очевидно нет). Пусть d – наименьшее число, для которого rd–1 делится на q. 

Задача 9. Докажите, что у двудольного графа с четным числом вершин и четным числом ребер количество остовных деревьев четно. (Остовное дерево – это подграф исходного графа, содержащий все его вершины и являющийся деревом.)
Решение. Пусть G – наш граф, T(G) – множество всех остовных деревьев графа G, а M(G) – множество всех остовных подграфов графа G, имеющих ровно один цикл. Рассмотрим произвольное дерево T ( T(G). В нем нечетное число ребер, следовательно, количество не вошедших в T ребер графа G также нечетно. Если к дереву T ( T(G) добавить любое не вошедшее в него ребро графа G, то получится граф из M(G). Всего таким образом из дерева T получается нечетное число графов из M(G). Наоборот, рассмотрим любой граф H ( M(G) и его единственный цикл Z. Граф H может быть получен добавлением ребра к тем деревьям, которые получаются из H удалением одного из ребер цикла Z. Так как граф G двудольный, то в цикле Z – четное число ребер, следовательно, у графа H – четное число остовных деревьев-”предков”. Отсюда следует, что в множестве T(G) четное число остовных деревьев.

Девятый  международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова” Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Несколько (больше одного) человек, каждый из которых вначале имеет 300 долларов, играют в казино. Один раунд игры заключается в следующем. Все игроки отдают по 10 долларов крупье, затем один из них по жребию объявляется проигравшим. Он раздаёт все свои деньги поровну всем остальным и выходит из игры. В итоге оказалось, что у последнего оставшегося игрока капитал вновь составляет 300 долларов. Сколько человек пришло в казино?
Ответ: 58. Решение. Пусть в казино пришло n человек. По ходу игры они заплатили крупье 10(n+(n(1)+…+2) = 10(n(n+1)/2(1) долларов. С другой стороны, поскольку последний игрок остался при своих, эта величина равна 300(n(1) долларов. Решая получившееся уравнение, находим ответ.

Задача 2. Найдите все натуральные числа n = p1p2…pk, у которых все простые множители p1, p2, …, pk различны и число (p1+1)(p2+1)…(pk+1) делится на n.
Ответ: 6. Решение. Можно считать, что p1 < p2 < …< pk. Какое-то из чисел p1+1, …, pk+1 должно делиться на pk. Это не pk+1, а из чисел p1+1, …, pk–1+1 это может быть только pk–1+1, поскольку все остальные меньше pk. Но тогда pk–1+1 = pk (поскольку pk–1+1 ( pk), откуда pk–1 = 2, pk = 3.

Задача 3. В треугольнике ABC точка F – середина BC, а E – основание биссектрисы угла A. Описанная окружность треугольника AEF пересекает стороны AB и AC в точках B1 и C1 соответственно. Докажите, что BB1 = CC1.
Решение. По теореме о произведении секущей на ее внешнюю часть имеем CE(CF = CA(CC1, BE(BF = BA(BB1. Поскольку BF = CF и CE/BE = BA/CA, деля первое равенство на второе получаем CC1/BB1 = 1, что и требовалось доказать.
Задача 4. Фигура, состоящая из пяти одинаковых квадратов, вписана в прямоугольнике 14(17 так, как показано на рисунке. Найдите сторону квадрата.
Решение. Проецируя стороны квадратов на стороны прямоугольника, мы получим проекции двух видов: «короткие» ( длины x, и «длинные» ( длины y. Проецируя влево, получаем, что 2x+3y = 17, проецируя вниз – что x+3y = 14, откуда x = 3, y = 11/3, а сторона квадрата равна 
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Задача 5. Шесть шахматистов провели два однокруговых турнира, в каждом из которых любые двое набрали разное число очков. Шахматист Пупкин по сумме двух турниров набрал меньше очков, чем любой из остальных. Какова наименьшая возможная сумма мест, занятых им в этих турнирах?
Ответ: 7. Решение. Поскольку Пупкин набрал наименьшую сумму очков, каждый из остальных шахматистов хотя бы в одном турнире занял место выше, чем Пупкин. Поэтому сумма мест у Пупкина не может быть меньше 5+2 = 7 (+2, потому что счет мест начинается с первого, а не с нулевого). А вот пример, когда сумма мест Пупкина равна 7:

	Участник
	1 турнир
	2 турнир
	Сумма

	Сидоров
	2
	4
	6

	Иванов
	5
	1/2
	5 1/2

	Петров
	4
	1
	5

	Попов
	1 1/2
	3 1/2
	5

	Смирнов
	0
	4 1/2
	4 1/2

	Пупкин
	2 1/2
	1 1/2
	4


В первом турнире Иванов выиграл у всех, Петров – у всех, кроме Иванова, Смирнов всем проиграл, Сидоров выиграл у Попова и проиграл Пупкину, Пупкин и Попов сыграли вничью. Во втором турнире Иванов сыграл вничью с Пупкиным и проиграл всем остальным, Петров проиграл всем, кроме Иванова, Смирнов сыграл вничью с Поповым, а остальные партии выиграл, Сидоров выиграл у всех, кроме Смирнова, а Попов выиграл у Пупкина.

Задача 6. Над числом n проводятся следующие операции: если число делится на 3, то делим его на 3, а если оно не делится на 3, то вычитаем единицу. Из скольких чисел число 1 получается за 13 ходов?
Ответ: 2380. Решение. Пусть Ni – количество чисел, из которых 1 получается за i ходов. Тогда N1=2, N2=3, N3=6, N4=11. Если последний ход был делением, то остальные ходы могли быть произвольными (и их количество равно Ni-1), а если последний ход был вычитанием, то предыдущие два хода могли быть любыми, кроме двух вычитаний, т.е. их количество равно Ni-1 – Ni-4. Т.е. Ni=2Ni-1 – Ni-4. Отсюда находим N5=20, N6=37, N7=68, N8=116, N9=212, N10=387, N11=706, N12=1296, N13=2380.  

Задача 7. AA1, BB1 и CC1 – медианы треугольника  ABC, M – точка их пересечения. Точка P лежит внутри треугольника B1MC. Докажите, что сумма площадей треугольников MPB и MPC равна площади треугольника MPA.
Решение. По свойству медианы AM : A1M = 2, поэтому SAMP = 2
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Задача 8. Известно, что каждая вершина графа с четным числом вершин имеет четную степень. Докажите, что количество остовных деревьев в этом графе четно. (Остовное дерево – это подграф исходного графа, содержащий все его вершины и являющийся деревом.)
Решение. Пусть G – наш граф, обозначим через 2k количество его вершин. Построим новый граф H, вершинами которого будут остовные деревья графа G. Вершины, соответствующие деревьям T1 и T2 соединим ребром тогда и только тогда, когда в деревьях T1 и T2 совпадают 2k(2 ребра (то есть одно дерево получается из другого заменой одного ребра). Рассмотрим любое остовное дерево T графа G и рассмотрим любое его ребро e. Уберем ребро e, вершины дерева T распадутся на две компоненты связности V и U. Так как степень каждой вершины графа G четна, то в графе G четное число ребер с одним концом в V и другим концом в V. Заменив ребро e на любое другое ребро между V и U, мы получим все остовные деревья, получающиеся из T заменой ребра e на какое-то другое ребро. Количество таких деревьев нечетно. То же самое верно для любого ребра дерева T. Так как в T нечетное число ребер, то из соответствующей дереву T вершины графа H выходит нечетное число ребер. Это означает, что количество вершин графа H (то есть, остовных деревьев графа G) четно.
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