IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Третий тур 7.12.05. Высшая лига.

1. Множество S состоит из 2n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Отрезок, соединяющий две из этих точек, называется разделяющим, если по каждую сторону от содержащей его прямой находится ровно по n-1 точке. Оказалось, что в S есть ровно n разделяющих отрезков. Докажите, что любые два таких отрезка пересекаются по внутренней точке. (KoMaL 1999) 

2. Сумма положительных чисел x1, x2, …, xn (n ( 4) равна 1. Докажите, что 
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. (Shortlist Ибероамериканской олимпиады, 2004)
3. Внутри треугольника ABC выбраны изогонально сопряженные точки P и P'. Прямые AP, BP, CP пересекают прямые BC, CA, AB в точках A', B', C' соответственно. Докажите, что прямые, симметричные прямым AP', BP', CP' относительно прямых  B'C', C'A', A'B' соответственно, пересекаются в одной точке. (Source: Antreas P. Hatzipolakis and Paul Yiu, Hyacinthos #10533)
4. Докажите, что для каждого натурального числа n ( 2005, взаимно простого с 10, существует натуральное число, кратное n, не меняющееся, если записать его цифры от конца к началу и состоящее менее чем из 
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 цифр. (Польский отбор на ММО, 1995) 

5. В вершинах правильного шестиугольника написаны шесть целых неотрицательных чисел с суммой 2005. Вдумчивый мальчик Боря может стереть число в любой вершине и написать вместо него модуль разности чисел в двух соседних вершинах. Докажите, что Боря может добиться того, чтобы во всех шести вершинах стояли нули. (coachcoms.pdf N25)
6. Пусть a0, a1, … – последовательность неотрицательных чисел такая, что ak+m ( ak+m+1 + akam для любых целых неотрицательных k и m. Предположим, что nan < 0,2499 для любого натурального n. Докажите, что найдется положительное q < 1 такое, что an < qn при всех достаточно больших n. (K\"ozepiskolai Matematikai Lapok, 2002:10)
7. В связном графе с 300 вершинами степень каждой вершины не меньше 100. Известно, что в этом графе нет гамильтонова пути. Докажите, что в нем можно найти такой несамопересекающийся цикл, что никакие две вершины, не входящие в этот цикл, не соединены ребром. (Вьетнам, отбор на ММО, 1998, для n = 300.) 

8. S – описанная окружность разностороннего треугольника ABC. Пусть K – точка пересечения биссектрисы угла C с касательной к S в точке B, а L – вторая общая точка биссектрисы внешнего угла C c окружностью S. Прямые AC и LB пересекаются в точке M. Докажите, что прямая MK делит отрезок AB пополам. (K\"ozepiskolai Matematikai Lapok) 

9. Решите в натуральных числах x, y и k > 1 уравнение 22x+1 + 2x+1 + 1 = yk. (Турция ML 16745/) 

10. Прямоугольную таблицу, в клетках которой стоят целые числа, назовем  n-близкой, если в каждых двух клетках, соседних по стороне, стоят числа, отличающиеся не более, чем на n (n – натуральное число). Докажите, что каждая kn-близкая таблица является суммой k n-близких таблиц. (Сумма нескольких прямоугольных таблиц одинакового размера – это таблица, в каждой клетке которой стоит сумма чисел, стоящих в соответствующих клетках таблиц-слагаемых.) (Обобщение задачи из материалов младших лиг) 


 IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Третий тур 7.12.05. Первая лига.

1. Множество S состоит из 2n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Отрезок, соединяющий две из этих точек, называется разделяющим, если по каждую сторону от содержащей его прямой находится ровно по n-1 точке. Оказалось, что в S есть ровно n разделяющих отрезков. Докажите, что любые два таких отрезка пересекаются по внутренней точке. (KoMaL 1999) 

2. Сумма положительных чисел x1, x2, …, xn (n ( 4) равна 1. Докажите, что
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. (Shortlist Ибероамериканской олимпиады, 2004)
3. Внутри вписанного n-угольника A1A2…An нашлась такая точка P, что (PA1A2 = (PA2A3 = … =((PAnA1. Докажите, что внутри этого многоугольника найдется и точка Q такая, что (QA2A1 = (QA3A2 = … =((QA1An.

4. Докажите, что для каждого натурального числа n ( 2005, взаимно простого с 10, существует натуральное число, кратное n, не меняющееся, если записать его цифры от конца к началу и состоящее менее чем из n/4 цифр. (Польский отбор на ММО, 1995) 

5. В вершинах правильного шестиугольника написаны шесть целых неотрицательных чисел с суммой 2005. Вдумчивый мальчик Боря может стереть число в любой вершине и написать вместо него модуль разности чисел в двух соседних вершинах. Докажите, что Боря может добиться того, чтобы во всех шести вершинах стояли нули. (coachcoms.pdf N25)
6. У многочлена x4+ax3+bx2+cx+d с рациональными коэффициентами d < 0 и есть 4 действительных корня. Известно, что произведение двух его корней рационально. Докажите, что сумма этих корней тоже рациональна. (Л. Самойлов)
7. Какое наибольшее количество ладей можно поставить на шахматную доску так, чтобы каждая из них била не более двух других? (Фигуры не бьют друг против друга).

8. Диагонали четырехгранной призмы пересекаются в одной точке. Докажите, что эта призма – параллелепипед.

9. Решите в натуральных числах x, y и k > 1 уравнение 22x+1 + 2x+1 + 1 = yk. (Турция ML 16745/) 

10. Прямоугольную таблицу, в клетках которой стоят целые числа, назовем  n-близкой, если в каждых двух клетках, соседних по стороне, стоят числа, отличающиеся не более, чем на n (n – натуральное число). Докажите, что каждая kn-близкая таблица является суммой k n-близких таблиц. (Сумма нескольких прямоугольных таблиц одинакового размера – это таблица, в каждой клетке которой стоит сумма чисел, стоящих в соответствующих клетках таблиц-слагаемых.)
 IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Третий тур 7.12.05. Вторая лига.
1. Каждый боец Оранжевого отряда дежурит на майдане 4 дня в неделю. Какое наименьшее количество бойцов Главный должен набрать в отряд, чтобы ежедневно на майдан выходило не менее 1000 человек? (С.Волченков)
2. Последовательность натуральных чисел (an) удовлетворяет условию 

an+3 = an+2(an+1 + an) для n = 1, 2, 3, ... . Найдите a7, если известно, что a6 = 8820. (More Mathematical Morsels, Olympiad Corner, 1986, by Ross Honsberger)
3. Найдите площадь вписанного шестиугольника, последовательные стороны которого равны 7, 7, 7, 11, 11, 11. (Жюри)
4. У многочлена x4+ax3+bx2+cx+d с рациональными коэффициентами d < 0 и есть 4 действительных корня. Известно, что произведение двух его корней рационально. Докажите, что сумма этих корней тоже рациональна. (Л. Самойлов)
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5. Докажите, что найдется квадрат, в котором можно замостить фигурками, указанными на рисунке, не менее 99% площади. Фигурки можно поворачивать, но они не должны налегать друг на друга и выходить за пределы квадрата. (жюри)
6. Докажите, что для любых чисел a, b (a ( (b) выполнено неравенство 
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7. Квадратная таблица, заполненная целыми числами, называется N-сбалансированной, если модуль разности между любыми двумя соседними (по стороне клетки) числами не превосходит N (N – натуральное число). Суммой таблиц называется таблица, в которой каждый элемент равен сумме соответствующих элементов таблиц-слагаемых. Докажите, что каждая 2N-сбалансированная таблица может быть представлена в виде суммы двух N-сбалансированных таблиц. (Мексиканская олимпиада, 2005, спасибо им, мексиканским друзьям! Классная задача!!)
8. Касательная в точке A к окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает продолжение стороны BC в точке P. Прямая, проходящая через точку C параллельно AP, пересекает вторично окружность в точке S. Прямая PS вторично пересекает окружность в точке R. Докажите, что прямая BR делит отрезок PA пополам. (по мотивам Мексиканской олимпиады, 2005)
9. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 7, а сумма их квадратов равна 10. Какое наименьшее значение может принимать минимальное из этих чисел?

10. Найдите все натуральные m, при которых p4 = 23m + 22m + 1, если p – простое число. (Жюри)
IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Третий тур 7.12.05. Высшая юниорская лига.
1. В Оранжевом отряде 2005 бойцов. За один день дежурства на майдане боец получает 10 украинских самостийных долларов (USD). Оказалось, что каждый отдежурил с каждым ровно по одному разу, причем весь отряд одновременно на майдан не выходил. Докажите, что кто-то получил не менее 450 самостийных долларов. (С.Г. Волченков)
2. Последовательность натуральных чисел (an) удовлетворяет условию 

an+3 = an+2(an+1 + an) для n = 1, 2, 3, ... . Найдите a7, если a6 = 8820. (More Mathematical Morsels, Olympiad Corner, 1986, by Ross Honsberger)
3. Докажите, что диаметр окружности, описанной вокруг шестиугольника, последовательные стороны которого равны 2, 2, 7, 7, 11, 11, равен 14. (Жюри)
4. На клетчатой доске 2005(2005 двое играют в следующую игру. Ход состоит в закрашивании 8 еще не закрашенных клеток, образующих связное  множество. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (Связным называется такое множество клеток, что из любой его клетки можно перейти по клеткам этого множества в любую другую, переходя каждый раз в соседнюю по стороне.) (Жюри)
5. Cалфетки имеют форму некоторого выпуклого четырехугольника. Докажите, что существует круг, который можно полностью покрыть такими салфетками, чтобы сумма площадей израсходованных салфеток оказалась не более 2006/2005 площади круга. Салфетки, покрывающие круг, могут выходить за его пределы. (С. Г. Волченков)
6. Можно ли выбрать на плоскости такие 12 точек (не обязательно различных), что на единичном расстоянии от каждой из них находится ровно пять других выбранных точек? (Problem 7, Pi Mu Epsilon Journal, Vol.8, No 8. p. 526; частный случай проблемы Эрдеша-Парди)
7. Квадратная таблица, заполненная целыми числами, называется N-сбалансированной, если модуль разности между любыми двумя соседними (по стороне клетки) числами не превосходит N (N – натуральное число). Суммой таблиц называется таблица, в которой каждый элемент равен сумме соответствующих элементов таблиц-слагаемых. Докажите, что каждая 3N-сбалансированная таблица может быть представлена в виде суммы трех N-сбалансированных таблиц. (Мексиканская олимпиада, 2005)
8. Касательная в точке A к окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает продолжение стороны BC в точке P. M – середина отрезка PA. Прямая MB вторично пересекает эту окружность в точке R, а прямая PR вторично пересекает эту окружность в точке S. Докажите, что AP || CS. (Мексиканская олимпиада, 2005)
9. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 7, а сумма их квадратов равна 10. Какое наименьшее значение может принимать минимальное из этих чисел? (Nick Hobson, www.qbyte.org)
10. Найдите все натуральные m, при которых p4 = 23m + 22m + 1, если p – простое число. (Жюри) 

IX Международный  турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова» 
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Третий тур 7.12.05. Первая юниорская лига.

1. Каждый боец Оранжевого отряда дежурит на майдане 4 дня в неделю. Какое наименьшее количество бойцов Главный должен набрать в отряд, чтобы ежедневно на майдан выходило не менее 1000 человек?   (С.Волченков)
2. Последовательность натуральных чисел (an) удовлетворяет условию an+3 = an+2(an+1 + an) для n = 1, 2, 3, ... . Известно, что в ней встречается число 900. Каким по счету оно может быть? (С.Волченков и К.Кноп по мотивам Ross Honsberger)
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3. Найдите площадь вписанного шестиугольника, последовательные стороны которого равны 7, 7, 7, 11, 11, 11. (Жюри)
4. Докажите, что найдется квадрат, в котором можно замостить фигурками, указанными на рисунке, не менее 99% площади. Фигурки можно поворачивать, но они не должны налегать друг на друга и выходить за пределы квадрата.(жюри)
5. Можно ли выбрать на плоскости такие 10 различных точек, что на единичном расстоянии от каждой из них находится ровно 3 других выбранных точки? (Жюри по мотивам проблемы Эрдеша-Парди)
6. Квадратная таблица, заполненная целыми числами, называется N-сбалансированной, если модуль разности между любыми двумя соседними (по стороне клетки) числами не превосходит N (N – натуральное число). Суммой таблиц называется таблица, в которой каждый элемент равен сумме соответствующих элементов таблиц-слагаемых. Докажите, что каждая 2N-сбалансированная таблица может быть представлена в виде суммы двух N-сбалансированных таблиц. (Мексиканская олимпиада, 2005)
7. Касательная в точке A к окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает продолжение стороны BC в точке P. Прямая, проходящая через точку C параллельно AP, пересекает вторично окружность в точке S. Прямая PS вторично пересекает окружность в точке R. Докажите, что прямая BR делит отрезок PA пополам. (по мотивам Мексиканской олимпиады, 2005)
8. Найдите все натуральные m, при которых p4 = 23m + 22m + 1, если p – прос (Жюри)
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