Девятый  международный математический турнир старшеклассников

 «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 3.12.05. ЗАДАНИЯ ДЛЯ 10-11 КЛАССОВ
1. Сколько шестизначных чисел вида 
[image: image1.wmf]ababab

делится на 217? (Kőzepiskolai Matematikai Lapok C.746)
2. Пусть a, b, c – положительные числа такие, что a2+b2+c2 = 3. Докажите, что
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. (Белоруссия, 1999)
3. Все числа p, p+2, p+2n, p+2n+2 – простые. При каких натуральных n это возможно? (Белорусские олимпиады)
4. Найдите наибольшее натуральное k, удовлетворяющее следующему условию: если в n мешках разложены гири, вес каждой гири – степень двойки и суммарный вес гирь в каждом мешке один и тот же, то найдутся k гирь одного веса. (Китайский отбор 2005)
5. ABCD – вписанный четырехугольник, BC = CD. Диагонали AC и BD пересекаются в точке E. Пусть X, Y, Z, T – центры вписанных окружностей треугольников ABE, ADE, ABC, ADC соответственно. Докажите, что точки X, Y, Z, T являются вершинами трапеции тогда и только тогда, когда AB = AD.


Девятый  международный математический турнир старшеклассников 

«Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 3.12.05. ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8-9 КЛАССОВ
1. Сколько шестизначных чисел вида 
[image: image3.wmf]ababab

 делится на 301? (Kőzepiskolai Matematikai Lapok C.746)
2. На острове живёт 2005 аборигенов, каждый из которых либо лжец (лжецы всегда лгут), либо рыцарь (рыцари всегда говорят правду). Некоторые аборигены знакомы друг с другом, причём каждый лжец имеет знакомого среди рыцарей, а каждый рыцарь знакомого среди лжецов. Каждый абориген сделал заявление: "Среди моих знакомых лжецов больше, чем рыцарей". Затем правитель острова казнил одного из аборигенов, и после этого каждый абориген сделал заявление: "Среди моих знакомых рыцарей больше, чем лжецов". Сколько рыцарей было на острове изначально? (сообщил А.С. Штерн)
3. Пусть a, b  и c – положительные числа, abc = 1. Докажите, что (1+a)(1+3b)(1+9c) ( 64. (сообщил К.А. Кноп) 

4. На доске написано 100 единиц. За один ход разрешается стереть любое из  чисел и одновременно написать два новых вдвое меньших числа. При каком наибольшем натуральном k можно гарантировать, что в любой момент времени на доске найдётся k равных чисел? (China TST2005=ML41018)
5. На стороне ВС остроугольного треугольника АВС выбраны точки Р и Q. Через точку Q проведены отрезки QC1((СА и QВ1((ВА. При этом четырёхугольники АРВС1 и АРСВ1 оказались вписанными. Докажите, что точки В1 , С1 , Р  и Q лежат на одной окружности. (CMO 2005)
Девятый международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Сколько чисел вида 
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 делится на 217?
Ответ: 3. Решение. 
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, а 217 = 7(31. При этом число 31 – простое, и число 1443 на него не делится. Поэтому число 
[image: image6.wmf]ababab

 делится на 217 тогда и только тогда, когда число 
[image: image7.wmf]ab

делится на 31, то есть при 
[image: image8.wmf]ab

, равном 31, 62 и 93.

Задача 2. Пусть a, b, c – положительные числа такие, что a2+b2+c2 = 3. Докажите, что 
[image: image9.wmf]2
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Решение. Заметим, что 3 = a2+b2+c2 ( ab+ac+bc (так как (a2+b2)/2 ( ab и т.д.). Поэтому ab+1+bc+1+ca+1 ( 6, откуда
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 ( (ab+1+bc+1+ca+1)/3 ( 2.

Поэтому 
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Задача 3. Все числа p, p+2, p+2n, p+2n+2 – простые. При каких натуральных n это возможно?

Ответ: При n=1 и n=3. Решение. Заметим, что p = 3, иначе числа p и p+2 дают при делении на 3 остатки 2 и 1 соответственно, и одно из чисел p+2n и p+2n+2 делится на 3. Таким образом, надо найти все натуральные n, при которых просты числа 3+2n и 5+2n. При делении на 7 число 2n дает остатки 2, 4 и 1. В двух первых случаях одно из чисел 3+2n и 5+2n будет делиться на 7, что возможно только если оно равно 7, то есть при n = 1 и n = 2. Проверка показывает, что n = 1 подходит, а n = 2 – нет. При n > 2 число 2n должно давать при делении на 7 остаток 1, то есть n должно быть кратно 3. Кроме того, n должно быть нечетным, ибо иначе 5+2n делится на 3. Таким образом, n = 6k+3 и 2n = 8(64k. Поскольку 64 дает остаток 12 при делении на 13, число 8(64k дает при делении на 13 остаток 8 при четном k и остаток 5 при нечетном k. Так как 5+8 делится на 13, первое возможно только в случае, когда 5+2n = 13, то есть при n = 3. Во втором случае k = 2l+1, и 2n = 8(64k = 84l+3, что при делении на 5 дает остаток 2. Но тогда 3+2n делится на 5, что возможно только при n = 1.

Задача 4. Найдите наибольшее натуральное k, удовлетворяющее следующему условию: если в n мешках разложены гири, вес каждой гири – степень двойки и суммарный вес гирь в каждом мешке один и тот же, то найдутся k гирь одного веса.

Ответ: k = [n/2]+1. Решение. Допустим, что k ( n/2. Тогда есть такой набор гирь, в котором каждая гиря встречается не более k раз. Пусть самая тяжелая гиря в нем весит 2m. Общий вес всех этих гирь не превосходит k(2m+2m(1+…+1), что меньше, чем n2m. Но это невозможно, потому что суммарный вес гирь в каждом из n мешков не может быть меньше веса самой тяжелой гири. Итак, k > n/2 ( k ( [n/2]+1. Осталось для каждого n построить пример, когда k = [n/2]+1. Поскольку [(2l+1)/2] = [2l/2], достаточно построить пример для k = 2l+1 ( 3. Возьмем по l+1 гире каждого из весов 1, 2, …, 2l+1 соответственно. Их суммарный вес равен (l+1)(2l+2(1) = 2l+1(2l+1)+(2l+1(l(1). Разложим число 2l+1(l(1 в сумму различных степеней двойки и уберем из нашего набора по гире соответствующего веса. Общий вес оставшихся гирь равен 2l+1(2l+1). Соберем все гири веса 1 в кучки по две. Гирь веса 1 после этого не останется, иначе число 2l+1(2l+1) было бы нечетным. Полученные кучки веса 2 будем числить наравне с гирями веса 2. Теперь соберем все гири веса 2 в кучки по две. Гирь веса 2 после этого не останется, иначе число 2l+1(2l+1) не делилось бы на 4. Этот процесс можно продолжать, пока не получится 2l+1 гирь и кучек, весом 2l+1 каждая, что и завершает доказательство.

Задача 5. ABCD – вписанный четырехугольник, BC = CD. Диагонали AC и BD пересекаются в точке E. Пусть X, Y, Z, T – центры вписанных окружностей треугольников ABE, ADE, ABC, ADC соответственно. Докажите, что точки X, Y, Z, T являются вершинами трапеции тогда и только тогда, когда AB = AD.

Решение. Из симметрии ясно, что если AB = AD, то XY || ZT. Наоборот, если XYTZ – трапеция, то XY || ZT, поскольку XZ и YT пересекаются в точке A. Заметим, что (BAX = (XAC = (CAY = (YAD = (BC/4. Пусть I – центр вписанной окружности треугольника ABD, тогда I лежит на биссектрисах BX, DY, AC его углов. Заметим, что (AIB = 180( – (ABD/2 – (BAD/2 = 90(+(ADB/2. Аналогично, (AZB = 90(+(ACB/2 =  = (AIB, поэтому четырехугольник AIZB вписанный. По аналогичным соображениям вписан четырехугольник AITD, откуда получаем (ZIB = (ZAB = (TAD = (TID = (BAC/2. Значит, (ZIX = (ZAI, и треугольники ZIX и ZAI подобны по двум углам, поэтому ZX/ZI = ZI/ZA и ZX/ZA = ZX/ZI ( ZI/ZA = (ZI/ZA)2. Аналогично, TY/TA = (TI/TA)2. Однако ZX/ZA=TY/TA, поскольку XY || ZT, поэтому TI/TA = ZI/ZA и TI/ZI = TA/ZA. Пусть M – основание биссектрисы AM треугольника AZT, тогда TM/ZM = TA/ZA = TI/ZI, поэтому M является также основанием биссектрисы треугольника IZT. Тогда (ZIA = 180( – (ZIM =  180( – (TIM = (TIA. Кроме того, (IAZ = (IAT, поэтому треугольники AIZ и AIT равны по стороне и двум углам, AZ = AT, и точки Z и T симметричны относительно AC. Значит, и точки B и D симметричны относительно нее, что и требовалось.

Девятый  международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Сколько чисел вида 
[image: image12.wmf]ababab

 делится на 301?
Ответ: 2. Решение. 
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, а 301 = 7(43. При этом число 43 – простое, и число 1443 на него не делится. Поэтому число 
[image: image14.wmf]ababab

 делится на 301 тогда и только тогда, когда число 
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делится на 43, то есть при 
[image: image16.wmf]ab

, равном 43 и 86.

Задача 2. На острове живёт 2005 аборигенов, каждый из которых либо лжец (лжецы всегда лгут), либо рыцарь (рыцари всегда говорят правду). Некоторые аборигены знакомы друг с другом, причём каждый лжец имеет знакомого среди рыцарей, а каждый рыцарь знакомого среди лжецов. Каждый абориген сделал заявление: "Среди моих знакомых лжецов больше, чем рыцарей". Затем правитель острова казнил одного из аборигенов, и после этого каждый абориген сделал заявление: "Среди моих знакомых рыцарей больше, чем лжецов". Сколько рыцарей было на острове изначально?
Ответ: Один. Решение. Для любого выжившего рыцаря после одной казни среди его друзей рыцарей в крайнем случае могло стать столько же, сколько лжецов, но никак не больше. Для рыцарей, незнакомых с казненным, вообще ничего не изменится. Поэтому все, кого не казнили – лжецы. Казненный же, очевидно, рыцарь (причем знакомый со всем лжецами на острове).

Задача 3. Пусть a, b и c – положительные числа, abc = 1. Докажите, что (1+a)(1+3b)(1+9c) ( 64.

Решение. (1+a)(1+3b)(1+9c) = 1+a+3b+9c+3ab+9ac+27bc+27abc ( 1+9+27+27 = 64, поскольку в силу неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим a+3b+9c ( 9
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abc

= 9 и 3ab+9ac+27bc ( 27
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Задача 4. На доске написано 100 единиц. За один ход разрешается стереть любое из чисел и одновременно написать два новых вдвое меньших числа. При каком наибольшем натуральном k можно гарантировать, что в наборе в любой момент времени найдётся k равных чисел?

Ответ: k = 51. Решение. Допустим, что k ( 50. Тогда есть такой набор чисел, в котором каждое число встречается не более 50 раз. Пусть самое маленькое число в нем равно 2(m. Тогда сумма всех этих чисел не превосходит 50(2(m+2(m+1+…+1), что меньше 100. Противоречие. Итак, k ( 51. Осталось построить пример, когда нет 52 равных чисел. Для этого сохраним 51 единицу, а 49 единиц разделим пополам. Получится 98 чисел 1/2. 51 из них сохраним, оставшиеся 47 снова поделим пополам и т.д. Когда после очередного деления пополам «половинок» окажется меньше 51 (это случится, ибо количество чисел, подлежащих делению пополам, с каждым шагом убывает), мы получим искомый пример.

Задача 5. На стороне ВС остроугольного треугольника АВС выбраны точки Р и Q. Через точку Q проведены отрезки QC1||СА и QВ1||ВА. При этом четырёхугольники АРВС1 и АРСВ1 оказались вписанными. Докажите, что точки В1, С1, Р и Q лежат на одной окружности.

Решение. Не умаляя общности будем считать, что точка Q лежит между P и C. Точки B1 и C1 лежат с одной стороны от прямой BC, иначе один из четырехугольников АРВС1 и АРСВ1 будет невыпуклым или самопересекающимся. Тут достаточно доказать, что (PB1Q = (PC1Q. Заметим, что по теореме о внешнем угле треугольника (PB1Q = (B1QC–(B1PC, а (PC1Q = (С1PB–(С1QB. В силу параллельности (B1QC = (B, а (С1QB = (C. Поэтому надо доказать, что (B – (B1AC = (C1AB–(C ( (B+(C = (B1AC +(C1AB ( (B1AC + (C1AB + (A   = 180(. Итак, все свелось к утверждению, что точки A, B1 и C1 лежат на одной прямой. Продолжим прямую C1A до пересечения с описанной окружностью треугольника APC в точке D. Поскольку (ADP = (С = (C1QP, точки C1, P, Q и D лежат на одной окружности. Поэтому (DQC  =  180( ( (PQD  =  (PC1D = (B, откуда следует, что QD||AB. Но это значит, что QD = QB1, то есть D = B1, что и требовалось доказать.
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