IX МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ЧЕЛЯБИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 1-8.12.2005
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Высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Произведение положительных чисел x1, x2, …, xn равно 1. Докажите, что . 
Решение. 
2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится?
Ответ: 5002+2502+1252+632+312+162+82+42+22+12. Решение. Пусть n = 2au, k = 2bv, где u и v нечетны. Покажем, что автомат обязательно остановится на тех и только тех парах (n,k), для которых a = b. Действительно, если a = b, то из пары (n,k) автомат может получить либо пару (2a(1u, 2a(1(2v+u)), либо пару (2a(1(2u+v), 2a(1v). Поскольку 2v+u числа и 2u+v нечетны, автомат уменьшил на 1 показатель у степени двойки. Понятно, что через a ходов этот показатель обнулится, и автомат остановится. Пусть теперь a < b (случай a > b разбирается аналогично). Если a ( b(2, то из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+2b(1(a v), 2b(1v) с различными показателями степени двойки. Если же a = b(1, из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+v), 2au) = (2a+1((u+v)/2), 2au). Показатели степени двойки в ней снова различны. Понятно, что так автомат может работать до бесконечности. 

Заметим теперь, что число k неразложимо в сумму двух чисел с разными показателями степени двойки тогда и только тогда, когда k = 2m. Теперь понятно, что число искомых пар равно квадрату количества нечетных чисел, не превосходящих 1000, плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 500 (равного количеству чисел, меньших 1000 и делящихся на 2, но не на 4), плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 250 и т.д., откуда и получается ответ.
3. Касательные в точках A и C к описанной окружности остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. На меньшей дуге AC нашлась такая точка K, что (KFB = (KBC. Точка L на стороне AB такова, что (LCB = (BFC. Докажите, что BK делит отрезок LC пополам.
Решение. 

4. Найдите все функции f: N ( N, удовлетворяющие равенству f (m+n) f (m–n) = f(m2) при всех натуральных m>n.
Решение. 

5. В графе с m вершинами [m2/4](n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [m/2](n(1 треугольников.
Решение. 

6. Мальчик Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные тройки подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую тройку, он выписывает на рулон туалетной бумаги число элементов в пересечении трех подмножеств. Какое число будет написано на рулоне больше всего раз, когда Алеша наконец рассмотрит все тройки подмножеств?
Решение. 

7. Обозначим через an количество цифр числа 2n, не меньших пяти. Докажите, что 
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Решение. 

8.


 Можно ли покрасить 2005 вершин правильного 20052-угольника в синий цвет и 2005 других вершин в красный цвет, чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета?
Ответ: Нельзя. Решение. Назовем весом упорядоченной пары вершин 20052-угольника число вершин, которые мы минуем, если пойдем из первой вершины во вторую по часовой стрелке. Вес может, очевидно, принимать 20052(1 значений: 0, 1, …, 20052(2. Рассмотрим все пары, где первая вершина синяя, а вторая – красная. Всего их 20052, и по принципу Дирихле среди них найдутся две пары одного веса. Но тогда равны и веса пар, составленных из их первых точек и их вторых точек, а, значит, и расстояние между первыми (красными) вершинами равно расстоянию между вторыми (синими).
9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
Решение. Сдвинем параллелограмм ABCD на вектор BC. Получится параллелограмм DCNM. Пусть точка P при переносе перешла в точку T. Положим ( = (PDA = (TPD = (DCT/2 = (PBA/2, ( = (TDM = (PAD = (PCD/2. Пусть O – центр описанной окружности треугольника PDT. Как точка C, так и точка O лежат с одной стороны от прямой PD и принадлежат дуге (1, из точек которой отрезок PD виден под углом 2(. Они же лежат с одной стороны от прямой TD и принадлежат дуге (2, из точек которой отрезок TD виден под углом 2(. Две эти дуги пересекаются в точке D и еще ровно в одной точке, которая тем самым совпадает с О и C. Но это значит, что BP = CT = CP.
10. Есть n мудрецов и неограниченный запас колпаков каждого из n различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза и каждому надевают на голову какой-то колпак (например, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Мудрецы открывают глаза. Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о совместных действиях таким образом, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.
Ответ: Могут. Решение. Занумеруем цвета числами 0, 1, …, n(1. Пусть А – сумма номеров цветов колпаков на головах мудрецов. Понятно, что зная цвета всех колпаков, кроме одного, и остаток от деления А на n, можно найти цвет неизвестного колпака. Пусть i-ый мудрец называет его цвет в предположении, что остаток от деления А на n равен i(1 (i = 1, …, n). Понятно, что в любом случае один (и только один) из мудрецов угадает.
IX МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ЧЕЛЯБИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 1-8.12.2005
Первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Произведение положительных чисел a, b и c равно 1. Докажите, что 
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Решение. 

2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится?
Ответ: 5002+2502+1252+632+312+162+82+42+22+12. Решение. Пусть n = 2au, k = 2bv, где u и v нечетны. Покажем, что автомат обязательно остановится на тех и только тех парах (n,k), для которых a = b. Действительно, если a = b, то из пары (n,k) автомат может получить либо пару (2a(1u, 2a(1(2v+u)), либо пару (2a(1(2u+v), 2a(1v). Поскольку 2v+u числа и 2u+v нечетны, автомат уменьшил на 1 показатель у степени двойки. Понятно, что через a ходов этот показатель обнулится, и автомат остановится. Пусть теперь a < b (случай a > b разбирается аналогично). Если a ( b(2, то из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+2b(1(a v), 2b(1v) с различными показателями степени двойки. Если же a = b(1, из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+v), 2au) = (2a+1((u+v)/2), 2au). Показатели степени двойки в ней снова различны. Понятно, что так автомат может работать до бесконечности. 

Заметим теперь, что число k неразложимо в сумму двух чисел с разными показателями степени двойки тогда и только тогда, когда k = 2m. Теперь понятно, что число искомых пар равно квадрату количества нечетных чисел, не превосходящих 1000, плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 500 (равного количеству чисел, меньших 1000 и делящихся на 2, но не на 4), плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 250 и т.д., откуда и получается ответ.
3. Дан треугольник ABC, в котором (C+2(A=90(. Внутри него выбрана точка P такая, что (PAB = (PBC = (PCA. Точка K симметрична вершине B относительно стороны AC, а точка H – основание перпендикуляра, опущенного из точки B на прямую KA. Докажите, что прямая AP делит отрезок BH пополам.
Решение. 
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m>n) удовлетворяющие соотношению am+nam(n = am2.
Решение. 
5. В графе с m вершинами [m2/4](n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [m/2](n(1 треугольников.
Решение. 

6. Мальчик Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные тройки подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую тройку, он выписывает на рулон туалетной бумаги число элементов в пересечении трех подмножеств. Какое число будет написано на рулоне больше всего раз, когда Алеша наконец рассмотрит все тройки подмножеств?
Решение. 

7. Дано n различных натуральных чисел a1, a2, … ,an. Докажите, что для любого натурального x, большего (a1a2 … an)n, число (x+a1) (x+a2) … (x+an) имеет не менее n различных простых делителей.
Решение. 

8.


 Можно ли покрасить 2005 вершин правильного 20052-угольника в синий цвет и 2005 других вершин в красный цвет так, чтобы все покрашенные вершины были различны и чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета?
Ответ: Нельзя. Решение. Назовем весом упорядоченной пары вершин 20052-угольника число вершин, которые мы минуем, если пойдем из первой вершины во вторую по часовой стрелке. Вес может, очевидно, принимать 20052(1 значений: 0, 1, …, 20052(2. Рассмотрим все пары, где первая вершина синяя, а вторая – красная. Всего их 20052, и по принципу Дирихле среди них найдутся две пары одного веса. Но тогда равны и веса пар, составленных из их первых точек и их вторых точек, а, значит, и расстояние между первыми (красными) вершинами равно расстоянию между вторыми (синими).
9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
Решение. Сдвинем параллелограмм ABCD на вектор BC. Получится параллелограмм DCNM. Пусть точка P при переносе перешла в точку T. Положим ( = (PDA = (TPD = (DCT/2 = (PBA/2, ( = (TDM = (PAD = (PCD/2. Пусть O – центр описанной окружности треугольника PDT. Как точка C, так и точка O лежат с одной стороны от прямой PD и принадлежат дуге (1, из точек которой отрезок PD виден под углом 2(. Они же лежат с одной стороны от прямой TD и принадлежат дуге (2, из точек которой отрезок TD виден под углом 2(. Две эти дуги пересекаются в точке D и еще ровно в одной точке, которая тем самым совпадает с О и C. Но это значит, что BP = CT = CP.
10. Есть 4 мудреца и неограниченный запас колпаков каждого из четырех различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза и каждому надевают на голову какой-то колпак (в частности, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.
Ответ: Могут. Решение. Занумеруем цвета числами 0, 1, 2, 3. Пусть А – сумма номеров цветов колпаков на головах мудрецов. Понятно, что зная цвета всех колпаков, кроме одного, и остаток от деления А на 4, можно найти цвет неизвестного колпака. Пусть i-ый мудрец называет его цвет в предположении, что остаток от деления А на 4 равен i(1 (i = 1, 2, 3, 4). Понятно, что в любом случае один (и только один) из мудрецов угадает.
















IX МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ЧЕЛЯБИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 1-8.12.2005
Вторая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть a, b, c, d – различные целые числа. Найдите наименьшее возможное значение выражения 4(a2+b2+c2+d2) – (a+b+c+d)2.
Решение. Раскрывая скобки, получаем 4(a2+b2+c2+d2) – (a+b+c+d)2=(a(b)2+(a(с)2+(a(d)2+(b(c)2+(b(d)2+(c(d)2. Упорядочивая числа видим, что выражение оценивается снизу суммой 1+4+9+1+4+1=20. Сумма 20 достигается на простейшем наборе 1, 2, 3, 4.
2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится?
Ответ: 5002+2502+1252+632+312+162+82+42+22+12. Решение. Пусть n = 2au, k = 2bv, где u и v нечетны. Покажем, что автомат обязательно остановится на тех и только тех парах (n,k), для которых a = b. Действительно, если a = b, то из пары (n,k) автомат может получить либо пару (2a(1u, 2a(1(2v+u)), либо пару (2a(1(2u+v), 2a(1v). Поскольку 2v+u числа и 2u+v нечетны, автомат уменьшил на 1 показатель у степени двойки. Понятно, что через a ходов этот показатель обнулится, и автомат остановится. Пусть теперь a < b (случай a > b разбирается аналогично). Если a ( b(2, то из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+2b(1(a v), 2b(1v) с различными показателями степени двойки. Если же a = b(1, из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+v), 2au) = (2a+1((u+v)/2), 2au). Показатели степени двойки в ней снова различны. Понятно, что так автомат может работать до бесконечности. 

Заметим теперь, что число k неразложимо в сумму двух чисел с разными показателями степени двойки тогда и только тогда, когда k = 2m. Теперь понятно, что число искомых пар равно квадрату количества нечетных чисел, не превосходящих 1000, плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 500 (равного количеству чисел, меньших 1000 и делящихся на 2, но не на 4), плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 250 и т.д., откуда и получается ответ.
3. Все внутренние и внешние углы описанного четырёхугольника ABCD составляют не меньше 60(. Докажите, что
|BC3 – CD3| ( 3|AB3 – AD3|.
Решение. Поскольку четырёхугольник описанный, выполнено равенство AB+CD = BC+АD. Это позволяет переписать неравенство в виде BC2 + CD2 + BC (CD ( 3 (АB2 + АD2 + АВ (АD ). Из условия задачи следует, что все внутренние углы четырёхугольника находятся в промежутке от 60 до 120 градусов, а их косинусы, соответственно в промежутке от (½ до ½. Тогда, применяя теорему косинусов к треугольнику BCD, получаем неравенство АВ2 + АD2 + АВ (АD ≥ BD2 ≥ BC2 + CD2 ( BC (CD. Осталось доказать неравенство 3(BC2 + CD2 ( BC (CD) ≥ BC2 + CD2 + BC (CD. Но оно очевидно.
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m>n) удовлетворяющие соотношению am+nam(n = am2.
Решение. 
5. Пусть а1, а2, …, а100  -натуральные числа. Для каждой пары чисел аi, аj при i < j выписываются числа аi+аj, аiаj  и |аi-аj|. Найдите наибольшее возможное значение количества нечётных чисел среди выписанных. 
Решение. Обозначим количество нечётных чисел в этом наборе через х. Тогда количество нечётных чисел в новом наборе равно 2х(100(х)+х(х(1)/2 = х(399–3х)/2. Максимум этой функции достигается при х = 133/2. Поскольку нас интересуют натуральные значения аргумента, выбираем любую из двух целых точек, ближайших к данной. Итак, максимум достигается при х = 66 и х = 67 и равен он числу 6633.

6. Сизифу определено следующее наказание. Зевс написал по кругу четыре целых числа. Ежеминутно Сизиф должен одновременно заменять каждое из чисел на разность между ним и числом, следующим по часовой стрелке. На каждом шаге, получив четыре числа a, b, c, d, он вычисляет три разности ab–cd, bc–аd, ac–bd. Зевс обещает простить Сизифа, если все эти разности окажутся простыми числами. Есть ли у Сизифа шанс?
Решение. Заметим, что после выполнения каждого шага получаются числа, дающие в сумме 0. Тогда можно считать, что d = ((a+b+c) и выполняются равенства ab–cd = (a+c) (b+c), bc–аd = (a+c) (a+b), ac–bd = (b+c) (a+b). Перемножая эти числа, получаем полный квадрат. Но произведение трёх простых чисел не может быть полным квадратом

7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать? 
Ответ: 410 способами. Решение. Раскрасим произвольным образом клетки одной из диагоналей квадрата. Заметим, что в каждой клетке можно провести диагональ двумя способами и для каждого способа есть два варианта раскраски клетки. Итого каждая клетка может быть раскрашена четырьмя способами, а всего способов раскрасить диагональ ровно 410. Покажем, что при любой раскраске клеток диагонали раскраска остальных клеток однозначно определена. В самом деле, клетки, имеющие с клетками диагонали ровно две общие стороны, могут быть раскрашены единственным образом, а именно: если эти общие стороны одного цвета, то они принадлежат одному треугольнику того же цвета, если разного – то они принадлежат разным треугольникам. Далее рассмотрим квадраты, имеющие по две общие стороны с уже окрашенными и т. д.

8.


 Можно ли покрасить 11 вершин правильного 121-угольника в синий цвет и 11 других вершин в красный цвет так, чтобы все покрашенные вершины были различны и чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета?
Ответ: Нельзя. Решение. Назовем весом упорядоченной пары вершин 121-угольника число вершин, которые мы минуем, если пойдем из первой вершины во вторую по часовой стрелке. Вес может, очевидно, принимать 120 значений: 0, 1, …, 118. Рассмотрим все пары, где первая вершина синяя, а вторая – красная. Всего их 121, и по принципу Дирихле среди них найдутся две пары одного веса. Но тогда равны и веса пар, составленных из их первых точек и их вторых точек, а, значит, и расстояние между первыми (красными) вершинами равно расстоянию между вторыми (синими).
9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
Решение. Сдвинем параллелограмм ABCD на вектор BC. Получится параллелограмм DCNM. Пусть точка P при переносе перешла в точку T. Положим ( = (PDA = (TPD = (DCT/2 = (PBA/2, ( = (TDM = (PAD = (PCD/2. Пусть O – центр описанной окружности треугольника PDT. Как точка C, так и точка O лежат с одной стороны от прямой PD и принадлежат дуге (1, из точек которой отрезок PD виден под углом 2(. Они же лежат с одной стороны от прямой TD и принадлежат дуге (2, из точек которой отрезок TD виден под углом 2(. Две эти дуги пересекаются в точке D и еще ровно в одной точке, которая тем самым совпадает с О и C. Но это значит, что BP = CT = CP.
10. Есть два мудреца и колпаки двух цветов. Каждому мудрецу надевают на голову какой-то колпак. Каждый видит цвет колпака другого, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от другого. Могут ли мудрецы заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака?
Ответ: Могут. Решение. Пусть первый мудрец записывает цвет колпака, который он видит на втором, а второй ( цвет, противоположный цвету колпака, который он видит на первом. Тогда если у них колпаки одного цвета, то угадает первый, а если разных цветов – то второй.















IX МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ЧЕЛЯБИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 1-8.12.2005
Высшая юниорская лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Произведение положительных чисел a, b и c равно 1. Докажите, что 
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Решение. 

2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится?.
Ответ: 5002+2502+1252+632+312+162+82+42+22+12. Решение. Пусть n = 2au, k = 2bv, где u и v нечетны. Покажем, что автомат обязательно остановится на тех и только тех парах (n,k), для которых a = b. Действительно, если a = b, то из пары (n,k) автомат может получить либо пару (2a(1u, 2a(1(2v+u)), либо пару (2a(1(2u+v), 2a(1v). Поскольку 2v+u числа и 2u+v нечетны, автомат уменьшил на 1 показатель у степени двойки. Понятно, что через a ходов этот показатель обнулится, и автомат остановится. Пусть теперь a < b (случай a > b разбирается аналогично). Если a ( b(2, то из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+2b(1(a v), 2b(1v) с различными показателями степени двойки. Если же a = b(1, из пары (n,k) автомат может получить пару (2a(u+v), 2au) = (2a+1((u+v)/2), 2au). Показатели степени двойки в ней снова различны. Понятно, что так автомат может работать до бесконечности. 
Заметим теперь, что число k неразложимо в сумму двух чисел с разными показателями степени двойки тогда и только тогда, когда k = 2m. Теперь понятно, что число искомых пар равно квадрату количества нечетных чисел, не превосходящих 1000, плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 500 (равного количеству чисел, меньших 1000 и делящихся на 2, но не на 4), плюс квадрат количества нечетных чисел, не превосходящих 250 и т.д., откуда и получается ответ.
3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Найдите угол между прямыми AC и BD.
Ответ: 60(. Решение. Обозначим через O центр окружности, описанной около треугольника CPD и положим (COD = 2(. Поскольку четырехугольник OCAD – вписанный, (CAD = 180((2(. В то же время (CPD = (CD/2 = 180(((. Следовательно, (APD = (. Но тогда и (PDA = (, т.е. треугольник PAD – равнобедренный. Аналогичное рассуждение, проведенное для окружности, описанной около треугольника APB, показывает, что треугольник PAD – равносторонний. Отсюда – ответ.
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m>n) удовлетворяющие соотношению am+nam (n = am2.
Ответ: . Решение. 
5. В графе с m вершинами [m2/4](n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [m/2](n(1 треугольников.
Решение. 

6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Какое число будет написано больше всего раз, когда Алеша рассмотрит все пары подмножеств? 
Ответ: [(n+1)/4], а при n = 4m+3 – еще и [(n(3)/4]. Решение. Зафиксируем любую пару подмножеств. Она разбивает все элементы исходного множества на четыре класса: A12 – общие элементы обоих подмножеств, A1 – элементы первого множества, не входящие во второе, A2 – элементы второго подмножества, не входящие во первое, A0 – элементы, не входящие ни в одно из подмножеств. Алеша пишет число k, если в множестве A12 k элементов. Их можно выбрать 
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 способами. Оставшиеся n(k элементов можно распределить по трем классам столькими способами, сколько существует трехбуквенных слов длины n(k, то есть 3n(k способами. Итак количество Sk записанных Алешей чисел k, равно 
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3n(k. Заметим теперь, что, как легко подсчитать, Sk+1/Sk = (n(k)/3(k+1). Значит Sk+1 > Sk ( n(k > 3(k+1) ( (n(3)/4, Sk+1 < Sk ( k > (n(3)/4. Таким образом, наибольшее количество раз будет выписано число [(n(3)/4]+1 = [(n+1)/4]. Если при этом число n+1 делится на 4, то при k = (n(3)/4 отношение Sk+1/Sk будет равно 1, и, стало быть, число Sk тоже будет максимальным, как и Sk+1.

7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать?
Ответ: 410 способами. Решение. Раскрасим произвольным образом клетки одной из диагоналей квадрата. Заметим, что в каждой клетке можно провести диагональ двумя способами и для каждого способа есть два варианта раскраски клетки. Итого каждая клетка может быть раскрашена четырьмя способами, а всего способов раскрасить диагональ ровно 410. Покажем, что при любой раскраске клеток диагонали раскраска остальных клеток однозначно определена. В самом деле, клетки, имеющие с клетками диагонали ровно две общие стороны, могут быть раскрашены единственным образом, а именно: если эти общие стороны одного цвета, то они принадлежат одному треугольнику того же цвета, если разного – то они принадлежат разным треугольникам. Далее рассмотрим квадраты, имеющие по две общие стороны с уже окрашенными и т. д.

8.


 Можно ли покрасить 2005 вершин правильного 20052-угольника в синий цвет и 2005 вершин в красный цвет так, чтобы все покрашенные вершины были различны и чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета?
Ответ: Нельзя. Решение. Назовем весом упорядоченной пары вершин 20052-угольника число вершин, которые мы минуем, если пойдем из первой вершины во вторую по часовой стрелке. Вес может, очевидно, принимать 20052(1 значений: 0, 1, …, 20052(2. Рассмотрим все пары, где первая вершина синяя, а вторая – красная. Всего их 20052, и по принципу Дирихле среди них найдутся две пары одного веса. Но тогда равны и веса пар, составленных из их первых точек и их вторых точек, а, значит, и расстояние между первыми (красными) вершинами равно расстоянию между вторыми (синими).
9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
Решение. Сдвинем параллелограмм ABCD на вектор BC. Получится параллелограмм DCNM. Пусть точка P при переносе перешла в точку T. Положим ( = (PDA = (TPD = (DCT/2 = (PBA/2, ( = (TDM = (PAD = (PCD/2. Пусть O – центр описанной окружности треугольника PDT. Как точка C, так и точка O лежат с одной стороны от прямой PD и принадлежат дуге (1, из точек которой отрезок PD виден под углом 2(. Они же лежат с одной стороны от прямой TD и принадлежат дуге (2, из точек которой отрезок TD виден под углом 2(. Две эти дуги пересекаются в точке D и еще ровно в одной точке, которая тем самым совпадает с О и C. Но это значит, что BP = CT = CP.
10. Есть 4 мудреца и по четыре колпака каждого из четырех различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза и каждому надевают на голову какой-то колпак (в частности, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.
Ответ: Могут. Решение. Занумеруем цвета числами 0, 1, 2, 3. Пусть А – сумма номеров цветов колпаков на головах мудрецов. Понятно, что зная цвета всех колпаков, кроме одного, и остаток от деления А на 4, можно найти цвет неизвестного колпака. Пусть i-ый мудрец называет его цвет в предположении, что остаток от деления А на 4 равен i(1 (i = 1, 2, 3, 4). Понятно, что в любом случае один (и только один) из мудрецов угадает.















IX МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. ЧЕЛЯБИНСКАЯ ОБЛАСТЬ, 1-8.12.2005
Первая юниорская лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Произведение положительных чисел a и b равно 1. Докажите, что 
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Решение. Поскольку ab = 1, имеем: 
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. Осталось заметить, что числитель последней дроби положителен, ибо a+b ( 2ab = 2.
2. Есть k камней. Автомат делит эти камни на две кучи произвольным образом, выбирает  кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. При каких k автомат через конечное число шагов обязательно остановится?
Ответ: k = 2m. Решение. Пусть автомат разделил k камней на две кучки из x и y камней соответственно. Пусть x = 2au, y = 2bv, где u и v нечетны. Покажем, что автомат обязательно остановится на тех и только тех парах (x,y), для которых a = b. Действительно, если a = b, то из пары (x,y) автомат может получить либо пару (2a(1u, 2a(1(2v+u)), либо пару (2a(1(2u+v), 2a(1v). Поскольку 2v+u числа и 2u+v нечетны, автомат уменьшил на 1 показатель у степени двойки. Понятно, что через a ходов этот показатель обнулится, и автомат остановится. Пусть теперь a < b (случай a > b разбирается аналогично). Если a ( b+2, то из пары (x,y) автомат может получить пару (2a(u+2b(1(a), 2b(1v) с различными показателями степени двойки. Если же a = b(1, из пары (x,y) автомат может получить пару (2a(u+v), 2au) = (2a+1((u+v)/2), 2au). Показатели степени двойки в ней снова различны. Понятно, что так автомат может работать до бесконечности. Осталось заметить, что число k неразложимо в сумму двух чисел с разными показателями степени двойки тогда и только тогда, когда k = 2m.
3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Докажите, что ABCD – равнобедренная трапеция.
Решение. Обозначим через O центр окружности, описанной около треугольника CPD и положим (COD = 2(. Поскольку четырехугольник OCAD – вписанный, (CAD = 180((2(. В то же время (CPD = (CD/2 = 180(((. Следовательно, (APD = (. Но тогда и (PDA = (, т.е. треугольник PAD – равнобедренный. Аналогичное рассуждение, проведенное для окружности, описанной около треугольника APB, показывает, что треугольник PAD – равносторонний. Таким же образом можно доказать, что треугольник PBC – равносторонний, откуда и следует утверждение задачи.
4. Найдите все последовательности {an}, для которых am+nam(n = 1 при всех натуральных m, n (m>n).
Ответ: 1, 1, 1, …; 1, (1, 1, (1, …; 1, (1, 1, (1, …; (1, (1, (1, … . Решение. Пусть ak = S. Имеем 1 = ak+2ak = ak+2S, 1 = ak+4ak = ak+4S, откуда ak+2 = ak+4 = 1/S. Далее, 1 = ak+4ak+2 = 1/S2, откуда S = (1. Таким образом, в нашей последовательности равны между собой все члены с четными номерами, равны между собой все члены с нечетными номерами, и их величины равны 1 или (1. Комбинируя эти возможности, получаем приведенные выше четыре ответа. Прямая проверка показывает, что все они подходят.
5. Пусть а1, а2, …, а100 – натуральные числа. Для каждой пары чисел аi, аj при i < j выписываются числа аi+аj, аiаj  и (аi–аj(. Найдите наибольшее возможное значение количества нечётных чисел среди выписанных.
Решение. Обозначим количество нечётных чисел в этом наборе через х. Тогда количество нечётных чисел в новом наборе равно 2х(100(х)+х(х(1)/2 = х(399–3х)/2. Максимум этой функции достигается при х = 133/2. Поскольку нас интересуют натуральные значения аргумента, выбираем любую из двух целых точек, ближайших к данной. Итак, максимум достигается при х = 66 и х = 67 и равен он числу 6633.

6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного 10-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Сколько раз будет написано число 2?
Ответ: 
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. Решение. Зафиксируем любую пару подмножеств. Она разбивает все элементы исходного множества на четыре класса: A12 – общие элементы обоих подмножеств, A1 – элементы первого множества, не входящие во второе, A2 – элементы второго подмножества, не входящие во первое, A0 – элементы, не входящие ни в одно из подмножеств. Алеша пишет двойку, если в множестве A12 два элемента. Эти два элемента можно выбрать 
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 способами. Оставшиеся 8 элементов можно распределить по трем классам столькими способами, сколько существует трехбуквенных слов длины 8, то есть 38 способами. Отсюда – ответ.

7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать?
Ответ: 410 способами. Решение. Раскрасим произвольным образом клетки одной из диагоналей квадрата. Заметим, что в каждой клетке можно провести диагональ двумя способами и для каждого способа есть два варианта раскраски клетки. Итого каждая клетка может быть раскрашена четырьмя способами, а всего способов раскрасить диагональ ровно 410. Покажем, что при любой раскраске клеток диагонали раскраска остальных клеток однозначно определена. В самом деле, клетки, имеющие с клетками диагонали ровно две общие стороны, могут быть раскрашены единственным образом, а именно: если эти общие стороны одного цвета, то они принадлежат одному треугольнику того же цвета, если разного – то они принадлежат разным треугольникам. Далее рассмотрим квадраты, имеющие по две общие стороны с уже окрашенными и т. д.

8.


 Вася покрасил 10 вершин правильного 100-угольника в синий цвет и 10 других вершин в красный цвет. Докажите, что расстояние между какими-то двумя вершинами синего цвета будет равно расстоянию между какими-то двумя вершинами красного цвета.
Решение. Назовем весом упорядоченной пары вершин 100-угольника число вершин, которые мы минуем, если пойдем из первой вершины во вторую по часовой стрелке. Вес может, очевидно, принимать 99 значений: 0, 1, …, 98. Рассмотрим все пары, где первая вершина синяя, а вторая – красная. Всего их 100, и по принципу Дирихле среди них найдутся две пары одного веса. Но тогда равны и веса пар, составленных из их первых точек и их вторых точек, а, значит, и расстояние между первыми (красными) вершинами равно расстоянию между вторыми (синими).
9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB.
Решение. Сдвинем параллелограмм ABCD на вектор BC. Получится параллелограмм DCNM. Пусть точка P при переносе перешла в точку T. Положим ( = (PDA = (TPD = (DCT/2 = (PBA/2, ( = (TDM = (PAD = (PCD/2. Пусть O – центр описанной окружности треугольника PDT. Как точка C, так и точка O лежат с одной стороны от прямой PD и принадлежат дуге (1, из точек которой отрезок PD виден под углом 2(. Они же лежат с одной стороны от прямой TD и принадлежат дуге (2, из точек которой отрезок TD виден под углом 2(. Две эти дуги пересекаются в точке D и еще ровно в одной точке, которая тем самым совпадает с О и C. Но это значит, что BP = CT = CP.
10. Есть два мудреца и колпаки двух цветов. Каждому мудрецу надевают на голову какой-то колпак. Каждый видит цвет колпака другого, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от другого. Могут ли мудрецы заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака?
Ответ: Могут. Решение. Пусть первый мудрец записывает цвет колпака, который он видит на втором, а второй ( цвет, противоположный цвету колпака, который он видит на первом. Тогда если у них колпаки одного цвета, то угадает первый, а если разных цветов – то второй.
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