IX Международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Первый тур 4.12.05. Высшая лига.

1. Произведение положительных чисел x1, x2, …, xn равно 1. Докажите, что
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. (Берлов по мотивам BAltiC WAy)
2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится? (А.Г.Гейн) 

3. Касательные в точках A и C к описанной окружности остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Внутри треугольника BFC нашлась такая точка K, что (KFB = (KBC  = = (KCF. Точка L на стороне AB такова, что (LCB = (BFC. Докажите, что BK делит отрезок LC пополам. (Ф.Бахарев по мотивам CWMO 2005) 

4. Найдите все функции f: N ( N, удовлетворяющие равенству f (m+n) f (m–n) = f (m2) при всех натуральных m > n.(USA TST 2003) 

5. В графе с m вершинами [ m2/4 ] – n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [ m/2 ] – n – 1  треугольников. (ML51237)
6. Вдумчивый мальчик Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные тройки подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую тройку, он выписывает на рулон туалетной бумаги число элементов в пересечении этих трех подмножеств. Какое число будет написано на рулоне больше всего раз, когда Алеша наконец рассмотрит все тройки подмножеств? (Очень вольный перевод задачи Польша 2005 1 тур N10, Om56_1r)
7. Обозначим через an количество цифр числа 2n, не меньших пяти. Докажите, что 
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8. При каких n > 2 можно покрасить n вершин правильного n2-угольника в синий цвет и n других вершин в красный цвет так, чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета? (С.Л.Берлов, И.И.Богданов) 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB. (сообщил С.Л.Берлов) 

10. Есть n мудрецов и неограниченный запас колпаков каждого из n различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза, и каждому из них надевают на голову какой-то колпак (например, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Мудрецы открывают глаза. Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о совместных действиях таким образом, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.


IX Международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Первый тур 4.12.05. Первая лига.

1. Произведение положительных чисел a, b и  c равно 1. Докажите, что
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 (Берлов по мотивам BAltiC WAy)
2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится? (А.Г.Гейн) 

3. Дан треугольник ABC, в котором (C+2(A=90(. Внутри него выбрана точка P такая, что (PAB = (PBC = (PCA. Точка K симметрична вершине B относительно стороны AC, а точка H – основание перпендикуляра, опущенного из точки B на прямую KA. Докажите, что прямая AP делит отрезок BH пополам. (по мотивам CWMO 2005) 

4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m > n) удовлетворяющие соотношению 
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5. В графе с m вершинами [ m2/4 ] – n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [ m/2 ] – n – 1  треугольников. (ML51237)
6. Вдумчивый мальчик Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные тройки подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую тройку, он выписывает на рулон туалетной бумаги число элементов в пересечении трех подмножеств. Какое число будет написано на рулоне больше всего раз, когда Алеша наконец рассмотрит все тройки подмножеств? (Очень вольный перевод задачи Польша 2005 1 тур N10, Om56_1r)
7. Дано n различных натуральных чисел a1, a2, … , an. Докажите, что для любого натурального x, большего (a1a2 … an)n, число (x+a1) (x+a2) … (x+an) имеет не менее n различных простых делителей.
8. Можно ли покрасить 2005 вершин правильного 20052-угольника в синий цвет и 2005 других вершин в красный цвет так, чтобы все покрашенные вершины были различны и чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета? (С.Л.Берлов, И.И.Богданов) 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB. (сообщил С.Л.Берлов) 

10. Есть 4 мудреца и неограниченный запас колпаков каждого из четырех различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза, и каждому из них надевают на голову какой-то колпак (в частности, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.

IX Международный математический турнир старшеклассников

 “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Первый тур 4.12.05. Вторая лига.

1. Пусть a, b, c, d – различные целые числа. Найдите наименьшее возможное значение выражения 4(a2+b2+c2+d2) – (a+b+c+d)2.
2. В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится? (А.Г.Гейн) 

3. Все внутренние и внешние углы описанного четырёхугольника ABCD составляют не меньше 60(. Докажите, что |BC3 – CD3| ( 3|AB3 – AD3|.(USAMO)
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m > n) удовлетворяющие соотношению 
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5. Пусть а1, а2, …, а100  -натуральные числа. Для каждой пары чисел аi, аj при i < j выписываются числа аi+аj, аiаj  и (аi-аj(. Найдите наибольшее возможное значение количества нечётных чисел среди выписанных. (эстонские олимпиады)
6. Сизифу определено следующее наказание. Зевс написал по кругу четыре целых числа. Ежеминутно Сизиф должен одновременно заменять каждое из чисел на разность между ним и числом, следующим по часовой стрелке. На каждом шаге, получив четыре числа a, b, c, d, он вычисляет три разности ab–cd, bc–аd, ac–bd. Зевс обещает простить Сизифа, если все эти разности окажутся простыми числами. Есть ли у Сизифа шанс? (румынские олимпиады)
7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать? (эстонские олимпиады)
8. Можно ли покрасить 11 вершин правильного 121-угольника в синий цвет и 11 других вершин в красный цвет так, чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета? (С.Л.Берлов, И.И.Богданов) 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB. (сообщил С.Л.Берлов) 

10. Есть два мудреца и колпаки двух цветов. Каждому мудрецу надевают на голову какой-то колпак. Каждый видит цвет колпака другого, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от другого. Могут ли мудрецы заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака? 
IX Международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Первый тур 4.12.05. Высшая юниорская лига.

1. Произведение положительных чисел a, b и c равно 1. Докажите, что 
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2 В одной кучке лежит n камней, а в другой – k камней. Каждую минуту автомат выбирает кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. Сколько существует упорядоченных пар натуральных чисел (n, k), не превосходящих 1000, для которых автомат через конечное время обязательно остановится? (А.Г.Гейн) 

3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Найдите угол между прямыми AC и BD. (C.Л. Берлов)
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m > n) удовлетворяющие соотношению 
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5. В графе с m вершинами [ m2/4 ] – n ребер (m, n – натуральные числа). Докажите, что если в этом графе есть хотя бы один треугольник, то в нем не меньше [ m/2 ] – n – 1  треугольников. (ML51237)
6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного n-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Какое число будет написано больше всего раз, когда Алеша рассмотрит все пары подмножеств? (Очень вольный перевод задачи Польша 2005 1 тур N10, Om56_1r)
7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать? (эстонские олимпиады)
8. Можно ли покрасить 2005 вершин правильного 20052-угольника в синий цвет и 2005 других вершин в красный цвет так, чтобы расстояние между любыми двумя вершинами синего цвета не совпадало с расстоянием между любыми двумя вершинами красного цвета? (С.Л.Берлов, И.И.Богданов) 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB. (сообщил С.Л.Берлов) 

10. Есть 4 мудреца и по четыре колпака каждого из четырех различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза, и каждому из них надевают на голову какой-то колпак (в частности, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.


IX Международный математический турнир старшеклассников 

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Первый тур 4.12.05. Первая юниорская лига.

1. Произведение положительных чисел a и b равно 1. Докажите, что 
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2. Есть k>1 камней. Сначала автомат делит эти камни на две непустые кучи произвольным образом. Затем за один шаг автомат выбирает  кучку, в которой четное число камней, и половину имеющихся в ней камней перекладывает в другую кучку (если в обеих кучках четное число камней, то автомат выбирает кучку случайным образом). Если в обеих кучках число камней оказалось нечетным, автомат прекращает работу. При каких k автомат через конечное число шагов обязательно остановится? (А.Г.Гейн) 

3. Диагонали вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P. Центры описанных окружностей треугольников APB и CPD лежат на описанной окружности ABCD. Докажите, что ABCD – равнобедренная трапеция. (C.Л. Берлов)
4. Найдите все последовательности натуральных чисел {an}, при всех натуральных m, n (m > n) удовлетворяющие соотношению 
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5. Пусть а1, а2, …, а100  – натуральные числа. Для каждой пары чисел аi, аj при i < j выписываются числа аi+аj, аiаj  и (аi–аj(. Найдите наибольшее возможное значение количества нечётных чисел среди выписанных. (эстонские олимпиады)
6. Алеша поочередно рассматривает всевозможные упорядоченные пары подмножеств данного 10-элементного множества. Рассмотрев каждую пару, он записывает число элементов в пересечении этих подмножеств. Сколько раз будет написано число 2? (по мотивам задачи Польша 2005 1 тур N10, Om56_1r)
7. Дана белая клетчатая доска 10(10. Илья хочет провести  в каждой клетке диагональ и закрасить один из получающихся треугольников в черный цвет так, чтобы к любой границе двух клеток примыкали два одноцветных треугольника. Сколькими различным способами Илья может это сделать? (эстонские олимпиады)
8. Вася покрасил 10 вершин правильного 100-угольника в синий цвет и 10 других вершин в красный цвет. Докажите, что расстояние между какими-то двумя вершинами синего цвета будет равно расстоянию между какими-то двумя вершинами красного цвета. (С.Л.Берлов, И.И.Богданов) 

9. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что (PBA = 2(PDA, а (PCD = 2(PAD. Докажите, что PC = PB. (сообщил С.Л.Берлов) 

10. Есть два мудреца и колпаки двух цветов. Каждому мудрецу надевают на голову какой-то колпак. Каждый видит цвет колпака другого, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от другого. Могут ли мудрецы заранее договориться о том, как каждый из них должен поступать, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака?
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