IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 7.12.05. Высшая лига. Бои за 1 – 6 места
1. Пусть d(n), как обычно, обозначает количество натуральных делителей n. Докажите, что существует бесконечно много натуральных a, для которых уравнение d(an)=n не имеет натуральных решений. (Германский отбор на ММО, 2005)
2. Дан угол и точка P внутри него. Рассматриваются всевозможные вписанные четырехугольники с вершинами на сторонах угла, диагонали которых пересекаются в точке P. Докажите, что описанные окружности этих четырехугольников имеют общую радикальную ось. (Сообщил С.Л.Берлов)
3. В выпуклом n-угольнике A1A2 …An некоторые отрезки AiAj окрашены зеленым цветом так, что зеленые отрезки не пересекаются во внутренних точках. Докажите, что любые n точек плоскости, среди которых никакие три не лежат на одной прямой, можно обозначить B1, B2, …, Bn так, что при покраске в красный цвет всех отрезков BiBj, для которых отрезки AiAj – зеленые, красные отрезки также не будут пересекаться во внутренних точках. (Болгарский отбор на ММО, 2003)
4. Найдите все функции f: (0; +∞) ( (0; +∞) такие, что при всех x, y > 0 f(1+xf(y)) = yf(x+y). (сообщил Ф.Л.Бахарев) 

5. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1 соответственно. Прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке. Касательная из точки A1 к вписанной окружности треугольника ABC, не совпадающая со стороной BC, пересекает прямую B1C1 в точке A2. Аналогичным образом определяются точки B2 и C2. Докажите, что точки A2, B2 и C2 лежат на одной прямой. (сообщил С.Л.Берлов) 

6. Найдите все положительные рациональные числа a, для которых число 
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7. Дано натуральное число k. Для каждого натурального n обозначим f(n) наименьшее значение выражения | (1k ( 2k ( … ( nk| по всем расстановкам знаков. Докажите, что функция f(n) периодична, начиная с некоторого места. (фольклор)
8. Для натуральных m и n обозначим f(m, n) количество целых решений неравенства |x1| + |x2| + … + |xn| ( m. Докажите, что f(m, n) = f(n, m). ( William Lowell Putnam Math. Competition, 2005) 

9. В полном ориентированном графе с n > 100 вершинами из любой вершины до любой другой существует путь. Какое наименьшее количество несамопересекающихся ориентированных циклов длины 100 может в нем быть? (Д.Пермяков )
10. Все комплексные корни многочлена p(z) степени n различны и имеют модуль 1. Положим g(z) = z–n/2p(z). Докажите, что все корни g'(z) по модулю равны 1. ( William Lowell Putnam Math. Competition, 2005) 


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 7.12.05. Высшая лига. Бои за 7 – 8 места.

Первая лига. Бои за 1​ – 4 место 
1. Делитель числа n называется маленьким, если он не превосходит n/10000 и большим в противном случае. Конечно ли множество чисел, у которых произведение всех больших делителей, отличных от самого числа, равно произведению всех маленьких? (А. Голованов)
2. Дан угол и точка P внутри него. Рассматриваются всевозможные вписанные четырехугольники с вершинами на сторонах угла, диагонали которых пересекаются в точке P. Докажите, что описанные окружности этих четырехугольников имеют общую радикальную ось. (Сообщил С.Л.Берлов)
3. В дереве n вершин, занумерованных числами от 1 до n. Докажите, что любые n точек плоскости, среди которых никакие три не лежат на одной прямой, можно так занумеровать числами от 1 до n, чтобы никакие два отрезка, соответствующие ребрам дерева, не пересекались. (Упрощение задачи высшей лиги) 

4. Найдите все функции f: (0; +∞) ( (0; +∞) такие, что при всех x, y > 0 f(z+xf(y)) = yf(x+yz). (Упрощение задачи высшей лиги )
5. Диагональ выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Докажите, что 
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6. Найдите все положительные рациональные числа a, для которых число 
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7. Дано натуральное число k. Для каждого натурального n обозначим f(n) наименьшее значение выражения | (1k ( 2k ( … ( nk| по всем расстановкам знаков. Докажите, что функция f(n) периодична, начиная с некоторого места. (фольклор)
8. Для натуральных m и n обозначим f(m, n) количество целых решений неравенства |x1| + |x2| + … + |xn| ( m. Докажите, что f(m, n) = f(n, m). ( William Lowell Putnam Math. Competition, 2005) 

9. В полном ориентированном графе с 100 вершинами из любой вершины до любой другой существует путь. Какое наименьшее количество несамопересекающихся ориентированных циклов длины 99 может в нем быть? (Упрощение задачи высшей лиги) 

10. Решить уравнение: (x2 – [x] + 1)2 = [x2] + {x}, где [x] обозначает целую часть числа х, а {x} – его дробную часть.


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 7.12.05. Вторая лига. Бои за 1 – 2 места.

1. Делитель числа n называется маленьким, если он не превосходит n/10000 и большим в противном случае. Конечно ли множество чисел, у которых произведение всех больших делителей, отличных от самого числа, равно произведению всех маленьких? (А. Голованов)
2. Дан угол и точка P внутри него. Рассматриваются всевозможные вписанные четырехугольники с вершинами на сторонах угла, диагонали которых пересекаются в точке P. Докажите, что описанные окружности этих четырехугольников имеют общую радикальную ось. (Сообщил С.Л.Берлов)
3. В дереве n вершин, занумерованных числами от 1 до n. Докажите, что любые n точек плоскости, среди которых никакие три не лежат на одной прямой, можно так занумеровать числами от 1 до n, чтобы никакие два отрезка, соответствующие ребрам дерева, не пересекались. (Упрощение задачи высшей лиги) 

4. Найдите все функции f: (0; +∞) ( (0; +∞) такие, что при всех x, y > 0 f(z+xf(y)) = yf(x+yz). (Упрощение задачи высшей лиги )
5. Диагональ выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Докажите, что 
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6. Найдите все положительные рациональные числа a, для которых число 
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7. Для каждого натурального n обозначим f(n) наименьшее значение выражения | (12 ( 22 ( … ( n2| по всем расстановкам знаков. Докажите, что функция f(n) периодична, начиная с некоторого места. (фольклор)
8. Для натуральных m и n обозначим f(m, n) количество целых решений неравенства |x1| + |x2| + … + |xn| ( m. Докажите, что f(m, n) = f(n, m). ( William Lowell Putnam Math. Competition, 2005) 

9. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что некоторые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно? (К. Матвеев) (Упрощение задачи высшей лиги) 

10. Решить уравнение: (x2 – [x] + 1)2 = [x2] + {x}, где [x] обозначает целую часть числа х, а {x} – его дробную часть. (А. Гейн)


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»
Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 7.12.05. Вторая лига.

1. Найдите среднее по величине из трех положительных чисел a, b, c, если abc = 1 и a + b + c = 1/a + 1/b + 1/c. (Lapok, март 2000)
2. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что некоторые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно? (К. Матвеев)
3. На столе лежат 6 гирек с массами 3, 4, 5, 6, 7, 8 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 10 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки? (С.Волченков)
4. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны числа – 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди забирают по одной карточке со стола. Выигрывает тот, кто первый наберет три карточки, сумма чисел на которых равна нулю. Если ни один из игроков не набрал трех таких карточек, игра заканчивается вничью. Кто выигрывает при правильной игре? (Фольклор)
5. Два треугольника с целочисленными сторонами подобны, причем две пары сторон у них равны, а третьи стороны отличаются на 218 см. Найдите стороны этих треугольников. (О. Крижановский)
6. Диагональ выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Докажите, что 
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7. У Деда Мороза имеются конфеты 100 сортов. Каждому из 2005 детей он вручает подарок, состоящий из 80-ти конфет разных сортов, причем все подарки у Деда Мороза различные. Сможет ли Дед Мороз так скомпоновать подарки, чтобы конфет всех сортов было в них поровну? (Л. Самойлов)
8. Даны: окружность S с центром O, точка A на этой окружности и прямая d, проходящая через точку O, но не через точку A. Произвольная прямая l, проходящая через точку A, пересекает окружность S и прямую d в точках P и Q соответственно. Докажите, что описанная окружность треугольника PQO проходит через точку окружности S, не зависящую от выбранной прямой l.

9. Найдите все положительные рациональные числа a, для которых число 
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10. Решить уравнение: (x2 – [x] + 1)2 = [x2] + {x}, где [x] обозначает целую часть числа х, а {x} – его дробную часть.


IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 8.12.05. Высшая юниорская лига.

Первая юниорская лига. Бой за 1 – 2 места. 

1. Найдите среднее по величине из трех положительных чисел a, b, c, если abc = 1 и a + b + c = 1/a + 1/b + 1/c. (Lapok, март 2000)
2. Последовательность t1, t2, ..., t100 задана следующим образом: t1 = 1, t2 = 4, tn+2 = tn+1 + tn для n = 1, 2, ..., 98. Сколько натуральных чисел представимы в виде суммы ровно трех различных членов этой последовательности?

3. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что любые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно? (К. Матвеев, опечатка, жюри)
4. На столе лежат 8 гирек с массами 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки? (С.Волченков)
5. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны числа – 4, – 3, – 2, – 1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди забирают по одной карточке со стола. Выигрывает тот, кто первый наберет три карточки, сумма чисел на которых равна нулю. Если ни один из игроков не набрал трех таких карточек, игра заканчивается вничью. Кто выигрывает при правильной игре? (Фольклор)
6. На лбу у каждого из троих мудрецов написано простое число. Им сообщили об этом, а также о том, что три их числа образуют треугольник с простым периметром. Каждый из мудрецов видит числа на лбу у других, но не видит числа на собственном лбу. Первый из мудрецов видит числа 5 и 7. Оба других мудреца после некоторого размышления сказали, что не могут определить свои числа. Какое число написано на лбу у первого мудреца? (Alan Gottlieb, MIT Technology Review, 1988)
7. У Деда Мороза имеются конфеты 100 сортов. Каждому из 2005 детей он вручает подарок, состоящий из 80 конфет разных сортов, причем все подарки у Деда Мороза различные. Сможет ли Дед Мороз так скомпоновать подарки, чтобы конфет всех сортов было в них поровну? (Л. Самойлов)
8. В треугольнике ABC точки D и E – середины сторон AB и AC соответственно. Сторона BC равна трети периметра. Докажите, что биссектрисы углов BDE и CED пересекаются на стороне BC. (Фольклор)
9. Рассмотрим точки числовой прямой 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... Пусть l – такая наименьшая длина, что семью отрезками длины l можно покрыть все эти точки. Определите l. (вариация FinMO96) 

10. Квадрат P со стороной 250 лежит внутри квадрата Q со стороной 500. Докажите, что на периметре Q можно найти такие точки A и B, что отрезок AB не имеет общих точек с P и длина этого отрезка не меньше 505.

IX Международный математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н. Колмогорова»

Челябинская область, 1–8 декабря 2005 года

Четвертый тур 8.12.05. Высшая юниорская лига. Бой за 7 – 8 место.

Первая юниорская лига. 
1. Найдите среднее по величине из трех положительных чисел a, b, c, если abc = 1 и a + b + c = 1/a + 1/b + 1/c. (Lapok, март 2000)
2. Последовательность t1, t2, ..., t100 задана следующим образом: t1 = 1, t2 = 4, tn+2 = tn+1 + tn для n = 1, 2, ..., 98. Сколько натуральных чисел представимы в виде суммы ровно двух различных членов этой последовательности?

3. На шахматной доске стоят k коней. Известно, что некоторые (k–1) из них могут сделать одновременно ход, после которого все кони вновь окажутся в разных клетках доски. При каком наибольшем k это возможно? (К. Матвеев)
4. На столе лежат 8 гирек с массами 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 граммов, но неизвестно, какая гирька сколько весит. Как за 14 взвешиваний на чашечных весах без дополнительных гирь определить две самые легкие и две самые тяжелые гирьки? (С.Волченков)
5. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны числа – 4, – 3, – 2,     –1, 0, 1, 2, 3, 4. Двое по очереди забирают по одной карточке со стола. Выигрывает тот, кто первый наберет три карточки, сумма чисел на которых равна нулю. Если ни один из игроков не набрал трех таких карточек, игра заканчивается вничью. Кто выигрывает при правильной игре? (Фольклор)
6. Рассмотрим точки числовой прямой 1, 1/2, 1/3, 1/4, ... Пусть l – такая длина, что пятью отрезками длины l можно покрыть все эти точки. Найдите наменьшее возможное значение l. (FinMO96) 

7. Стулья в классе расставлены в виде прямоугольной решетки. В каждом поперечном ряду сидит 6 юношей, а в каждом продольном –8 девушек. 15 стульев свободны. Сколько в классе продольных и поперечных рядов? (Швеция, 2003)
8. В треугольнике ABC точки D и E – середины сторон AB и AC соответственно. Сторона BC равна трети периметра. Докажите, что биссектрисы углов BDE и CED пересекаются на стороне BC. 
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