PÅØÅÍÈß ÔÈÍÀËÀ





9.  Îòâåò: 0 ( Ñ ( 4. Çàìåòèì, ÷òî íåpàâåíñòâî ïpè íåîòpèöàòåëüíîì C î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îòpèöàòåëüíûõ X. Îáîçíà÷èì n = [X], t = {X}. Òîãäà íåpàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå


n2 + 2nt + t2  ( Cnt  (*), îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïpè âñåõ öåëûõ n è âñåõ t òàêèõ, ÷òî 0 ( t < 1.


  Ïóñòü 0 ( Ñ ( 4. Ïåpåïèøåì (*) â âèäå  (n-t)2 ( (C-4)nt  (**). Îíî âûïîëíÿåòñÿ ïpè âñåõ íåîòpèöàòåëüíûõ n, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü íåîòpèöàòåëüíà, à ïpàâàÿ - íåïîëîæèòåëüíà. Êàê îòìå÷åíî âûøå, ïpè îòpèöàòåëüíûõ n íåpàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.


  Ïóñòü C > 4. ßñíî, ÷òî  åñëè íåpàâåíñòâî ïpè íåêîòîpîì C íåâåpíî ïpè êàêîì-òî çíà÷åíèè Õ, òî îíî íåâåpíî è ïpè âñåõ áîëüøèõ C (äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ X). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî pàññìîòpåòü ñëó÷àé  4 < C < 4,5.  Âîçüìåì  n = 1, t = 1 - (C-4). Ïpè ýòîì  1/2 < t < 1. Ïpè ýòèõ çíà÷åíèÿõ íåpàâåíñòâî (**) ïpåâpàùàåòñÿ â (1-t)2  ( t(1-t)  è íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê  1-t < t.


  Ïóñòü C < 0. Êàê è âûøå, çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïpîâåpèòü íåâûïîëíåíèå íåpàâåíñòâà ïpè C > -1/2.  Âîçüìåì  n = -1, t = 1 + C. Ïpè ýòîì  1/2 < t < 1. Ïpè ýòèõ çíà÷åíèÿõ íåpàâåíñòâî (*) ïpåâpàùàåòñÿ â íåpàâåíñòâî 


Ñ2  ( -Ñ(1+Ñ).  Ñîêpàùàÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî -C, ïpèõîäèì ê íåâåpíîìó íåpàâåíñòâó 


-C (1+C (îíî ïpèâîäèòñÿ ê âèäó 2C ( -1, ÷òî ïpîòèâîpå÷èò âûáîpó C). Çíà÷èò, è íåpàâåíñòâî (*) íå âûïîëíÿåòñÿ ïpè ýòèõ çíà÷åíèÿõ n è t.








10. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ïèñàòåëü íå òîëüêî ïpî÷èòàë, íî è êóïèë êíèãè ñâîèõ ñîápàòüåâ. Ïîñêîëüêó âñåãî êóïëåíî 66 êíèã, òî ïî ïpèíöèïó Äèpèõëå íàéäåòñÿ ïèñàòåëü À, ÷üè êíèãè êóïëåíû íå áîëåå ÷åì òpåìÿ åãî êîëëåãàìè.  Âêëþ÷èì åãî â êîìèññèþ. Ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷èì èç pàññìîòpåíèÿ ïèñàòåëåé, êîòîpûå ïpî÷ëè åãî êíèãè, à òàêæå òåõ, ÷üè êíèãè îí ïpî÷åë (âñåãî íå áîëåå 6 ÷åëîâåê). Îñòàëîñü íå ìåíåå 15 ïèñàòåëåé (íå ñ÷èòàÿ À), êàæäûé èç êîòîpûõ ïpî÷åë íå áîëåå ÷åì ïî 3 êíèãè ñâîèõ ñîápàòüåâ. Ñíîâà íàéäåòñÿ ïèñàòåëü Á, ÷üè êíèãè ïpî÷ëè íå áîëåå 3 êîëëåã (èç ýòèõ 15). Â êëþ÷èì åãî â êîìèññèþ è èñêëþ÷èì èç pàññìîòpåíèÿ òåõ, ÷üè êíèãè ÷èòàë Á, è òåõ, êòî ÷èòàë êíèãè Á. Èç îñòàâøèõñÿ (íå ìåíåå ÷åì 8) ïèñàòåëåé âêëþ÷èì â êîìèññèþ ïèñàòåëÿ Â, ÷üè êíèãè ïpî÷ëè íå áîëåå 3 êîëëåã (èç ýòèõ 8). Ñíîâà èñêëþ÷àÿ íå áîëåå 7 ÷åëîâåê, ïîëó÷àåì ãpóïïó ïèñàòåëåé (íå ìåíåå, ÷åì èç îäíîãî ÷åëîâåêà), êîòîpûå íå ÷èòàëè êíèãè ïèñàòåëåé À, Á, Â è êíèãè êîòîpûõ íå ÷èòàëèñü ïèñàòåëÿìè À, Á, Â. Âêëþ÷èâ â êîìèññèþ ÷åëîâåêà Ä èç ýòîé ãpóïïû, ìû çàêîí÷èì ôîpìèpîâàíèå êîìèññèè.





PÅØÅÍÈß 3 ÒÓPÀ





1. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ïëîñêîñòü íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ñ öåëî÷èñëåííûìè äëèíàìè ñòîðîí òàê, ÷òîáû ñðåäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå áûëî ïÿòè îäèíàêîâûõ?





2. Ïpîíóìåpóåì âñåõ ñïîpòñìåíîâ îò 1 äî 100 ñîãëàñíî èõ ïîpÿäêó â øåpåíãå. Pàçîáüåì âñåõ ñïîpòñìåíîâ íà ïàpû. Â ïàpó ïîïàäàþò ñïîpòñìåíû ñ íîìåpàìè (n, 10+n); (20+n,30+n);...,(80+n,90+n), ãäå  1 ( n ( 10. Ïî óñëîâèþ â êàæäîé èç 50 ïàp íå áîëåå îäíîãî ñïîpòñìåíà â êpàñíîì êîñòþìå. Çíà÷èò, âñåãî èõ íå áîëåå 50.





3. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p è q òàêèå, ÷òî pq-pq òîæå ïðîñòîå.





Îòâåò: (2,3) è (3,2). Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà p. Òàê êàê îíî ïpîñòîå, òî  pq-pq = p. Ñîêpàùàÿ íà p, ïîëó÷èì  pq-1-q = 1.  Åñëè p è q íå÷åòíû, òî ëåâàÿ ÷àñòü ÷åòíà, à ïpàâàÿ íåò. Ïîýòîìó îñòàëîñü pàçîápàòü 2 ñëó÷àÿ:


1) q=2. Ïîëó÷àåì  p-2 =1, ò.å.  p=3.


2) p=2. Ïîëó÷àåì  2q-1 =q+1, Òàê êàê q, î÷åâèäíî, íå÷åòíî, 2q-1 äàåò îñòàòîê 1 ïpè äåëåíèè íà 3. Òîãäà è  q+1  äàåò îñòàòîê 1 ïpè äåëåíèè íà 3, ò.å q äåëèòñÿ íà 3. Òàê êàê q ïpîñòîå, òî q 


4. Åñòü n ãèðü. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ âåñèò öåëîå ÷èñëî ãðàììîâ, è èõ îáùèé âåñ, ìåíüøå 2n ã. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ âåñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü âåñ êàæäîé ãèðè.


Ðåøåíèå. Ñðåäè ãèðü åñòü âåñîì 1ã. Âûáåðåì âñå ñàìûå ëåãêèå - îíè ïî 1ã.   Äîïóñòèì èõ k  øòóê. Âûáåðåì ëþáóþ äðóãóþ  ãèðþ. Åå âåñ s íàì íåèçâåñòåí. Îöåíèì s ñâåðõó. Ó íàñ åñòü åùå k 1-ãðàììîâûì ãèðü è (n-k-1) íå ìåíåå, ÷åì 2-ãðàììîâûì ãèðü, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî íà îáùèé âåñ Ð: k+2(n-k-1)+s <= Ð < 2n îòêóäà s<k+2 <==> s<=k+1. Ïîïûòàåìñÿ òåïåðü óðàâíîâåñèòü âûáðàííóî ãèðþ 1-ãðàììîâûìè. Åñëè ýòî óäàëîñü, åå âåñ îïðåäåëåí, åñëè íåò, òî åñòü ãèðÿ îêàçàëàñü òÿæåëåå âñåõ âìåñòå âçÿòûõ 1-ãðàììîâûì, åå âåñ s=k+1.





5. . Ìîæíî ëè òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 105(, 15(, 60(  pàçpåçàòü íà òðè pàâíîáåäpåííûõ.





6. Ñ íàòópàëüíûì ÷èñëîì pàçpåøàåòñÿ äåëàòü äâå îïåpàöèè: 1) óìíîæèòü åãî íà ëþáîå íàòópàëüíîå îò 2 äî 9;  2) âû÷åpêíóòü èç åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè åäèíèöó. Íàéòè âñå ÷èñëà, èç êîòîpûõ ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåpàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 2.





7. Ëþäîåäîì íàçûâàåòñÿ ôàíòàñòè÷åñêàÿ øàõìàòíàÿ ôèãópà, êîòîpàÿ ìîæåò õîäèòü êàê øàõìàòíûé êîpîëü ïî âåpòèêàëè è äèàãîíàëè, íî íå ìîæåò õîäèòü ïî ãîpèçîíòàëè. Äâà ëþäîåäà ñòîÿò íà ïîëÿõ a1 è h8 øàõìàòíîé äîñêè. Îíè íà÷èíàþò õîäèòü ïî î÷åpåäè, ïpè÷åì ïåpâûì õîäèò òîò, êîòîpûé ñòîèò íà ïîëå à1. Ëþäîåäó, âñòàâøåìó íà êëåòêó, ãäå óæå ñòîèò äpóãîé ëþäîåä, pàçpåøàåòñÿ èì ïîîáåäàòü. Êòî êîãî ñúåñò ïpè ïpàâèëüíîé èãpå è êàê åìó íàäî äëÿ ýòîãî èãpàòü?





8. Íà êîîpäèíàòíîé ïëîñêîñòè äàíû 5 òî÷åê  (-0,5; 9), (0; 3), (2; 1.25), (3; 2), (4,5; 1,8). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê èç ýòèõ ïÿòè ìîæåò ëåæàòü íà ãpàôèêå ôóíêöèè âèäà  y = 1+ 1/(ax+b) ? 





9. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè À, Â, Ñ è D. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ èç òî÷åê Ñ è D íàõîäèòñÿ ê òî÷êå À áëèæå, ÷åì ê òî÷êå Â. Äîêàæèòå, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è êàæäàÿ èç òî÷åê îòpåçêà CD.
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10. Êàpëñîí óòâåpæäàåò, ÷òî êàê áû íè ïîñòàâèòü íà äîñêå 6 ëàäåé, íå áüþùèõ äpóã äpóãà, îí âñåãäà ñìîæåò ïîñòàâèòü êîíÿ òàê, ÷òîáû ñòîÿùèå íà äîñêå ôèãópû íå áèëè äpóã äpóãà. Ïpàâ ëè îí?


10.  Óòâåpæäåíèå Êàpëñîíà íåâåpíî . Åñëè pàññòàâèòü ëàäåé òàê, êàê ïîêàçàíî íà pèñóíêå, òî ïîñòàâèâ êîíÿ â ëþáóþ 4-õ êëåòîê  íå íàõîäÿùèõñÿ ïîä áîåì ëàäåé âèäèì, ÷òî òîãäà êîíü àòàêóåò îäíó èç ëàäåé. 


Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíû è äpóãèå pàññòàíîâêè ëàäåé


