VI ÓPÀËÜÑÊÈÉ ÒÓPÍÈP ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÁÅËÎPÅÖÊ, 31.10 - 4.11.1995





PÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÏÅPÂÎÃÎ ÄÍß





	1. Îòâåò: 6. Påøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ãîñòåé äåéñòâèòåëüíî áîëüøå øåñòè. Òîãäà ïpàâû è Âàñÿ, è åãî ñåñòpà, à ýòî ïpîòèâîpå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, ãîñòåé íå áîëüøå øåñòè, è Âàñÿ íåïpàâ. Íî òîãäà äîëæíà áûòü ïpàâà ñåñòpåíêà, èíà÷å ñíîâà íàpóøàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è. Çíà÷èò, ãîñòåé áîëüøå ïÿòè. Íî åñëè èõ áîëüøå ïÿòè è íå áîëüøå øåñòè, òî èõ pîâíî øåñòü.





	2. Ïåpâîå påøåíèå. Äîïóñòèì, êàæäîå âû÷åpêíóòîå ñëîâî íàïèñàëè pîâíî äâà ÷åëîâåêà. Òàê êàê îíè îáà åãî âû÷åpêíóëè, òî ÷èñëî âû÷åpêíóòûõ çàïèñåé ÷åòíî. Íî ïåpâîíà÷àëüíîå ÷èñëî çàïèñåé, pàâíîå 100(3, òîæå ÷åòíî. Ïîýòîìó äîëæíî áûòü ÷åòíûì è ÷èñëî îñòàâøèõñÿ çàïèñåé. Îäíàêî, ïî óñëîâèþ îñòàëîñü íå÷åòíîå ÷èñëî çàïèñåé: 45+68+54 = 167. Ïpîòèâîpå÷èå.


	Âòîpîå påøåíèå. Ïóñòü íåò íè îäíîãî ñëîâà, êîòîpîå áû âû÷åpêíóëè òpîå. Îáîçíà÷èì ÷åpåç à ÷èñëî ñëîâ, îäèíàêîâûõ ó ïåpâîãî è âòîpîãî, ÷åpåç b - ÷èñëî ñëîâ, îäèíàêîâûõ ó âòîpîãî è òpåòüåãî, ÷åpåç ñ  - ÷èñëî ñëîâ, îäèíàêîâûõ ó ïåpâîãî è òpåòüåãî. Òîãäà ïåpâûé âû÷åpêíóë a+ñ çàïèñåé, âòîpîé - a+b  çàïèñåé, òpåòèé - a+c  çàïèñåé. Ïî óñëîâèþ a+b = 100-45 = 55, b-c = 100-68 = 32, a-c = 100-54 = 46. Ñëîæèì äâà ïåpâûõ pàâåíñòâà è âû÷òåì èç ïîëó÷èâøåãîñÿ òpåòüå pàâåíñòâî. Ïîëó÷èì 2b = 41, ÷òî íåâîçìîæíî.





	3. Ïîáåæäàåò ïåpâûé èãpîê. Äëÿ ýòîãî åìó íà ïåpâîì õîäå íóæíî âçÿòü êàpòî÷êó ñ öèôpîé 5. Íà âòîpîì è òpåòüåì ñâîåì õîäó îí äîëæåí ápàòü êàpòî÷êó, öèôpà íà êîòîpîé äîïîëíÿåò öèôpó, âûápàííóþ ïåpåä ýòèì âòîpûì èãpîêîì, äî 10 (óáåäèòåñü ñàìè, ÷òî ýòî âîçìîæíî). Òîãäà ïpè ëþáûõ õîäàõ  âòîpîãî èãpîêà ïîñëå òpåòüåãî õîäà ïåpâîãî èãpîêà ñóììà öèôp îòëîæåííûõ êàpòî÷åê ñîñòàâèò 25, è âòîpîé èãpîê ïpè ëþáîì ñëåäóþùåì õîäå ïpîèãpûâàåò.


	Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïpè ïpàâèëüíîé èãpå ïåpâûé ìîæåò âûèãpàòü è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåpâûì õîäîì âîçüìåò êàpòî÷êó ñ íîìåpîì 9, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îí ïpè ïpàâèëüíîé èãpå âòîpîãî ïpîèãpûâàåò.
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4. Äpîáåé, pàâíûõ öåëûì ÷èñëàì, ìîæåò îêàçàòüñÿ âîñåìü, íàïpèìåp 4/2, 12/6, 14/7, 15/5, 16/8, 18/9, 20/10, 11/1. Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøå âîñüìè òàêèõ äpîáåé ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî ïpîñòûå ÷èñëà 11, 13, 17, 19 ìîãóò äàòü öåëîå ÷èñëî òîëüêî ïpè äåëåíèè íà 1. Íî äàæå åñëè îäíî èç íèõ ïîäåëåíî íà åäèíèöó, òpè îñòàâøèõñÿ “èñïîpòÿò” íå ìåíåå äâóõ äpîáåé, êîòîpûå îêàæóòñÿ íåöåëûìè. Ìîæíî pàññóæäàòü è ïî-äpóãîìó: äëÿ ñîçäàíèÿ äpîáåé, pàâíûõ öåëûì ÷èñëàì, ìû ñìîæåì èñïîëüçîâàòü ñàìîå áîëüøåå 17 ÷èñåë, ïîýòîìó äpîáåé ïîëó÷èòñÿ íå áîëüøå âîñüìè.


	Çàìå÷àíèå. Íåêîòîpûå ó÷àñòíèêè îëèìïèàäû påøèëè, ÷òî íè îäíî èç ïpîñòûõ ÷èñåë 11, 13, 17, 19 íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ äpîáåé, pàâíûõ öåëûì ÷èñëàì. Õîòÿ òàêèå pàññóæäåíèÿ äàþò âåpíûé îòâåò 8, èõ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïpàâèëüíûìè: åñëè âìåñòî ÷èñåë îò 1 äî 20 âçÿòü ÷èñëà îò 1 äî 22, ãäå ïpîñòûõ ÷èñåë â äèàïàçîíå îò 12 äî 22 íå ÷åòûpå, à òpè, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî äpîáåé, pàâíûõ öåëûì ÷èñëàì, íå ìîæåò áûòü áîëüøå äåâÿòè, à íà ñàìîì äåëå èõ ìîæíî ñîñòàâèòü è äåñÿòü.





	5. Îòâåò: 30(, 30(, 120(. Ïåpâîå påøåíèå. Ïóñòü ABC - äàííûé òpåóãîëüíèê, DE è FG - ñåpåäèííûå ïåpïåíäèêóëÿpû ê ñòîpîíàì AB è BC. Òîãäà AE = EB, ïîñêîëüêó òpåóãîëüíèêè ADE è BDE pàâíû (ïî äâóì ñòîpîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Àíàëîãè÷íî BG = GC. Íî ïî óñëîâèþ AE =GC =EG. Ïîýòîìó òpåóãîëüíèê EBG - pàâíîñòîpîííèé, ò.å.   (BEG = (EBG = (BGE = 60(. Ïîýòîìó (ÂÅÀ = 120(. Òàê êàê òpåóãîëüíèê ABE - pàâíîáåäpåííûé, ( BAE = (ABE = (180( - (ÀÅB)/2 = 30(. Àíàëîãè÷íî (BCA = 30(.


	Âòîpîå påøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî BF - ñpåäíÿÿ ëèíèÿ òpåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Ïîýòîìó óãîë FBC  ïpÿìîé. Â ïpÿìîóãîëüíîì òpåóãîëüíèêå FBC  FC = 2AF = 2FB  (èáî AF = FB - ñì. ïåpâîå påøåíèå. Çíà÷èò óãîë Ñ pàâåí 30(. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî óãîë À  pàâåí 30(. Îòñþäà óãîë Â  pàâåí 120(.





	6. Îòâåò: k = 4, m = 6. Ïåpâîå påøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k  íå ìåíüøå 6, òî ÷èñëî k! äåëèòñÿ íà 9, ò.å. k! = 9m, ãäå m - öåëîå ÷èñëî. Íî òîãäà ñóììà k!+12 = 3(3m + 4) äåëèòñÿ íà 3, íî íå äåëèòñÿ íà 9, à êâàäpàò íàòópàëüíîãî ÷èñëà òàêèì áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó påøåíèÿ íàäî èñêàòü òîëüêî ïpè k = 1,2,3,4,5. Ïpè ýòèõ çíà÷åíèÿõ k ñóììà k!+12 pàâíà, ñîîòâåòñòâåííî, 13, 14, 18, 36 è 132. Èç ýòèõ ïÿòè ÷èñåë òîëüêî 36 ÿâëÿåòñÿ êâàäpàòîì íàòópàëüíîãî ÷èñëà. Îòñþäà îòâåò.


	Âòîpîå påøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 5! = 120 îêàí÷èâàåòñÿ íà 0. Òåì áîëåå, îêàí÷èâàþòñÿ íà 0 ÷èñëà k! ïpè k>5. Çíà÷èò, ïpè k ( 5 ñóììà k!+12 îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Íî êâàäpàò íàòópàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 2 (ýòî äîñòàòî÷íî ïpîâåpèòü äëÿ ÷èñåë îò 1 äî 10, òàê êàê ïîñëåäíÿÿ öèôpà êâàäpàòà ÷èñëà çàâèñèò òîëüêî îò ïîñëåäíåé öèôpû ñàìîãî ÷èñëà). Ïîýòîìó påøåíèÿ íàäî èñêàòü òîëüêî ïpè k = 1,2,3,4. Äàëüøå pàññóæäàåì êàê â ïåpâîì påøåíèè.


	Çàìå÷àíèå. “Íàòópàëüíûå ÷èñëà” - ýòî ÷èñëà 1,2,3,... . Èíîãäà íàòópàëüíûì ñ÷èòàþò è ÷èñëî 0. Ýòî íå ìåíÿåò îòâåòà, èáî ïî îïpåäåëåíèþ 0!=1, è 0!+12=13 - íå êâàäpàò íàòópàëüíîãî ÷èñëà. Íî îòpèöàòåëüíûå ÷èñëà íàòópàëüíûìè íå ñ÷èòàþòñÿ íè ïpè êàêèõ óñëîâèÿõ, è ïîòîìó ïîïûòêè ïpè påøåíèè ýòîé çàäà÷è pàññìàòpèâàòü èõ ôàêòîpèàëû áûëè çàâåäîìî íåêîppåêòíûìè.





	7. Îòâåò: Íåò. Påøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî èñêîìàÿ pàñêpàñêà âîçìîæíà. Çàíóìåpóåì âñå êëåòêè äèàãîíàëè äîñêè, âåäóùåé èç ëåâîãî âåpõíåãî åå óãëà â ïpàâûé íèæíèé, íà÷èíàÿ ñ ëåâîé âåpõíåé. Âîçüìåì âåpõíþþ ëåâóþ óãëîâóþ êëåòêó. Ó íåå òîëüêî äâå ñîñåäíèõ - ñíèçó è ñïpàâà. Çíà÷èò îíè äîëæíû áûòü çàêpàøåíû. Òîãäà ó êëåòêè íîìåp 2 óæå åñòü äâà çàêpàøåííûõ ñîñåäà, è êëåòêè ñïpàâà è ñíèçó îò íåå äîëæíû áûòü íåçàêpàøåííûìè. Äëÿ êëåòêè íîìåp 3 ýòè íåçàêpàøåííûå êëåòêè áóäóò ñîñåäÿìè ñâåpõó è ñëåâà. Ïîýòîìó ó íåå, êàê è ó êëåòêè íîìåp 1, çàêpàøåííûå ñîñåäè äîëæíû íàõîäèòüñÿ ñíèçó è ñïpàâà. Äàëüøå êàpòèíà, î÷åâèäíî, áóäåò ïîâòîpÿòüñÿ: ó êëåòîê äèàãîíàëè ñ íå÷åòíûìè íîìåpàìè çàêpàøåííûå ñîñåäè áóäóò ñíèçó è ñïpàâà, à ó êëåòîê ñ ÷åòíûìè íîìåpàìè - ñâåpõó è ñëåâà. Íî ó ïpàâîé íèæíåé óãëîâîé êëåòêè 1995 íåò íè ïpàâîãî íè íèæíåãî ñîñåäà, à îíà èìååò íå÷åòíûé íîìåp 1995. Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî çàêpàøåííûõ ñîñåäåé ó íåå íåò âîîáùå. Ïpîòèâîpå÷èå.





	8. Îòâåò: Ñóùåñòâóåò. Påøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ïîäîéäåò, íàïpèìåp,âûpàæåíèå  2n2+n (çäåñü À = 2,


Â = 1 è Ñ = 0). Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ëþáûå pàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà m è n. Òîãäà (2m2+m) - (2n2+n) = 2(m2- n2) - (m- n) = (m-n)(2m+2n+1) ( 0, ò.ê. ïåpâûé ìíîæèòåëü íå pàâåí íóëþ, èáî ÷èñëà m è n pàçëè÷íû, à âòîpîé ìíîæèòåëü - íå÷åòíîå ÷èñëî è, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó 2m2+m ( 2n2+n, ÷òî è òpåáîâàëîñü äîêàçàòü.


	Çàìå÷àíèå. Ïîäîéäóò âîîáùå ëþáûå öåëûå ÷èñëà À, Â è Ñ ïpè óñëîâèè, ÷òî B íå äåëèòñÿ íà A. Â ñàìîì äåëå, òîãäâ ïpè ëþáûõ pàçëè÷íûõ öåëûõ m è n èìååì (Àm2+Bm+C)-(Àn2+Bn+C)= A(m2- n2)- B(m-n) = (m-n)(Am+An+B) ( 0 . Çäåñü ïåpâàÿ ñêîáêà íå pàâíà 0, èáî m ( n, à âòîpàÿ - ïîñêîëüêó â íåé B íå äåëèòñÿ íà Am+An.





	9. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî íè îäèí ïpÿìîóãîëüíèê óápàòü íåëüçÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó êàæäîãî ïpÿìîóãîëüíèêà åñòü ïîëîâèíêà, êîòîpàÿ íå çàêpûòà äpóãèìè ïpÿìîóãîëüíèêàìè. Ýòè 13 ïîëîâèíîê çàêpûâàþò pàçëè÷íûå êëåòêè äîñêè. Íà äîñêå îñòàåòñÿ 3 êëåòêè, êîòîpûå çàêpûòû îñòàâøèìèñÿ 13 ïîëîâèíêàìè ïpÿìîóãîëüíèêîâ. Çíà÷èò, îäíà èç ýòèõ êëåòîê çàêpûòà íå ìåíåå, ÷åì 5 ïpÿìîóãîëüíèêàìè. Íî ïpÿìîóãîëüíèê íà êëåòêó ìîæåò íàëåãàòü òîëüêî ÷åòûpüìÿ pàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ñëåâà, ñïpàâà, ñâåpõó è ñíèçó. Çíà÷èò, äâà ïpÿìîóãîëüíèêà ëåæàò äpóã íà äpóãå è îäèí èç íèõ ìîæíî óápàòü. Ïpîòèâîpå÷èå.





	10. Ïåpâîå påøåíèå. Pàññìîòpèì öåíòp O âïèñàííîé â òpåóãîëüíèê ABC îêpóæíîñòè. (AOC = 2(ÀBÑ = 160(. Òîãäà (OAC = (OCA = 10(. Àíàëîãè÷íî  (ÎBC = (180( - 2(ÂAÑ)/2 = 20(. Çíà÷èò, òî÷êà M ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O. Íî òîãäà â òpåóãîëüíèêå AMB âñå óãëû pàâíû 60( (ïîêàæèòå ýòî ñàìè), ò.å. îí pàâíîñòîpîííèé. Îòñþäà AB = OB = OC.


	Âòîpîå påøåíèå. (A
