1. Ïóñòü îòpåçîê ED ñèììåòpè÷åí EB îòíîñèòåëüíî AE. Òàê êàê AE - áèññåêòpèñà, òî÷êà D ëåæèò íà ïpÿìîé AC. (ABE = (ADE êàê ñèììåòpè÷íûå, çíà÷èò, AD = AB = AC/2 = DC, ò.å. ED - ìåäèàíà (AEC. Òàê êàê (AEC pàâíîáåäpåííûé, åãî ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé, ò.å. (ADE = 90(. Òîãäà è (ABC = (ADE = 90(. Â ïpÿìîóãîëüíîì (ABC êàòåò AB pàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû AC. Çíà÷èò, (C =  30(, (A = 60(.





2. Ïîíÿòíî, ÷òî çàïèñü èñêîìîãî ÷èñëà äîëæíà íà÷èíàòüñÿ ñ âîçìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà äâîåê. Äàëüøå â íåé èäóò ãpóïïû åäèíèö, ïåpåìåæàþùèåñÿ äâîéêàìè. Ïî óñëîâèþ â êàæäîé òàêîé ãpóïïå ìîæåò áûòü íå áîëüøå äâóõ åäèíèö - èíà÷å âîçíèêëà áû çàïpåùåííàÿ êîìáèíàöèÿ 2111. Ïîýòîìó ãpóïï åäèíèö äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 25. ×òîáû îòäåëèòü èõ äpóã îò äpóãà, íóæíî íå ìåíüøå 24 äâîåê. Ïîýòîìó “â ãîëîâå” çàïèñè èñêîìîãî ÷èñëà ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå 26 äâîåê. Åñëè èõ pîâíî 26, òî åäèíèöû äîëæíû pàçáèâàòüñÿ pîâíî íà 25 ãpóïï ïî äâå, è ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 22...22112112...11211. Ëþáîå äpóãîå ÷èñëî, óäîâëåòâîpÿþùåå óñëîâèþ çàäà÷è, ìåíüøå ýòîãî, èáî ñpåäè ïåpâûõ 26 çíàêîâ åãî çàïèñè åñòü õîòÿ áû îäíà åäèíèöà.





3. Ïóñòü âñåãî åñòü n ãpóïï, â íàèáîëüøåé ãpóïïå - k ÷åëîâåê. Çàíóìåpóåì ãpóïïû òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà øëè âñå ãpóïïû ïî k ÷åëîâåê, à çàòåì - ïî (k-1). Ïîñòàâèì âñåõ ó÷àñòíèêîâ â øåpåíãó òàê, ÷òîáû ó÷àñòíèêè èç îäíîé ñòpàíû ñòîÿëè pÿäîì, è çàíóìåpóåì âñåõ ïî ïîpÿäêó ÷èñëàìè îò 1 äî N. Îïpåäåëèì êàæäîãî ó÷àñòíèêà â ãpóïïó, íîìåp êîòîpîé pàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ åãî íîìåpà íà n. Ýòèõ íîâûõ ãpóïï áóäåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñòàpûõ, ïîòîìó ÷òî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà n pîâíî n øòóê. Òàê êàê ó÷àñòíèêîâ îò îäíîé ñòpàíû íå áîëüøå n, òî äâà ó÷àñòíèêà îò îäíîé ñòpàíû ïîïàñòü â îäíó ãpóïïó íå ìîãóò. Òåïåpü çàìåòèì, ÷òî âñåãî ó÷àñòíèêîâ òópíèpà íå ìåíüøå, ÷åì n(k-1) è íå áîëüøå, ÷åì nk. Ïîýòîìó â êàæäîé èç âíîâü ñôîpìèpîâàííûõ ãpóïï ïî-ïpåæíåìó áóäåò íå ìåíåå, ÷åì k-1 è íå áîëåå, ÷åì k ó÷àñòíèêîâ.





4. Îòâåò: 7. Ïpèìåp: 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35. Òåïåpü ïîêàæåì, ÷òî âîñüìè èäóùèõ ïîäpÿä ÷èñåë ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì áûòü íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë (îáîçíà÷èì åãî n) äåëèòñÿ íà 8. Ñpåäè âîñüìè íàøèõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî áóäåò ëèáî ÷èñëî (n-4) ëèáî ÷èñëî (n+4). Îíî äåëèòñÿ íà 4, íî íå äåëèòñÿ íà 8, ÷òî ïpîòèâîpå÷èò óñëîâèþ.





5. Îòâåò: íåëüçÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïÿòè íå÷åòíûõ öèôp - íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîñëåäíÿÿ öèôpà êîòîpîãî, åñòåñòâåííî, òîæå íå÷åòíà. Çíà÷èò, ïîñëå êàæäîé îïèñàííîé â óñëîâèè îïåpàöèè ìû ïîëó÷àåì ÷èñëî èç ïÿòè íå÷åòíûõ öèôp, êîòîpîå íå ìîæåò pàâíÿòüñÿ ÷èñëó 12345.





6. Â êâàäðàòå 3õ3 ðàñïîëîæåíî 9 ëàìïî÷åê. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïåðåêëþ÷èòü ñîñòîÿíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ êâàäðàò 2õ2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ “óçîðîâ” ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîñòîÿíèÿ, êîãäà âñå ëàìïî÷êè íå ãîðÿò.





6. “Ñîñòîÿíèå” êàæäîé êëåòêè îïpåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ïåpåêëþ÷åíèé êâàäpàòîâ, â êîòîpûå îíà âõîäèò. ×åòíîñòü ÷èñëà ïåpåêëþ÷åíèé êàæäîãî êâàäpàòà ñâîþ î÷åpåäü îïpåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì âõîäÿùåé â íåãî óãëîâîé ëàìïî÷êè - ãîpèò/ íå ãîpèò. Èòàê, êàæäàÿ ÷åòûpåõ óãëîâûõ ëàìïî÷åê ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî óçîpîâ 24 = 16.





6. Âûáåpåì êàêîé-ëèáî êâàäpàò 2(2. Åñëè ïåpåêëþ÷èòü âñå âõîäÿùèå â íåãî ëàìïî÷êè ÷åòíîå ÷èñëî pàç, òî ýòî âñå pàâíî, ÷òî íå ïåpåêëþ÷àòü èõ ñîâñåì, à åñëè íå÷åòíîå ÷èñëî pàç, òî ýòî âñå pàâíî, ÷òî ïåpåêëþ÷èòü èõ îäèí pàç. Ïîýòîìó, èçó÷àÿ óçîpû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïpè ïîëó÷åíèè êàæäîãî èç íèõ â êàæäîì êâàäpàòå 2(2 ïåpåêëþ÷åíèå ëàìïî÷åê ëèáî íå ïpîèçâîäèëîñü, ëèáî ïpîèçâîäèëîñü îäèí pàç. Çàìåòèì òåïåpü, ÷òî â êâàäpàòå 3(3 åñòü âñåãî ÷åòûpå êâàäpàòà 2(2, ïpè÷åì êàæäàÿ èç óãëîâûõ êëåòîê êâàäpàòà 3(3 âõîäèò pîâíî â îäèí èç ýòèõ êâàäpàòîâ. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåpåêëþ÷åíèé äëÿ êàæäîãî êâàäpàòà îïpåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì âõîäÿùåé â íåãî óãëîâîé ëàìïî÷êè: 0, åñëè îíà íå ãîpèò è 1, åñëè îíà ãîpèò. Âñåãî òàêèõ êîìáèíàöèé ñîñòîÿíèé ÷åòûpåõ óãëîâûõ ëàìïî÷åê èìååòñÿ 24 = 16. 





6. Îòâåò: 16. Â êâàäpàòå 3(3 åñòü âñåãî ÷åòûpå êâàäpàòà 2(2, ïpè÷åì êàæäàÿ èç óãëîâûõ êëåòîê êâàäpàòà 3(3 âõîäèò pîâíî â îäèí èç ýòèõ êâàäpàòîâ. Ãîpèò èëè íå ãîpèò äàííàÿ ëàìïî÷êà îïpåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ îáùåãî êîëè÷åñòâà ïåpåêëþ÷åíèé âî âñåõ êâàäpàòàõ 2(2, ñîäåpæàùèõ ýòó ëàìïî÷êó. Â ÷àñòíîñòè, ãîpèò èëè íå ãîpèò óãëîâàÿ ëàìïî÷êà îïpåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ïåpåêëþ÷åíèé (åäèíñòâåííîãî) êâàäpàòà 2(2, ñîäåpæàùåãî åå. Ïîýòîìó, çíàÿ ñîñòîÿíèå âñåõ ÷åòûpåõ óãëîâûõ ëàìïî÷åê, ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ÷åòíîñòü ÷èñëà ïåpåêëþ÷åíèé êàæäîãî êâàäpàòà, à çàòåì è ñîñòîÿíèå êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ ëàìïî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî óçîpîâ íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî pàçíûõ ñîñòîÿíèé óãëîâûõ êëåòîê, êîòîpûõ î÷åâèäíî, èìååòñÿ pîâíî 16. Ñ äpóãîé ñòîpîíû, pàçíûì ñîñòîÿíèÿì óãëîâûõ êëåòîê ñîîòâåòñòâóþò pàçíûå óçîpû.


6. Çàìåòèì ÷òî óçíàòü ãîpèò èëè íå ãîpèò ëàìïî÷êà çàâèñèò îò òîãî ÷åòíî èëè íå÷åòíî ÷èñëî åå ïåpåêëþ÷åíèé. ×èñëî ïåpåêëþ÷åíèé êàæäîé ëàìïî÷êè pàâíî ñóììå êîëè÷åñòâà ïåpåêëþ÷åíèé êâàäpàòîâ åå ñîäåpæàùèõ.  ×åòíîñòü ñóììû çàâèñèò òîëüêî îò ÷åòíîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî.  Êîëè÷åñòâî ïåpåêëþ÷åíèé êàæäîãî êâàäpàòà pàâíî ÷èñëó ïåpåêëþ÷åíèé óãëîâîé ëàìïî÷êè ñîäåpæàùåéñÿ â íåì. Çíà÷èò åñëè èçâåñòíû ñîñòîÿíèÿ óãëîâûõ ëàìíî÷åê (èõ  24=16) Òî èçâåñòíî, è ñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû.





7. Âûèãpûâàåò ïåpâûé. Ïåpâûì õîäîì îí äîëæåí îòìåòèòü óçåë íà îñè ñèììåòpèè påøåòêè. Åñëè âòîpîé òîæå îòìåòèò óçåë íà ýòîé îñè ñèììåòpèè, òî îí ïpîèãpàåò ñpàçó. Åñëè æå âòîpîé äåëàåò êàêîé-íèáóäü äpóãîé õîä, òî ïåpâûé èãpîê îòìå÷àåò óçåë, ñèììåòpè÷íûé óçëó îòìå÷åííîìó âòîpûì îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòpèè. Ïpè ýòîì îí íå ìîæåò ïpîèãpàòü, òàê êàê åñëè ïîñëå åãî õîäà 2 òî÷êè îêàçàëèñü íà îäíîé ïpÿìîé ñ öåíòpîì, òî õîäîì pàíåå äâå ñèììåòpè÷íûå òî÷êè óæå áûëè íà îäíîé ïpÿìîé ñ öåíòpîì, ò.å. âòîpîé ïpîèãpàë ïpåäûäóùèì õîäîì.





8. Îòâåò: 101. Íàïpèìåp, â ïpàâèëüíîì 101-óãîëüíèêå  A1A2...A101  101 íàèáîëüøèõ äèàãîíàëåé îòñåêàþò ìàëåíüêèé ïpàâèëüíûé 101-óãîëüíèê. Òàê êàê âñå âåpøèíû pàâíîïpàâíû, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëü A1Ak íå pàññåêàåò ýòîò ìíîãîóãîëüíèê. Äåéñòâèòåëüíî, îíà íàõîäèòñÿ âíå òpåóãîëüíèêà A1A51A52, à ìàëåíüêèé 101-óãîëüíèê âíóòpè íåãî.


  Äîêàæåì òåïåpü, ÷òî áîëåå 101 ñòîpîíû ìíîãîóãîëüíèê, îòñå÷åííûé äèàãîíàëÿìè èìåòü íå ìîæåò. ßñíî, ÷òî íå áîëåå äâóõ äèàãîíàëåé, ïpîâåäåííûõ èç îäíîé âåpøèíû, ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñòîpîíàìè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. À åñëè èç êàæäîé âåpøèíû ïpîâåñòè pîâíî äâå äèàãîíàëè, òî ïîëó÷èòñÿ âñåãî 101õ2:2 = 101 äèàãîíàëü (äåëèì íà 2, òàê êàê êàæäàÿ äèàãîíàëü ñîåäèíÿåò 2 âåpøèíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷èòàåòñÿ 2 pàçà).





9. Îòâåò: 909090909. 


Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì À(õ) ðàýíîñòü ìåæäó ñóììîé öèôð ÷èñëà õ íà íå÷åòíûõ (ñ÷èòàÿ ñ êîíöà) ìåñòàõ è ñóììîé öèôð íà ÷åòíûì ìåñòàõ (íàïðèìåð, À(12345)=1-2+3-4+5=3. Êàê èçâåñòíî, ïðè äåëåíèè íà 11 õ è À(õ) äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Èñêîìîå ÷èñëî ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç íóëåé è äåâÿòîê. Ëþáóþ  äðóãóþ öèôðó ìîæíî çàìåíèòü áîëüøåé èëè ìåíüøåé, è îäíî èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íå áóäåò äåëèòüñÿ íà 11. Äàëåå, åñëè äâå öèôðû ñòîÿò îáå íà ÷åòíûì ìåñòàì, òî îíè ðàâíû (èíà÷å ïðè çàìåíå îäíîé À(õ) óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïðè .çàìåíå äðóãîé óìåíüøàåòñÿ íà 1, è îäíî èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íà 11 íå äåëèòñÿ). Àíàëîãè÷íî, öèôðû, ñòîÿùèå íà ìåñòàì ðàçíîé ÷åòíîñòè, äîëæíû áûòü ðàçíûìè. Åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0, òî, çà÷åðêíóâ åãî, ïîëó÷èì ìåíüøåå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è.
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Èòàê, íóæíîå ÷èñëî èìååò âèä: 909....0909, Ïðîñòîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå ñðåäè íèõ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è, ýòî  909090909.





10. Pàçpåæåì øàõìàòíóþ äîñêó íà 21 òpèìèíîøêó è 1 êëåòêó(ñì. pèñ.). Â êàæäîé òpèìèíîøêå - íå áîëåå îäíîé ëàäüè. Çíà÷èò, âñåãî ëàäåé íå áîëåå 22. Åñëè  íà  çàêpàøåííûå êëåòêè ïîñòàâèòü ëàäüè, òî ïîëó÷èì ïpèìåp pàññòàíîâêè 22 ëàäåé, íå áüþùèõ  äpóã äpóãà.





