XVI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ.
ТОБОЛЬСК, 30.10–05.11.2000

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 31.10.2000
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. Банк "Мани-мани" ежегодно начисляет на вклады проценты, которые добавляются к сумме вклада. Сколько процентов начисляет банк в год, если вклад в 1000 рублей за два года вырос на 210 рублей? Процент начислений за эти два года не менялся. (Фольклор)
2. Найдутся ли в сутках такие два момента, что в каждый из них часовая и минутная стрелки часов направлены в противоположные стороны, а прямая, вдоль которой направлены стрелки часов в первый момент, перпендикулярна прямой, вдоль которой направлены стрелки часов во второй момент? (И.С. Рубанов)
3. Дан треугольник ABC. На сторонах AВ и ВС взяты точки D и Е таким образом, что (ACB = 2(BED. Докажите, что AC + ЕC > AD. (А.В. Пастор)
4. На плоскости отмечена точка A. Требуется провести на плоскости несколько не проходящих через A отрезков так, чтобы всякий луч, выходящий из отмеченной точки, пересекал хотя бы три из них. Каким наименьшим числом отрезков можно обойтись? (Фольклор)
5. На плоскости отмечены 100 точек. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно соединить стрелкой две точки, если их не соединяли раньше. При этом запрещается проводить стрелку, после появления которой из любой точки можно будет добраться по стрелкам до любой другой. Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода без нарушения правил. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнер? (Д.А. Ростовский)
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1. Клетки доски 4(4 закрасили в три цвета. Известно, что у каждой клетки есть соседи двух других цветов. Докажите, что клеток каждого цвета не меньше четырех. (Р.Г. Женодаров, 31)
2. Аня, Ваня, Саня и Даня придумали натуральное число. Аня сказала, что оно двузначное, Ваня – что оно делитель числа 150, Саня – что оно не равно 150, а Даня – что оно делится на 25. Впоследствии выяснилось, что ровно один из них соврал. Кто? Ответ должен быть обоснован. (Р.А. Семизаров, 43)
3. Найдутся ли в сутках такие два момента, что в каждый из них часовая и минутная стрелки часов направлены в противоположные стороны, а прямая, вдоль которой направлены стрелки часов в первый момент, перпендикулярна прямой, вдоль которой направлены стрелки часов во второй момент? (И.С. Рубанов)
4. На плоскости отмечена точка A. Требуется провести на плоскости несколько не проходящих через A отрезков так, чтобы всякий луч, выходящий из отмеченной точки, пересекал хотя бы два из них. Каким наименьшим числом отрезков можно обойтись? (Фольклор)
5. В Однобоком графстве между некоторыми (но, к сожалению, еще не между всеми) усадьбами проложены дороги с односторонним движением. При этом при появлении любой новой дороги (также с односторонним движением) между усадьбами, не соединенными дорогой до этого, оказывается, что от любой усадьбы до любой другой можно добраться, не нарушая правил. Докажите, что такая возможность имеется уже сейчас. (Д.А. Ростовский; СПб, городская 2000 г.)
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1. – Бабушка, сколько лет твоему внуку? 

   – Моему внуку столько месяцев, сколько мне лет, а вместе нам 65 лет. 

Сколько лет внуку? Ответ объясните. (Иваново, матбои 1994/95 года)
2. Клетки доски 4(4 закрасили в три цвета. Известно, что у каждой клетки есть соседи двух других цветов. Докажите, что клеток каждого цвета не меньше четырех. (Р.Г. Женодаров, 31)
3. Аня, Ваня, Саня и Даня придумали натуральное число. Аня сказала, что оно двузначное, Ваня – что оно делитель числа 150, Саня – что оно не равно 150, а Даня – что оно делится на 25. Впоследствии выяснилось, что ровно один из них соврал. Кто? (Р.А. Семизаров, 43)
4. Найдутся ли в сутках такие два момента, что в каждый из них часовая и минутная стрелки часов направлены в противоположные стороны, а прямая, вдоль которой направлены стрелки часов в первый момент, перпендикулярна прямой, вдоль которой направлены стрелки часов во второй момент? (И.С. Рубанов)
5. На плоскости отмечена точка A. Можно ли провести на плоскости 5 не проходящих через A отрезков так, чтобы всякий луч, выходящий из отмеченной точки, пересекал хотя бы два из них? (Фольклор)
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КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 31.10.2000

ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. На планете Целина обитают два вида разумных существ: у одних – 1 голова, 5 рук и 3 ноги, а у других – 2 руки, 4 ноги и 6 голов. В Бюро Межпланетных Контактов (БМК) планеты Целина работают несколько сотрудников, на которых приходится 220 рук и голов. Сколько всего ног у сотрудников БМК? Ответ обосновать. (Харьковская областная 1999/2000) 

2. Докажите, что в записи 20002 – 19992 –…– 22 – 12 можно некоторые минусы поменять на плюсы так, что значение получившегося выражения будет равно 2000. (Фольклор)
3. Гармонизатором чисел х, у и z называется число 
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. Найдутся ли четыре положительных числа, каждое из которых меньше гармонизатора трех других? (И.С. Рубанов, 78)
4. Все стороны выпуклого пятиугольника ABCDE равны, а (BCD = 2(ACE. Найдите (ACE. (Фольклор)
5. Квадрат 9(9 разрезан на квадраты 2(2 и «уголки» из трех клеток. Какое наибольшее количество квадратов 2(2 могло при этом получиться? (Фольклор)
6. 100 волейбольных команд сыграли однокруговой турнир (каждая с каждой сыграла по одному разу), причем в каждом матче играли команды, имевшие к началу этого матча поровну очков. Сколько очков набрала команда-победительница? За победу в волейболе дают 1 очко, за поражение 0 очков, ничьих не бывает. (Олимпиада ФМЛ-239 1999 г.)
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КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 31.10.2000

ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Найдите все решения ребуса:

ИШИМ+ШИМ+ИМ+М = ТОБОЛ.

Здесь одинаковыми буквами зашифрованы одинаковые цифры, а разными – разные. (И.С. Рубанов)
2. На планете Целина обитают два вида разумных существ: у одних – 1 голова, 5 рук и 3 ноги, а у других – 2 руки, 4 ноги и 6 голов. В Бюро Межпланетных Контактов (БМК) планеты Целина работают несколько сотрудников, на которых приходится 220 рук и голов. Сколько всего ног у сотрудников БМК? Ответ обосновать. (Харьковская областная 1999/2000)
3. Докажите, что в записи 20002 – 19992 –…– 22 – 12 можно некоторые минусы поменять на плюсы так, что значение получившегося выражения будет равно 2000. (Фольклор)
4. Встретились несколько друзей. Каждый из них обменялся рукопожатием с каждым, кроме Федота Бурчеева, который, будучи не в духе, некоторым пожал руку, а некоторым – нет. Всего было сделано 197 рукопожатий. Сколько рукопожатий сделал Федот? (И.С. Рубанов)
5. Квадрат 9(9 разрезан на квадраты 2(2 и «уголки» из трех клеток. Какое наибольшее количество квадратов 2(2 могло при этом получиться? (Фольклор)
XVI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ.
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Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. На планете Целина обитают два вида разумных существ: у одних – 1 голова, 5 рук и 3 ноги, а у других – 2 руки, 4 ноги и 6 голов. В Бюро Межпланетных Контактов (БМК) планеты Целина работают несколько сотрудников, на которых приходится 220 рук и голов. Сколько всего ног у сотрудников БМК? Ответ обосновать.

У существ каждого из видов число ног вдвое меньше суммарного числа рук и голов. Поэтому у сотрудников БМК всего 220:2 = 110 ног.

Задача 2. Докажите, что в записи 20002 – 19992 –…– 22 – 12 можно некоторые минусы поменять на плюсы так, что значение получившегося выражения будет равно 2000.

Решение. Заметим, что (n+1)2 – n2 = 2n+1. Поэтому ((n+3)2 – (n+2)2) – ((n+1)2 – n2) = (2(n+2)+1) – (2n+1) = 4. Таким образом, между квадратами любых четырех идущих подряд натуральных чисел можно так расставить плюсы и минусы, что в результате получится 4. Разобьем 2000 данных квадратов на 500 таких четверок, и в каждой соответствующим образом расставим знаки. В итоге получится 4х500 = 2000.

Задача 3. Гармонизатором чисел х, у и z называется число 
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. Найдутся ли четыре положительных числа, каждое из которых меньше гармонизатора трех других?
Решение. Покажем, что гармонизатор трех чисел не больше самого маленького и не меньше самого большого из этих чисел. В самом деле, пусть x(y( z. Тогда 1/x(1/y(1/z, откуда 1/x+1/y+1/z ( 3/z и 3/(1/x+1/y+1/z) ( 3/(3/z) = z. Неравенство 3/(1/x+1/y+1/z) ( х доказывается аналогично. Теперь возьмем гармонизатор трех самых маленьких из четырех данных чисел. В силу доказанного он не может быть меньше четвертого числа. Значит, четырех чисел, каждое из которых меньше гармонизатора трех других, не существует.

Задача 4. Все стороны выпуклого пятиугольника ABCDE равны, а (BCD = 2(ACE. Найдите (ACE.
Решение. В треугольнике АВС стороны АВ  и ВС равны. Поэтому (ВАС = (ВСА. Аналогично, (ECD = (CED. Из треугольника ACE получаем (АСЕ+(САЕ+(СЕА = 180(. Но по условию (АСЕ = (ВСА+(CED. Поэтому (ВСА+(CED +(САЕ+(СЕА = 180(. Заметим, что (ВСА+(САЕ = (ВАЕ и +(CED+(СЕА = (AED. Поэтому (ВАЕ+(AED = 180(, то есть АВ || DE. Так как по условию отрезки АВ и DE еще и равны, то ABDE – параллелограмм. Поэтому BD = AE. Но по условию ВС = CD = AE. Значит, треугольник BCD – равносторонний, то есть (АСЕ = (BCD/2 = 30(.

[image: image3.wmf]Задача 5. Квадрат 9(9 разрезан на квадраты 2(2 и «уголки» из трех клеток. Какое наибольшее количество квадратов 2(2 могло при этом получиться?
[image: image4.wmf]Ответ 6. Решение. Отметим клеточки квадрата так, как показано на рисунке справа. Тогда в каждом квадратике 2(2 окажется ровно по одной закрашенной клеточке, а в каждом уголке – не более одной закрашенной клеточки. Значит, всего фигур получится не меньше 25. Пусть среди них k квадратиков и m уголков. Тогда m ( 25–k, и потому всего в этих фигурах – 4k+3m ( 4k+3(25–k) = 75+k клеток. Но в квадрате 9(9 – 81 клетка. Поэтому 75+k ( 81, т.е., k ( 6. Пример, когда квадратов ровно 6, показан на втором рисунке.

Задача 6. 100 волейбольных команд сыграли однокруговой турнир (каждая с каждой сыграла по одному разу), причем в каждом матче играли команды, имевшие к началу этого матча поровну очков. Сколько очков набрала команда-победительница? За победу в волейболе дают 1 очко, за поражение 0 очков, ничьих не бывает.
Решение. Ответ: 99 очков; такое бывает, если команды пронумерованы и последовательно сначала первая команда проигрывает всем остальным, затем вторая – всем оставшимся, потом третья и т.д. Докажем, что победитель должен набрать 99 очков.


Лемма. Если в какой-то момент одна из команд имеет ровно k очков, то в конце турнира у какой-нибудь из команд будет ровно k очков.

Заметим, что после каждой встречи, в которой играют команды, имеющие ровно по k очков, одна из команд по-прежнему будет иметь ровно k очков. Поэтому всегда будет команда, имеющая k очков.

Расположим команды в порядке возрастания количеств очков и докажем индукцией по n, что n-я по счету команда выиграла у всех предыдущих и набрала n-1 очков. База n=1 следует из леммы. Переход. Рассмотрим (n+1)-ю команду. По предположению индукции команды c 1-й по n-ю проиграли всем остальным, поэтому остальные команды набрали не менее n очков. В силу леммы найдется команда, набравшая ровно n очков. Ясно, что это будет именно (n+1)-я команда, и она набрала эти очки, выиграв у команд с меньшими номерами. Заметим, что тогда сотая команда набрала ровно 99 очков.
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Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Найдите все решения ребуса ИШИМ+ШИМ+ИМ+М = ТОБОЛ.
Решение. Очевидно, ИШИМ+ШИМ+ИМ+М ( 9897+897+97+7 < 11000. Поэтому Т=1 и О=0. При этом И > 7 – иначе ИШИМ < 8000, и сумма из условия меньше 10000. Допустим, И=8. Тогда в разряде десятков сумма И+И+И дает 24, а сумма 4И в разряде единиц не может дать больше тройки переноса в разряд десятков. Нуля в разряде десятков суммы в этом случае не получается. Значит, И=9, М=8 (иначе из разряда единиц не придет тройка переноса), Л=2. Получается 9Ш98+Ш98+98+8 = 10Б02, откуда 200Ш = 100Б + 700, т.е. 2Ш = Б+7. Отсюда Ш(4. Проверка показывает, что Ш=4 и Ш=7 не подходят, а Ш=5 и Ш=6 подходят. Отсюда – два ответа: ИШИМ = 9598, ТОБОЛ = 10307 и ИШИМ = 9698, ТОБОЛ = 10507.

Задача 2. На планете Целина обитают два вида разумных существ: у одних – 1 голова, 5 рук и 3 ноги, а у других – 2 руки, 4 ноги и 6 голов. В Бюро Межпланетных Контактов (БМК) планеты Целина работают несколько сотрудников, на которых приходится 220 рук и голов. Сколько всего ног у сотрудников БМК? Ответ обосновать.

У существ каждого из видов число ног вдвое меньше суммарного числа рук и голов. Поэтому у сотрудников БМК всего 220:2 = 110 ног.

Задача 3. Докажите, что в записи 20002 – 19992 –…– 22 – 12 можно некоторые минусы поменять на плюсы так, что значение получившегося выражения будет равно 2000.

Решение. Заметим, что (n+1)2 – n2 = 2n+1. Поэтому ((n+3)2 – (n+2)2) – ((n+1)2 – n2) = (2(n+2)+1) – (2n+1) = 4. Таким образом, между квадратами любых четырех идущих подряд натуральных чисел можно так расставить плюсы и минусы, что в результате получится 4. Разобьем 2000 данных квадратов на 500 таких четверок, и в каждой соответствующим образом расставим знаки. В итоге получится 4х500 = 2000.

Задача 4. Встретились несколько друзей. Каждый из них обменялся рукопожатием с каждым, кроме Федота Бурчеева, который, будучи не в духе, некоторым пожал руку, а некоторым – нет. Всего было сделано 197 рукопожатий. Сколько рукопожатий сделал Федот?
Решение. Если каждый из m человек пожмет руки всем остальным, то все сделают по m–1 рукопожатий, а всего рукопожатий будет сделано m(m–1)/2, ибо в каждом из них участвуют двое. Рассмотрим функцию f(х) = х(х–1)/2. Если во встрече участвовали n друзей, то, с одной стороны, было сделано по крайней мере f(n–1) рукопожатий (ибо все, кроме Федота, заведомо обменялись рукопожатиями), а, с другой стороны, рукопожатий было меньше, чем f(n) (ибо Федот пожал руки не всем). Таким образом, n – это первое натуральное число, при котором величина f(n) = n(n–1)/2 становится не меньше, чем 197. Решив соответствующее неравенство, или просто подбором нетрудно убедиться, что n = 21, ибо 20(19/2 < 197 < 21(20/2. При этом рукопожатий, в которых Федот не участвовал, было 20(19/2 = 190. Значит, Федот сделал 7 рукопожатий.

[image: image5.wmf]Задача 5. Квадрат 9(9 разрезан на квадраты 2(2 и «уголки» из трех клеток. Какое наибольшее количество квадратов 2(2 могло при этом получиться?
[image: image6.wmf]Ответ 6. Решение. Отметим клеточки квадрата так, как показано на рисунке справа. Тогда в каждом квадратике 2(2 окажется ровно по одной закрашенной клеточке, а в каждом уголке – не более одной закрашенной клеточки. Значит, всего фигур получится не меньше 25. Пусть среди них k квадратиков и m уголков. Тогда m ( 25–k, и потому всего в этих фигурах – 4k+3m ( 4k+3(25–k) = 75+k клеток. Но в квадрате 9(9 – 81 клетка. Поэтому 75+k ( 81, т.е., k ( 6. Пример, когда квадратов ровно 6, показан на втором рисунке.
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