XXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 17-23.02.2006
Решения и указания для жюри, 1 тур. Высшая лига
1. Ответ: 148. Решение. Пример на 148. Построим ориентированный граф, вершинами которого будут числа от 1 до 100, а каждое из ребер связывает номер места, на котором стоит том с данным номером, с самим этим номером. Поскольку из каждой вершины этого графа выходит ровно одно ребро, и в каждую его вершину входит ровно одно ребро, все его вершины и ребра разбиваются на непересекающиеся ориентированные циклы. Цикл, в который входит красный том, назовем особым, прочие — обычными. Возьмем любой обычный цикл a ( b ( ( c ( … ( d ( a и добавим в него красный том (пусть его номер равен r): a ( r ( b ( c ( … ( d ( a. Затем последовательно поменяем местами красный том со всеми остальными элементами получившегося цикла. В итоге все элементы исходного обычного цикла встанут на предписанные им места, а красный том вернется на исходное место. Проделаем описанную процедуру со всеми обычными циклами длины, не меньшей 2, а напоследок «прокрутим» особый цикл, после чего все тома окажутся на своих местах, т.е. будут идти в порядке возрастания. При этом на приведение в порядок каждого цикла длины n, кроме особого, у нас ушла n+1 перестановка, а на особый цикл — n–1 перестановка, а всего — 100+k–2 перестановки, где k — число циклов длины не меньше 2. Поскольку циклов длины 2 и больше не более 50, мы совершили не больше 148 перестановок. Оценка. Пусть получилось 50 циклов длины 2. На приведение в порядок каждого обычного цикла нужно минимум 3 перестановки: убрать один том, поставить на его место другой и поставить на место другого первый. Еще одна перестановка нужна на особый цикл. Итого 49(3+1 = 148. ( Пример — из 4 баллов, оценка — из 6 баллов; если нет примера, задача считается нерешенной.
2. Ответ: 7 членов. Решение. Пусть a и b — два соседних члена нашей последовательности (a > b). По условию разность a2–b2 = (a–b)(a+b) равняется простому числу p или квадрату простого числа p2. В первом случае одна из скобок равна p, и это a+b, потому что она больше. В втором случае обе скобки не могут равняться p, поэтому a+b = p2. В обоих случаях a–b = 1, то есть a = b+1. Стало быть, наша последовательность состоит из квадратов последовательных натуральных чисел. Пусть n2 — первый из них. Тогда разности между соседними членами последовательности равны 2n+1, 2n+3, 2n+5, 2n+7 и т.д. Поскольку каждая из этих разностей больше предыдущей на 2, среди любых трех разностей, идущих подряд, встретится делящаяся на 3. Условию задачи она будет удовлетворять только если она равна 3 или 9. Таким образом, если среди разностей нет тройки или девятки, их не больше пяти, и в нашей последовательности не больше 6 членов. Если же среди разностей есть и 3, и 9, то n = 1, и в максимально длинной последовательности 7 членов: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49. ( Ответ без обоснования — 0. Только обоснование того, что последовательность состоит из квадратов последовательных натуральных чисел — из 4 баллов. 
3. Ответ: Нет. Решение. Всякая степень числа 16 оканчивается на 6, а цифра десятков повторяется циклически: 1 ( 5 ( 9 ( 3 ( 7 ( 1. Если перед шестеркой в убывающем числе идет девятка, то число имеет вид 99…96 = 10k–4 и не может быть степенью числа 16, потому что не делится на 8. Если же убывающая степень числа 16 оканчивается на 76, то для того, чтобы она делилась на 8, надо, чтобы цифра сотен была 7 или 9. Второе не годится (число 99…976 не делится на 16). Значит, наша степень оканчивается на 776. Чтобы она делилась на 16, снова нужно, чтобы предыдущая цифра была 7 или 9. В случае 9776 число имеет вид 9…9776 и дает при делении на 3 остаток 2, а любая степень числа 16 остаток 1. Рассмотрим случай 7776. Поскольку число 7776 делится на 32 и не является степенью числа 16, цифра десятков тысяч должна быть четной, то есть равной 8. Число, оканчивающееся на 87776, делится на 32, но не делится на 64. Поэтому цифра сотен тысяч в нем должна быть нечетной, то есть равной 9, и все идущие перед ней — тоже. Но число вида 9…987776 не может быть степенью числа 16, поскольку при делении на 3 дает остаток 2. ( Неполный перебор возможностей — не больше 4 баллов. 
4. Ответ: 10000. Решение. Рассмотрим какие-нибудь две задачи. Легко видеть, что не решить обе ("игнорировать эту пару задач") могли максимум два школьника (если таких найдется три, то эта тройка не будет удовлетворять условию задачи). Поскольку всего пар задач 15, общее количество пар задач, проигнорированных школьниками, не более 15(2 = 30. Если школьник не решил k+1 задачу (k ( 1), скажем, что у него k сверхнормативных нерешенных задач. Легко видеть, что такой школьник проигнорировал не менее k пар задач. Поэтому общее количество сверхнормативных нерешенных задач не больше общего количества проигнорированных пар, то есть 30. Поэтому общее количество решений не меньше, чем 2006(5–30 = 10000. Пример с 10000 решениями строится так: для каждой пары задач назначаем двух школьников, которые решили все задачи, кроме этих двух, а остальным 1976 школьникам поручаем решить любые 5 по их выбору. ( Только оценка — из 4 баллов. Только пример  из 4 баллов. Подсчет количества пар нерешенных задач без учета того, что один школьник может проигнорировать несколько пар — дыра в 4 балла, задача решена.
5. Отметим на отрезке AB такую точку K, что BK = CD. Тогда BCDK — параллелограмм. Следовательно, DK = 2AD и (ADK = 180(–(DAK–(DKA = 180(–(DAK–(ABC = 60(. Поэтому треугольник ADK — прямоугольный с прямым углом DAK. Следовательно (DAB = 90(. ( Подчеркнутый в решении вывод опирается на следующее утверждение: если в треугольнике с углом в 60( сторона, лежащая против другого угла, вдвое короче стороны, лежащей против третьего угла, то третий угол — прямой. Доказывать это утверждение не требуется, но оно должно быть четко сформулировано докладчиком. Если он вместе него сослался на обратное утверждение (про катет вдвое короче гипотенузы), это дыра в 4 балла.
[image: image3.wmf]6. Поскольку в треугольнике AEF AD — биссектриса внутреннего угла, а ED — биссектриса внешнего угла, FD — также биссектриса внешнего угла, то есть (CFD = (EFD. Тогда (FDC = 90(–(FDE = (DFE+(DEF–90( = (180(–(AFE)/2+(180(–(AEF)/2–90( = (FAE/2 = (BAD. 
7. По неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим имеем: 
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. Отсюда следует, что произведение трех дробей из условия задачи не меньше, чем 
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, поскольку x(4–x) ( 4. Стало быть, хотя бы одна из них не меньше 1.
8. Посмотрим, как меняется сумма n+((n) с ростом n. При переходе к составному числу она увеличивается на 1, при переходе к простому — на 2. Поскольку ((pn) = n, образующаяся при этом в ряду значений функции n+((n) «дырка» как раз закрывается числом n+pn–1. ( Слушать очень внимательно, решение легко «ускользает»!
Первая лига

1. Поставим на место сотый том. Для этого сначала поменяем местами красный том с томом, стоящим на последнем месте, а потом сотый том с красным. Таким же образом отправим на свои места все остальные тома. Когда все они окажутся на своих местах, красный том автоматически окажется на своем, и уйдет на все это 198 перестановок.
2. Задача 2 высшей лиги.
3. Задача 3 высшей лиги.
4. Ответ: Бутылка. Решение. По условию Т+3Б+20Ф = Ф+3Т+20Б, откуда 19Ф = 2Т+17Б < 19Б.
5. Задача 5 высшей лиги.
6. Задача 6 высшей лиги.
7. Упрощение задачи 7 высшей лиги. Решение аналогично.
8. Ответ: Нет. Решение. Пусть кому-то досталось число 100. Тогда другому, чтобы получить в своем длинном числе комбинацию 100, придется использовать число, кончающееся на 10 и нуль. Но тогда комбинацию 200 уже не получить.
Вторая лига

1. Задача 2 высшей лиги.
2. Упрощение задачи 7 высшей лиги. Решение аналогично.
3. Задача 5 высшей лиги.

4. Задача 6 высшей лиги.

5. Разобьем монеты на три пары. При этом фальшивые монеты попадут в одну пару или в разные, но в обоих случаях две пары будут весить одинаково, а третья будет отличаться от них по весу. Сравнив за два взвешивания одну из пар с двумя другими, мы найдем две пары одного веса. Назовем их «первая» и «вторая». Третьим взвешиванием сравним две монеты первой пары. Если их веса равны, все монеты в равных по весу парах — настоящие, а обе фальшивые монеты — в третьей паре. Последним взвешиванием сравниваем настоящую монету с фальшивой и узнаем, какая тяжелее. Если при третьем взвешивании веса двух монет различны, то первая и вторая пары состоят из настоящей и фальшивой монеты, а в третьей паре обе монеты — настоящие. При этом мы уже сравнивали одну из двух первых пар с третьей и потому знаем, как соотносятся веса настоящей и фальшивой монет. Поэтому мы можем сказать, какая из монет в первой паре — фальшивая, а сравнив четвертым взвешиванием монеты второй пары, найдем и вторую фальшивую.
6. Ответ: 1. Решение. Пусть a > b > c — данные числа. По условию либо a+bc = 3b, либо b+ac = 3b, либо c+ab = 3b. В первом случае a = b(3–c), откуда c = 1, потому что иначе a ( b. Во втором случае ac = 2b, и снова c = 1 по той же причине. В третьем случае c = b(3–a) ( a ( 2, что невозможно. ( Ответ без всякого обоснования — 0. За пример 1, x, 2x (в общем виде) — 2 балла. Разобраны не все случаи — не выше 6 баллов, задача не решена.
7. Ответ: В 4 туре. Решение. Очевидно, что 2 тура провести удастся. После 2 тура каждая команда сыграла по 2 матча с двумя разными командами. Как хорошо известно (на бое это, конечно, надо будет доказывать), граф сыгранных игр в этом случае представляет собой набор непересекающихся циклов четной длины, большей 2. В нашем случае это означает, что граф является циклом длины 6. Занумеруем команды по циклу и сведем в третьем туре команду 1 с командой 4, 2 — с 5, 3 — с 6. После этого граф несыгранных матчей будет состоять из двух циклов длины 3 и 4 тур окажется невозможным. ( Ответ без всякого обоснования — 0. Только оценка или только пример — из 4 баллов.
8. Решается аналогично задаче 1 первой лиги.
Высшая юниорская лига

1. Задача 2 высшей лиги.
2. Сутки сигналами часового таймера разделены на 24 промежутка по часу. Назовем такой промежуток испорченным, если в течении него (не в начале и не в конце) сработал один из трех других таймеров. Возьмем шесть часов подряд. Двухчасовой таймер портит три из них, трехчасовой — два, и один они портят вместе. Значит, два промежутка из шести останутся неиспорченными, и в течение суток эта пара промежутков будет повторяться с периодом 6 часов. Осталось заметить, что из четырех идущих подряд с периодом 6 промежутков пятичасовой таймер сможет испортить не больше одного.
( Доказано только существование неиспорченных промежутков, но не доказано, что их минимум 6 — 2 балла.
3. Пронумеруем монеты. Первым взвешиванием сравним 1 с 2, вторым — 1 с 3, третьим 4 с 5, четвертым — 4 с 6. Рассмотрим два возможных случая. 1 случай: либо оба первых взвешивания, либо оба вторых дали равновесие. Тогда в той группе монет (1, 2, 3 или 4, 5, 6), где было два равновесия, все три монеты настоящие, а обе фальшивые — в другой группе. Если там оба взвешивания не дали равновесия, монета, которую взвешивали с двумя другими, — настоящая, а две другие — фальшивые, причем из результатов взвешиваний известно, легче они или тяжелее настоящей. Если же одно из взвешиваний там дало равновесие, то обе монеты в нем — фальшивые, а второе взвешивание в этой группе показывает, легче фальшивая монета или тяжелее. 2 случай: и среди двух первых, и среди двух вторых взвешиваний есть такие, в которых одна из монет перевесила. Тут в каждой группе по одной фальшивой монете. Эта ситуация аналогична уже разобранной в первом случае. ( Бывают и другие верные планы. Но внимательно следите за тем, чтобы план не зависел от результатов взвешиваний.
4. Построим ориентированный граф, вершинами которого будут числа от 1 до 100, а каждое из ребер связывает номер места, на котором стоит какое-то число, с самим этим числом. Поскольку из каждой вершины этого графа выходит ровно одно ребро, и в каждую его вершину входит ровно одно ребро, все его вершины и ребра разбиваются на непересекающиеся ориентированные циклы. Цикл, в который входит единица, назовем особым, прочие — обычными. Возьмем любой обычный цикл a ( b ( ( c ( … ( d ( a и добавим в него единицу: a ( 1 ( b ( c ( … ( d ( a. Затем последовательно поменяем местами единицу со всеми остальными элементами получившегося цикла. В итоге все элементы исходного обычного цикла встанут на предписанные им места, а единица вернется на исходное место. Проделаем описанную процедуру со всеми обычными циклами длины, не меньшей 2, а напоследок «прокрутим» особый цикл, после чего все числа окажутся на своих местах, т.е. будут идти в порядке возрастания. При этом на приведение в порядок каждого цикла длины n у нас ушло не более n+1 перестановки. Поскольку циклов длины 2 и больше не более 50, мы совершили не больше 150 перестановок. ( Усиление результата см. в решении задачи 2 высшей лиги.
5. Ответ: Да. Решение. См рисунок справа. Все стороны каждого из невыпуклых шестиугольников равны между собой, а углы составляют (по порядку) 210(, 60(, 150(, 90(, 150(, 60(. Ось симметрии проходит через вершины углов в 210( и 90(.
( От участников, разумеется, потребуется обоснование симметричности шестиугольников. Его отсутствие, при условии, что картинка исчерпывающе описана — дыра в 4 балла, и задача решена. Если есть про рисунок, но из решения неясно, как ее однозначно построить — 4 балла и задача не решена.
6. Ответ: 9000–81+900–81+50–25+0 = 9763. Решение. Пусть в числе a тысяч, b сотен, c десятков и d единиц (0 ( a, b, c, d ( 9). Тогда разность числа и суммы квадратов его цифр равна (1000a–a2)+(100b–b2)+(10c–c2)+(d–d2). Первые две скобки максимальны при a = b = 9 (при других a или b первая меньше 8000, а вторая — меньше 800), третья — при c=5 (проверяется хотя бы перебором), четвертая — при d = 0 или 1. Отсюда ответ. ( Только ответ — 2 балла. 
7. Задача 3 высшей лиги.
8. Ответ: 110. Решение. Чтобы в каждой группе из 10 учеников оказался школьник, получивший единицу, единицы должен получить по крайней мере 21 ученик. То же касается и остальных оценок. Поэтому каждая из пяти оценок выставлялась не меньше 21 раза, и всего их было поставлено не меньше 110. Пример на 110: каждая оценка выставлена 21 произвольному школьнику. ( Только ответ — 2. Оценка без примера — 6 баллов и задача не решена. Ответ с примером без оценки — 4 балла.
Первая юниорская лига

1. 340+1220+826 = (320)2+2(320(239 + (239)2 = (320+239)2.
2. Сутки сигналами часового таймера разделены на 24 промежутка по часу. Назовем такой промежуток испорченным, если в течении него (не в начале и не в конце) сработал один из трех других таймеров. Возьмем шесть часов подряд. Двухчасовой таймер портит три из них, трехчасовой — два, и один они портят вместе. Значит, два промежутка из шести останутся неиспорченными, причем между ними — нечетное число промежутков. Поэтому пятичасовой таймер сможет испортить не больше одного из них. Поскольку в течение суток эта пара промежутков будет повторяться с периодом 6 часов, за сутки наберется по крайней мере 4 неиспорченных промежутка. ( Доказано только существование неиспорченных промежутков, но не доказано, что их минимум 4 — 2 балла.
3. Задача 3 высшей юниорской лиги.
4. Решается аналогично задаче 1 первой лиги.
5. Ответ: 540(/7. Решение. Пусть угол при вершине B равен x. Тогда (BCD = (BDC = x, (ACD = (ADC = 2x, откуда получается, что угол при вершине C равен 3x, а угол при вершине A равен 180(–4x. Наибольший угол треугольника ABC равен, очевидно, наибольшему из чисел 3x и 180(–4x. Заметим, что 3x = 180(–4x при x = 180(/7, и при этом 3x = 540(/7. При x < 180(/7  180(–4x > 540(/7, а при x > 180(/7  3x > 540(/7. Отсюда — ответ. ( Ответ без обоснования — 6 баллов, и задача не решена.
6. Задача 7 второй лиги.
7. Ответ: 20 пакетиков. Решение. Поскольку в первый раз фермеры до места встречи ехали одно и то же время, Васька ест «Вискас» вдвое быстрее, чем Петька. Поскольку в первый раз они съели «Вискаса» поровну, Васильев едет вдвое быстрее Петрова. Во второй раз Петька ехал вдвое быстрее, чем в первый, и потому съел вдвое меньше «Вискаса», а Васька ехал вдвое медленнее, и потому съел «Вискаса» вдвое больше. Отсюда — ответ. ( Ответ без обоснования — 2 балла.
8. Задача 8 высшей юниорской лиги.
Вторая юниорская лига

1. 340+620+238 = (320)2+2(320(219 + (219)2 = (320+219)2.
2. Сутки сигналами часового таймера разделены на 24 промежутка по часу. Назовем такой промежуток испорченным, если в течении него (не в начале и не в конце) сработал один из трех других таймеров. Двухчасовой таймер портит каждый второй промежуток, то есть 12 промежутков за сутки, а 2,5-часовой может испортить за сутки не больше 10 промежутков, потому что 2,5(10 > 24. Значит, останется даже два промежутка, когда Васькин сон ничто не потревожит.
3. Задача 5 второй лиги.
4. Решается аналогично задаче 1 первой лиги.
5. Задача 5 первой юниорской лиги.
6. Показано в решении задачи 7 второй лиги.
7. Задача 7 первой юниорской лиги.
8. Задача 8 высшей юниорской лиги.
Лига «Старт»
1. Ответ: 20 м/с или 14 м/с. Решение. Из условия следует, что направления движения поезда, течения реки и скорости ветра совпадают. Но неизвестно, в каком направлении плывёт катер. Рассмотрим два случая. Пусть сперва катер движется по течению. Обозначим соответствующие скорости через П, Т, К и В. Тогда получаем: В–Т = 3, П–Т = 20, П–В = К+Т–В. Отсюда видно, что К = 20. Теперь рассмотрим ситуацию, когда катер движется против течения. Равенства принимают вид: В–Т = 3, П–Т = 20, П–В =  К–Т+В. Отсюда находим К = П+Т–2В = 14. ( Потерян один из ответов — не более 6 баллов, и задача не решена. За вычислительные ошибки при верно ходе решения снимается до 4 баллов.
2. Ответ: Нет. Решение. Как известно, число и сумма его цифр имеют одинаковые остатки при делении на 3. Поэтому сумма из условия задачи делится на 3, а число 2006 на 3 не делится. ( Обоснования признака делимости не требуется.
3. Задача 5 второй лиги.
4. Решается аналогично задаче 1 первой лиги.
5. Ответ: Да. Решение. Сложим слой 6(6(1 из 12 параллелепипедов 3(1(1 как показано на рисунке справа (вид сверху). Затем прикрепим к каждому параллелепипеду сверху кубик с ребром 1 по закрашенному на рисунке квадрату. Получится 12 фигурок из условия задачи. Оставшийся пустым во втором слое 6(6(1 параллелепипед 6(4(1 заполним склеенными из двух фигурок параллелепипедами 4(2(1. Мы собрали из наших фигурок слой 6(6(2. Из трех таких слоев можно сложить куб 6(6(6. 
6. Разобьем команды на две группы по 7 команд. Очевидно, можно провести первые семь туров так, чтобы каждая команда из одной группы сыграла с каждой командой из другой. После этого все матчи должны происходить внутри групп, а 7 команд разбить на пары невозможно.
7. Задача 7 первой юниорской лиги.

8. Задача 8 высшей юниорской лиги.
2 тур, решения и указания для жюри. Высшая лига
1. Если сумма цифр n-значного числа равна 9(n–1), то либо в нем вовсе нет нулей, либо есть один нуль, а остальные цифры — девятки. Забудем пока про девять чисел с суммой цифр 9(n–1), у которых этот нуль — одна из девяти последних цифр, а всем остальным числам с суммой цифр 9(n–1) сопоставим число с суммой цифр 9(n–2), в котором нет девяток, уменьшив каждую из последних 9 цифр на 1. Поскольку разным числам с суммой цифр 9(n–1) при этом сопоставляются разные числа с суммой цифр 9(n–2), чисел с суммой цифр 9(n–1), среди последних 9 цифр которых нет нулей, не больше, чем чисел с суммой цифр 9(n–2 среди последних 9 цифр которых нет девяток. Но чисел с суммой цифр 9(n–2), среди последних 9 цифр которых есть девятки, больше девяти (например, чисел, в записи которых n–2 девятки и два нуля, уже (n–1)(n–2)/2), что и завершает доказательство. ( Построено отображение чисел с суммой цифр 9(n–1) в числа с суммой цифр 9(n–2), но докладчик не понимает необходимости доказывать его инъктивность — 0. Не рассмотрены особые случаи, когда отображение не определено — не выше 6, задача не решена.
2. Ответ: 27. Решение. Заметим, что при переходе к следующей строке сохраняется остаток от деления суммы чисел в строке на 3. Следовательно, суммы чисел во всех строках, как и в первой, делятся на 3. Нетрудно проверить, что различных таких строк ровно 27. А вот и пример: 0000 0111 0222 1200 2211 0012 1110 1221 1002 2010 0021 1122 2220 2001 2112 0120 1101 2202 0210 1011 2022 2100 0201 1212 1020 2121 0102.

3. Возьмем произвольную тройку целых чисел (x,y,z), удовлетворяющую равенству 2x+3y–5z = 1 (*), и будем искать решение уравнения 2a2+3b2–5c2 = 2005 в виде a = x+n, b = y+n, c = z+n. Подстановка в уравнение дает после преобразований равенство 2n = 2005–(2x2+3y2–5z2). Поскольку сумма в скобках сравнима по модулю 2 с суммой 2x+3y–5z, она нечетна, разность в правой части последнего равенства четна, и мы находим искомое целое n. Осталось заметить, что существует бесконечно много решений в целых числах уравнения (*) с попарно различными разностями x–y, которые, очевидно, дают различные решения уравнения 2a2+3b2–5c2 = 2005. В самом деле, мы всегда можем увеличить x на 3 и уменьшить y на 2, сохраняя равенство (*).

4. Если все числа a, b, c положительны, доказывать нечего. В противном случае среди них неположительно ровно одно. Пусть это c. Его модуль меньше как a, так и b, иначе одна из сумм c+b или c+a неположительна. Не умаляя общности, будем считать, что a > b. Тогда ax+by+cz > bx+by–bz > 0. Последнее неравенство вытекает из неравенства треугольника.

5. Пусть (B = 2( (С = 2(. Заметим, что 2(A > 90( > (B = 2(, то есть (A > (. Поэтому (CDB = (+(A > (BID = (+(, откуда BI > BD (см. рис.) Аналогично, CI > CE. Кроме того, EI+ID > DE. Складывая полученные неравенства, получаем искомое.

6. Надо доказать, что S(BPR) = S(APR)+S(ARC) ( 

S(APR)/S(BPR)+S(ARC)/S(BPR) = 1. Но 

S(APR)/S(BPR) = AP/BP, а S(ARC)/S(BPR) = S(BRQ)/S(BPR) = QK/KP = QC/BP. Так как QC/FP = CS/SF = 2, имеем AP/PB+QC/BP = (AP+2FP)/BP = 1

7. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим вершины десятиугольника в красный и синий цвета, чередуя красные и синие вершины. Пусть исходная фишка находится в красной вершине. При совершении описанной в условии операции остаток от деления на 11 разности между количествами фишек в красных и синих вершинах сохраняется. Вначале он равен 1, поэтому стать нулем не сможет.

8. Ответ: 51. Решение. Заметим, что 3x2–3x+1 = x3+(1–x)3. Поэтому у дробей, равноудаленных от концов суммы, знаменатели равны, а сумма их числителей равна их общему знаменателю. Поэтому сумма двух таких дробей равна 1, а таких пар в сумме — 51. ( Если докладчик считает, что в сумме 101 слагаемое — минус 2 балла.

Первая лига

1. Задача 1 высшей лиги.
2. Ответ: 64(. Решение. Пусть E — середина AB. Тогда прямоугольные треугольники CDA и CEA равны по катету и гипотенузе. Стало быть, равны все три угла, на которые лучи CA и CE делят угол BCD, и каждый из них составляет 26(. Значит, (CAD = 64(.

3. 16-значное число, делящееся на 999999999, имеет вид b = 109a–a, где a — некоторое семизначное число. Проведя вычитание «столбиком», нетрудно проверить, что сумма цифр числа b нечетна. С другой стороны, 16-значное число, делящееся на 100000001, имеет вид d = 109c+c, где c — некоторое семизначное число. Сумма цифр такого числа d четна.

4. Задача 4 высшей лиги.

5. Заметим, что (CDB > (A > 90( > (BID, откуда BI > BD (см. рис.) Аналогично, CI > CE. Кроме того, EI+ID > DE. Складывая полученные неравенства, получаем искомое.

6. Предположим противное. Это значит, что любые двое имеют поровну конфет ровно одного цвета. 1) Отметим, что все ребята не могут иметь поровну красных конфет (аналогично, синих и зеленых), так как нет 102 различных вариантов раздать только синие и зеленые конфеты суммарным количеством не более 100 штук. 2) Пусть есть трое с равным количеством конфет (например, красных) — A, B и С. Рассмотрим D, у которого другое количество красных конфет. У D должно быть с каждым из A, B и C поровну каких-то конфет. Пусть y A и D поровну синих конфет, тогда у B и D не может быть поровну синих конфет, так как в этом случае у A и B одинаковые наборы. Значит, у B и D поровну зеленых конфет. Теперь, рассмотрев C и D, получаем противоречие. 3) Теперь ясно, что можно взять 6 человек с попарно разными количествами красных конфет. У любых двоих из них поровну либо синих, либо зеленых, следовательно, есть либо трое, у которых поровну синих, либо трое, у которых поровну зеленых, приходим к противоречию. 

7. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим вершины шестиугольника в красный и синий цвета, чередуя красные и синие вершины. Пусть исходная фишка находится в красной вершине. При совершении описанной в условии операции остаток от деления на 7 разности между количествами фишек в красных и синих вершинах сохраняется. Вначале он равен 1, поэтому стать нулем не сможет.

8. Задача 8 высшей лиги.
Вторая лига

1. Задача 1 высшей лиги.
2. Задача 4 высшей лиги.

3. Задача 2 первой лиги.

4. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим концы той диагонали квадрата, где стоит 1, в красный цвет, а другой — в синий. При совершении описанной в условии операции остаток от деления на 7 разности между суммами чисел в красных и синих вершинах сохраняется. Вначале он равен 1, поэтому стать нулем не сможет.

5. Заметим, что (CDB > (A > 90( > (BID, откуда BI > BD (см. рис.) Аналогично, CI > CE. Кроме того, EI+ID > DE. Складывая полученные неравенства, получаем искомое.

6. Задача 8 высшей лиги.

7. Ответ: К красной. Решение. Поскольку число 99 нечетно, представители какой-то партии составляют в парламенте большинство. Все они сказали правду. Допустим, это синие. Тогда все они (кроме, может быть, первого) выступали после однопартийцев. Но это, поскольку в парламенте есть и красные, означает, что сначала выступили все синие, а потом — все красные. Однако, тогда первый красный должен был сказать правду. Противоречие. Значит, правду говорят красные. Стало быть, они чередуются с синими и их больше. Но это возможно только в случае, когда первый оратор — красный.

8. Ответ: 8. Решение. Ясно, что самый маленький собственный делитель натурального числа N есть простое число. Обозначим его через р. Тогда самый большой делитель числа N есть число N/p, а второй по величине делитель есть либо второй по величине простой делитель q, либо число р2. В первом случае должно выполнять неравенство p < q < p2. Соответственно, в первом случае должно выполняться условие N = p2q, а во втором — N = p4. Второй случай даёт число N = 625. В первом случае либо p=3 и q=5, либо p=5 и q=7,11, 13, 17, 19, 23. ( Только 625 — 2 балла. Потеря одного из трех случаев — не более 6 баллов, задача не решена.
Высшая юниорская лига

1. Задача 1 высшей лиги.

2. Задача 4 высшей лиги.

3. Допустим, в 100 указанных в условии клетках стоят 99 чисел a и одно число b. Число b должно стоять в клетке, примыкающей в краю квадрата, иначе на большой диагонали, под которой стоят числа, не может быть числа a. Пусть эта клетка — самая нижняя из ста. Тогда на большой диагонали рядом с ней должно стоять число a, и оно же должно стоять в верхней клетке ее столбца. Но тогда на второй большой диагонали негде поставить a.

4. Задача 7 второй лиги.

5. Задача 5 высшей лиги.

6. Ответ: 27. Решение. Оценка 27 доказывается так же, как в решении задачи 2 высшей лиги. Пример из того решения тоже годится, но можно рассуждать и по-другому. Достаточно показать, что из строки 0000 можно получить любую строку abcd с суммой, делящейся на 3. Для этого достаточно 3–a раз прибавить единицу к числам со второго по четвертое, 3–b раз — к первому, третьему и четвертому, 3–c раз — к первому, второму и четвертому, 3–d раз — к числам с первого по третье. Первое число окажется в итоге равным –(b+c+d) = a (mod 3), аналогично с остальными.

7. Задача 7 первой лиги.

8. Ответ: 1, 50, 99. Решение. Пусть в центре стоит число k, а суммы равны n, …, n+48. Тогда n+…+(n+48) = 49(n+24) = 1+…+99+48k = 4950+48k, откуда после преобразований получается 48k = 49n–3774. Нетрудно проверить, что последнему уравнению удовлетворяет k = 1 (при n = 78). Поскольку числа 48 и 49 взаимно просты, большие значения k идут с периодом 49. Отсюда — ответ. ( Если найдены не все ответы — докладчику не больше 4 баллов.
Первая юниорская лига

1. Задача 3 высшей юниорской лиги.
2. Задача 7 второй лиги.

3. Задача 4 второй лиги.

4. Десятизначных чисел с суммой цифр 85 столько же, сколько чисел с суммой цифр 5, а чисел с суммой цифр 86 – столько же, сколько чисел с суммой цифр 4. Нарисуем из каждого 10-значного числа с суммой цифр 4 стрелки к тем 10 числам с суммой цифр 5, которые могут быть получены из него увеличением на 1 какого-то разряда. Пусть мы всего нарисовали 10K стрелок. Заметим, что к каждому числу при этом направлено не более 5 стрелок, потому что в числе с суммой цифр 5 не более пяти ненулевых разрядов. Поэтому  количество чисел с суммой цифр 5 не меньше, чем 10K/5 = 2K > K, то есть больше, чем  чисел с суммой цифр 4.

5. Задача 2 первой лиги.

6. Ответ: Тремя. Решение. Пусть чисел 2k+1. Если выкинуть среднее число, остальные можно разбить на пары равноудаленных от него, и суммы в парах будут равны, а сумма всех чисел без выброшенного будет делиться на 2k. Если сдвинуть выброшенное число на m ( k, сумма оставшихся увеличится или уменьшится на 2m, и будет делиться на 2k только при m = k. Стало быть, кроме среднего, на роль стоящего в центре могут претендовать только крайние из данных чисел. Легко видеть, что они тоже подходят. ( Если найдены не все ответы — докладчику не больше 4 баллов.
7. Легко проверить¸ что каждое из данных в условии равенств равносильно равенству a+b+c = 1.

8. Оценка из задачи 2 высшей лиги,
Вторая юниорская лига

1. Аналогична задаче 3 высшей юниорской лиги.
2. Задача 7 второй лиги.

3. Задача 4 второй лиги.

4. Задача 4 первой юниорской лиги.

5. Ответ: 51(. Решение. Пусть E — середина AB. Тогда прямоугольные треугольники CDA и CEA равны по катету и гипотенузе. Стало быть, равны все три угла, на которые лучи CA и CE делят угол BCD, и каждый из них составляет 39(. Значит, (CAD = 51(.

6. Задача 6 первой юниорской лиги.

7. Задача 7 первой юниорской лиги.

8. Ответ: Нет. Решение. Заметим, что при переходе к следующей строке сохраняется четность суммы чисел в строке. Следовательно, суммы чисел во всех строках, как и в первой, четны. Различных таких строк существует только 26 = 64, ибо первые 6 чисел в строке можно брать произвольно, а седьмое однозначно ими определяется.
Лига «Старт»
1. Аналогична задаче 3 высшей юниорской лиги.
2. Задача 8 второй юниорской лиги.

3. Задача 7 второй лиги.

4. Ответ: 3600. Решение. Заметим, что за каждую синюю бусинку Аня получает две белых. Поэтому когда синий бисер у Ани закончится, у нее будет 2400 белых бусинок, и, стало быть, 1600 красных. Всего Аня сделала 1200/3 = 400 обменов и каждый раз отдавала по 5 красных бусинок. Отсюда — ответ.

5. Одна из возможных разверток показана на рисунке справа. Есть, конечно, и другие, но кубик — ровно один. ( Для полного балла достаточно привести одну верную развертку и пояснить, почему она годится. Исследования не требуется. Приведение верной развертки без обоснования — 8 баллов и задача решена.

6. Задача 6 первой юниорской лиги.
7. Задача 4 первой юниорской лиги.

8. Задача 7 первой юниорской лиги.
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