XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.
1. Предположим, что какая-то точка A не покрыта. Проведём из неё две прямые, параллельные сторонам прямоугольников. Каждая из них пересекает стороны треугольника в двух точках. По принципу Дирихле какие-то две из них (C и D) принадлежат одному прямоугольнику P. Если это две точки одной прямой, то все точки отрезка, соединяюoего эти точки, включая A, покрыты P. Если это точки разных прямых, то покажем, что точка A покрыта P. Если это не так, то граница P проходила бы между точек A и C. В этом случае C и D лежали бы в разных полуплоскостях, и одна из них прямоугольнику P не принадлежала бы.
2. Ответ: 35. Решение. При n > 11 число делится на 11, значит, разность суммы цифр, стоящих на чётных и суммы цифр, стоящих на нечётных местах кратна 11. Если эта разность не равна 0, значит, сумма цифр на чётных (или на нечётных) местах не меньше 11. Если же разность равна нулю, то, то каждая из сумм равна 4. Но наше число кратно 5 и не кратно 2, значит, его последняя цифра равна 5 > 4. Проверка оставшегося случая даёт ответ.
3. Складывая неравенства x2 ≤ xy и xz ≤ yz, получаем x2+2xz ≤ 1. Если x ( 0, это означает, что xz ≤ 1/2, а если x = 0, то xz = 0.
4. Пусть A – последовательность из нулей и единиц. Обозначим через A* последовательность, полученную из A путем замены каждой единицы на нуль, а каждого нуля на единицу. Заметим, что (A*)*=A. Лемма. Если на доске написана последовательность A, то в следующую минуту там появляется AA*A*. Доказательство по индукции. На первом шаге такое преобразование описано в условии. Предположим, что на каком-то шаге A переходит в AA*A*. Докажем, что B = AA*A* переходит в BB*B*. Действительно, AA*A* переходит, по индукционному предположению, в (AA*A*)(A*AA)(A*AA) = (AA*A*)(AA*A*)*(AA*A*)* = BB*B*. Лемма доказана. Обозначим через N(k+1) – количество рядом стоящих нулей в строке после k-го преобразования, а через E(k) – количество рядом стоящих единиц в строке после k-го преобразования. Имеем, N(1) = 1. E(1) = 0. Посмотрим, как изменяются N и E на каждом шаге.  N(k+1) = N(k) + 2 E(k) + 1. Первые два слагаемых соответствуют количеству рядом стоящих нулей в подпоследовательностях A, A*, A*, а 1 появляется, т.к. A всегда начинается на 1, а A*, соответственно на 0, и в одном из случаев в AA*  или A*A* добавляется ещё одна пара рядом стоящих нулей. Для E(k+1) имеем E(k+1) = E(k) + 2 N(k). По индукции легко показать, что после каждого нечётного шага N(k) и E(k) отличаются на 1, а после каждого чётного равны.
5. Переформулируем задачу в терминах графа. В ориентированном графе G 2007 вершин. Для любых двух вершин a и b оказалось, что либо из a можно попасть в b, либо из b можно попасть в a, либо возможно и то, и другое. Требуется доказать, что в графе есть такая вершина v, что из v можно попасть хотя бы в 1003 вершины и в v можно попасть хотя бы в 1003 вершины. Первый способ. Давайте построим  новый граф G' с теми же вершинами: две вершины a и b соединим ребром тогда и только тогда, когда в исходном графе G есть путь из a в b. В полученном графе между любыми двумя вершинами есть хотя бы одно ребро. Нетрудно доказать по индукции по количеству вершин существование в таком графе гамильтонова пути (то есть, пути, проходящему по каждой вершине ровно один раз). Теперь вернемся к исходному графу G и заменим каждое ребро гамильтонова пути графа G' на путь в G между соответствующими вершинами. получился путь P в G (возможно, самопересекающийся), проходящий по всем вершинам. Пронумеруем вершины a1, ..., a2007 в порядке, в котором они впервые появляются на пути P. Легко видеть, что в a1004 можно попасть из a1, ..., a1003 и из a1004 можно попасть в a1005, ..., a2007, то есть, вершина a1004 нам подходит. Второй способ. Лемма. В любом множестве B вершин нашего графа есть вершина b, в которую можно попасть из всех остальных вершин множества B. Доказательство. Рассмотрим вершину b из B, достижимую из наибольшего количества вершин множества B. Если существует вершина c из B, недостижимая из b, то из b по условию можно попасть в c, то есть вершина c достижима из строго большего числа вершин множества B, чем b, противоречие. ( Перейдем к решению задачи. Возьмем произвольную вершину a. Пусть эта вершина нам не годится, не умаляя общности предположим, что из a можно попасть менее, чем в 1003 вершины. Обозначим через B множество всех вершин, в которые нельзя попасть из a. В этом множестве более, чем 1004 вершины и из всех них по условию можно попасть в a. Выберем в множестве B вершину b, в которую можно попасть из всех остальных вершин множества B. Тогда в b можно попасть не менее, чем из 1003 вершин (все вершины множества B, кроме b), а из b можно попасть в большее число вершин, чем из a (из b достижимы все достижимые из a вершины и сама a). Очевидно, за несколько таких шагов мы получим искомую вершину.
6. Ответ: Второй. Решение. Второй всегда должен ходить в сторону первого так, чтобы встать на горизонталь, симметричную горизонтали, где стоит первый, относительно горизонтальной (параллельной длинной стороне) оси симметрии доски. Однако, если есть возможность очередным ходом встать под бой первого, надо её использовать. Очевидно, второй всегда сможет сделать ход по указанным правилам, причём игра рано или поздно закончится, потому что после каждого хода второго расстояние по горизонтали между ним и первым либо сокращается, либо не меняется, но при этом сокращается расстояние от второго до короткой стороны, от которой он начинал. Покажем, что второй не может проиграть. Допустим, первому удалось встать под бой второго. Тогда посмотрим, откуда второй пришёл на клетку, где он стоит, и убедимся, что он мог встать под бой первого предыдущим ходом. (Естественно, участники должны всё это детально обосновать).
7. Отложим на луче DC точку L таким образом, что CL = AB. В силу вписанности четырехугольника ABCD, (BAC = (BDC и (BAP = (BCL. Тогда треугольник BCL равен треугольнику PAB по двум сторона и углу между ними, откуда (CLB = (PBA = (BDC, поэтому BD = BL = BP. Следовательно, AP+CD = BC+CD > BD = BP.
8. Заметим, что 73+13 = 43+43+63. Теперь заметим, что если t дает остаток 1 при делении на 9, то при k = t3+43+63 получится k+64 = t3+73+13, а число k+2 дает остаток 4 при делении на 9, следовательно, не может быть суммой трех кубов, поскольку кубы дают остатки 1, 0 или 8 при делении на 9.
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Старшая группа, первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Предположим, что какая-то точка A не покрыта. Проведём из неё две прямые, параллельные сторонам прямоугольников. Каждая из них пересекает стороны треугольника в двух точках. По принципу Дирихле какие-то две из них (C и D) принадлежат одному прямоугольнику P. Если это две точки одной прямой, то все точки отрезка, соединяюoего эти точки, включая A, покрыты P. Если это точки разных прямых, то покажем, что точка A покрыта P. Если это не так, то граница P проходила бы между точек A и C. В этом случае C и D лежали бы в разных полуплоскостях, и одна из них прямоугольнику P не принадлежала бы.

2. Ответ: 35. Решение. При n > 11 число делится на 11, значит, разность суммы цифр, стоящих на чётных и суммы цифр, стоящих на нечётных местах кратна 11. Если эта разность не равна 0, значит, сумма цифр на чётных (или на нечётных) местах не меньше 11. Если же разность равна нулю, то, то каждая из сумм равна 4. Но наше число кратно 5 и не кратно 2, значит, его последняя цифра равна 5 > 4. Проверка оставшегося случая даёт ответ.

3. Из вершины наибольшего угла проведём разрез, пересекающий противоположную сторону под углом 72(. Если бы такого разреза сделать было нельзя, значит, либо обе стороны треугольника лежат внутри угла образованного лучами, исходящими из вершины и пересекающими прямую, содержащую противоположную сторону по углом 72(, либо лежат по одну сторону от этих лучей.  В обоих случаях угол треугольника не может быть наибольшим. Получаем два треугольника, в одном из которых есть угол 72(, а в другом - 108(. Первый режем по биссектрисе, а второй – по трисектрисе этих углов.
4. Преобразуем дробь, стоящую под знаком целой части: 
[image: image1.wmf]()

atbabcad

ctdccctd

+-

=+

++

. При натуральном t число c(ct+d) — натуральное, поэтому 
[image: image2.wmf]||||

aatba

bcadbcad

cctdc

+

--££+-

+

. Следовательно, 
[image: image3.wmf]atb

ctd

+

éù

êú

+

ëû

 при натуральных t может принимать только конечное число значений, и хотя бы одно значение должно принимать более одного раза.
5. Предположим, что такого цвета нет. Тогда для каждого цвета существует лишь конечное количество чисел, окрашенных в него, и имеющих разность 1. Значит, начиная с какого-то числа, нет соседних одинаково окрашенных чисел. Аналогично, начиная с какого-то числа, нет одинаково окрашенных чисел с разностью 2, и т.д. до 2008. Но, тогда, начиная с какого-то числа любые 2009 чисел, идущие подряд, должны быть окрашены в различные цвета, что невозможно.
6. Ответ: Нельзя. Решение. Раскрасим 54 места в два цвета так, чтобы соседние были разных цветов. Если требуемая в условии рассадка существует, то оба представителя одной страны сидят на местах одного цвета, откуда немедленно следует, что количество мест каждого цвета четно. Но их по 27, противоречие.
7. Отметим, что (AEF = (FAE (как углы при основании равнобедренного треугольника), следовательно, равны дополняющие их до 180( углы: (BEF  = (BCD. Тогда (BCD  = (FEB по первому признаку, следовательно, BF = BD. Получается, что BC+BD = AF+BF > AB по неравенству треугольника.
8. Положим (ax–1, m) = k, (a, m) = l. Так как a(ax–1) делится на m, kl = m. Очевидно, k и l взаимно просты. Найдем y, кратное l, для которого ay–1 делится на k. Это y мы будем искать в виде x+ks (тогда ay–1 = ax–1+aks делится на k. Числа x, x+k, x+2k, …, x+(l–1)k дают попарно различные остатки при делении на l, поэтому одно из них должно делиться на l. Найденное y удовлетворяет условию задачи. Действительно, оба числа a2y–a = a(ay–1) и ay2–y = y(ay–1) делятся на kl = m.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть ABC — наш треугольник, причем (A < 60(, а (B > 60(. Тогда на стороне AC найдется такая точка T, что (BTC = 60(. Пусть TL — биссектриса угла ATB, величина которого равна 120( (точка L лежит на стороне AB). Тогда наш треугольник разрезается на (ATM, (BTM и (BTC, в каждом из них есть угол в 60(.
2. Ответ: 35. Решение. При n > 11 число делится на 11, значит, разность суммы цифр, стоящих на чётных и суммы цифр, стоящих на нечётных местах кратна 11. Если эта разность не равна 0, значит, сумма цифр на чётных (или на нечётных) местах не меньше 11. Если же разность равна нулю, то, то каждая из сумм равна 4. Но наше число кратно 5 и не кратно 2, значит, его последняя цифра равна 5 > 4. Проверка оставшегося случая даёт ответ.
( Только ответ — 0 баллов.

3. Отметим, что (AEF = (FAE (как углы при основании равнобедренного треугольника), следовательно, равны дополняющие их до 180( углы: (BEF  = (BCD. Тогда (BCD  = (FEB по первому признаку, следовательно, BF = BD. Получается, что BC+BD = AF+BF > AB по неравенству треугольника.
4. Нарежем ряд натуральных чисел на отрезки из 11 чисел: 1 – 11, 12 – 22 и т.д. Поскольку 11 чисел в два цвета можно раскрасить лишь конечным числом способов (а именно, 211), найдётся способ раскраски, которым раскрашено бесконечное число отрезков. Осталось заметить, что среди любых 11 точек, раскрашенных в 10 цветов, найдутся две одноцветных. Они-то в одинаково раскрашенных отрезках и дадут нам бесконечное число пар с одинаковой разностью.
5. Ответ: Нельзя. Решение. Раскрасим 54 места в два цвета так, чтобы соседние были разных цветов. Если требуемая в условии рассадка существует, то оба представителя одной страны сидят на местах одного цвета, откуда немедленно следует, что количество мест каждого цвета четно. Но их по 27, противоречие.
6. Переформулируем задачу в терминах графа. В ориентированном графе G 2007 вершин. Для любых двух вершин a и b оказалось, что либо из a можно попасть в b, либо из b можно попасть в a, либо возможно и то, и другое. Требуется доказать, что в графе есть такая вершина v, что из v можно попасть хотя бы в 1003 вершины и в v можно попасть хотя бы в 1003 вершины. Первый способ. Давайте построим  новый граф G' с теми же вершинами: две вершины a и b соединим ребром тогда и только тогда, когда в исходном графе G есть путь из a в b. В полученном графе между любыми двумя вершинами есть хотя бы одно ребро. Нетрудно доказать по индукции по количеству вершин существование в таком графе гамильтонова пути (то есть, пути, проходящему по каждой вершине ровно один раз). Теперь вернемся к исходному графу G и заменим каждое ребро гамильтонова пути графа G' на путь в G между соответствующими вершинами. получился путь P в G (возможно, самопересекающийся), проходящий по всем вершинам. Пронумеруем вершины a1, ..., a2007 в порядке, в котором они впервые появляются на пути P. Легко видеть, что в a1004 можно попасть из a1, ..., a1003 и из a1004 можно попасть в a1005, ..., a2007, то есть, вершина a1004 нам подходит. Второй способ. Лемма. В любом множестве B вершин нашего графа есть вершина b, в которую можно попасть из всех остальных вершин множества B. Доказательство. Рассмотрим вершину b из B, достижимую из наибольшего количества вершин множества B. Если существует вершина c из B, недостижимая из b, то из b по условию можно попасть в c, то есть вершина c достижима из строго большего числа вершин множества B, чем b, противоречие. ( Перейдем к решению задачи. Возьмем произвольную вершину a. Пусть эта вершина нам не годится, не умаляя общности предположим, что из a можно попасть менее, чем в 1003 вершины.  Обозначим через B множество всех вершин, в которые нельзя попасть из a. В этом множестве более, чем 1004 вершины и из всех них по условию можно попасть в a. Выберем в множестве B вершину b, в которую можно попасть из всех остальных вершин множества B. Тогда в b можно попасть не менее, чем из 1003 вершин (все вершины множества B, кроме b), а из b можно попасть в большее число вершин, чем из a (из b достижимы все достижимые из a вершины и сама a). Очевидно, за несколько таких шагов мы получим искомую вершину.
7. Ответ: Второй. Решение. Второй всегда должен ходить в сторону первого так, чтобы встать на горизонталь, симметричную горизонтали, где стоит первый, относительно горизонтальной (параллельной длинной стороне) оси симметрии доски. Однако, если есть возможность очередным ходом встать под бой первого, надо её использовать. Очевидно, второй всегда сможет сделать ход по указанным правилам, причём игра рано или поздно закончится, потому что после каждого хода второго расстояние по горизонтали между ним и первым либо сокращается, либо не меняется, но при этом сокращается расстояние от второго до короткой стороны, от которой он начинал. Покажем, что второй не может проиграть. Допустим, первому удалось встать под бой второго. Тогда посмотрим, откуда второй пришёл на клетку, где он стоит, и убедимся, что он мог встать под бой первого предыдущим ходом. (Естественно, участники должны всё это детально обосновать).
( Стратегия без обоснования — 4 балла.

8. Ответ: 850 = 2150. Решение. Во второй строке таблицы будут числа 22 6 12 8, в третьей — 4 36 24 32. Как видим, получилась первая строка, умноженная на 4. Поэтому четвёртая строка будет равна умноженной на 4 второй, и в дальнейшем каждые две следующие строки будут получаться из двух предыдущих умножением на 4. Отсюда — ответ.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть ABC — наш треугольник, причем (A < 60(, а (B > 60(. Тогда на стороне AC найдется такая точка T, что (BTC = 60(. Пусть TL — биссектриса угла ATB, величина которого равна 120( (точка L лежит на стороне AB). Тогда наш треугольник разрезается на (ATM, (BTM и (BTC, в каждом из них есть угол в 60(.
2. Ответ: 35. Решение. При n > 11 число делится на 11, значит, разность суммы цифр, стоящих на чётных и суммы цифр, стоящих на нечётных местах кратна 11. Если эта разность не равна 0, значит, сумма цифр на чётных (или на нечётных) местах не меньше 11. Если же разность равна нулю, то, то каждая из сумм равна 4. Но наше число кратно 5 и не кратно 2, значит, его последняя цифра равна 5 > 4. Проверка оставшегося случая даёт ответ.
( Только ответ — 0 баллов.

3. Отметим, что (AEF = (FAE (как углы при основании равнобедренного треугольника), следовательно, равны дополняющие их до 180( углы: (BEF  = (BCD. Тогда (BCD  = (FEB по первому признаку, следовательно, BF = BD. Получается, что BC+BD = AF+BF > AB по неравенству треугольника.
4. Нарежем ряд натуральных чисел на отрезки из трёх чисел: 1 2 3, 4 5 6 и т.д. Поскольку три числа в два цвета можно раскрасить лишь конечным числом способов (а именно, восемью), найдётся способ раскраски, которым раскрашено бесконечное число отрезков. Осталось заметить, что среди любых трёх точек, раскрашенных в два цвета, найдутся две одноцветных. Они-то в одинаково раскрашенных отрезках и дадут нам бесконечное число пар с одинаковой разностью.

5. Ответ: Нельзя. Решение. Раскрасим 54 места в два цвета так, чтобы соседние были разных цветов. Если требуемая в условии рассадка существует, то оба представителя одной страны сидят на местах одного цвета, откуда немедленно следует, что количество мест каждого цвета четно. Но их по 27, противоречие.
6. Ответ. 40 карточек. Решение. Карточки могут перевернуты не более, чем по 3 раза и должны быть перевернуты нечетное число раз. Следовательно, каждая карточка перевернута 1 или 3 раза. Всего было 180 и переворотов, пусть a карточек переворачивали по 3 раза, тогда 180 = 3a+(100–a), откуда a = 40. Пример строится легко.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 4 балла.
7. Ответ: В 17 цветов. Решение. Раскрасить меньше, чем в 17 цветов, не получится: из каждой вершины выходит по 16 сторон и диагоналей, и все они должны быть окрашены в разные цвета, отличные от цвета вершины. В 17 цветов красим так: все вершины — в разные цвета, а кроме того в цвет данной вершины красим противолежащую ей сторону и все параллельные ей диагонали. Поскольку, как легко проверить, каждая диагональ 17-угольника параллельна какой-то его стороне, все диагонали и стороны будут покрашены, и общих точек у одноцветных сторон, диагоналей и вершин не будет по построению.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 2 балла.
8. Ответ: 850 = 2150. Решение. Во второй строке таблицы будут числа 22 6 12 8, в третьей — 4 36 24 32. Как видим, получилась первая строка, умноженная на 4. Поэтому четвёртая строка будет равна умноженной на 4 второй, и в дальнейшем каждые две следующие строки будут получаться из двух предыдущих умножением на 4. Отсюда — ответ.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Заметим, что 4389 равно произведению данного двузначного числа на сумму его цифр. Если число делится на 3, то на 3 делится и сумма его цифр, а если не делится, то и сумма цифр не делится. В первом случае произведение числа на сумму его цифр делится на 9, во втором — не делится на 3. Но число 4389 делится на 3, но не делится на 9.
2. Ответ: В 2007 цветов. Решение. Раскрасить меньше, чем в 2007 цветов, не получится: из каждой вершины выходит по 2006 сторон и диагоналей, и все они должны быть окрашены в разные цвета, отличные от цвета вершины. В 2007 цветов красим так: все вершины — в разные цвета, а кроме того в цвет данной вершины красим противолежащую ей сторону и все параллельные ей диагонали. Поскольку, как легко проверить, каждая диагональ 2007-угольника параллельна какой-то его стороне, все диагонали и стороны будут покрашены, и общих точек у одноцветных сторон, диагоналей и вершин не будет по построению.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 2 балла.
3. Жены выпили вместе 30 бутылок. Нетрудно убедиться, что значение выражения a+2b+3c+4d, где (a,b,c,d) — какая-то перестановка чисел (2,3,4,5), не меньше, чем 1(5+2(4+3(3+4(2=30. Случай равенства — единственный. Следовательно, Александрова зовут Григорий, Борисова — Виктор, Викторова — Борис, а Голованова — Александр.
( Только ответ — 2 балла.
4. Ответ: 850 = 2150. Решение. Во второй строке таблицы будут числа 22 6 12 8, в третьей — 4 36 24 32. Как видим, получилась первая строка, умноженная на 4. Поэтому четвёртая строка будет равна умноженной на 4 второй, и в дальнейшем каждые две следующие строки будут получаться из двух предыдущих умножением на 4. Отсюда — ответ.
( Только ответ — 2 балла.
5. Ответ: Нельзя. Решение. Раскрасим 54 места в два цвета так, чтобы соседние были разных цветов. Если требуемая в условии рассадка существует, то оба представителя одной страны сидят на местах одного цвета, откуда немедленно следует, что количество мест каждого цвета четно. Но их по 27, противоречие.
6. Ответ: 1 высокий и 4 среднего роста. Решение. Учеников среднего роста в классе 25–8–9 = 8. Среди них один двоечник (потому что среди троих двоечников по одному ученику каждого роста) и три середняка, стало быть, отличников — четверо. Кроме того, есть высокий отличник, а так как всего отличников пятеро, низких среди них нет.
7. Заметим, что всего таких чисел 63 (столько же, сколько непустых подмножеств в множестве {1,2,3,4,5,6}). Разобьем все их, кроме числа 123456, на пары так, чтобы в двух числах, составляющих пару, использовались все 6 цифр ровно по одному разу. Мы получили 31 пару и одно число без пары. Очевидно, что у двух парных чисел общей цифры нет. Но из любых 33 чисел по принципу Дирихле найдутся два парных.
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


8. См. рисунки.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: В 3/2010 раза. Решение. Произведение всех чисел, кроме последнего, увеличилось в 
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 раза. Отсюда — ответ.
2. Ответ: Успеют. Решение. Тортила перевезёт Мальвину с Пьеро и поплывёт навстречу Буратино. Легко проверить, что встретятся они на середине озера через 15 минут после того, как куклы подбежали к озеру. Ещё через 5 минут Буратино с Тортилой доплывут до противоположного берега, а Карабас будет от него ещё в 10 минутах пути и в 10+18/2 = 19 минутах от домика папы Карло. Поэтому Буратино (и Мальвина с Пьеро — и подавно) успеет раньше.
3. Ответ: В 7 цветов. Решение. Раскрасить меньше, чем в 7 цветов, не получится: из каждой вершины выходит по 6 сторон и диагоналей, и все они должны быть окрашены в разные цвета, отличные от цвета вершины. В 7 цветов красим так: все вершины — в разные цвета, а кроме того в цвет данной вершины красим противолежащую ей сторону и все параллельные ей диагонали. Нарисовав чертёж, убеждаемся, что все диагонали и стороны покрашены, и раскраска удовлетворяет условию задачи.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 2 балла.

4. Ответ: 450 = 2100. Решение. Во второй строке таблицы будут числа 8 6 4 2, в третьей — 4 8 12 16. Как видим, получилась первая строка, умноженная на 4. Поэтому четвёртая строка будет равна умноженной на 4 второй, и в дальнейшем каждые две следующие строки будут получаться из двух предыдущих умножением на 4. Отсюда — ответ.
5. Ответ: 1, 3, 9. Решение. Если все цифры шестизначного числа различны, среди них есть нечётная. Поэтому все искомые однозначные числа нечётны. Число 5 тоже не подходит, потому что среди шести различных цифр найдутся не равные 0 и 5. Число 1, очевидно, подходит для любого шестизначного числа, числа 3 и 9 — для любого шестизначного числа, делящегося на 9 (например, 123678). Покажем, что не подходит число 7. Среди любых шести различных цифр найдутся две соседних: A и B = A+1. Вычитая из числа, оканчивающегося на BA, число, оканчивающееся на AB, получаем 9, а два числа с разностью 9 не могут одновременно делиться на 7.
( Только ответ — 4 балла. Неполный ответ без проверки 3 или 9 — 0 баллов.

6. Ответ: 1 высокий и 4 среднего роста. Решение. Учеников среднего роста в классе 25–8–9 = 8. Среди них один двоечник (потому что среди троих двоечников по одному ученику каждого роста) и три середняка, стало быть, отличников — четверо. Кроме того, есть высокий отличник, а так как всего отличников пятеро, низких среди них нет.
7. Заметим, что всего таких чисел 63 (столько же, сколько непустых подмножеств в множестве {1,2,3,4,5,6}). Разобьем все их, кроме числа 123456, на пары так, чтобы в двух числах, составляющих пару, использовались все 6 цифр ровно по одному разу. Мы получили 31 пару и одно число без пары. Очевидно, что у двух парных чисел общей цифры нет. Но из любых 33 чисел по принципу Дирихле найдутся два парных.

8. См. рисунки.
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