XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В выпуклом четырехугольнике ABCD (DBA = 30(, (ACB = 45(, (CAD = 30( и (BDC = 75(. Найдите разность углов A и C. (К. Сухов дополнил ML 332959 by tarit)
2. Найдите все такие пары натуральных чисел (a; b), для которых 
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 — натуральное число. (7 традиционално интерно такмичеhе ученика Математичке гимназиjе, 2002)
3. Сумма четырех положительных чисел a, b, c, d равна 1. Докажите, что 6(a3+b3+c3+d3) ( (a2+b2+c2+d2)+1/8. (Гонконг, 2005)
4. Вдумчивый мальчик Вася выписал в несколько тетрадок всевозможные множества из n натуральных чисел, не превосходящих 2n+1. Оказалось, что любые два непересекающихся множества попали в разные тетрадки. Какое наименьшее количество тетрадок мог использовать Вася? (по мотивам KoMaL-2010)
5. На доске написано число 22009(32010(52011. Два игрока делают ходы по очереди. Ход состоит в том, чтобы разложить любое из написанных на доске чисел на два множителя, имеющих общий делитель, больший 1, стереть число с доски и написать два полученных множителя. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Южная Корея, 2006, второй тур)
6. На плоскости отмечены 2009 различных точек. Они покрашены в красный и синий цвета так, что от каждой синей точки на расстоянии 1 находятся хотя бы 2 красных. Докажите, что красных точек больше 40. (Юниорская Балканиада, 2009, модификация)
7. При каких натуральных k неравенство k(k–2) ≤ (k+1/k)x ≤ k2(k+3) имеет ровно (k+1)2 решений в целых числах? (Словакия, 2004/05, школьный тур)
8. Точки E и F на сторонах BC и CA треугольника ABC соответственно таковы, что CE/CB+CF/CA = 1 и (CEF = (CAB. Пусть M — середина EF и G — точка пересечения прямой CM с отрезком AB. Докажите, что треугольники FEG и ABC подобны. (VI Olimpiada Matematica de Centroamerica y el Caribe, 2004)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На стороне AC треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = BD = AC. Точка E симметрична точке D относительно прямой BC (то есть, отрезок DE перпендикулярен прямой BC и делится этой прямой пополам). Докажите, что AE = BC. (А. Пастор)
2. Найдите все пары натуральных чисел (a; b), для которых b/a+a/b2 — натуральное число. (А. Голованов)
3. Сумма пяти положительных чисел равна 6, а сумма их квадратов — 8. Докажите, что сумма их кубов не меньше 9. (А. Голованов)
4. Вдумчивый мальчик Вася выписал в несколько тетрадок все возможные множества из 7 натуральных чисел, не превосходящих 15. Оказалось, что любые два непересекающихся множества попали в разные тетрадки. Какое наименьшее количество тетрадок мог использовать Вася? (по мотивам KoMaL-2010)
5. На доске написано число 22009(32010(52011. Два игрока делают ходы по очереди. Ход состоит в том, чтобы разложить любое из написанных на доске чисел на два множителя, имеющих общий делитель, больший 1, стереть число с доски и написать два полученных множителя. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Южная Корея, 2006, второй тур)
6. На плоскости отмечены 2009 различных точек. Они покрашены в красный и синий цвета так, что от каждой синей точки на расстоянии 1 находятся хотя бы 2 красных. Докажите, что красных точек больше 40. (Юниорская Балканиада, 2009, модификация)
7. При каких натуральных k неравенство k(k–2) ≤ (k+1/k)x ≤ k2(k+3) имеет ровно (k+1)2 решений в целых числах? (Словакия, 2004/05, школьный тур)
8. Точки E и F на сторонах BC и CA треугольника ABC соответственно таковы, что CE/CB+CF/CA = 1 и (CEF = (CAB. Пусть M — середина EF и G — точка пересечения прямой CM с отрезком AB. Докажите, что треугольники FEG и ABC подобны. (VI Olimpiada Matematica de Centroamerica y el Caribe, 2004)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. На стороне AC треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = BD = AC. Точка E симметрична точке D относительно прямой BC (то есть, отрезок DE перпендикулярен прямой BC и делится этой прямой пополам). Докажите, что AE = BC. (А. Пастор)
2. Найдите все пары натуральных чисел (a; b), для которых b/a+a/b2 — натуральное число. (А. Голованов)
3. Клетчатый прямоугольник размера 5×n надо замостить фигурками двух видов: 
[image: image2.emf] 

 и 
[image: image3.emf] 

 (фигурки можно поворачивать и переворачивать). При каких n это можно сделать? (Centroamerican, 2000)
4. На столе лежат девять кучек из 1, 4, 6, 8, 10, 20, 40, 100, 200 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучку камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из двух играющих выиграет, независимо от игры соперника? (Жюри по фольклорным мотивам)
5. Пусть при некоторых ненулевых числах x1, x2, …., x2010  значение выражения 
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Найдите значение выражения
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6. На плоскости отмечены 2010 различных точек. Они покрашены в красный и синий цвета так, что от каждой синей точки на расстоянии 1 находятся хотя бы 2 красных. Докажите, что красных точек больше 40. (Юниорская Балканиада, 2009, модификация)
7. Какое наибольшее количество 2010-значных натуральных чисел можно выписать в ряд таким образом, чтобы каждое следующее число было больше предыдущего, а сумма его цифр — меньше суммы цифр предыдущего? (О. Нечаева)
8. Точки E и F на сторонах BC и CA треугольника ABC соответственно таковы, что BE/EC = CF/FA и (CEF = (CAB. Пусть M — середина EF и G — точка пересечения прямой CM с отрезком AB. Докажите, что треугольники FEG и ABC подобны. (VI Olimpiada Matematica de Centroamerica y el Caribe, 2004)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему прибавляется его первая цифра. Докажите, что через некоторое время на экране будет гореть число 700000004.(С. Берлов)
2. Вася выписал в большую тетрадку все возможные множества из семи натуральных чисел, не превосходящих 15. Потом Вася покрасил каждое множество в один из k цветов так, что любые два непересекающихся множества покрашены в разные цвета. При каком наименьшем k Вася сможет этого добиться? (по мотивам KoMaL–2010)
3. 32 ученика решали 32 задачи. Оказалось, что каждую задачу решило хотя бы 26 учеников. Докажите, что есть два ученика, вместе решившие все задачи.(по мотивам Боснийской олимпиады–2008)
4. Известно, что x ( y ( 1. Докажите, что 4(x–2y) ≤ (x–y)2. (А. Храбров)
5. Петя и Вася играют в игру. На столе лежат кучи из 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 55, 89, 89 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучу камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучи. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Начинает Петя. Кто выиграет при правильной игре обоих соперников? (Жюри по фольклорным мотивам)
6. В тридевятом царстве живут трехглавые, шестиглавые и семиглавые драконы. у каждого из них по четыре ноги. В общей сложности у них 130 голов и 140 ног. Илья Муромец нанес краткосрочный визит в тридевятое царство и повстречался с некоторыми драконами. После встречи с Ильей семиглавый дракон становился шестиглавым, шестиглавый — трехглавым, а трехглавый дракон погибал. После отъезда Ильи Общество Охраны Животных насчитало в тридевятом царстве лишь 83 головы и 92 ноги. Сколько встреч с драконами было у Ильи? (Жюри)
7. Найдите все такие пары натуральных чисел (a; b), что 
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 — натуральное число. (7 традиционално интерно такмичеhе ученика Математичке гимназиjе, 2002)
8. На стороне AC треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = BD = AC. Точка E симметрична точке D относительно прямой BC (то есть, отрезок DE перпендикулярен прямой BC и делится этой прямой пополам). Докажите, что AE = BC. (А. Пастор)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему прибавляется его первая цифра. Докажите, что через некоторое время на экране будет гореть число 600000002. (С. Берлов)
2. У Васи имеется 7 яблок. Вася выбирает любую тройку яблок и присваивает этой тройке какой–то номер от 1 до k. Так он делает до тех пор, пока все тройки не будут пронумерованы. При каком наименьшем k Вася сможет добиться того, чтобы любые две непересекающиеся тройки яблок имели разные номера? (KoMaL–2010)
3. 8 учеников решали 8 задач. Оказалось, что каждую задачу решило хотя бы 5 учеников. Докажите, что есть два ученика, вместе решившие все задачи. (Боснийская олимпиада–2008)
4. Известно, что x ( y ( 1. Докажите, что 4(x–2y) ≤ (x–y)2. (А. Храбров)
5. Петя и Вася играют в игру. На столе лежат кучи из 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 55, 89, 89 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучу камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучи. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Начинает Петя. Кто выиграет при правильной игре обоих соперников? (Жюри по фольклорным мотивам)
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6. В тридевятом царстве живут трехглавые, шестиглавые и семиглавые драконы. у каждого из них по четыре ноги. В общей сложности у них 130 голов и 140 ног. Илья Муромец нанес краткосрочный визит в тридевятое царство и повстречался с некоторыми драконами. После встречи с Ильей семиглавый дракон становился шестиглавым, шестиглавый — трехглавым, а трехглавый дракон погибал. После отъезда Ильи Общество Охраны Животных насчитало в тридевятом царстве лишь 83 головы и 92 ноги. Сколько встреч с драконами было у Ильи? (Жюри)
7. Сколькими способами можно заполнить кружочки на рисунке натуральными числами так, чтобы произведения троек чисел по сторонам треугольника были равны? (Czech, 2008, 9–1, по мотивам)
8. На стороне AC треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = BD = AC. Точка E симметрична точке D относительно прямой BC (то есть, отрезок DE перпендикулярен прямой BC и делится этой прямой пополам). Докажите, что AE = BC. (А. Пастор)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему прибавляется его первая цифра. Докажите, что через некоторое время на экране будет гореть число 400000002. (С. Берлов)
2. 6 футбольных команд сыграли по разу каждая с каждой и набрали ровно по n очков. Каково наибольшее возможное значение n? Напомним, что в футболе за победу дается 3 очка, за ничью 1 очко, за поражение — 0 очков. (С. Берлов)
3. Найдите наименьшее натуральное число, делящееся на 63, сумма цифр которого также делится на 63. (Македония–2004)
4. На столе лежат девять кучек из 1, 4, 6, 8, 10, 20, 40, 100, 200 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучку камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из двух играющих выиграет, независимо от игры соперника? (Жюри по фольклорным мотивам)
5. Из шахматной доски 8×8 вырезаны противоположные угловые клетки. Можно ли то, что осталось, разрезать на доминошки (из 2 клеток) и кресты 
[image: image7.emf] 

? (Општинско такмиченье из математике, 2010)
6. В тридевятом царстве живут трехглавые, шестиглавые и семиглавые драконы. у каждого из них по четыре ноги. В общей сложности у них 130 голов и 140 ног. Илья Муромец нанес краткосрочный визит в тридевятое царство и повстречался с некоторыми драконами. После встречи с Ильей семиглавый дракон становился шестиглавым, шестиглавый — трехглавым, а трехглавый дракон погибал. После отъезда Ильи Общество Охраны Животных насчитало в тридевятом царстве лишь 83 головы и 92 ноги. Сколько встреч с драконами было у Ильи? (Жюри)
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7. Как заполнить кружочки на рисунке натуральными числами так, чтобы произведения троек чисел по сторонам треугольника были равны? (Czech, 2008, 9–1, по мотивам)
8. На стороне AC треугольника ABC отмечена такая точка D, что AB = BD = AC. Точка E симметрична точке D относительно прямой BC (то есть, отрезок DE перпендикулярен прямой BC и делится этой прямой пополам). Докажите, что AE = BC. (А. Пастор)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему прибавляется его первая цифра. Докажите, что через некоторое время на экране будет гореть число 400000002. (С. Берлов)
2. Есть 9 яблок, которые можно разделить как на 4, так и на 5 групп одинакового веса. Могут ли все 9 яблок иметь попарно различные веса? (С. Берлов)
3. 10 футбольных команд сыграли по разу каждая с каждой и набрали ровно по x очков. Каково наибольшее возможное значение x? Напомним, что в футболе за победу дается три очка, а за ничью — одно. (С. Берлов)
4. На доске выписано 10 попарно различных натуральных чисел, одно из которых равно 1001. Оказалось, что если выписаны числа a и b (a < b), то число b–a тоже выписано. Какие значения может принимать наибольшее из выписанных чисел? (С. Берлов)
5. 32 ученика решали 32 задачи. Оказалось, что каждую задачу решило хотя бы 26 учеников. Докажите, что есть два ученика, вместе решившие все задачи. (по мотивам Боснийской олимпиады-2008)
6. У Васи имеется 7 конфет. Вася выбирает любую тройку конфет и присваивает этой тройке какой-то номер от 1 до k. Так он делает до тех пор, пока все тройки не будут пронумерованы. При каком наименьшем k Вася сможет добиться того, чтобы любые две непересекающиеся тройки конфет имели разные номера? (KoMaL-2010)
7. Петя и Вася играют в игру. На столе лежат кучи из 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 55, 89, 100 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучу камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучи. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Начинает Петя. Кто выиграет при правильной игре обоих соперников? (Жюри по фольклорным мотивам)
8. Пару натуральных чисел, больших 100 будем называть хорошей, если их произведение оканчивается на те же 2 цифры, что и произведение их последних цифр. Докажите, что если в каждом из чисел хорошей пары поменять местами две последние цифры, то снова получится хорошая пара. (С. Берлов)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2010
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему прибавляется его первая цифра. Докажите, что через некоторое время на экране будет гореть число 400000002. (С. Берлов)
2. Есть 9 яблок, которые можно разделить как на 4, так и на 5 групп одинакового веса. Могут ли все 9 яблок иметь попарно различные веса? (С. Берлов)
3. 6 футбольных команд сыграли по разу каждая с каждой и набрали ровно по x очков. Каково наибольшее возможное значение x? Напомним, что в футболе за победу дается три очка, а за ничью — одно. (С. Берлов)
4. На доске выписано 15 попарно различных натуральных чисел, одно из которых равно 134. Оказалось, что если выписаны числа a и b (a<b), то число b–a тоже выписано. Какое наибольшее значение может иметь наибольшее из выписанных чисел? (С. Берлов)
5. 8 учеников решали 8 задач. Оказалось, что каждую задачу решило хотя бы 5 учеников. Докажите, что есть два ученика, вместе решившие все задачи. (по мотивам Боснийской олимпиады-2008)
6. На окружности отметили 5 точек. Можно ли окрасить все 10 отрезков с концами в этих точках в два цвета так, чтобы любые два отрезка, не имеющие общих концов, были окрашены в разные цвета? (KoMaL-2010, упрощение)
7. На столе лежат девять кучек из 1, 4, 6, 8, 10, 20, 40, 100, 200 камней. За ход разрешается взять полностью любую кучку камней и ровно столько же камней из какой-то другой кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из двух играющих выиграет, независимо от игры соперника? (Жюри по фольклорным мотивам)
8. Клетчатый прямоугольник размера 5×n надо замостить фигурками двух видов: 
[image: image8.emf] 

 и 
[image: image9.emf] 

 (фигурки можно поворачивать и переворачивать). При каких n это можно сделать? (Centroamerican, 2000)
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