XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Взаимно простые в совокупности натуральные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 2(ab+bc+ca). Докажите, что все они — квадраты натуральных чисел. (Южная Корея, 2006, второй тур)
2. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×n: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? (Босния, 2009)
3. В графстве Липшир проживают n джентльменов. Каждый из них знаком с k другими джентльменами. У каждых двух знакомых джентльменов ровно l общих знакомых, а у каждых двух незнакомых джентльменов ровно m общих знакомых. Докажите, что m(n–k–1) = k(k–l–1). (классический результат теории графов)
4. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) (BAC = 20(. M — проекция точки C на сторону AB; N — точка на стороне AC такая, что 2CN = BC. Найдите угол AMN. (Румыния, отбор на юниорскую Балканиаду, 2002)
5. Вначале на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 20000019? (Жюри по мотивам задачи боснийской олимпиады, 2003)
6. Точки D, E, F расположены на сторонах BC, CA, AB остроугольного треугольника соответственно так, что CD/CE = CA/CB, AE/AF = AB/AC и BF/BD = BC/BA. Докажите, что AD, BE и CF — высоты треугольника ABC. (Индия, региональная олимпиада, 2009?)
7. Найдите все натуральные a и b такие, что 
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8. При каких n > 50 можно расставить по окружности n попарно различных чисел таким образом, чтобы каждое число было либо больше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке? (С. Берлов)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Взаимно простые в совокупности натуральные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 2(ab+bc+ca). Докажите, что хотя бы два из чисел a, b и c — квадраты натуральных чисел. (Южная Корея, 2006, второй тур)
2. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×2011: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре?
3. Докажите, что при n ( 6 в n-угольнике не более 
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 внутренних углов равны 90(. (Финляндия, 2005, 1 тур)
4. Медиана AD и высота BE остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Известно, что BF = FD. Докажите, что (C > 30(. (А. Пастор)
5. Вначале на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 20000019? (Жюри по мотивам задачи боснийской олимпиады, 2003)
6. Точки D, E, F расположены на сторонах BC, CA, AB остроугольного треугольника соответственно так, что CD/CE = CA/CB, AE/AF = AB/AC и BF/BD = BC/BA. Докажите, что AD, BE и CF — высоты треугольника ABC. (Индия, региональная олимпиада, 2009?)
7. Для каких натуральных a и b можно подобрать такие натуральные x и y, что a+xyk делится на bk при всех натуральных k? (Мексика, 2005)
8. При каких n > 50 можно расставить по окружности n попарно различных чисел таким образом, чтобы каждое число было либо больше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке? (С. Берлов)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Взаимно простые в совокупности натуральные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 2(ab+bc+ca). Докажите, что хотя бы два из чисел a, b, c — квадраты натуральных чисел. (Южная Корея, 2006, второй тур)
2. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×2010: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре?
3. Докажите, что при n ( 6 в n-угольнике не более 
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 внутренних углов равны 90(. (Финляндия, 2005, 1 тур)
4. Медиана AD и высота BE остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Известно, что BF = FD. Докажите, что (C > 30(. (А. Пастор)
5. На острове лжецов и рыцарей ровно один житель сказал: «Есть лжец выше меня», ровно двое жителей сказали: «Есть хотя бы двое лжецов выше меня», …, ровно 20 жителей сказали: «Есть хотя бы 20 лжецов выше меня». Известно, что все островитяне — разного роста, и каждый житель высказался ровно один раз. Сколько лжецов живёт на острове? Напомним, что рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут. (фольклор)
6. Точки D, E, F расположены на сторонах BC, CA, AB остроугольного треугольника соответственно так, что CD/CE = CA/CB, AE/AF = AB/AC и BF/BD = BC/BA. Докажите, что AD, BE и CF — высоты треугольника ABC. (Индия, региональная олимпиада, 2009?)
7. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. На сколько тысячное введенное Васей число будет больше первого? (По мотивам Kozepiskolai Matematikai Lapok, 2010)
8. При каких n > 3 можно расставить по окружности n попарно различных чисел таким образом, чтобы каждое число было либо больше каждого из трёх чисел, следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше каждого из трёх чисел, следующих за ним по часовой стрелке? (С. Берлов)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×n: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? (Босния, 2009)
2. Числа a, b и c удовлетворяют условиям a+b–c = 2 и 2ab–c2 = 4. Докажите, что a = b = c. (по мотивам Vasile Pop, Romania, 2007, Final, 7 grade)
3. Медиана AD и высота BE остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Известно, что BF = FD. Докажите, что (C > 30(. (А. Пастор)
4. Взаимно простые в совокупности натуральные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2 = 2(ab+bc+ca). Докажите, что хотя бы два из чисел a, b, c — квадраты натуральных чисел. (Южная Корея, 2006, второй тур)
5. Вначале на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, где a > b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 200000029? (Жюри по мотивам Боснии, 2003)
6. Изначально в каждой клетке квадрата 100×100 стоит по фишке. Ход состоит в том, что каждая фишка переставляется на одну из соседних по диагонали клеток. (На клетке может оказаться более одной фишки.) На какое наименьшее количество клеток можно в результате нескольких ходов переставить все фишки? (Serbia JBMO TST, 2009)
7. При каких n > 50 можно расставить по окружности n попарно различных чисел таким образом, чтобы каждое число было либо больше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке? (С. Берлов)
8. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. На сколько тысячное введенное Васей число будет больше первого? (По мотивам KoMaL-2010)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×n: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? (Босния, 2009)
2. Числа a, b и c удовлетворяют условиям a+b–c = 2 и 2ab–c2 = 4. Докажите, что a = b = c. (по мотивам Vasile Pop, Romania, 2007, Final, 7 grade)
3. Медиана AD и высота BE остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке F. Известно, что BF = FD. Докажите, что (C > 30(. (А. Пастор)
4. Бизнесмен Борис Петрович и тракторист Вася решили устроить гонки. Первая половина трассы проходит по шоссе, а вторая — по проселку. Васин трактор по любой дороге едет с одной и той же скоростью, а «Лексус» Бориса Петровича по шоссе едет вдесятеро быстрее трактора, а по проселку — вдвое медленнее. На старте у Васиного трактора отвалилось колесо, и Вася выехал тогда, когда Борис Петрович уже проехал половину пути по шоссе. Кто первым приедет к финишу? (С. Берлов)
5. Вначале на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, где a > b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 200000019? (Жюри по мотивам Боснии, 2003)
6. Изначально в каждой клетке квадрата 100×100 стоит по фишке. Ход состоит в том, что каждая фишка переставляется на одну из соседних по диагонали клеток. (На клетке может оказаться более одной фишки.) На какое наименьшее количество клеток можно в результате нескольких ходов переставить все фишки? (Serbia JBMO TST, 2009)
7. Докажите, что n ( 200 попарно различных чисел можно расставить по окружности таким образом, чтобы каждое число было либо больше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше всех 50 чисел, следующих за ним по часовой стрелке. (С. Берлов)
8. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. На сколько тысячное введенное Васей число будет больше первого? (По мотивам KoMaL-2010)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×2010: Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя — нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Вася начинает, а проигрывает не имеющий хода. Кто выигрывает при правильной игре? (Босния, 2009)
2. Числа a, b и c удовлетворяют условиям a+b–c = 2 и 2ab–c2 = 4. Докажите, что a = b = c. (по мотивам Vasile Pop, Romania, 2007, Final, 7 grade)
3. Бизнесмен Борис Петрович и тракторист Вася решили устроить гонки. Первая половина трассы проходит по шоссе, а вторая — по проселку. Васин трактор по любой дороге едет с одной и той же скоростью, а "Лексус" Бориса Петровича по шоссе едет вдесятеро быстрее трактора, а по проселку — вдвое медленнее. На старте у Васиного трактора отвалилось колесо, и Вася выехал тогда, когда Борис Петрович уже проехал половину пути по шоссе. Кто первым приедет к финишу? (С. Берлов)
4. Петр спросил бабушку сколько лет ей и дедушке. Бабушка ответила следующее: «Каждому из нас уже больше пятидесяти, но еще меньше восьмидесяти лет. А если сумму наших возрастов умножить на разность, а затем прибавить наши возрасты, то получится 492.» Сколько лет дедушке Петра, если известно, что он старше бабушки? (Michaela Raabova, Czech, 2007)
5. Вначале на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, где a > b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 2011? (Босния, 2003)
6. Назовем натуральное число симпатичным, если оно представляется как в виде суммы двух последовательных целых чисел, так и в виде суммы трех последовательных целых чисел. Произведение некоторых пяти натуральных чисел симпатично. Докажите, что один из множителей симпатичный. (Bogdan Enescu, Romania, 2001, 7th grade)
7. Докажите, что n > 3 попарно различных чисел можно расставить по окружности таким образом, чтобы каждое число было либо больше обоих следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше их обоих. (С. Берлов)
8. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. На сколько тысячное введенное Васей число будет больше первого? (По мотивам KoMaL-2010)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Докажите, что числа от 1 до 100 можно расставить по окружности в таком порядке, чтобы каждое число было либо больше 50 следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше их. (С. Берлов)
2. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. Насколько сотое введенное Васей число будет больше первого? (С. Берлов по мотивам KoMaL-2010)
3. Существует ли такое девятизначное число, у которого все цифры различны и которое при делении на все числа от 1 до 15 даёт все возможные остатки от 0 до 14? (С. Волченков, С. Берлов)
4. Изначально на доске написаны числа 5, 6 и 10. Если написаны числа a и b, то можно дописать число 7a–5b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 2010? (Босния, 2003)
5. На острове живут рыцари, которые всегда говорит правду, либо лжецы, которые всегда лгут. Каждый островитянин произнес две фразы: «Среди моих знакомых островитян более двух лжецов» и «Среди моих знакомых островитян более трех рыцарей». Докажите, что на острове лжецов не меньше, чем рыцарей (С. Берлов)
6. Бизнесмен Борис Петрович и тракторист Вася решили устроить гонки. Первая половина трассы проходит по шоссе, а вторая – по проселку. Васин трактор по любой дороге едет с одной и той же скоростью, а «Лексус» Бориса Петровича по шоссе едет вдесятеро быстрее трактора, а по проселку – вдвое медленнее. На старте у Васиного трактора отвалилось колесо, и Вася выехал только тогда, когда Борис Петрович уже проехал половину пути по шоссе. Кто первым приедет к финишу? (С. Берлов)
7. В каждой клетке доски 10×10 стоит гангстер с пистолетом. Все гангстеры одновременно стреляют, каждый в одного из других гангстеров, стоящих на соседних по стороне клетках и убивают их наповал. Какое наибольшее количество гангстеров могло остаться в живых? (С. Волчёнков, С. Берлов)
8. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки полоски 1×35. Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя – нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Проигрывает не имеющий хода. Начинает Вася. Кто выигрывает при правильной игре? (Босния, 2009)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2010
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Докажите, что любые 20 попарно различных чисел можно расставить по окружности таким образом, чтобы каждое число было либо больше обоих следующих за ним по часовой стрелке, либо меньше их обоих. (С. Берлов)
2. Вася написал программу, которая считает среднее арифметическое введенных в компьютер чисел. Он по очереди вводит в компьютер натуральные числа и замечает, что среднее арифметическое всех введенных чисел возрастает на 3 после каждого следующего введенного числа. Насколько сотое введенное Васей число будет больше первого? (По мотивам KoMaL-2010)
3. Существует ли такое девятизначное число, у которого все цифры различны и которое при делении на все числа от 1 до 15 даёт все возможные остатки от 0 до 14? (С. Волченков, С. Берлов)
4. Изначально на доске написаны числа 5, 7 и 9. Если написаны числа a и b, то можно дописать число 5a–4b. Может ли на доске в некоторый момент оказаться число 1001? (Босния, 2003)
5. Петр спросил тётю, сколько лет ей и дяде. Тётя ответила следующее: «Каждому из нас уже больше тридцати, но еще меньше пятидесяти лет. А если сумму наших возрастов умножить на разность, то получится 492.» Сколько лет дяде Петра, если известно, что он старше тёти? (Czech, 2007, упрощение)
6. Бизнесмен Борис Петрович и тракторист Вася решили устроить гонки. Первая половина трассы проходит по шоссе, а вторая – по проселку. Васин трактор по любой дороге едет с одной и той же скоростью, а «Лексус» Бориса Петровича по шоссе едет вдесятеро быстрее трактора, а по проселку – вдвое медленнее. На старте у Васиного трактора отвалилось колесо, и Вася выехал только тогда, когда Борис Петрович уже проехал половину пути по шоссе. Кто первым приедет к финишу? (С. Берлов)
7. 144 короля-гангстера стоят на клетках доски 12×12. Все одновременно выстрелили по горизонтали, вертикали или диагонали и каждый попал в своего ближайшего соседа. Какое наибольшее число королей могли уцелеть? (С.Волченков по мотивам старой задачи)
8. Вася и Петя по очереди ставят крестики и нолики в клетки  полоски 1×2010. Вася ставит своим ходом в одну из свободных клеток крестик, а Петя – нолик. Запрещается ставить два одинаковых знака в соседние клетки. Проигрывает не имеющий хода. Начинает Вася. Кто может выиграть независимо от игры соперника? (Босния, 2009)
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