XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В бесконечной последовательности a0, a1, a2, ..., an, … натуральных чисел (ai, ai+1) > ai–1 при всех натуральных i. Докажите, что an ( 2n при всех натуральных n. (Индонезия, отбор на ММО, 2010)
2. Найдите все натуральные m, для которых существует ровно 119 упорядоченных пар (x, y), где 0 < x < 1 и 0 < y < 1 таких, что оба числа x+my и mx+y — целые. (Голландия, 2010)
3. На пульте есть 2011 тумблеров, каждый из которых пр нажатии меняет состояние одной из 2011 ламп на табло (разным лампам соответствуют разные тумблеры). Боря может переключить любой набор тумблеров (в частности, может ничего не переключать) под бдительным взором Ани, которая видит, какие лампы горят после каждого действия Бори. Какое наибольшее количество разных наборов тумблеров может переключить Боря, прежде чем Аня определит, какой тумблер соответствует какой лампе? (Олимпиада Северных стран, 2010)
4. Сумма S шести натуральных чисел a, b, c, d, e и f делит числа abc+def и ab+bc+ca–de–ef–fd. Докажите, что S — составное число. (Южная Африка, 2006, Cape Town Camp)
5. У Васи и Пети есть куча из 2010 монет. Каждый из них может выбрать несколько куч (может быть, одну) и разделить каждую из выбранных куч на две меньших (выбирать кучу из одной монеты нельзя). Они делают это по очереди, начинает Вася. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Голландия, 2010)
6. На стороне AC треугольника ABC с углом (B = 60( выбрана точка M такая, что (BCA = 2(MBC, а на стороне AB — точка D такая, что BD = MC. Найдите угол DMB. (Румыния, 2011, 7 класс)
7. На плоскости проведено n прямых общего положения (т. е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку). Они разбили плоскость на конечные и бесконечные части. Каждую конечную часть покрасили в красный или зеленый цвет. За ход можно перекрасить все части внутри треугольника, образованного некоторыми тремя прямыми. Докажите, что такими операциями все части можно сделать красными. (XV Rioplatense math. ol.,2006)
8. На одной стороне тупого угла с вершиной O взяты точки A, B, C, а на другой — точки R, S, T так, что OA > OB > OC и OR > OS > OT. Докажите, что AR+2CT < BR+CS+AT. (А. Смирнов, К. Сухов по фольклорным мотивам)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В бесконечной последовательности a0, a1, a2, ..., an, … натуральных чисел (ai, ai+1) > ai–1 при всех натуральных i. Докажите, что a2n ( 2n при всех натуральных n. (Индонезия, отбор на ММО, 2010)
2. Найдите все пары (x, y) вещественных чисел, где 0 < x < 1 и 0 < y < 1, для которых оба числа x+3y и 3x+y — целые. (Голландия, 2010)
3. На пульте есть 10 тумблеров, каждый из которых пр нажатии меняет состояние одной из 10 ламп на табло (разным лампам соответствуют разные тумблеры) (разным лампам соответствуют разные тумблеры). Боря может переключить любой набор тумблеров (в частности, может ничего не переключать) под бдительным взором Ани, которая видит, какие лампы горят после каждого действия Бори. Какое наибольшее количество разных наборов тумблеров может переключить Боря, прежде чем Аня определит, какой тумблер соответствует какой лампе? (Олимпиада Северных стран, 2010)
4. Докажите, что при любом натуральном n число (5n)! делится на 40n(n!. (Киргизия, 2009)
5. У Васи и Пети есть куча из 2010 монет. Каждый из них может выбрать несколько куч (может быть, одну) и разделить каждую из выбранных куч на две меньших (выбирать кучу из одной монеты нельзя). Они делают это по очереди, начинает Вася. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Голландия, 2010)
6. На стороне AC треугольника ABC с углом (B = 60( выбрана точка M такая, что (BCA = 2(MBC, а на стороне AB — точка D такая, что BD = MC. Найдите угол DMB. (Румыния, 2011, 7 класс)
7. На плоскости проведено n прямых общего положения (т. е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку). Они разбили плоскость на конечные и бесконечные части. Каждую конечную часть покрасили в красный или зеленый цвет. За ход можно перекрасить все части внутри треугольника, образованного некоторыми тремя прямыми. Докажите, что такими операциями все части можно сделать красными. (XV Rioplatense math. ol.,2006)
8. На одной стороне тупого угла с вершиной O взяты точки A, B, C, а на другой — точки R, S, T так, что OA > OB > OC и OR > OS > OT. Докажите, что AR+2CT < BR+CS+AT. (А. Смирнов, К. Сухов по фольклорным мотивам)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1-6 МЕСТА
1. Пусть n — натуральное число. Числа от n до 5n разбиты на два непересекающихся подмножества. Докажите, что в одном из них можно так выбрать (не обязательно различные) числа x, y и z, что x+y = z. (51 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2011)
2. Для любых положительных чисел x, y и z докажите неравенство 3xyz+|x3–y3|+|y3–z3|+|z3–x3| ( x3+y3+z3. (А. Храбров по мотивам фольклора)
3. Натуральные числа a, b, c и d таковы, что числа ab+cd и
ab+a+b–cd–c–d делятся на a+b+c+d+2. Докажите, что a+b+c+d+2 — составное число. (Южная Африка, 2006, Cape Town Camp, downgrade)
4. У Васи и Пети есть куча из 2010 монет. Каждый из них может выбрать несколько куч (может быть, одну) и разделить каждую из выбранных куч на две меньших (выбирать кучу из одной монеты нельзя). Они делают это по очереди, начинает Вася. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Голландия, 2010)
5. На плоскости проведено n прямых общего положения (т. е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку). Они разбили плоскость на конечные и бесконечные части. Каждую конечную часть покрасили в красный или зеленый цвет. За ход можно перекрасить все части внутри треугольника, образованного некоторыми тремя прямыми. Докажите, что такими операциями все части можно сделать красными. (XV Rioplatense math. ol.,2006)
6. На пульте есть 2011 тумблеров, каждый из которых при нажатии меняет состояние одной из 2011 ламп на табло (разным лампам соответствуют разные тумблеры). Боря может переключить любой набор тумблеров (в частности, может ничего не переключать) под бдительным взором Ани, которая видит, какие лампы горят после каждого действия Бори. Какое наибольшее количество разных наборов тумблеров может переключить Боря, прежде чем Аня определит, какой тумблер соответствует какой лампе? (Олимпиада Северных стран, 2010)
7. Найдите все натуральные n, при которых все числа 2n+3n–1, 2n+1+3n, 2n+2+3n+1, 2n+3+3n+2, 2n+4+3n+3 и 2n+5+3n+4 — простые. (А. Храбров)
8. На стороне AC треугольника ABC отмечена точка D такая, что AC = BD и (ABD = 25(. Известно, что (BAC = 40(. Докажите, что AD+BC > AB. (А. Пастор)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОЙ ЗА 7-8 МЕСТА, ПЕРВАЯ ЛИГА, БОЙ ЗА 1-2 МЕСТО
1. Пусть n — натуральное число. Числа от n до 5n разбиты на два непересекающихся подмножества. Докажите, что в одном из них можно так выбрать (не обязательно различные) числа x, y и z, что x+y = z. (51 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2011)
2. Для любых положительных чисел x, y и z докажите неравенство 3xyz+|x3–y3|+|y3–z3|+|z3–x3| ( x3+y3+z3. (А. Храбров по мотивам фольклора)
3. Натуральные числа a, b, c и d таковы, что числа ab+cd и
ab+a+b–cd–c–d делятся на a+b+c+d+2. Докажите, что a+b+c+d+2 — составное число. (Южная Африка, 2006, Cape Town Camp, downgrade)
4. У Васи и Пети есть куча из 2010 монет. Каждый из них может выбрать несколько куч (может быть, одну) и разделить каждую из выбранных куч на две меньших (выбирать кучу из одной монеты нельзя). Они делают это по очереди, начинает Вася. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Голландия, 2010)
5. На белой плоскости проведено n прямых общего положения (т. е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку). Они разбили плоскость на куски. За ход можно перекрасить (белые — в черный цвет, а черные — в белый) все куски c одной из сторон от любой из проведенных прямых. Сколько различных раскрасок плоскости можно получить такими операциями? (С. Берлов по мотивам классики)
6. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = AC и (CAD = 50(. Докажите, что AC+BD > BC. (А. Пастор)
7. Докажите, что для любого натурального n, среди чисел 3n+2n–1, 3n+1+2n, 3n+2+2n+1, 3n+3+2n+2, 3n+4+2n+3 и 3n+5+2n+4 есть составное. (А. Храбров)
8. Вася написал на доске слово АББА. После этого он стал проделывать со словом следующие операции: вставлять или вычеркивать в любом месте 4 одинаковые буквы, или вычеркивать (но не вставлять) в любом месте сочетания АББ или ББА. Может ли он такими операциями получить слово БААБ? (С. Берлов)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 3-8 МЕСТА,
ВТОРАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1-4 МЕСТА
1. На доске написаны числа 2011, 2012, 2013, ... , 2100. Вася может стереть с доски любые два числа a и b и написать вместо них число a/b. Через 89 таких операций осталось одно число. Может ли оно быть натуральным? (С. Берлов)
2. Для любых положительных чисел x, y и z докажите неравенство 3xyz+|x3–y3|+|y3–z3|+|z3–x3| ( x3+y3+z3. (А. Храбров по мотивам фольклора)
3. Ненулевые числа x, y и z удовлетворяют условиям x+y+z = 1 и 1/x+1/y+1/z = 0. Докажите, что x2+y2+z2 = 1. (Kantonalno takmicenje učenika srednjih škola Tuzlanskog Kantona iz Matemtike, 2010)
4. У Васи и Пети есть куча из 2010 монет. Каждый из них может выбрать несколько куч (может быть, одну) и разделить каждую из выбранных куч на две меньших (выбирать кучу из одной монеты нельзя). Они делают это по очереди, начинает Вася. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Голландия, 2010)
5. Можно ли таблицу 2011(2011 заполнить числами 0, 1, 2, чтобы в каждой строке и каждом столбце присутствовали все эти числа, и каждое число равнялось разности каких-то двух чисел, находящихся в соседних по стороне клетках? (С. Волченков)
6. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = AC и (CAD = 50(. Докажите, что AC+BD > BC. (А. Пастор)
7. Найдите все натуральные числа n и p, для которых числа p, p+3n, p+3n+1, p+3n+2, p+3n+3 простые. (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
8. Вася написал на доске слово АББА. После этого он стал проделывать со словом следующие операции: вставлять или вычеркивать в любом месте 4 одинаковые буквы, или вычеркивать (но не вставлять) в любом месте сочетания АББ или ББА. Может ли он такими операциями получить слово БААБ? (С. Берлов)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 5-8 МЕСТА
1. На доске написаны числа 2011, 2012, 2013, ... , 2100. Вася может стереть с доски любые два числа a и b и написать вместо них число a/b. Через 89 таких операций осталось одно число. Может ли оно быть натуральным? (С. Берлов)
2. Для любых положительных чисел x и y докажите неравенство 2xy+|x2–y2| ( x2+y2 . (А. Храбров по мотивам фольклора)
3. Ненулевые числа x, y и z удовлетворяют условиям x+y+z = 1 и 1/x+1/y+1/z = 0. Докажите, что x2+y2+z2 = 1. (Kantonalno takmicenje učenika srednjih škola Tuzlanskog Kantona iz Matemtike, 2010)
4. Петя и Вася играют в игру «крестики-нолики» на бесконечной клетчатой доске по своим правилам: начинает Петя и своим ходом он может поставить один крестик, Вася в ответ может поставить 2 нолика. Цель Пети — поставить 3 крестика в виде триминошки «уголком» (квадрата 2(2 из которого вырезана одна клетка). Может ли Петя добиться своей цели независимо от действий Васи? (С. Берлов)
5. Можно ли таблицу 2011(2011 заполнить числами 0, 1, 2, чтобы в каждой строке и каждом столбце присутствовали все эти числа, и каждое число равнялось разности каких-то двух чисел, находящихся в соседних по стороне клетках? (С. Волченков)
6. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = AC и (CAD = 60(. Докажите, что AC+BD > BC. (А. Пастор)
7. Найдите все натуральные числа n и p, для которых числа p, p+3n, p+3n+1, p+3n+2, p+3n+3 простые. (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
8. Винни-Пух и Пятачок договорились встретиться ровно в полдень у большого дуба. Но Пятачок долго-долго собирался, поэтому вышел на полчаса позже. Винни-Пух, придя ровно к назначенному времени и не обнаружив Пятачка, продолжил путь ему навстречу, и они встретились через 10 минут после полудня. Найдите отношение скоростей Пятачка и Винни-Пуха. (О. Нечаева)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На олимпиаде было предложено более 5 задач. Оказалось, что каждый участник олимпиады решил ровно 5 задач, при этом любые 2 задачи были решены вместе ровно одним участником. Докажите, что участников было не менее 21. (С. Берлов по мотивам турецкой юниорской-2010)
2. Петя и Вася играют в игру «крестики-нолики» на бесконечной клетчатой доске по своим правилам: начинает Петя и своим ходом он может поставить один крестик, Вася в ответ может поставить 2 нолика. Цель Пети — поставить 3 крестика в виде триминошки «уголком» (квадрата 2(2 из которого вырезана одна клетка). Может ли Петя добиться своей цели независимо от действий Васи? (С. Берлов)
3. На доске написаны числа 2011, 2012, 2013, ... , 2100. Вася может стереть с доски любые два числа a и b и написать вместо них число a/b. Через 89 таких операций осталось одно число. Может ли оно быть натуральным? (С. Берлов)
4. Каждое из натуральных чисел от 100 до 500 включительно окрашено в черный или красный цвет. Докажите, что существуют одноцветные (не обязательно различные) числа x, y и z такие, что x+y = z. (51 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2011)
5. Вася написал на доске слово АББА. После этого он стал проделывать со словом следующие операции: вставлять или вычеркивать в любом месте 4 одинаковые буквы, или вычеркивать (но не вставлять) в любом месте сочетания АББ или ББА. Может ли он такими операциями получить слово БААБ? (С. Берлов)
6. Можно ли клетки таблицы 9(9 заполнить числами от 0 до 5 таким образом, чтобы в каждом квадрате 5(5 клеток, содержащемся в таблице, присутствовали все эти числа, и любые два числа, находящихся в соседних по стороне клетках, отличались не более, чем на 1? (С. Берлов)
7. На белой плоскости проведено 10 прямых общего положения (т. е. никакие две не параллельны и никакие три не проходят через одну точку). Они разбили плоскость на куски. За ход можно перекрасить (белые — в черный цвет, а черные — в белый) все куски c одной из сторон от любой из проведенных прямых. Сколько различных раскрасок плоскости можно получить такими операциями? (С. Берлов по мотивам классики)
8. Докажите, что для любого натурального n, среди чисел 3n+2n–1, 3n+1+2n, 3n+2+2n+1, 3n+3+2n+2, 3n+4+2n+3 и 3n+5+2n+4 есть составное. (А. Храбров)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Петя и Вася играют в игру «крестики-нолики» на бесконечной клетчатой доске по своим правилам: начинает Петя и своим ходом он может поставить один крестик, Вася в ответ может поставить 2 нолика. Цель Пети — поставить 3 крестика в виде триминошки «уголком» (квадрата 2(2 из которого вырезана одна клетка). Может ли Петя добиться своей цели независимо от действий Васи? (С. Берлов)
2. Даны числа от 1 до 101. Назовём число крутым, если оно является
делителем суммы остальных чисел. Сколько всего крутых чисел? (фольклор)
3. В сельской школе есть несколько классов, все классы — разного возраста (то есть в каждой параллели РОВНО один класс, численность классов может быть разной). Каждый ученик знаком ровно с тремя или четырьмя учениками в каждом из более старших классов и с одним или двумя в каждом из более младших классов. Докажите, что в этой школе не больше 4 классов. (О. Нечаева)
4. На доске написаны числа 2011, 2012, 2013, ... , 2100. Вася может стереть с доски любые два числа a и b и написать вместо них число a/b. Через 89 таких операций осталось одно число. Может ли оно быть натуральным? (С. Берлов)
5. Винни-Пух и Пятачок договорились встретиться ровно в полдень у большого дуба. Но Пятачок долго-долго собирался, поэтому вышел на полчаса позже. Винни-Пух, придя ровно к назначенному времени и не обнаружив Пятачка, продолжил путь ему навстречу, и они встретились через 10 минут после полудня. Найдите отношение скоростей Пятачка и Винни-Пуха. (О. Нечаева)
6. Знайка и Торопыжка получили задание составить магический квадрат 4(4 из целых чисел, в котором суммы в каждой строке и каждом столбце равны. Торопыжка поспешил и записал в какие-то шесть клеток целые числа, причём в каждом столбце и каждой строке остались незаполненные клетки. Знайка, внимательно посмотрев на квадрат, заявил, что теперь выполнить задание они не смогут. Приведите пример шести чисел и расположение клеток, куда эти числа мог записать Торопыжка. (О. Нечаева+жюри)
7. В стране несколько городов. Между любыми двумя городами проложена одна дорога. Три турфирмы предлагают путешественникам маршруты, проходящие по всем городам (возможно, и не по одному разу и не обязательно заканчивающихся в начальном городе). Оказалось, что ни одна дорога не входит более чем в один маршрут. Какое наименьшее число городов может быть в стране? (С. Волчёнков)
8. Можно ли таблицу 2011(2011 заполнить числами 0, 1, 2, чтобы в каждой строке и каждом столбце присутствовали все эти числа, и каждое число равнялось разности каких-то двух чисел, находящихся в соседних по стороне клетках? (С. Волченков)
























