XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Биссектрисы углов A и D трапеции ABCD с основаниями BC и AD пересекаются на серединном перпендикуляре к отрезку BC. Докажите, что AB = CD или AB+CD = AD. (Голландия, отбор на олимпиаду стран Бенилюкса, 2011)
2. Существует ли натуральное число, среди натуральных делителей которого точных квадратов ровно в 2011 раз больше, чем точных кубов? (Венгрия, национальная олимпиада, заключительный тур для математических классов)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 2 до 2011 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011, усиление)
4. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 10(10 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011)
5. Докажите, что a2b2(a2+b2–2) ( (a+b)(ab–1) при всех положительных a и b. (Турция, олимпиада для юниоров, 2010)
6. В треугольнике ABC с тупым углом C точка D на стороне BC такова, что AC+AB = 2AD. Медиана CM пересекает AD в точке N. Докажите, что |AN| < 2|ND|. (Молдавия, 2004)
7. У Васи есть несколько карточек, на которых написаны положительные числа. Среди чисел на карточках не менее пяти различных. Оказалось, что для любых двух карточек можно указать две другие карточки, произведение чисел на которых такое же, как на первых двух. Какое наименьшее количество карточек может быть у Васи? (Словения, отбор на ММО, 2011, перелицовка задачи И. Рубанова с какой-то окружной олимпиады)
8. За круглым столом сидят 29 учениц и учительница. У учительницы есть 2011 конфет, а у учениц конфет нет. Любая из сидящих за столом, имеющая хотя бы две конфеты, может дать по одной конфете двоим следующим за ней по часовой стрелке или двоим следующим за ней против часовой стрелки. Можно ли сделать так, что все конфеты окажутся у двоих: у учительницы 2000 конфет, а у одной из учениц — 11? (Жюри)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Биссектрисы углов A и D трапеции ABCD с основаниями BC и AD пересекаются на серединном перпендикуляре к отрезку BC. Докажите, что |AB| = |CD| или |AB|+|CD| = |AD|. (Голландия, отбор на олимпиаду стран Бенилюкса, 2011)
2. Существует ли натуральное число, среди натуральных делителей которого точных квадратов ровно в 32 раза больше, чем точных четвёртых степеней? (Венгрия, национальная олимпиада, заключительный тур для математических классов, упрощение)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 1 до 2000 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011)
4. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 7(7 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011)
5. Положительные числа a, b, c удовлетворяют неравенству a < b+c. Докажите, что 
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. (Южная Африка, 2005, Stellenbosch Camp)
6. На диагонали AC выпуклого четырехугольника ABCD выбрана точка E, а на отрезке CE выбрана точка F. Оказалось, что AF = BE, CE = DE и (ADE = (BEC = 2(CDF. Докажите, что AD+BC > AB. (А. Пастор)
7. У Васи есть несколько карточек, на которых написаны положительные числа. Среди чисел на карточках не менее пяти различных. Оказалось, что для любых двух карточек можно указать две другие карточки, произведение чисел на которых такое же, как на первых двух. Какое наименьшее количество карточек может быть у Васи? (Словения, отбор на ММО, 2011)
8. По кругу стоят 2010 девочек. У Маши 2011 конфет, а у всех остальных ни одной. Каждую минуту одна из девочек дает по одной конфете двум девочкам, стоящим после нее по часовой стрелке, или двум девочкам, стоящим после нее против часовой стрелки. Катя и Оля стоят рядом. Докажите, что девочки могут добиться, чтобы все конфеты оказались у Кати и Оли. (Жюри)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 10(10 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011)
2. Назовём число хорошим, если в его десятичной записи не используются цифры, отличные от 1 и 2. Найдите все хорошие двадцатизначные числа, которые можно представить в виде произведения двух хороших чисел, больших 10. (И. Рубанов)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 1 до 2000 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011)
4. Найдите все натуральные числа n, для которых существуют такие простые числа p и q, что p2+pq+q2 = n2. (Румыния, 2011, 7 класс)
5. Математическая олимпиада проходит в три тура. Для того, чтобы пройти в следующий тур нужно успешно выступить в предыдущем. Победителем объявляется тот, кто успешно выступил в третьем туре. В последний год в олимпиаде ровно 14% участников успешно выступили в первом туре, ровно 25% от участников второго тур вышли в третий тур, и только 8% участников третьего тура стали победителями олимпиады. Какое наименьшее число школьников могло принимать участие в первом туре? (М. Петрова, Чешская олимпиада, 8 класс, 2011 год)
6. За круглым столом сидят 100 девочек. У некоторых из них есть конфеты. Каждую минуту одна из девочек, у которой есть хотя бы четыре конфеты, берет эти четыре конфеты и раздает их двум соседкам слева и двум соседкам справа (каждой по конфете). Может ли через некоторое время у Маши стать на две конфеты меньше, у ее соседки Светы на две конфеты больше, а у остальных девочек остаться столько же конфет, сколько было в самом начале? (Жюри)
7. Неотрицательные числа x, y, z и t удовлетворяют условиям x+y+z ≤ t, x2+y2+z2 ( t, x3+y3+z3 ≤ t . Найдите эти числа. (Румыния, 2011, 8 класс)
8. На диагонали AC выпуклого четырехугольника ABCD выбрана точка E, а на отрезке CE выбрана точка F. Оказалось, что AF = BE, CE = DE и (ADE = (BEC = 2(CDF. Докажите, что AD+BC > AB. (А. Пастор)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 10(10 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011)
2. Назовём число хорошим, если в его десятичной записи не используются цифры, отличные от 1 и 2. Найдите все хорошие двадцатизначные числа, которые можно представить в виде произведения двух хороших чисел, больших 10. (И. Рубанов)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 1 до 24 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011)
4. Найдите все дроби с положительными числителем и знаменателем, которые увеличивается в пять раз, если их числитель возвести в куб, а к знаменателю прибавить 12. (51 Takmicenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine 15 federalno prvenstvo iz matematike učenika osnovnih škola)
5. Математическая олимпиада проходит в три тура. Для того, чтобы пройти в следующий тур нужно успешно выступить в предыдущем. Победителем объявляется тот, кто успешно выступил в третьем туре. В последний год в олимпиаде ровно 14% участников успешно выступили в первом туре, ровно 25% от участников второго тур вышли в третий тур, и только 8% участников третьего тура стали победителями олимпиады. Какое наименьшее число школьников могло принимать участие в первом туре? (М. Петрова, Чешская олимпиада, 8 класс, 2011 год)
6. За круглым столом сидят 100 девочек. У некоторых из них есть конфеты. Каждую минуту одна из девочек, у которой есть хотя бы четыре конфеты, берет эти четыре конфеты и раздает их двум соседкам слева и двум соседкам справа (каждой по конфете). Может ли через некоторое время у Маши стать на одну конфету меньше, у ее соседки Светы на одну конфету больше, а у остальных девочек остаться столько же конфет, сколько было в самом начале? (Жюри)
7. Найдите все неотрицательные числа a и b, удовлетворяющие условиям a+2 ≤ b, a2+2 ( b, a3+2 ≤ b. (Румыния, 2011, 8 класс, по мотивам)
8. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD выбрана такая точка E, что AD = BE, (ADE = (BEC и (ECD = (EDC. Докажите, что AD+BC > AB. (А. Пастор)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Докажите, что на доске 12(12 можно так разместить 24 бабочки, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Жюри по мотивам задач из старших лиг)
2. Назовём число хорошим, если в его десятичной записи не используются цифры, отличные от 1 и 2. Найдите все хорошие двадцатизначные числа, которые можно представить в виде произведения двух хороших чисел, больших 10. (И. Рубанов)
3. В городе живут 2011 пар близнецов. Среди 4022 людей в этих парах ровно 1900 мужчин, а количество пар сестер ровно на 11 больше, чем количество пар сестра-брат. Сколько в этом городе пар братьев-близнецов? (KoMaL-2011)
4. Найдите все дроби с положительными числителем и знаменателем, которые увеличивается в пять раз, если их числитель возвести в куб, а к знаменателю прибавить 12. (51 Takmicenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine 15 federalno prvenstvo iz matematike učenika osnovnih škola)
5. Математическая олимпиада проходит в три тура. Для того, чтобы пройти в следующий тур нужно успешно выступить в предыдущем. Победителем объявляется тот, кто успешно выступил в третьем туре. В последний год в олимпиаде ровно 14% участников успешно выступили в первом туре, ровно 25% от участников второго тур вышли в третий тур, и только 8% участников третьего тура стали победителями олимпиады. Какое наименьшее число школьников могло принимать участие в первом туре? (М. Петрова, Чешская олимпиада, 8 класс, 2011 год)
6. За круглым столом сидят 100 девочек. У Маши есть 100 конфет, а у остальных девочек конфет нет. Любая девочка, имеющая хотя бы две конфеты, может дать по одной конфете любым двум другим девочкам. Можно ли сделать так, что все конфеты окажутся у Светы? (Жюри)
7. Найдите все неотрицательные числа a и b, удовлетворяющие условиям a+2 ≤ b, a2+2 ( b, a3+2 ≤ b. (Румыния, 2011, 8 класс, по мотивам)
8. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD выбрана такая точка E, что AD = BE, (ADE = (BEC и (ECD = (EDC. Докажите, что AD+BC > AB. (А. Пастор)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. За круглым столом сидят 29 учениц и учительница. У учительницы есть 2011 конфет, а у учениц конфет нет. Любая из сидящих за столом, имеющая хотя бы две конфеты, может дать по одной конфете двоим следующим за ней по часовой стрелке или двоим следующим за ней против часовой стрелки. Можно ли сделать так, что все конфеты окажутся у двоих: у учительницы 2000 конфет, а у одной из учениц — 11? (С. Берлов+жюри+фольклор)
2. Назовём пару чисел хорошей, если в их записи, а также в записи их произведения не используется других цифр, кроме 1 и 2. Докажите, что в любой хорошей паре одно из чисел равно 1, 2 или 11. (И. Рубанов)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 1 до 2011 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011)
4. Вася разрезал полоску, на которой было написано 44-значное число и получил кусочки, на которых оказались написаны все целые числа от 2001 до 2011. Докажите, что исходное число не было простым. (Ярославские олимпиады)
5. Математическая олимпиада проходит в три тура. Для того, чтобы пройти в следующий тур нужно успешно выступить в предыдущем. Победителем объявляется тот, кто успешно выступил в третьем туре. В последний год в олимпиаде ровно 14% участников успешно выступили в первом туре, ровно 25% от участников второго тур вышли в третий тур, и только 8% участников третьего тура стали победителями олимпиады. Какое наименьшее число школьников могло принимать участие в первом туре? (М. Петрова, Чешская олимпиада, 8 класс, 2011 год)
6. В городе живут 2011 пар близнецов. Среди 4022 людей в этих парах ровно 1900 мужчин, а количество пар сестер ровно на 11 больше, чем количество пар сестра-брат. Сколько в этом городе пар братьев-близнецов? (KoMaL-2011)
7. Квадрат 100(100 разбит двумя прямыми на четыре прямоугольника с целыми сторонами. Оказалось, что площадь прямоугольника, примыкающего к левому нижнему углу, равна периметру прямоугольника, примыкающего к правому верхнему углу. Какими могут быть площади прямоугольников разбиения? (С. Берлов)
8. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 10(10 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. За круглым столом сидят 30 девочек. У Маши есть 2011 конфет, а у остальных девочек конфет нет. Любая девочка, имеющая хотя бы две конфеты, может дать по одной конфете двум следующим за ней по часовой стрелке девочкам или двум следующим за ней против часовой стрелки девочкам. Могут ли все конфеты собраться у другой девочки? (С. Берлов+жюри+фольклор)
2. Назовём пару чисел хорошей, если в их записи, а также в записи их произведения не используется других цифр, кроме 1 и 2. Докажите, что хорошую пару не могут образовать два числа, каждое из которых больше 100. (И. Рубанов)
3. Жители города Натуральный живут в домах с номерами от 1 до 2011 (каждый житель — в своем доме с уникальным номером). Некоторые из них дружат между собой. В журнале «National Geographic» написали, что у двух жителей есть общий друг тогда и только тогда, когда номер дома одного из них делится на номер дома другого. Докажите, что журнал врёт. (Эстония, 2011)
4. Вася разрезал полоску, на которой было написано 36-значное число и получил кусочки, на которых оказались написаны все целые числа от 2003 до 2011. Докажите, что исходное число не было простым. (Ярославские олимпиады)
5. Математическая олимпиада проходит в три тура. Для того, чтобы пройти в следующий тур нужно успешно выступить в предыдущем. Победителем объявляется тот, кто успешно выступил в третьем туре. В последний год в олимпиаде ровно 14% участников успешно выступили в первом туре, ровно 25% от участников второго тур вышли в третий тур, и только 8% участников третьего тура стали победителями олимпиады. Какое наименьшее число школьников могло принимать участие в первом туре? (М. Петрова, Чешская олимпиада, 8 класс, 2011 год)
6. В городе живут 2011 пар близнецов. Среди 4022 людей в этих парах ровно 1900 мужчин, а количество пар сестер ровно на 11 больше, чем количество пар сестра-брат. Сколько в этом городе пар братьев-близнецов? (KoMaL-2011)
7. Квадрат 100(100 разбит двумя прямыми на четыре прямоугольника с целыми сторонами. Оказалось, что площадь прямоугольника, примыкающего к левому нижнему углу, равна периметру прямоугольника, примыкающего к правому верхнему углу. Какими могут быть площади прямоугольников разбиения? (С. Берлов)
8. Назовем бабочкой фигуру, состоящую из двух клеток, соседних по углу. Какое наименьшее количество бабочек можно разместить на доске 4(4 таким образом, чтобы любая клетка этой доски либо принадлежала одной из бабочек, либо была соседней по стороне с клеткой одной из бабочек? (Словения, 2011, упрощение)
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