XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.10.2011
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Неотрицательные числа x, y, z, t удовлетворяют условию
|x–y|+|y–z|+|z–t|+|t–x| = 4. Найдите наименьшее возможное значение суммы x2+y2+z2+t2. (Иран, 2011)
2. Члены последовательности натуральных чисел a1, a2, ..., an, ..., где a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1 ≤ ..., удовлетворяют условию amn = aman при любых взаимно простых m и n. Докажите, что a102 ≤ a8a13. (Олимпиада Северных стран, 2010)
3. Натуральное число назовём простецким, если его десятичная запись состоит только из единиц и нулей. Найдите наименьшее натуральное k такое, что каждое натуральное n можно представить в виде n = a1(a2(a3(...(ak, где a1, a2, ..., ak — простецкие. (Олимпиада Северных стран, 2010)
4. Степени всех вершин графа не больше трех, и любые две его вершины соединены ровно одним несамопересекающимся путем. Назовем расстоянием между вершинами количество ребер в единственном соединяющем их пути. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в 5 цветов так, чтобы любые две вершины, находящиеся на расстоянии 4 друг от друга были покрашены в разные цвета. (Д. Карпов)
5. Найдите все пары (u, v) натуральных чисел такие, что uv3/(u2+v2) — степень простого числа. (Швейцария, предварительный этап, 2010)
6. На стороне AB треугольника ABC отмечены точки M и K так, что AM = MK, CM = CB, (AKC = (CAK/2+90(. Найдите AC/MB. (В.Карамзин, Белоруссия, 2011, третий тур)
7. Клетки таблицы 7(8 раскрашены в красный, синий и зеленый цвета. В каждой строчке красных клеток не меньше, чем синих, и не меньше, чем зеленых. В каждом столбце синих клеток не меньше, чем красных, и не меньше, чем зеленых. Каким может быть количество зеленых клеток в таблице? (И. Воронович, Белоруссия, 2011)
8. На стороне BC острого угла ABC лежат точки P и Q. Проекции этих точек на прямую AB — точки M и N. Оказалось, что AP = AQ и 
AM2–AN2 = BN2–BM2. Найдите величину угла ABC. (М. Фиану, Румыния, 2001)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.10.2011

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Неотрицательные числа x, y, z, t удовлетворяют условию 
|x–y|+|y–z|+|z–t|+|t–x| = 4. Найдите наименьшее возможное значение x2+y2+z2+t2. (Иран, 2011)
2. Члены последовательности натуральных чисел a1, a2, ..., an, ..., где a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1 ≤ ..., удовлетворяют условию amn = aman при любых взаимно простых m и n. Докажите, что a102 ≤ a7a16. (Олимпиада Северных стран, 2010)
3. Натуральное число назовём простецким, если его десятичная запись состоит только из единиц и нулей. Найдите наименьшее натуральное k такое, что каждое натуральное n можно представить в виде n = a1(a2(a3(...(ak, где a1, ..., ak — простецкие. (Олимпиада Северных стран, 2010)
4. Степени всех вершин графа не больше трех, и любые две его вершины соединены ровно одним несамопересекающимся путем. Назовем расстоянием между вершинами количество ребер в единственном соединяющем их пути. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в 9 цветов так, чтобы любые две вершины, находящиеся на расстоянии 4 друг от друга были покрашены в разные цвета. (Д. Карпов)
5. Найдите все пары (u, v) натуральных чисел такие, что uv3/(u2+v2) — степень простого числа. (Швейцария, предварительный этап, 2010)
6. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Точка E на стороне BC такова, что AE = AD. Известно, что (ABD = (COD и (ABC = (BOC. Докажите, что BE = OD. (А. Смирнов)
7. Клетки таблицы 7(8 раскрашены в красный, синий и зеленый цвета. В каждой строчке красных клеток не меньше, чем синих, и не меньше, чем зеленых. В каждом столбце синих клеток не меньше, чем красных, и не меньше, чем зеленых. Каким может быть количество зеленых клеток в таблице? (И. Воронович, Белоруссия, 2011)
8. Точка D внутри равностороннего треугольника ABC такова, что (ADC = 130(. Докажите, что из отрезков AD, BD и CD можно составить треугольник с углом 70(. (Олимпиада Северных стран, 2003, переработал С. Берлов)
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МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Найдите все такие пары (a, p), где a — натуральное число, а p — простое, что сумма остатков от деления числа a на p, 2p, 3p и 4p равна a+p. (Ибероамериканская олимпиада. 2005)
2. Для положительных чисел a и b докажите неравенство
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3. Числа от 1 до 28 разбиты на две группы с равными суммами чисел. Докажите, что существуют два различных числа a и b, что в одной группе есть числа a и b+1, а в другой — числа b и a+1. (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
4. Члены последовательности натуральных чисел a1, a2, ..., an, ..., где a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1 ≤ ..., удовлетворяют условию amn = aman при любых взаимно простых m и n. Докажите, что a32 ( a2a4. (Олимпиада Северных стран, 2010)
5. Параллельно каждой из сторон квадрата провели по 18 прямых, в результате стороны квадрата оказались разбиты на отрезки натуральной длины. Рассматриваются все 1902 прямоугольников со сторонами, лежащими на сторонах квадрата и проведенных прямых. Какое наибольшее количество из этих прямоугольников может иметь нечетную площадь? (С. Берлов по мотивам С. Волченкова)
6. На доске написано натуральное число n, большее 2. Вася и Петя играют в игру: Вася начинает и может своим ходом вычесть из написанного числа любой натуральный делитель этого числа. Петя своим ходом может вычесть из написанного числа любой натуральный делитель числа на единицу большего, чем написанное. Результат выписывают на доску вместо написанного числа. Проигрывает тот, кто первым получит не натуральное число. Кто выиграет при правильной игре (ответ может зависеть от n)? (С. Берлов)
7. Степени всех вершин графа не больше трех, и любые две его вершины соединены ровно одним несамопересекающимся путем. Назовем расстоянием между вершинами количество ребер в единственном соединяющем их пути. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в 5 цветов так, чтобы любые две вершины, находящиеся на расстоянии 4 друг от друга, были покрашены в разные цвета. (Д. Карпов)
8. В треугольнике ABC стороны AB и BC равны. На прямой AC выбрана такая точка D, что A — середина DC. Перпендикуляр к прямой DC в точке A пересекает отрезок BD в точке E. Докажите, что углы DBA и BCE равны. (Romania, 2010)
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МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Найдите все такие пары (a, p), где a — натуральное число, а p — простое, что сумма остатков от деления числа a на p, 2p, 3p и 4p равна a+p. (Ибероамериканская олимпиада. 2005)
2. Для положительных чисел a и b докажите неравенство
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3. Числа от 1 до 28 разбиты на две группы с равными суммами чисел. Докажите, что существуют два различных числа a и b, что в одной группе есть числа a и b+1, а в другой — числа b и a+1. (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
4. На прямой стоит 20 точек. Рассмотрим все 190 отрезков с концами в этих точках. Оказалось, что все длины этих отрезков — натуральные числа. Какое наибольшее количество нечетных чисел может быть среди этих 190 длин? (С. Берлов по мотивам С. Волченкова)
5. За круглым столом сидят десять школьников. Каждый из них задумал число и сообщил это число своему левому и правому соседу. Затем школьники друг за другом по кругу сообщили сумму чисел задуманных своими соседями. Они произнесли 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Какое число задумал школьник, произнесший число 6? (51 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2011)
6. На доске написано число 1000. Вася и Петя играют в игру: Вася начинает и может своим ходом вычесть из написанного числа любой натуральный делитель этого числа. Петя своим ходом может вычесть из написанного числа любой натуральный делитель числа на единицу большего, чем написанное. Результат выписывают на доску вместо написанного числа. Проигрывает тот, кто первым получит не натуральное число. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
7. Члены последовательности натуральных чисел a1, a2, ..., an, ..., где a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1 ≤ ..., удовлетворяют условию amn = aman при любых взаимно простых m и n. Докажите, что a102 ≤ a7a16. (Олимпиада Северных стран, 2010)
8. В треугольнике ABC стороны AB и BC равны. На прямой AC выбрана такая точка D, что A — середина DC. Перпендикуляр к прямой DC в точке A пересекает отрезок BD в точке E. Докажите, что углы DBA и BCE равны. (Romania, 2010)
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МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Найдите все тройки ненулевых чисел a, b, c, удовлетворяющие системе уравнений 
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. (Румыния, Брашов, 2010, 7 класс)
2. Из 26 одинаковых кубиков сложен куб без центрального кубика. Раскрасьте кубики в наименьшее число цветов так, чтобы одноцветные кубики не соприкасались даже вершинами. (С. Волченков)
3. Числа от 1 до 20 разбиты на две группы с равными суммами чисел. Всегда ли найдутся два таких различных числа a и b, что в одной группе есть числа a и b+1, а в другой — числа b и a+1? (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
4. В футбольном турнире принимали участие четыре команды. Каждая команда сыграла с каждой одну игру (за победу дается три очка, за ничью одно, за поражение ноль). По окончании турнира оказалось, что у всех команд разное количество очков, а в сумме они набрали 17 очков. Докажите, что две какие-то команды в сумме набрали 10 очков. (А Храбров по мотивам какой-то Румынии)
5. За круглым столом сидят десять школьников. Каждый из них задумал число и сообщил это число своему левому и правому соседу. Затем школьники друг за другом по кругу сообщили сумму чисел задуманных своими соседями. Они произнесли 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Какое число задумал школьник, произнесший число 6? (51 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2011)
6. На доске написано число 2011. Вася и Петя играют в игру: Вася начинает и может своим ходом вычесть из написанного числа любой натуральный делитель этого числа. Петя своим ходом может вычесть из написанного числа любой натуральный делитель числа на единицу большего, чем написанное. Результат выписывают на доску вместо написанного числа. Проигрывает тот, кто первым получит не натуральное число. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
7. Члены последовательности натуральных чисел a1, a2, ..., an, ..., где a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ an+1 ≤ ..., удовлетворяют условию amn = aman при любых взаимно простых m и n. Докажите, что a102 ≤ a7a16. (Олимпиада Северных стран, 2010)
8. В треугольнике ABC стороны AB и BC равны. На прямой AC выбрана такая точка D, что A — середина DC. Перпендикуляр к прямой DC в точке A пересекает отрезок BD в точке E. Докажите, что углы DBA и BCE равны. (Romania, 2010)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Даны натуральное число a и простое число p такие, что a не делится на p и сумма остатков от деления числа a на p, 2p, 3p... 20p делится на p. Найдите все возможные значения p. (Ибероамериканская олимпиада. 2005)
2. На доске написано число 1000. Вася и Петя играют в игру: Вася начинает и может своим ходом вычесть из написанного числа любой натуральный делитель этого числа. Петя своим ходом может вычесть из написанного числа любой натуральный делитель числа на единицу большего, чем написанное. Результат выписывают на доску вместо написанного числа. Проигрывает тот, кто первым получит не натуральное число. Кто выиграет при правильной игре?
3. В футбольном турнире принимали участие десять команд. За победу давалось три очка, за ничью одно, за поражение ноль. Каждая команда сыграла с каждой одну игру и все набрали разное число очков. Докажите, что команда, набравшая 9 очков, не могла занять последнее место. (С. Волчёнков, С. Берлов)
4. Числа от 1 до 28 разбиты на две группы с равными суммами чисел. Докажите, что существуют два различных числа a и b, что в одной группе есть числа a и b+1, а в другой — числа b и a+1. (Румыния, региональный этап, 2011, 6 класс)
5. Параллельно каждой из сторон квадрата провели по 9 прямых, в результате стороны квадрата оказались разбиты на отрезки натуральной длины. Рассматриваются все 552 прямоугольников со сторонами, лежащими на сторонах квадрата и проведенных прямых. Какое наибольшее количество из этих прямоугольников может иметь нечетную площадь? (С. Берлов по мотивам С. Волченкова)
6. Из 26 одинаковых кубиков сложен куб без центрального кубика. Раскрасьте кубики в наименьшее число цветов так, чтобы одноцветные кубики не соприкасались даже вершинами. (С. Волченков)
7. В государстве восемь городов, соединённых дорогами каждый с каждым. Дорогу между городами A и B закрыли на ремонт. Сколько различных путей, проходящих по всем городам, но только по одному разу, осталось между городами C и D? (С. Волченков)
8. Сумма каких-то двух различных делителей натурального числа n равна 1000. Какое наименьшее число различных простых делителей может иметь число n? (С. Берлов)
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ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Могут ли у натуральных чисел k, 21k и 6k+5 наименьшие делители, отличные от 1, быть одинаковыми? (О. Нечаева)
2. На доске написано число 1000. Вася и Петя играют в игру: каждый своим ходом может вычесть из написанного числа любой натуральный делитель числа на единицу большего, чем написанное. Первым ходит Петя. Результат выписывают на доску вместо написанного числа. Проигрывает тот, кто первым получит 0 или отрицательное число. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
3. В футбольном турнире принимали участие пять команд. Каждая команда сыграла с каждой одну игру и все набрали разное число очков. Какое место могла занять команда, набравшая 8 очков, если за победу дается три очка, за ничью одно, за поражение ноль? (С. Волчёнков)
	
	

	
	


4. На рисунке справа можно найти 9 прямоугольников. Известно, что у каждого из них длина и ширина — целые числа. Какое наибольшее число этих прямоугольников могут иметь нечётную площадь? (Ярославские матбои)
5. Малыш съел 1/4 часть ирисок и 1/5 часть карамелек, а фрёкен Бок — 1/4 часть ирисок и 1/5 часть шоколадных конфет. Сколько съел Карлсон, доподлинно никому неизвестно, но точно известно, что общее число конфет уменьшилось ровно вдвое. Докажите, что Карлсон съел не меньше трёх конфет. (О. Нечаева)
6. Из 26 одинаковых кубиков сложен куб без центрального кубика. Раскрасьте кубики в наименьшее число цветов так, чтобы одноцветные кубики не соприкасались даже вершинами. (С. Волченков)
7. В государстве восемь городов, соединённых дорогами каждый с каждым. Дорогу между городами A и B закрыли на ремонт. Сколько различных путей, проходящих по всем городам, но только по одному разу, осталось между городами C и D? (С. Волченков)
8. Малыш и Карлсон ели варенье. Сначала они съели запасы Малыша, разделив их поровну, а потом Карлсон доел свои. Оказалось, что Карлсон съел в пять раз больше Малыша. Во сколько раз запасы Малыша уступали запасам Карлсона? (С. Волченков)
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