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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.10.2011
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА
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1. В диване юного энтомолога Васи живут клопы и блохи, всего 2011 насекомых. Вася подсчитал, что если бы количество клопов увеличилось в 2 раза, а количество блох уменьшилось на 100, то насекомых бы стало 2012. Сколько клопов и блох живет в диване у Васи? (С. Волченков)
2. В маленьких кружках на рисунке написаны числа 1, 2, ..., 9, каждое по одному разу. Известно, что сумма чисел на каждой из трех больших окружностей равна одному и тому же числу S. Найдите наибольшее возможное значение S. (Перу, 2010, упрощение)
3. В классе 29 детей. Каждый из детей послал новогодние подарки 9 своим одноклассникам. Всегда ли найдутся трое детей, ни один из которых не посылал подарки никому из двух других? (С. Берлов)
4. Даны три цифры: a, b и c. Оказалось, что шестизначные числа 
[image: image1.wmf]abcabc

 и 
[image: image2.wmf]ababab

 относятся как 55:54. Чему может быть равно число 
[image: image3.wmf]abc

? (KoMaL–2011)
5. Двое играют в такую игру. Вначале есть кучка из 2011 камней. За один ход можно разделить кучку на две или три непустые кучки. Ходят по очереди, не имеющий хода проигрывает. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнёр? (Словения, 1998)
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1. В диване юного энтомолога Васи живут клопы и блохи. Вася подсчитал, что если бы количество клопов увеличилось в несколько (целое число) раз, насекомых стало бы 2011, а если бы в такое же количество раз увеличилось число блох, то количество насекомых стало бы 2012. Сколько клопов и сколько блох живет в диване у Васи? (Ярославские олимпиады 2011)
2. Даны три цифры: a, b и c. Оказалось, что шестизначные числа 
[image: image4.wmf]abcabc

 и 
[image: image5.wmf]ababab

 относятся как 55:54. Чему может быть равно число 
[image: image6.wmf]abc

? (KoMaL–2011)
3. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке O, причём AO = OD. На стороне AD выбрана такая точка E, что AE = EC, BE = ED. Докажите, что AB = CD. (А. Пастор)
4. Двое играют в такую игру. Вначале есть кучка из n (n > 3) камней. За один ход можно разделить кучку на три непустые кучки. Ходят по очереди, не имеющий хода проигрывает. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнёр? (Ответ может зависеть от n). (Словения, 1998)
5. Натуральные числа m и n таковы, что число m+n+1 — простое и делит 2(m2+n2)–1. Докажите, что m = n. (Швейцария, финальный тур, 2010)
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1. В маленьких кружках на рисунке написаны числа 1, 2, ..., 9, каждое по одному разу. Известно, что сумма чисел на каждой из трех больших окружностей равна одному и тому же числу S. Найдите наибольшее возможное значение S. (Перу, 2010, упрощение)
2. На столе лежит куча из n (n > 1) бейджей. Дмитрий Андреевич и Михаил Анатольевич по очереди (начинает Д.А.) разбивают любую из имеющихся куч на 2 или 3 меньших. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Ответ может зависеть от n). (Словения, 1998)
3. Докажите, что если x и y — положительные числа и x+y = 2, то x3y3(x3+y3) ≤ 2. (Индия, 2002)
4. Натуральные числа m и n таковы, что число m+n+1 — простое и делит 2(m2+n2)–1. Докажите, что m = n. (Швейцария, финальный тур, 2010)
5. Точки A1, B1 отмечены на сторонах AC и BC остроугольного треугольника ABC соответственно так, что A1B1 || AB. Точки A2 и B2 — основания перпендикуляров, опущенных на AB из A1 и B1 соответственно. Докажите, что AC = AB2+CB1 тогда и только тогда, когда BC = BA2+CA1. (И. Воронович, Белоруссия, 2011)
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Решения задач личной олимпиады 6 класса

Задача 1. В диване юного энтомолога Васи живут клопы и блохи, всего 2011 насекомых. Вася подсчитал, что если бы количество клопов увеличилось в 2 раза, а количество блох уменьшилось на 100, то насекомых бы стало 2012. Сколько клопов и блох живет в диване у Васи?
Ответ. Клопов 101, блох 1910. Решение. Если бы число блох уменьшилось не на 100, а на 101, то количество насекомых не изменилось бы. Значит, увеличение клопов в 2 раза влияет на общее количество насекомых так же, как и увеличение на 101. Т.е. клопов 101 штука, а блох 2011–101 = 1910.
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Задача 2. В маленьких кружках на рисунке написаны числа 1, 2, ..., 9, каждое по одному разу. Известно, что сумма чисел на каждой из трех больших окружностей равна одному и тому же числу S. Найдите наибольшее возможное значение S.
Ответ. 28. Решение. Пусть суммы чисел в шести кружочках на пересечениях окружностей равна a, а в трёх остальных кружочках — b. Сложив суммы на всех трёх окружностях, получим, что 3S = 2a+b = (a+b)+a = 1+..+9+a = 45+a. Таким образом, наибольшее возможное значение S получается при наибольшем возможном значении a. Понятно, что a не может быть больше, чем 4+5+…+9. С другой стороны, есть пример, когда на пересечениях окружностей стоят именно числа от 4 до 9 (перечисляем их слева направо по рядам, начиная с верхнего): 1, 9, 2, 4, 7, 6, 5, 8, 3, и сумма в этом случае равна 28.
Задача 3. В классе 29 детей. Каждый из детей послал новогодние подарки 9 своим одноклассникам. Всегда ли найдутся трое детей, не посылавших друг другу подарки?
Ответ. Нет. Решение. Построим пример. Выстроим учеников по кругу, и пусть каждый пошлёт подарки 9 следующим по часовой стрелке. Возьмём любых троих и рассмотрим три десятки учеников каждая из которых состоит из одного из трёх взятых и девятерых, которым он послал подарки. Если никто из этих троих не посылал никому подарка, то три этих десятки учеников не должны пересекаться. Но тогда в классе не меньше 30 учеников, а по условию их там 29.
Задача 4. Даны три цифры: a, b и c. Оказалось, что шестизначные числа 
[image: image7.wmf]abcabc

 и 
[image: image8.wmf]ababab

 относятся как 55:54. Чему может быть равно число 
[image: image9.wmf]abc

?
Ответ.185. Решение. По условию 55
[image: image10.wmf]ababab

 = 54
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. Это равенство можно переписать в виде 55(10101
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 = 54(10010
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+54054c, откуда (555555–540540) 
[image: image14.wmf]ab

 = 54054c ( 15015
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 = 54054c ( 5
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 = 18c, откуда c = 5, 
[image: image17.wmf]ab

 = 18.

Задача 5. Двое играют в такую игру. Вначале есть кучка из 2011 камней. За один ход можно разделить кучку на две или три непустые кучки. Ходят по очереди, не имеющий хода проигрывает. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнёр?
Ответ. Первый. Решение. Первым ходом первый должен разделить кучку на три: две равных и одну из одного камня. Затем играть симметрично второму.
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Решения задач личной олимпиады 7 класса

Задача 1. В диване юного энтомолога Васи живут клопы и блохи. Вася подсчитал, что если бы количество клопов увеличилось в несколько (целое число) раз, насекомых стало бы 2011, а если бы в такое же количество раз увеличилось число блох, то количество насекомых стало бы 2012. Сколько клопов и сколько блох живет в диване у Васи?
Ответ. Клопов 670, блох — 671. Решение. Пусть клопов — x, блох — y. После увеличения числа клопов в a раз насекомых стало 2011, то есть ax+y = 2011. После увеличения числа блох в a раз насекомых стало 2012, то есть x+ay = 2012. Вычитая первое равенство из второго и раскладывая левую часть на множители, получаем, что (a–1)(y–x) = 1. Поскольку a — натуральное число, оба сомножителя в левой части последнего равенства равны 1, откуда a = 2, y = x+1. Подставляя полученные равенства в любое из двух исходных уравнений, находим x, а за ним и y.
Задача 2. Даны три цифры: a, b и c. Оказалось, что шестизначные числа 
[image: image18.wmf]abcabc

 и 
[image: image19.wmf]ababab

 относятся как 55:54. Чему может быть равно число 
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?
Ответ.185. Решение. По условию 55
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 = 54
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. Это равенство можно переписать в виде 55(10101
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 = 54(10010
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+54054c, откуда (555555–540540) 
[image: image25.wmf]ab

 = 54054c ( 15015
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 = 54054c ( 5
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 = 18c, откуда c = 5, 
[image: image28.wmf]ab

 = 18.
Задача 3. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке O, причём AO = OD. На стороне AD выбрана такая точка E, что AE = EC и BE = ED. Докажите, что AB = CD.
Решение. Из равнобедренности треугольников AOD, AEC и BED получаем, что углы DAC, ADB, ACE и DBE равны. Пусть каждый из них равен (. Тогда углы DEC и AEB равны 2( как внешние в треугольниках AEC и BED соответственно. Следовательно, треугольники DEC и BEA равны по двум сторонам и углу между ними, откуда и следует утверждение задачи.
Задача 4. Двое играют в такую игру. Вначале есть кучка из n (n > 3) камней. За один ход можно разделить кучку на три непустые кучки. Ходят по очереди, не имеющий хода проигрывает. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнёр? (Ответ может зависеть от n).
Ответ. Первый. Решение. При чётном n первому достаточно первым ходом разделить кучку на одну из двух камней и две равных, а при нечётном n — на одну из одного камня и две равных. Затем играть симметрично второму. Это получится, потому что кучка из одного или двух камней на три непустых кучки не делится.
Задача 5. Натуральные числа m и n таковы, что число m+n+1 — простое и делит 2(m2+n2)–1. Докажите, что m = n.
Решение. Из условия следует, что число m+n+1 делит разность

2(m2+n2)–1– (m+n+1)2+2(m+n+1) = (m–n)2.

Поскольку число m+n+1 — простое, оно должно наряду с квадратом делить и саму разность m–n. Но |m–n| < m+n+1, откуда m–n = 0.
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Решения задач личной олимпиады 8 класса
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Задача 1. В маленьких кружках на рисунке написаны числа 1, 2, ..., 9, каждое по одному разу. Известно, что сумма чисел на каждой из трех больших окружностей равна одному и тому же числу S. Найдите наибольшее возможное значение S.
Ответ. 28. Решение. Пусть суммы чисел в шести кружочках на пересечениях окружностей равна a, а в трёх остальных кружочках — b. Сложив суммы на всех трёх окружностях, получим, что 3S = 2a+b = (a+b)+a = 1+..+9+a = 45+a. Таким образом, наибольшее возможное значение S получается при наибольшем возможном значении a. Понятно, что a не может быть больше, чем 4+5+…+9. С другой стороны, есть пример, когда на пересечениях окружностей стоят именно числа от 4 до 9 (перечисляем их слева направо по рядам, начиная с верхнего): 1, 9, 2, 4, 7, 6, 5, 8, 3, и сумма в этом случае равна 28.
Задача 2. На столе лежит куча из n (n > 1) бейджей. Дмитрий Андреевич и Михаил Анатольевич по очереди (начинает Д.А.) разбивают любую из имеющихся куч на 2 или 3 меньших. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Ответ может зависеть от n).
Ответ. Первый. Решение. При чётном n первому достаточно первым ходом разделить кучку на две равных, а при нечётном n — поделить кучку на три: две равных и одну из одного камня. Затем играть симметрично второму.
Задача 3. Докажите, что если x и y — положительные числа и x+y = 2, то x3y3(x3+y3) ≤ 2.
Решение. x3y3(x3+y3) ≤ 2 ( x3y3(x2–xy+y2) ≤ 1 ( x3y3((x+y)2–3xy) = x3y3(4–3xy) ≤ 1. Последнее же неравенство вытекает из неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим: x3y3(4–3xy) ≤ (xy+xy+xy+(4–3xy))/4 = 1.
Задача 4. Натуральные числа m и n таковы, что число m+n+1 — простое и делит 2(m2+n2)–1. Докажите, что m = n.
Решение. Из условия следует, что число m+n+1 делит разность

2(m2+n2)–1– (m+n+1)2+2(m+n+1) = (m–n)2.

Поскольку число m+n+1 — простое, оно должно наряду с квадратом делить и саму разность m–n. Но |m–n| < m+n+1, откуда m–n = 0.

Задача 5. Точки A1, B1 отмечены на сторонах AC и BC остроугольного треугольника ABC соответственно так, что A1B1 || AB. Точки A2 и B2 — основания перпендикуляров, опущенных на AB из A1 и B1 соответственно. Докажите, что AC = AB2+CB1 тогда и только тогда, когда BC = BA2+CA1.
Решение. Пусть k — коэффициент подобия треугольников CB1A1 и CBA, а высота CH треугольника ABC пересекает отрезок A1B1 в точке E. Тогда
AB2+CB1 = AH+CB1+B1E = AH+k(CB+BH).
Поэтому равенство AC = AB2+CB1 равносильно равенству k = (AC–AH)/(CB+BH). Аналогично, равенство BC = BA2+CA1 равносильно равенству k = (BC–BH)/(CA+AH). Но
(AC–AH)/(CB+BH) = (BC–BH)/(CA+AH), поскольку AC2–AH2 = BC2–BH2 = CH2.
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