XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В треугольнике ABC (B = 2(C и (A > 90(. Точка D на прямой AB такова, что CD перпендикулярно AC; M — середина BC. Докажите, что (AMB = (DMC. (Испания, 2011)
2. Докажите, что если 0 < x1 < x2 < ... < xn < 1, то 
x1(1–x1)+(x2–x1)(1–x2)+(x3–x2)(1–x3)+...+(xn–xn–1)(1–xn) < 1/2. (Венгрия, национальная олимпиада, первый тур для математических классов)
3. Докажите, что если при некоторых натуральных a и b число 
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 — целое, то оно является точным квадратом. (ЮАР, 2010, University of the Free State Camp)
4. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка E лежит на стороне BC, а точка D — на продолжении стороны BA за точку A так, что CD || AE. Докажите, что CD ( 4h(CE/BC, где h — высота треугольника ABC, опущенная из вершины A. (Олимпиада Северных стран, 2011)
5. Десять внешне одинаковых монет выложены в ряд. Среди них есть две фальшивые монеты, которые лежат рядом. Детектор позволяет определить, сколько фальшивых монет содержится в любом данном наборе. Можно ли обнаружить все фальшивые монеты, использовав детектор только два раза? (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
6. В связном графе нашлись три простых пути максимальной длины, каждые два из которых пересекаются ровно по одной вершине. Докажите, что у всех трех путей есть общая вершина. (С. Берлов)
7. В каждой вершине правильного n-угольника сидит по птице. Птицы взлетели и снова расселись в тех же точках, в каждой по одной птице. При каких n можно утверждать, что какие-то четыре птицы и до, и после перелета находились в вершинах прямоугольника? (А. Голованов, неправильный перевод с индонезийского)
8. Ненулевые числа a, b, c удовлетворяют условию a+b+c = a2+b2+c2 = a3+b3+c3. Найдите (1/a+1/b+1/c)(a+b+c–2). (Белоруссия, отбор на ММО, 2011)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В треугольнике ABC (ABC = (ACB = 70(, AD — высота, точка E на стороне AB такова, что (ACE = 10(, F — точка пересечения AD и CE. Докажите, что CF = BC. (Индонезия, 2007)
2. Докажите, что если 0 < x1 < x2 <x3 < 1, то 
x1(1–x1)+(x2–x1)(1–x2)+(x3–x2)(1–x3) < 1/2. (Венгрия, национальная олимпиада, первый тур для математических классов, частный случай)
3. Докажите, что если при некоторых натуральных a и b число 
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 — целое, то оно является точным квадратом. (ЮАР, 2010, University of the Free State Camp)
4. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка E лежит на стороне BC, а точка D — на продолжении стороны BA за точку A так, что CD || AE. Докажите, что CD ( 4h(CE/BC, где h — высота треугольника ABC, опущенная из вершины A. (Олимпиада Северных стран, 2011)
5. Десять внешне одинаковых монет выложены в ряд. Среди них есть две фальшивые монеты, которые лежат рядом. Детектор позволяет определить, сколько фальшивых монет содержится в любом данном наборе. Можно ли обнаружить все фальшивые монеты, использовав детектор только два раза? (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
6. В государстве несколько городов, между некоторыми из которых курсируют автобусы, причем из любого города можно попасть в любой другой. Петя и Вася выехали из родных городов и проехали каждый по маршруту, проходящему по одному разу по наибольшему возможному количеству городов (в частности, их пути закончились не в тех городах, в которых начинались). Докажите, что есть город, в котором побывали и Петя, и Вася. (Жюри+Фольклор)
7. В каждой вершине правильного n-угольника сидит по птице. Птицы взлетели и снова расселись в тех же точках, в каждой по одной птице. При каких n можно утверждать, что какие-то четыре птицы и до, и после перелета находились в вершинах прямоугольника? (А. Голованов, неправильный перевод с индонезийского)
8. Ненулевые числа a и b удовлетворяют условию a+b = a2+b2. Найдите (1/a+1/b)(a+b–1). (Белоруссия, отбор на ММО, 2011, упрощение)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На доске написано 2010 натуральных чисел, одно из которых — 2011. Известно, что для любых двух чисел, записанных на доске, на ней записан также модуль их разности. Докажите, что все числа, записанные на доске, делятся на 2011. (IV Српска математичка олимпиjада за ученике основних школа (до 15,5 година) Београд, 02-03 јун 2010 године, #3)
2. Числа 1, 2, ..., 10 покрашены в два цвета (присутствуют числа обоих цветов). Докажите, что найдутся разноцветные a и b, для которых a3+ab2+b3 делится на 11. (Middle European Mathematical Olympiad, 2011)
3. В стране Банании проходят выборы. В избирательном штабе партии «Распутная Банания» взяли атлас железных дорог и составили маршрут агитационного поезда так, чтобы этот маршрут проходил через наибольшее возможное число станций и при этом ни через какую станцию не проходил бы дважды. В избирательных штабах партий «Мирная Банания» и «Жирная Банания» также составили маршруты агитационных поездов с теми же свойствами. Известно, что любые два агитационных поезда побывали ровно на двух общих станциях. Докажите, что найдется станция, через которую проехали все три агитационных поезда. (Жюри)
4. Множество A состоит из пяти положительных чисел. Множество их попарных произведений таково: {1/10, 3/20, 3/8, 1, 8/5, 5/2, 15/4, 4, 6, 40}. Найдите множество A. (Румыния, 2009, 5 класс)
5. В таблице 2n(2n расставлены натуральные числа, не превосходящие 10. Известно, что числа, расположенные в клетках, имеющих общую сторону или вершину, взаимно просты. Докажите, что какое-то число встречается в таблице не менее чем 2n2/3 раз. (50 Takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine. Federalno prvenstvo učenika srednjih škola, 2010)
6. Число называется палиндромом, если оно одинаково читается как слева, так и справа (например, число 2002 — палиндром, а 2011 — нет). Верно ли, что если числа x и 3x — палиндромы, то и число 2x — тоже палиндром? (О. Нечаева, C. Берлов)
7. Для любых чисел x и y докажите неравенство 3(x+y+1)2+1 ( 3xy. (Колумбия, 2001)
8. BD — биссектриса треугольника ABC. Угол BDA равен 45(. К прямой BC в точке B провели перпендикуляр, который пересек продолжение отрезка AC за точку A в точке E. Докажите, что треугольник ABE равнобедренный. (Румыния, 6 класс, 2011, региональный этап)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На доске написано 2010 натуральных чисел, одно из которых — 2011. Известно, что для любых двух чисел, записанных на доске, на ней записан также модуль их разности. Докажите, что все числа, записанные на доске, делятся на 2011. (Српска Математичка Олимпиjада, 2010)
2. Докажите, что квадрат можно разрезать на 2011 треугольников, из которых ровно 2010 треугольников одинаковы. (С. Волченков, И. Рубанов)
3. В государстве несколько городов, между некоторыми из которых курсируют автобусы, причем из любого города можно попасть в любой другой. Петя и Вася выехали из родных городов и проехали каждый по маршруту, проходящему по одному разу по наибольшему возможному количеству городов (в частности, их пути закончились не в тех городах, в которых начинались). Докажите, что есть город, в котором побывали и Петя, и Вася. (Жюри+Фольклор)
4. На острове живут два племени: рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. 200 островитян выстроились в очередь и каждый произнес фразу: «Передо мной стоит соплеменник того, кто стоит позади меня». Кто стоит предпоследним в очереди — рыцарь или лжец? (С. Берлов)
5. 10 шахматных слонов бьют все граничные клетки доски 10(10. Докажите, что они бьют все клетки центрального квадрата 4(4. (Считаем, что слон бьёт и клетку, на которой стоит.) (О. Нечаева, С. Берлов)
6. Число называется палиндромом, если оно одинаково читается как слева, так и справа (например, число 2002 — палиндром, а 2011 — нет). Верно ли, что если числа x и 3x — палиндромы, то и число 2x — тоже палиндром? (О. Нечаева, C. Берлов)
7. Для натуральных n ( 2 докажите неравенство
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. (Румыния, 2008)
8. BD — биссектриса треугольника ABC. Угол BDA равен 45(. К прямой BC в точке B провели перпендикуляр, который пересек продолжение отрезка AC за точку A в точке E. Докажите, что треугольник ABE равнобедренный. (Румыния, 6 класс, 2011, региональный этап)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Найдите все тройки простых чисел, модули попарных разностей которых — также простые числа. (Словения, 2010)
2. Докажите, что квадрат можно разрезать на 2011 треугольников, из которых ровно 2010 треугольников одинаковы. (С. Волченков, И. Рубанов)
3. На острове людоедов проходят выборы. В этих выборах участвуют несколько партий. На прошлых выборах победила партия «Едимбу», набравшая 64,3% голосов. На новых выборах она хочет набрать не менее 65% голосов. Аналитики подсчитали, что реальная поддержка партии «Едимбу» уменьшилась на 10%, а эти голоса отошли к партии «Оппозимбу». При этом поддержка всех остальных партий не изменилась. Оказалось, для достижения поставленной цели избиркомам надо отнять у партии «Оппозимбу» и отдать партии «Едимбу» не половину голосов, как на прошлых выборах, а 3/5 голосов (а у остальных партий отнимать столько же, сколько и раньше). Докажите, что реальная поддержка партии «Оппозимбу» накануне новых выборов составляет не менее 57%. (С. Берлов)
4. На острове живут два племени: рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. 200 островитян выстроились в очередь и каждый произнес фразу: «Передо мной стоит соплеменник того, кто стоит позади меня». Кто стоит предпоследним в очереди — рыцарь или лжец? (С. Берлов)
5. 10 шахматных слонов бьют все граничные клетки доски 10(10. Докажите, что они бьют все клетки центрального квадрата 2(2. (Считаем, что слон бьёт и клетку, на которой стоит.) (О. Нечаева, С. Берлов)
6. Число называется палиндромом, если оно одинаково читается как слева, так и справа (например, число 2002 — палиндром, а 2011 — нет). Верно ли, что если числа x и 3x — палиндромы, то и число 2x — тоже палиндром? (О. Нечаева, C. Берлов)
7. Для натуральных n ( 2 докажите неравенство
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8. BD — биссектриса треугольника ABC. Угол BDA равен 45(. К прямой BC в точке B провели перпендикуляр, который пересек продолжение отрезка AC за точку A в точке E. Докажите, что треугольник ABE равнобедренный. (Румыния, 6 класс, 2011, региональный этап)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На доске написано 2010 натуральных чисел, одно из которых — 2011. Известно, что для любых двух чисел, записанных на доске, на ней записана также их разность. Докажите, что все числа, записанные на доске, делятся на 2011. (Српска Математичка Олимпиjада, 2010)
2. В государстве несколько городов, между некоторыми из которых курсируют автобусы, причем из любого города можно попасть в любой другой. Петя и Вася выехали из родных городов и проехали каждый по маршруту, проходящему по одному разу по наибольшему возможному количеству городов (в частности, их пути закончились не в тех городах, в которых начинались). Докажите, что есть город, в котором побывали и Петя, и Вася. (Жюри+Фольклор)
3. Число называется палиндромом, если оно одинаково читается как слева, так и справа (например, число 2002 — палиндром, а 2011 — нет). Верно ли, что если числа x и 3x — палиндромы, то и число 2x — тоже палиндром? (О. Нечаева, C. Берлов)
4. Петя задумал 10 натуральных чисел. Он записал на доске в произвольном порядке сами эти числа, их попарные суммы, их суммы по 3, суммы по 4, по 5,..., наконец, сумму всех десяти чисел — всего 1023 числа. Всегда ли Вася, посмотрев на выписанные числа, сможет определить десятку исходных чисел? (С. Берлов)
5. На острове живут два племени: рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. 200 островитян выстроились в очередь и каждый произнес фразу: «Передо мной стоит соплеменник того, кто стоит позади меня». Кто стоит предпоследним в очереди — рыцарь или лжец? (С. Берлов)
6. Докажите, что квадрат можно разрезать на 2011 треугольников, из которых ровно 2010 треугольников одинаковы. (С. Волченков, И. Рубанов)
7. 10 шахматных слонов бьют все граничные клетки доски 10(10. Докажите, что они бьют все клетки центрального квадрата 4(4. (Считаем, что слон бьёт и клетку, на которой стоит.) (О. Нечаева, С. Берлов)
8. На острове людоедов проходят выборы. В этих выборах участвуют несколько партий. На прошлых выборах победила партия «Едимбу», набравшая 64,3% голосов. На новых выборах она хочет набрать не менее 65% голосов. Аналитики подсчитали, что реальная поддержка партии «Едимбу» уменьшилась на 10%, а эти голоса отошли к партии «Оппозимбу». При этом поддержка всех остальных партий не изменилась. Оказалось, для достижения поставленной цели избиркомам надо отнять у партии «Оппозимбу» и отдать партии «Едимбу» не половину голосов, как на прошлых выборах, а 3/5 голосов (а у остальных партий отнимать столько же, сколько и раньше). Докажите, что реальная поддержка партии «Оппозимбу» накануне новых выборов составляет не менее 57%. (С. Берлов)
XXXVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. САНКТ-ПЕТЕРБУРГ, 21-27.10.2011

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.10.2011

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В чемпионате Бразилии по хоккею за победу дают 6 очков, за ничью 3 очка, а за поражение 1 очко. Шесть хоккейных команд сыграли однокруговой турнир и набрали соответственно 22, 21, 17, 15, 14 и 12 очков. Сколько ничьих было в турнире? (С. Волчёнков)
2. На доске написаны числа 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187. Разрешается стереть любые два числа a и b (a>b), и записать вместо этих двух чисел либо a–b, либо a–2b. Может ли в результате нескольких таких операций на доске остаться одно число 2011? (фольклор)
3. Число называется палиндромом, если оно одинаково читается как слева, так и справа (например, число 2002 — палиндром, а 2011 — нет). Может ли разность 2012-значного и 2010-значного палиндромов быть 2011-значным палиндромом? (О. Нечаева)
4. Петя задумал 5 натуральных чисел. Он записал на доске в произвольном порядке сами эти числа, их попарные суммы, их суммы по 3, суммы по 4 и сумму всех пяти чисел — всего 31 число. Всегда ли Вася, посмотрев на выписанные числа, сможет определить пятёрку исходных чисел? (С. Берлов)
5. На острове живут два племени: рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. 200 островитян выстроились в очередь и каждый произнес фразу: «Передо мной стоит соплеменник того, кто стоит позади меня». Кто стоит предпоследним в очереди — рыцарь или лжец? (С. Берлов)
6. Докажите, что квадрат можно разрезать на 2011 треугольников, из которых ровно 2010 треугольников одинаковы. (С. Волченков, И. Рубанов)
7. В ящике лежат целые числа. Какое наименьшее количество чисел надо наугад вынуть из ящика, чтобы сумма квадратов каких-то трёх из них делилась на три? (C. Волченков)
8. Каким наименьшим количеством слонов можно побить все граничные клетки доски 6(6? (Считаем, что слон бьёт и клетку, на которой стоит.) (О. Нечаева)
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