XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 1.12.2012

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. У 15 ребят есть 8 одинаковых яблок. Разрешается резать яблоко на равные части, но не более, чем на 5 частей. Как разделить яблоки между ребятами так, чтобы каждому досталось поровну? (Разные яблоки можно резать на разное число частей). (Фольклор)
2. Бизнесмен Борис Михайлович выехал из города в деревню. Одновременно из деревни в город выехал тракторист Вася. В момент встречи с Васей, когда до деревни оставалось 10 км, Борис Михайлович по совету своего навигатора повернул направо. Когда он проехал 120 км после поворота, встречный грибник объяснил ему, что он едет не туда. Борис Михайлович вернулся к месту, где свернул, и поехал по верной дороге. В итоге он приехал в деревню тогда же, когда Вася приехал в город. Сколько километров от города до деревни? (С. Берлов, К. Савенков.)
3. В пятизначном числе n цифры идут в строго возрастающем порядке. Число m образовано теми же цифрами, идущими в обратном порядке. Найдите сумму цифр числа m–n. (С. Волчёнков)
4. Какое наибольшее количество ферзей (некоторые из которых чёрнного, а остальные —белого цвета) можно поставить на шахматную доску (размером 8(8) таким образом, чтобы одноцветные ферзи не били друг друга? (Ферзи не бьют друг сквозь друга.) (А. Шаповалов)
5. Любые два натуральных числа от 1 до 100 включительно соединены стрелкой, ведущей от меньшего числа к большему. Как раскрасить эти стрелки в красный и синий цвета так, чтобы любой одноцветный путь проходил не более, чем по девяти стрелкам? (По мотивам Baltic Way-2012)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 1.12.2012

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА

1. Путешественник на острове лжецов и рыцарей встретил трех аборигенов. Ему известно, что их зовут Дыр, Бул и Щил, но неизвестно, кого как. Он спросил одного из них: «Сколько рыцарей в паре Дыр и Щил?» и получил ответ «Ноль». Он спросил другого: «Сколько рыцарей в паре Бул и Щил?» и снова получил ответ «Ноль». Сколько всего рыцарей среди этих трёх аборигенов? (А. Шаповалов)
2. Населённые пункты A, B, C, D, E, F делят кольцевую автодорогу на шесть равных участков. Дима и Оля едут по дороге с постоянными скоростями (не обязательно в одну сторону). Известно, что они встречались в пунктах C и D. Докажите, что когда-нибудь они встретятся в пункте A. (И. Рубанов)
3. Натуральное число увеличили на 10% и снова получили натуральное число. Могла ли при этом сумма цифр уменьшиться ровно на 10%? (А. Шаповалов)
4. Сколько решений в натуральных числах, не больших 1000000, имеет уравнение 
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 при условии b ( a? (А. Шаповалов, А. Антропов)
5. Какое наибольшее количество черных и белых ферзей можно поставить на шахматную доску размером 9(9 таким образом, чтобы одноцветные ферзи не били друг друга? (А. Шаповалов)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 1.12.2012

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. Путешественник на острове лжецов и рыцарей встретил четырёх аборигенов. Ему известно, что их зовут Дыр, Бул и Щил и Круч, но неизвестно, кого как. Он спросил одного из них: «Сколько рыцарей в тройке Дыр, Бул и Щил?» и получил ответ «Ноль». Он спросил другого: «Сколько рыцарей в тройке Щил, Круч и Дыр?» и снова получил ответ «Ноль». Тогда он спросил третьего: «Сколько рыцарей в тройке Бул, Щил и Круч?» — и тоже получил ответ «Ноль». Сколько всего рыцарей среди этих четырёх аборигенов? (А. Шаповалов)
2. Населённые пункты A, B, C, D, E, F делят кольцевую автодорогу на шесть равных участков. Дима и Оля едут по дороге с постоянными скоростями (не обязательно в одну сторону). Известно, что они встречались в пунктах C и D. Докажите, что когда-нибудь они встретятся в пункте A. (И. Рубанов)
3. Найдите все натуральные k, l, m, n, для которых 
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4. В треугольнике ABC AB < AC и (BAC = 2(BCA. На стороне AC отмечена точка D такая, что CD = AB. Через точку B проведена прямая l, параллельная AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает l в точке M, а прямая, проходящая через C параллельно AB, пересекает l в точке N. Докажите, что MD = DN. (Мексика, 2001)
5. У двух игроков A и B есть 2012 камней, каждый из которых составляет отдельную кучу. Каждым ходом игрок может объединить какие-нибудь две кучи, содержащие вместе не более 51 камня, в одну. Игроки делают такие ходы по очереди, начинает A. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2012)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
Решения задач личной олимпиады 6 класса

Задача 1. У 15 ребят есть 8 одинаковых яблок. Разрешается резать яблоко на равные части, но не более, чем на 5 частей. Как разделить яблоки между ребятами так, чтобы каждому досталось поровну? (Разные яблоки можно резать на разное число частей).
Решение. Разрежем пять яблок на три равные части каждое, три яблока — на пять равных частей каждое, и дадим каждому из ребят по 1/3+1/5 яблока.
Задача 2. Бизнесмен Борис Михайлович выехал из города в деревню. Одновременно из деревни в город выехал тракторист Вася. В момент встречи с Васей, когда до деревни оставалось 10 км, Борис Михайлович по совету своего навигатора повернул направо. Когда он проехал 120 км после поворота, встречный грибник объяснил ему, что он едет не туда. Борис Михайлович вернулся к месту, где свернул, и поехал по верной дороге. В итоге он приехал в деревню тогда же, когда Вася приехал в город. Сколько километров от города до деревни?
Ответ. 60 км. Решение. Пусть от города до места встречи x км. Тогда отношение скоростей Б.М. и Васи равно x/10. С момента встречи Б.М. проехал 120+120+10 = 250 км, а Вася — x км. Поэтому то же отношение равно 250/x. Из равенства x/10 = 250/x получаем x(x = 2500, откуда x = 50, а общее расстояние — 50+10 = 60 (км).
Задача 3. В пятизначном числе m цифры идут в строго возрастающем порядке. Число n образовано теми же цифрами, идущими в обратном порядке. Найдите сумму цифр числа n–m.
Ответ. 27. Решение. Пусть m = 
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. Поскольку e > a и d > b, при вычитании m из n «в столбик» в разрядах единиц, десятков и сотен придётся «занимать» по единице из следующего разряда. Поэтому у разности в разряде единиц будет e+10–a, в разряде десятков — (d–1)+10–b = 9+d–b, в разряде сотен — (c–1)+10–c = 9. В разрядах тысяч и десятков тысяч цифры уменьшаемого будут не меньше цифр вычитаемого, поэтому в разности в этих разрядах будут цифры, равные d–1–b и e–a соответственно. Складывая найденные цифры, получаем ответ.

Задача 4. Какое наибольшее количество ферзей (некоторые из которых чёрнного, а остальные —белого цвета) можно поставить на шахматную доску (размером 8(8) таким образом, чтобы одноцветные ферзи не били друг друга? (Ферзи не бьют друг сквозь друга.)
Ответ: 32. Решение. Разобьём доску на 16 квадратов 2(2. Если чёрных или белых ферзей больше 16, то найдётся квадрат, в котором стоят два одноцветных ферзя, и они бьют друг друга. Значит, мы не сможем выставить на доску больше 16+16 = 32 ферзей. Пример расстановки 32 ферзей: в нечётных горизонталях доски по 8 ферзей, цвета которых чередуются, причём первая и пятая горизонтали начинаются белыми ферзями, а третья и седьмая — чёрными.
Задача 5. Любые два натуральных числа от 1 до 100 включительно соединены стрелкой, ведущей от меньшего числа к большему. Как раскрасить эти стрелки в красный и синий цвета так, чтобы любой одноцветный путь проходил не более, чем по девяти стрелкам? (Ферзи не бьют друг сквозь друга.)
Решение. Разобьём числа на десять десятков: 1–10, 11–20, …, 91–100, и числа из одного десятка будем соединять синей стрелкой, а из разных десятков — красной. Понятно, что по синим стрелкам мы не выйдем за пределы десятка, и потому пройдем не больше 9 стрелок, а идя по красным стрелкам, мы каждый раз будем попадать в новый десяток и также пройдем не больше 9 стрелок.
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
Решения задач личной олимпиады 7 класса

Задача 1. Путешественник на острове лжецов и рыцарей встретил трех аборигенов. Ему известно, что их зовут Дыр, Бул и Щил, но неизвестно, кого как. Он спросил одного из них: «Сколько рыцарей в паре Дыр и Щил?» и получил ответ «Ноль». Он спросил другого: «Сколько рыцарей в паре Бул и Щил?» и снова получил ответ «Ноль». Сколько всего рыцарей среди этих трёх аборигенов?
Ответ. Один. Решение. Допустим, оба ответа ложны. Тогда среди троих есть двое лжецов и хотя бы один рыцарь, то есть рыцарь ровно один. Допустим, среди ответов есть верный. Тогда тот, кто его дал, рыцарь, а двое, о которых спрашивали, — лжецы, то есть рыцарь снова один.
Задача 2. Населённые пункты A, B, C, D, E, F делят кольцевую автодорогу на шесть равных участков. Дима и Оля едут по дороге с постоянными скоростями (не обязательно в одну сторону). Известно, что они встречались в пунктах C и D. Докажите, что когда-нибудь они встретятся в пункте A.
Решение. Пусть первая из двух встреч случилась в пункте C, и от нее до встречи в пункте D прошло время T. Тогда получается, что, стартовав из пункта С, Дима и Оля через время T встречаются в пункте, расположенном в 1/6 длины дороги от C. Рассматривая теперь D, как точку старта, получаем, что через время T Дима и Оля встретятся в пункте E. Аналогично рассуждая далее, получим, что через время 4T после встречи в пункте C Дима и Оля встретятся в пункте A. Случай, когда первая встреча произошла в пункте D, рассматривается аналогично.
Задача 3. Натуральное число увеличили на 10% и снова получили натуральное число. Могла ли при этом сумма цифр уменьшиться ровно на 10%?
Ответ. Да. Решение. Например, увеличим число 2888888888880.
Задача 4. Сколько решений в натуральных числах, не больших 1000000, имеет уравнение 
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Ответ. 200000. Решение. Пусть НОД(a, b) = d, a = ud, b = vd (u и v взаимно просты, u ( v), НОД(a, b) = uvd. Тогда 
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, или v+u+3 = uv. Запишем последнее уравнение в виде 
(u–1)(v–1) = 4. Это уравнение имеет два решения (3, 3) и (2, 5), но первое не удовлетворяет условию НОД(u, v) = 1. Итак, a = 2d, b = 5d, где d по условию может принимать значения от 1 до 200000.
Задача 5. Какое наибольшее количество черных и белых ферзей можно поставить на шахматную доску размером 9(9 таким образом, чтобы одноцветные ферзи не били друг друга?
Ответ. 45. Решение. Возьмем на доске прямоугольник 2(9 и разобьём его на четыре квадрата 2(2 и один прямоугольник 1(2. Очевидно, в каждой из этих пяти фигур будет не более одного ферзя каждого цвета, то есть всего там не больше 10 ферзей. При этом если ферзей ровно 10, то в прямоугольнике 1(2 их два, и ферзи занимают пять прямоугольников 1(2, параллельных короткой стороне прямоугольника 2(9.
Допустим, на доске нет прямоугольника 2(9, где ровно 10 ферзей. Тогда разобьём её на четыре прямоугольника 2(9 и один прямоугольник 1(9, и вместе в них будет не больше 4(9+9 = 45 ферзей. Пусть такой прямоугольник есть. Не умаляя общности будем считать его горизонтальным. Тогда, как было показано выше, в каждой из двух образующих его горизонталей ровно по 5 ферзей. Выберем из этих горизонталей такую, с обеих сторон от которой чётное число горизонталей. Разобьём последние на четыре пары соседних. В каждой такой паре не более 10 ферзей, всего — не более, чем 4(10+5 = 45. Оценка доказана.

Пример расстановки 45 ферзей: в нечётных горизонталях доски по 9 ферзей, цвета которых чередуются, причём первая, пятая и девятая горизонтали начинаются белыми ферзями, а третья и седьмая — чёрными.
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
Решения задач личной олимпиады 8 класса

Задача 1. Путешественник на острове лжецов и рыцарей встретил четырёх аборигенов. Ему известно, что их зовут Дыр, Бул и Щир и Круч, но неизвестно, кого как. Он спросил одного из них: «Сколько рыцарей в тройке Дыр, Бул и Щир?» и получил ответ «Ноль». Он спросил другого: «Сколько рыцарей в тройке Щир, Круч и Дыр?» и снова получил ответ «Ноль». Тогда он спросил третьего: «Сколько рыцарей в тройке Бул, Щир и Круч?» — и тоже получил ответ «Ноль». Сколько всего рыцарей среди этих четырёх аборигенов?
Ответ. Один. Решение. Допустим, все три ответа ложны. Тогда среди четверых есть трое лжецов и хотя бы один рыцарь, то есть рыцарь ровно один. Допустим, среди ответов есть верный. Тогда тот, кто его дал, рыцарь, а трое, о которых спрашивали, — лжецы, то есть рыцарь снова один.

Задача 2. Населённые пункты A, B, C, D, E, F делят кольцевую автодорогу на шесть равных участков. Дима и Оля едут по дороге с постоянными скоростями (не обязательно в одну сторону). Известно, что они встречались в пунктах C и D. Докажите, что когда-нибудь они встретятся в пункте A.
Решение. Пусть первая из двух встреч случилась в пункте C, и от нее до встречи в пункте D прошло время T. Тогда получается, что, стартовав из пункта С, Дима и Оля через время T встречаются в пункте, расположенном в 1/6 длины дороги от C. Рассматривая теперь D, как точку старта, получаем, что через время T Дима и Оля встретятся в пункте E. Аналогично рассуждая далее, получим, что через время 4T после встречи в пункте C Дима и Оля встретятся в пункте A. Случай, когда первая встреча произошла в пункте D, рассматривается аналогично.
Задача 3. Найдите все натуральные k, l, m, n, для которых 
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Ответ. (3, 3, 3, 2) Решение. Не умаляя общности, будем считать, что m ( l ( k. Очевидно, n < k. Пусть n ≤ k–2. Тогда каждое из чисел k!, l!, m! больше числа n! по крайней мере в (n+1)(n+2) ( 6 раз, и сумма обратных им чисел меньше 1/n!. Значит, n = k–1. Пусть n ( 3. Тогда каждое из чисел k!, l!, m! больше числа n! по крайней мере в n+1 ( 4 раза, и сумма обратных им чисел снова меньше 1/n!. Значит, n = 1 или n = 2.
Пусть n = 1. Тогда k = 2, и уравнение из условия сводится к уравнению 1/l!+ 1/m! = 1/2. Тут, как легко видеть, решений нет. Пусть n = 2. Тогда k = 3, и уравнение из условия сводится к уравнению 1/l!+ 1/m! = 1/3. Тут, очевидно, подходят только l = m = 3.

Задача 4. В треугольнике ABC AB < AC и (BAC = 2(BCA. На стороне AC отмечена точка D такая, что CD = AB. Через точку B проведена прямая l, параллельная AC. Биссектриса внешнего угла A пересекает l в точке M, а прямая, проходящая через C параллельно AB, пересекает l в точке N. Докажите, что MD = DN.
Решение. Положим AB = m, (BAC = 2(. Пусть угол BAX смежен с BAD. Так как (MAB = (MAX = (AMB, BM = BA = m. Пусть угол ACY смежен с ACN. Так как CN || AB, (ACY = (BAC = 2(. Так как ABNC — параллелограмм, CN = AB = CD = m. Сумма углов при основании DN равнобедренного треугольника DCN равна его внешнему углу ACY, откуда (CDN = (CND = ( = (DCB. Таким образом, диагонали трапеции CDBN наклонены к её основанию CD под равными углами. Стало быть, эта трапеция — равнобедренная, откуда DN = BC. С другой стороны, так как отрезки CD и BM параллельны и равны, DCBM — параллелограмм, откуда DM = BC = DN, что и требовалось доказать.
Задача 5. У двух игроков A и B есть 2012 камней, каждый из которых составляет отдельную кучу. Каждым ходом игрок может объединить какие-нибудь две кучи, содержащие вместе не более 51 камня, в одну. Игроки делают такие ходы по очереди, начинает A. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ. B. Решение. Первым ходом игрок A образует кучку из двух камней. Игрок B первым ходом добавит в нее третий камень. В дальнейшем игрок B будет играть так, чтобы после его хода всегда оставалось несколько куч с нечетным числом камней в каждой, в каждой из которых, кроме, быть может, одной (назовём её растущей), 1 или 51 камень. Для этого он, если A добавил камень в растущую кучку, добавляет туда ещё один камень (кучка из одного камня после хода A найдётся, иначе имеется 39 кучек из 51 камня и растущая кучка из 2012–1989 = 23 камней, а там после хода A по предположению индукции должно быть четное число камней), если же A сделал кучку из двух камней, то добавляет ее в растущую кучку, если она есть, а если ее нет, добавляет к этим двум камням третий (одиночный камень найдется по той же причине, что и выше). Поскольку игра конечна и у B при такой игре всегда есть ход, проиграет игрок A.
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