XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 5.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Каждому натуральному числу n сопоставлено неотрицательное целое число n' по следующим правилам: (i) если p простое, то p' = 1, (ii) (ab)' = a'b+ab' для любых натуральных a и b. Решите уравнение y' = y. (Мексика, 2009)
2. На праздник собрались n человек. Среди каждых четырех из них есть либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых. Докажите, что всех собравшихся можно разбить на две группы так, что в одной группе все друг с другом знакомы, а в другой никто ни с кем не знаком. (Мексика, 2009)
3. По кругу расставлена тысяча чисел, каждое из которых равно +1 или –1. Известно, что сумма любых 10 рядом стоящих чисел не равна нулю. Найдите все возможные значения суммы всех чисел. (Cono Sur Olympiad 2012, problem 1)
4. Клетчатая «лесенка» состоит из n столбиков, нижние клетки которых составляют строчку из n клеток, а количества клеток в столбиках (слева направо) 1, 2, ..., n. При каких n такую лесенку можно разбить на n квадратов с натуральными сторонами? (Мексика, 2006)
5. Решите в целых числах уравнение 3x2+3y2+3z2+2x+2y+2z = 201220122012. (Сербия, 2006, республиканский этап)
6. В прямоугольном треугольнике ABC катет AB меньше катета AC. Точка M — середина гипотенузы BC. Перпендикуляр к BC, восставленный в точке M, пересекает AC в точке D. Прямая, проведенная через M параллельно AC, и перпендикуляр к BD, восставленный в точке B, пересекаются в точке E. Докажите, что треугольники AEM и MCA подобны (так, что при подобии A соответствует M и E соответствует C) тогда и только тогда, когда (ABC = 60(. (Мексика, 2006)
7. Точки P и Q взяты на основаниях AB и CD трапеции ABCD соответственно таким образом, что AP/PB = DQ/QC. Прямые AQ и DP пересекаются в точке M, а прямые PC и QB — в точке N. Докажите, что длина отрезка MN зависит только от длин оснований AB и CD, но не от выбора точек P и Q. (Мексика, 2003)
8. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2 < bc. Докажите, что b3+ac2 > ab(a+c). (Чешско-польско-словацкое соревнование, 2011)
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1. Решите в целых числах уравнение 3x2+3y2+3z2+2x+2y+2z = 201220122012. (Сербия, 2006, республиканский этап)
2. В шахматном турнире принимают участие три команды по 10 человек. Каждый шахматист играет ровно одну партию с каждым шахматистом из обеих команд-соперниц (итого 20 партий). В выходной день оргкомитет установил, что уже сыграна 201 партия. Докажите, что найдутся три шахматиста, каждый из которых уже сыграл с обоими другими. (Эстонский отбор на BW 2008)
3. По кругу расставлена 1000 тысяча чисел, каждое из которых равно +1 или –1. Известно, что сумма любых 10 рядом стоящих чисел не равна нулю. Найдите все возможные значения суммы всех чисел. (Cono Sur Olympiad 2012, problem 1)
4. Клетчатая «лесенка» состоит из n столбиков, нижние клетки которых составляют строчку из n клеток, а количества клеток в столбиках (слева направо) 1, 2, ..., n. При каких n такую лесенку можно разбить на n квадратов с натуральными сторонами? (Мексика, 2006)
5. 100 молодых специалистов устраивались на работу. Одно агентство по трудоустройству предложило им 100 мест в разных компаниях (каждому по одному). Они отправились в другое агентство, которое тоже предложило им 100 мест, и оказалось, что это те же самые места, хотя и по-другому распределённые между ними. Каждый претендент выбрал одно из двух сделанных ему предложений, и в результате все 100 мест оказались заняты. Через два месяца все сто одновременно решили, что другое предложение было лучше, и перешли на другую предлагавшуюся им работу. Докажите, что после этого опять оказались заняты все 100 мест. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2007, No 3)
6. На сторонах AB и AD ромба ABCD с тупым углом A нашлись точки P и Q такие, что треугольник PCQ — равносторонний со стороной, равной стороне ромба. Найдите углы ромба. (Аргентина, 2012, зональный этап)
7. Точки P и Q взяты на основаниях AB и CD трапеции ABCD соответственно таким образом, что AP/PB = DQ/QC. Прямые AQ и DP пересекаются в точке M, а прямые PC и QB — в точке N. Докажите, что длина отрезка MN зависит только от длин оснований AB и CD, но не от выбора точек P и Q. (Мексика, 2003)
8. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2 < bc. Докажите, что b3+ac2 > ab(a+c). (Чешско-польско-словацкое соревнование, 2011)
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1. Решите в целых числах уравнение 3x2+3y2+3z2+2x+2y+2z = 201220122012. (Сербия, 2006, республиканский этап)
2. Вася сделал наборы из n синих и n красных карточек. На синих карточках он написал натуральные числа от 1 до n (каждое по одному разу). На красных карточках он также написал натуральные числа, не превосходящие n, но некоторые числа встретились не по одному разу. При каких n могло так оказаться, что произведение чисел на синих карточках равно произведению чисел на красных и сумма чисел на синих карточках равна сумме чисел на красных? (Nordic Mathematical Contest 2012, problem 3, модификация)
3. По кругу расставлена 1000 чисел, каждое из которых равно +1 или –1. Известно, что сумма любых 10 рядом стоящих чисел не равна нулю. Найдите все возможные значения суммы всех чисел. (Cono Sur Olympiad 2012, problem 1)
4. На плоскости отмечены вершины квадрата и несколько точек внутри квадрата. Никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Все точки покрашены в два цвета, причём две противоположные вершины квадрата покрашены в один цвет, а две другие — в другой. Докажите, что можно выделить выпуклый четырёхугольник с двумя противоположными вершинами в точках одного цвета, а двумя — другого, внутри которого нет отмеченных точек. (по мотивам J. Urutia ed al)
5. В шахматном турнире принимают участие три команды по 10 человек. Каждый шахматист играет ровно одну партию с каждым шахматистом из обеих команд-соперниц (итого 20 партий). В выходной день оргкомитет установил, что уже сыграна 201 партия. Докажите, что найдутся три шахматиста, каждый из которых уже сыграл с обоими другими. (Эстонский отбор на BW 2008)
6. Для любого положительного числа a докажите неравенство

a+a9+a25 < 1+a4+a16+a36. (А. Храбров по мотивам фольклора)
7. Клетчатая «лесенка» состоит из n столбиков, нижние клетки которых составляют строчку из n клеток, а количества клеток в столбиках (слева направо) 1, 2, ..., n. При каких n такую лесенку можно разбить на n квадратов с натуральными сторонами? (Мексика, 2006)
8. Ромбом называется четырехугольник, все стороны которого равны. На сторонах AB и AD ромба ABCD с тупым углом A нашлись точки P и Q такие, что треугольник PCQ — равносторонний со стороной, равной стороне ромба. Найдите углы ромба. (Аргентина, 2012, зональный этап)
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1. Найти все простые числа, которые нельзя представить в виде суммы двух составных чисел. (Eesti regional 2008, 10 class, модификация)
2. Вася сделал наборы из 100 синих и 100 красных карточек. На синих карточках он написал натуральные числа от 1 до 100 (каждое по одному разу). На красных карточках он также написал натуральные числа, не превосходящие 100, но некоторые числа встретились не по одному разу. Могло ли так оказаться, что произведение чисел на синих карточках равно произведению чисел на красных и сумма чисел на синих карточках равна сумме чисел на красных? (Nordic Mathematical Contest 2012, problem 3, упрощение)
3. По кругу расставлена 1000 чисел, каждое из которых равно +1 или –1. Известно, что сумма любых 10 рядом стоящих чисел не равна нулю. Какое наименьшее по модулю значение может принимать сумма всех чисел? (Cono Sur Olympiad 2012, problem 1)
4. У Коли и Юры были одинаковые прямоугольные открытки с одной стороной 12 см. Коля разрезал открытку на две равные прямоугольные половинки, одну половинку выкинул, другую снова разрезал на две равные прямоугольные половинки и одну половинку выкинул. Юра разрезал свою открытку на две равные прямоугольные половинки, и одну половинку выкинул. Выяснилось, что оставшиеся у Коли и Юры прямоугольники имеют одинаковый периметр. Чему могла быть равна другая сторона открытки? (Eesti regional 2007, 7 class)
5. В шахматном турнире принимают участие три команды по 10 человек. Каждый шахматист играет ровно одну партию с каждым шахматистом из обеих команд-соперниц (итого 20 партий). В выходной день оргкомитет установил, что уже сыграна 201 партия. Докажите, что найдутся три шахматиста, каждый из которых уже сыграл с обоими другими. (Эстонский отбор на BW 2008)
6. Для любого положительного числа a докажите неравенство

a+a9+a25 < 1+a4+a16+a36. (А. Храбров по мотивам фольклора)
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7. Клетчатая «лесенка» состоит из n столбиков, нижние клетки которых составляют строчку из n клеток, а количества клеток в столбиках (слева направо) 1, 2, ..., n. При каких n такую лесенку можно разбить на n квадратов с натуральными сторонами? (Мексика, 2006)
8. Два паука сплели сеть из 6 паутинок с заданными длинами отрезков (см. рис). Паук доволен, если кратчайший путь по сетке до другого паука больше 1 м. Могут ли пауки расположится на этой сетке так, чтобы быть довольными? (А. Шаповалов)
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1. По кругу расположено 100 карточек, синие и красные чередуются. На синих по часовой стрелке записаны по порядку числа 1, 2, 3,..., 50. На красных против часовой стрелки тоже записаны по порядку числа 1, 2, 3,..., 50. Докажите, что можно выбрать 50 лежащих подряд карточек (среди них будут и синие, и красные) так, чтобы на них все числа от 1 до 50 встретились по разу. (С. Волчёнков по мотивам Турнира городов)
2. Два паука сплели сеть из 6 паутинок с заданными длинами отрезков (см. рис). Паук доволен, если кратчайший путь по сетке до другого паука больше 1 м. Могут ли пауки расположится на этой сетке так, чтобы быть довольными? (А. Шаповалов)
3. На маскараде ежик встретил переодетых льва, шакала и жирафа. Еж знает, что шакал всегда лжет, лев — говорит правду, а жираф дает честный ответ, но на предыдущий заданный ему вопрос (а на первый вопрос отвечает  как попало). Сначала еж получил от среднего и правого ответы на вопрос «Самый левый — шакал?», потом — от  среднего и левого на вопрос «Самый правый — шакал?». По ответам ежу стало понятно, кто есть кто. Через неделю еж помнил только, что один из ответов был «нет», остальные — «да».  Определите, кто шакал. (А. Шаповалов)
4. Если расставить числа от 1 до 9 в клетки квадрата 3×3 как на рисунке, то квадрат можно разрезать по границам клеток на три части с равными суммами (см. рис). А как можно расставить эти же числа по-другому так, чтобы разрезание на три части с равными суммами можно было сделать двумя способами? (А. Шаповалов)
5. В равнобедренном треугольнике ABC с  основанием AB биссектриса AL перпендикулярна медиане BM. Периметр треугольника LMC равен 30 см. Найдите периметр треугольника ABC. (А. Шаповалов)
6. Дракон запер в пещере 20 гномов и сказал: «У меня много синих и красных колпаков. Из них завтра утром я надену на каждого из вас по колпаку, цвет для каждого выберу сам, и ненадолго зажгу свет. Каждый из вас успеет увидеть цвета колпаков у других, но чур никаких сигналов друг другу — всех сожру! После этого каждый из вас втайне от других скажет мне цвет надетого на него колпака. Если угадают хотя бы 10, всех отпущу. Если меньше — всех съем на обед». Как гномам договориться действовать, чтобы наверняка спастись? (А. Шаповалов)
7. В футбольном турнире играли пять команд. Каждая сыграла по разу с каждой другой. Давали 3 очка за победу, 1 — за ничью, 0 –— за поражение. Победитель набрал столько очков, сколько все остальные команды вместе. Сколько ничьих было в этом турнире? (А. Шаповалов)
8. В ряд были выписаны натуральные числа 1, 2, 3, ..., 2004. Их выписали в другом порядке: сначала все кратные 2 по возрастанию (то есть 2, 4, 6...), затем все из оставшихся кратные 3 по возрастанию, затем — оставшиеся кратные 5, потом – кратные 7 и т.д. На последнее место записали число 1. Докажите, есть как минимум два числа, которые не сдвинулись со своего места. (А. Шаповалов)
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1. По кругу стоят 100 бочек. В пятьдесят из них, расположенных через одну, по часовой стрелке последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л,..., 50 л кваса. В остальные бочки (начиная с любой) против часовой стрелки тоже последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л,...,50 л кваса. Сколькими способами можно выбрать 25 подряд стоящих бочек, в которые налито различное количество кваса? (Турнир городов 1996, упрощение)
2. Некоторые натуральные числа окрашены в синий цвет. Известно, что все числа от 1 до 1000000 — синие. Кроме того, если число n синее, то синие и все числа вида n+k(n+1) при всех натуральных k. Верно ли, что все натуральные числа обязательно синие? (Италия, 2007)
3. У Коли и Юры были одинаковые прямоугольные открытки с одной стороной 12 см. Коля разрезал открытку на две равные прямоугольные половинки, одну половинку выкинул, другую снова разрезал на две равные прямоугольные половинки и одну половинку выкинул. Юра разрезал свою открытку на две равные прямоугольные половинки, и одну половинку выкинул. Выяснилось, что оставшиеся у Коли и Юры прямоугольники имеют одинаковый периметр. Чему могла быть равна другая сторона открытки? (Eesti regional 2007, 7 class)
4. Дано 19 чисел, причём для любых трёх из них можно выбрать два, одно из которых делится на другое. Докажите, что произведение каких-то десяти из этих чисел делится на произведение девяти оставшихся. (С. Берлов)
5. На плоскости отмечены вершины квадрата и несколько точек внутри квадрата. Никакие точки не лежат на одной прямой. Все точки покрашены в два цвета, причём две противоположные вершины квадрата покрашены в один цвет, а две другие — в другой. Докажите, что можно выделить выпуклый четырёхугольник с двумя противоположными вершинами в точках одного цвета, а двумя — другого, внутри которого нет отмеченных точек. (По мотивам J. Urutia ed al)
6. Имеется 100 единичных квадратиков. Каждое ребро у каждого квадратика окрашено в один из 11 цветов. Может ли так случиться, что для любых двух различных цветов a и b можно так собрать из квадратиков квадрат 10(10, чтобы две противоположные стороны полученного квадрата были целиком окрашены в цвет a, а две другие — в цвет b? (С. Берлов, С. Волченков по фольклорным мотивам)
7. Дракон запер в пещере 30 гномов и сказал: «У меня много синих, зелёных и красных колпаков. Из них завтра утром я надену на каждого из вас по колпаку, цвет для каждого выберу сам. Каждый из вас будет видеть цвета всех колпаков, кроме своего собственного, но чур никаких сигналов друг другу — всех сожру! После этого каждый из вас втайне от других скажет мне цвет надетого на него колпака. Если угадают хотя бы 10, всех отпущу. Если меньше — всех съем на обед». Как гномам договориться действовать, чтобы наверняка спастись? (А. Шаповалов)
8. Вася сделал наборы из 100 синих и 100 красных карточек. На синих карточках он написал натуральные числа от 1 до 100 (каждое по одному разу). На красных карточках он также написал натуральные числа, не превосходящие 100, но некоторые числа встретились не по одному разу. Могло ли так оказаться, что произведение чисел на синих карточках равно произведению чисел на красных и сумма чисел на синих карточках равна сумме чисел на красных? (Nordic Mathematical Contest 2012, problem 3, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 5.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. По кругу стоят 100 бочек. В пятьдесят из них, расположенных через одну, по часовой стрелке последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л,...,50 л кваса. В остальные бочки (начиная с любой) против часовой стрелки тоже последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л,...,50 л кваса. Докажите, что можно ровно двумя способами выбрать 50 последовательных бочек, стоящих по кругу, в которые налито 1 л, 2 л, 3 л,...,50 л кваса в некотором порядке. (Турнир городов 1996, модификация)
2. На маскараде ежик встретил переодетых льва, шакала и жирафа. Еж знает, что шакал всегда лжет, лев — говорит правду, а жираф дает честный ответ, но на предыдущий заданный ему вопрос (а на первый вопрос отвечает  как попало). Сначала еж получил от среднего и правого ответы на вопрос «Самый левый — шакал?», потом — от  среднего и левого на вопрос «Самый правый — шакал?». По ответам ежу стало понятно, кто есть кто. Через неделю еж помнил только, что один из ответов был «нет», остальные — «да».  Определите, кто шакал. (А. Шаповалов)
3. Петя написал на доске двузначное натуральное число. Затем Вася подошел к доске и начал дописывать цифры к концу этого числа. При этом после каждого его действия полученное число делилось или на 9, или на 10 (или на то и другое). Сколько различных десятизначных чисел мог получить Вася? (К. Савенков)
4. Дано 19 чисел, причём для любых трёх из них можно выбрать два, одно из которых делится на другое. Докажите, что произведение каких-то десяти из этих чисел делится на произведение девяти оставшихся. (С. Берлов)
5. Каждая клетка квадрата 10(10 окрашена либо в белый, либо в синий цвет, причем левая нижняя и правая верхняя — синие. Докажите, что в квадрате есть квадратик 2(2, у которого либо левая нижняя и правая верхняя клетки синие, либо левая верхняя и правая нижняя — белые. (С. Берлов)
6. Имеется 25 единичных квадратиков. Каждое ребро у каждого квадратика окрашено в один из n цветов. Разрешается прикладывать квадратики друг к другу одноцветными рёбрами. Оказалось, что для каждого из цветов можно так собрать из квадратиков квадрат 5(5, чтобы граница полученного квадрата была окрашена в этот цвет. При каком наибольшем n такое возможно? (Фольклор)
7. Дракон запер в пещере 30 гномов и сказал: «У меня много синих и красных колпаков. Из них завтра утром я надену на каждого из вас по колпаку, цвет для каждого выберу сам, и ненадолго зажгу свет. Каждый из вас успеет увидеть цвета колпаков у других, но чур никаких сигналов друг другу — всех сожру! После этого каждый из вас втайне от других скажет мне цвет надетого на него колпака. Если угадают хотя бы 15, всех отпущу. Если меньше — всех съем на обед». Как гномам договориться действовать, чтобы наверняка спастись? (А. Шаповалов)
8. На однокруговом чемпионате по футболу после того, как все команды сыграли по k игр, из-за поведения болельщиков были дисквалифицированы две команды — «Синие звёзды» и «Белые ночи», и дальнейшие матчи с их участием не проводились. После завершения чемпионата оказалось, что всего в нем было сыграно 100 матчей. Найдите k. (С. Волченков по фольклорным мотивам)
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1. По кругу стоят 100 бочек. В пятьдесят из них, расположенных через одну, по часовой стрелке последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л, ..., 50 л кваса. В остальные бочки (начиная с любой) против часовой стрелки тоже последовательно налили 1 л, 2 л, 3 л, ..., 50 л кваса. Докажите, что найдутся 50 последовательных бочек, стоящих по кругу, в которые налито 1 л, 2 л, 3 л,...,50 л кваса в некотором порядке. (Турнир городов 1996, упрощение)
2. На маскараде ежик встретил переодетых льва, шакала и жирафа. Еж знает, что шакал всегда лжет, лев — говорит правду, а жираф дает честный ответ, но на предыдущий заданный ему вопрос (а на первый вопрос отвечает как попало). Сначала еж получил от среднего и правого ответы на вопрос «Самый левый — шакал?», потом — от  среднего и левого на вопрос «Самый правый — шакал?». По ответам ежу стало понятно, кто есть кто. Через неделю еж помнил только, что один из ответов был «нет», остальные — «да».  Определите, кто шакал. (А. Шаповалов)
3. Петя написал на доске трехзначное натуральное число. Затем Вася подошел к доске и начал дописывать цифры к концу этого числа. Вася хочет, чтобы после каждого его действия полученное число делилось либо на 9, либо на 10. Сколько различных десятизначных чисел мог получить Вася? (К. Савенков)
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5. Несколько шахматистов играли однокруговой турнир (то есть каждый играет с каждым по одному разу), но два шахматиста уехали с турнира, сыграв всего по две партии. Всего было сыграно 9 партий. Успели ли уехавшие сыграть между собой? (К. Савенков по фольклорным мотивам)
6. Имеется 25 единичных квадратиков. Каждое ребро у каждого квадратика окрашено в один из n цветов. Разрешается прикладывать квадратики друг к другу одноцветными рёбрами. Оказалось, что для каждого из цветов можно так собрать из квадратиков квадрат 5(5, чтобы граница полученного квадрата была окрашена в этот цвет. При каком наибольшем n такое возможно? (Фольклор)
7. Дракон запер в пещере 30 гномов и сказал: «У меня много синих и красных колпаков. Из них завтра утром я надену на каждого из вас по колпаку, цвет для каждого выберу сам, и ненадолго зажгу свет. Каждый из вас успеет увидеть цвета колпаков у других, но чур никаких сигналов друг другу — всех сожру! После этого каждый из вас втайне от других скажет мне цвет надетого на него колпака. Если угадают хотя бы 15, всех отпущу. Если меньше — всех съем на обед». Как гномам договориться действовать, чтобы наверняка спастись? (А. Шаповалов)
8. Вася сделал наборы из 100 синих и 100 красных карточек. На синих карточках он написал натуральные числа от 1 до 100 (каждое по одному разу). На красных карточках он также написал натуральные числа, не превосходящие 100, но некоторые числа встретились не по одному разу. Могло ли так оказаться, что произведение чисел на синих карточках равно произведению чисел на красных и сумма чисел на синих карточках равна сумме чисел на красных? (Nordic Mathematical Contest 2012, problem 3, упрощение)
























