XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1, 3, 5 МЕСТА
1. Диаграмма Юнга — это набор стоящих рядом столбцов из клеток 1(1, упорядоченных слева направо по невозрастанию высоты. Крюком диаграммы Юнга мы назовём совокупность любой клетки A и всех клеток, расположенных справа или сверху от A. Какое наибольшее количество крюков из 11 клеток может содержаться в диаграмме Юнга из 400 клеток? (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 3)
2. В четырёхугольнике ABCD углы A и B — прямые, точка M — середина стороны AB и угол CMD — прямой. Точка K — основание перпендикуляра, опущенного из M на CD. Прямые AK и BD пересекаются в точке P, а прямые BK и AC — в точке Q. Докажите, что KP/PA+KQ/QB = 1. (Мексика, 2002, часть условия)
3. В клубе n членов. Они образовали k комитетов. В каждом комитете не менее l членов, и у каждых двух комитетов не более одного общего члена. Докажите, что 
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. (Олимпиада "Балтийский путь", 2012, shortlist)
4. Правильный треугольник разбит на n2 одинаковых правильных треугольничков, в дальнейшем именуемых клетками. В каждой клетке написано число. Разрешается выбрать любую клетку, уменьшить число, стоящее в ней, на количество клеток, соседних (по стороне) с выбранной, и увеличить числа во всех соседних клетках на 1. При каких n из любой расстановки чисел с суммой 0 можно получить расстановку, в которой все числа равны 0? (Олимпиада "Балтийский путь", 2012, shortlist)
5. Из чисел от 1 до 48 половину покрасили в синий цвет, а остальные в красный. Может ли произведение красных чисел оказаться степенью суммы синих? (Олимпиада ЮМШ С.-Пб, 2012, 8 класс)
6. В заповеднике растут деревья, возраст каждого из которых измеряется натуральным числом. Средний возраст деревьев был равен 41 году. После того, как молния сожгла дерево, которому было 2010 лет, средний возраст уцелевших деревьев составил 40 лет. Какое наибольшее количество 2010-летних деревьев еще могло остаться в заповеднике? (В. Яноус, Австрия, 2010, этап для начинающих)
7. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C катет BC длиннее катета AC. Серединный перпендикуляр к AB пересекает прямую BC в точке D, а прямую AC в точке E. Оказалось, что DE = AB. Найдите углы треугольника ABC. (Р. Хеннер, Австрия, 2010, этап для начинающих)
8. Докажите, что если среди любых 2007 последовательных членов арифметической прогрессии (конечной или бесконечной) с целыми членами, начинающейся с 2, есть член, взаимно простой с остальными 2006 членами, то и среди любых 2008 последовательных членов есть такой, который взаимно прост с остальными. (Олимпиада им. Кюршака, 2007)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА ЗА 7 МЕСТО, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Диаграмма Юнга — это набор стоящих рядом столбцов из клеток 1(1, упорядоченных слева направо по невозрастанию высоты. Крюком диаграммы Юнга мы назовём совокупность любой клетки A и всех клеток, расположенных справа или сверху от A. Какое наибольшее количество крюков из 3 клеток может содержаться в диаграмме Юнга из 210 клеток? (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 3, радикальное упрощение)
2. Для каждой точки P внутри неравнобедренного остроугольного треугольника ABC найдём на прямой AP точку A' такую, что отрезок AA' делится прямой BC пополам, на прямой BP точку B' такую, что отрезок BB' делится прямой AC пополам, а на прямой CP точку C' такую, что отрезок CC' делится прямой AB пополам. Найдите все точки P, для которых все три треугольника A'BC, AB'C и ABC' равны (не обязательно с сохранением порядка вершин) треугольнику ABC. (Австрия, 2009, федеральный этап)
3. В клубе n членов. Они образовали k комитетов. В каждом комитете не менее l членов, и у каждых двух комитетов не более одного общего члена. Докажите, что 
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. (Олимпиада "Балтийский путь", 2012, shortlist)
4. Правильный треугольник разбит на n2 одинаковых правильных треугольничков, в дальнейшем именуемых клетками. В каждой клетке написано число. Разрешается выбрать любую клетку, уменьшить число, стоящее в ней, на количество клеток, соседних (по стороне) с выбранной, и увеличить числа во всех соседних клетках на 1. При каких n из любой расстановки чисел с суммой 0 можно получить расстановку, в которой все числа равны 0? (Олимпиада "Балтийский путь", 2012, shortlist)
5. Из чисел от 1 до 48 половину покрасили в синий цвет, а остальные в красный. Может ли произведение красных чисел оказаться степенью суммы синих? (Олимпиада ЮМШ С.-Пб, 2012, 8 класс)
6. В заповеднике растут деревья, возраст каждого из которых измеряется натуральным числом. Средний возраст деревьев был равен 41 году. После того, как молния сожгла дерево, которому было 2010 лет, средний возраст уцелевших деревьев составил 40 лет. Какое наибольшее количество 2010-летних деревьев еще могло остаться в заповеднике? (В. Яноус, Австрия, 2010, этап для начинающих)
7. В прямоугольном треугольнике ABC с прямым углом C катет BC длиннее катета AC. Серединный перпендикуляр к AB пересекает прямую BC в точке D, а прямую AC в точке E. Оказалось, что DE = AB. Найдите углы треугольника ABC. (Р. Хеннер, Австрия, 2010, этап для начинающих)
8. В ряд выписаны натуральные числа, каждое из которых, кроме первого, больше предыдущего на одно и то же натуральное d. Докажите, что если среди любых трёх последовательных чисел ряда есть число, взаимно простое с двумя другими, то и среди любых четырёх последовательных чисел ряда есть число, взаимно простое с тремя другими. (Олимпиада им. Кюршака, 2007, кардинальное упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1, 3, 5 МЕСТА
1. Докажите, что для каждого натурального числа n ( 3 найдётся такое n-значное число, которое является квадратом натурального числа и при добавлении в его начало цифры 1 также получится квадрат некоторого натурального числа. (Eesti regional 2010, 10 class)
2. В заповеднике растут деревья, возраст каждого из которых измеряется натуральным числом. Средний возраст деревьев был равен 41 году. После того, как молния сожгла дерево, которому было 2010 лет, средний возраст уцелевших деревьев составил 40 лет. Какое наибольшее количество 2010-летних деревьев еще могло остаться в заповеднике? (В. Яноус, Австрия, 2010, этап для начинающих)
3. В клубе n членов. Они образовали k комитетов. В каждом комитете не менее l членов, и у каждых двух комитетов не более одного общего члена. Докажите, что 
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4. Из чисел от 1 до 48 половину покрасили в синий цвет, а остальные в красный. Может ли произведение красных чисел оказаться степенью суммы синих? (Олимпида ЮМШ С.-Пб, 2012, 8 класс)
5. В ряд стоят числа от 1 до 2012 в каком-то порядке. Можно менять местами два соседних числа тогда и только тогда, когда разность большего и меньшего из них не превосходит n. При каком наименьшем n эти числа несколькими такими обменами заведомо можно переставить в обратном порядке (независимо от того, как они располагались сначала)? (С. Берлов)
6. Есть две кучки: одна из 200 спичек, вторая из 2012 спичек. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. За один ход можно взять одну спичку из любой кучки, либо, если в кучке четное число спичек, половину всех спичек из этой кучки. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто из них может выигрывать, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов, К. Савенков, С. Берлов)
7. Вася выписал на доске 100 чисел меньших, чем сотое по счёту простое число. Докажите, что какое-то из выписанных чисел является делителем произведения остальных 99. (Польша-2012, 2 тур)
8. На стороне AC равностороннего треугольника ABC отмечена точка D, а на биссектрисе угла ABD отмечена такая точка E, что (EAC = 60(. Докажите, что BD = CD+AE. (Moldova JBMO TST 2012, условие немного изменено)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА

ВЫСШАЯ ЛИГА ЗА 7 МЕСТО, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Докажите, что существует такое 2013-значное число, которое является квадратом целого числа и при добавлении в его начало цифры 1 также получится квадрат некоторого целого числа. (Eesti regional 2010, 10 class)
2. В заповеднике растут деревья, возраст каждого из которых измеряется натуральным числом. Средний возраст деревьев был равен 41 году. После того, как молния сожгла дерево, которому было 2010 лет, средний возраст уцелевших деревьев составил 40 лет. Какое наибольшее количество 2010-летних деревьев еще могло остаться в заповеднике? (В. Яноус, Австрия, 2010, этап для начинающих)
3. Существует ли 5 натуральных чисел таких, что 10 их попарных разностей (каждый раз из большего числа вычитается меньшее) образуют 10 последовательных натуральных чисел? (С. Берлов)
4. Докажите, что любое целое число, делящееся на 9, можно представить в виде разности двух чисел с одинаковой суммой цифр. (Жюри)
5. В ряд стоят числа от 1 до 2012 в каком-то порядке. Можно менять местами два соседних числа тогда и только тогда, когда разность большего и меньшего из них не превосходит n. При каком наименьшем n эти числа несколькими такими обменами заведомо можно переставить в обратном порядке (независимо от того, как они располагались сначала)? (С. Берлов)
6. Есть две кучки: одна из 200 спичек, вторая из 50 спичек. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. За один ход можно взять одну спичку из любой кучки, либо, если в кучке четное число спичек, половину всех спичек из этой кучки. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто из них может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
7. Вася выписал на доске 100 чисел меньших, чем сотое по счёту простое число. Докажите, что какое-то из выписанных чисел является делителем произведения остальных 99. (Польша-2012, 2 тур)
8. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Точка M — середина стороны AD. Известно, что биссектриса угла B проходит через точку M и перпендикулярна диагонали AC. Докажите, что треугольник CDM — равнобедренный. (А. Храбров)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Есть две кучки, в одной 3 спички, в другой — 97 спичек. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. За один ход можно взять одну спичку, либо, если в кучке четное число спичек, половину всех спичек. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто из игроков может выигрывать, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов, К. Савенков, С. Волченков, С. Берлов)
2. Вершины треугольника лежат на окружности, а её центр лежит на одной из медиан треугольника (но не на стороне). Докажите, что треугольник – равнобедренный. (А. Шаповалов)
3. У барона Мюнхгаузена есть пятизначное число P, где все цифры разные и нет нуля. Барон говорит, что может вычеркнуть из P одну цифру (не первую) так, что оставшееся четырехзначное число будет делителем числа P. Могут ли слова барона быть правдой? (А. Шаповалов)
4. 11 ненулевых чисел записаны в ряд. Кроме крайних, каждое из них равно произведению своих двух соседей. Назовем средним число ряда, от которого слева столько же чисел, сколько справа. Докажите, что произведение крайних чисел равно среднему. (А. Шаповалов)
5. Кубик с гранью в одну клетку ставят на одну из клеток шахматной доски и перекатывают по доске так, чтобы кубик побывал на всех клетках ровно по одному разу. Одна из граней испачкана. Может ли случиться, что кубик ни разу не встанет на доску испачканной гранью? (А. Шаповалов)
6. В вершинах 20-угольника записали по одному числу, а на каждой стороне записали сумму чисел в её концах. Могло ли случиться, что оказались записаны в точности числа 1, 2, 3, …, 40 в некотором порядке? (А. Шаповалов)
7. В полку 100 мушкетёров, каждый дружит ровно с пятью другими. Каждый день одного из них назначают охранять арестованную миледи. Если у охранника не менее трёх друзей, то разговорами за время дежурства миледи его обрабатывает так, что вечером он ссорится с тремя из своих друзей. Со временем в охране побывали все мушкетёры. Докажите, что в каком бы порядке их не назначали в охрану, миледи смогла так обработать не менее 50 мушкетёров. (Дружба взаимна, ссора её прекращает навсегда). (С. Берлов)
8. Председатель жюри на своей машине хочет за три рейса перевезти 9 членов жюри с вокзала в лагерь, где проходит турнир. В машине 4 места для пассажиров, дорога в один конец занимает полчаса. Если в любом месте оказывается группа из двух, трех или четырех человек (в лагере, в машине или на вокзале), она за полчаса придумывает, соответственно, 3, 4 или 5 задач. Группы другого размера неработоспособны (не придумывают ничего), председатель за рулем входит в группу в машине, но если пассажиров четверо, то он им придумывать не мешает. Какое наибольшее число задач может быть придумано жюри и председателем за эти 2,5 часа? (Большие группы, находящиеся в одном месте, на части делить нельзя, больше членов жюри нет). (А.Шаповалов)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1, 3, 5 МЕСТА
1. Докажите, что квадрат 8(8 клеток с вырезанной левой нижней угловой клеткой нечётным числом способов разбивается на «уголки» из трёх клеток. (С. Берлов)
2. Дано 100 карточек. На каждой написаны две буквы. Две карточки называются похожими, если хотя бы одна буква из написанных на них совпадает. Можно ли написать буквы на этих карточках так, чтобы для каждой карточки было ровно 18 похожих? (С. Волчёнков)
3. В классе 30 учеников, у каждого из которых ровно 5 друзей. Каждый день, если есть школьники, у которых осталось не менее трёх друзей, то одному из них придётся идти на лекцию об основах нравственности. После этого он ссорится с какими-то троими своими друзьями, считая их недостаточно нравственными. Докажите, что на эти лекции школьники вынуждены будут ходить не менее 15 дней. (С. Берлов)
4. В ряд стоят числа от 1 до 2012 в каком-то порядке. Можно менять местами два соседних числа тогда и только тогда, когда разность большего и меньшего из них не превосходит n. При каком наименьшем n эти числа несколькими такими обменами заведомо можно переставить в обратном порядке (независимо от того, как они располагались сначала)? (С. Берлов)
5. Вася выписал на доске 100 чисел меньших, чем сотое по счёту простое число. Докажите, что какое-то из выписанных чисел является делителем произведения остальных 99. (Польша-2012, 2 тур)
6. По окружности расставлено 100 чисел. Оказалось, что каждое из этих чисел равно разности соседних (каждый раз из большего числа вычитают меньшее, либо число равно 0 и соседи равны). Докажите, что все числа равны нулю. (К. Савенков)
7. Даны натуральные числа a и b, сумма которых делится на 9. Докажите, что число a можно представить в виде разности двух натуральных чисел, суммы цифр которых различаются ровно на b. (С. Берлов)
8. Есть две кучки: одна из 200 спичек, вторая из 2012 спичек. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. За один ход можно взять одну спичку из любой кучки, либо, если в кучке четное число спичек, половину всех спичек из этой кучки. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто из них может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов, К. Савенков, С. Берлов)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
ГРУППА «СТАРТ»
ВЫСШАЯ ЛИГА ЗА 7 МЕСТО, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Существует ли 5 натуральных чисел таких, что 10 их попарных разностей (каждый раз из большего числа вычитается меньшее) образуют 10 последовательных натуральных чисел? (С. Берлов)
2. Дано 100 карточек. На каждой надо написать две буквы. Две карточки называются похожими, если на них есть хотя бы одна общая буква. Можно ли написать буквы так, чтобы для каждой карточки было ровно 18 похожих? (С. Волчёнков)
3. В классе 30 учеников, у каждого из которых ровно 5 друзей. Каждый день, если есть школьники, у которых осталось не менее трёх друзей, то одному из них придётся идти на лекцию об основах нравственности. После этого он ссорится с какими-то троими своими друзьями, считая их недостаточно нравственными. Докажите, что на эти лекции школьники вынуждены будут ходить не менее 15 дней. (С. Берлов)
4. В ряд стоят числа от 1 до 2012 в каком-то порядке. Можно менять местами два соседних числа тогда и только тогда, когда разность большего и меньшего из них не превосходит n. При каком наименьшем n эти числа несколькими такими обменами можно переставить в обратном порядке (независимо от того, как они располагались сначала)? (С. Берлов)
5. Дворец шаха представляет собой квадрат 8(8, разбитый на 64 комнаты 1(1. В каждой стене, отделяющей две комнаты 1(1 друг от друга, сделали дверь. Шах приказал своим слугам снести несколько стен (вместе с дверями в них), сделав все комнаты размера 1(2 или 2(1, при этом шах хочет, чтобы между любыми двумя комнатами существовал путь, проходящий не более чем по 7 дверям. Помогите слугам шаха это сделать. (А. Шаповалов)
6. По окружности расставлено 100 чисел. Оказалось, что каждое из этих чисел равно разности соседних (каждый раз из большего числа вычитают меньшее, либо число равно 0 и соседи равны). Докажите, что все числа равны нулю. (К. Савенков)
7. Докажите, что любое целое число, делящееся на 9, можно представить в виде разности двух чисел с одинаковой суммой цифр. (Жюри)
8. Есть две кучки: одна из 200 спичек, вторая из 50 спичек. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. За один ход можно взять либо одну спичку из любой кучки, либо половину всех спичек, если в ней четное число спичек. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто из них может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 6.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. Существует ли 5 натуральных чисел таких, что 10 их попарных разностей (каждый раз из большего числа вычитается меньшее) — это 1, 2, 3, …, 10 в некотором порядке? (С. Берлов)
2. Дано 100 карточек. На каждой надо написать две буквы. Две карточки называются похожими, если на них есть хотя бы одна общая буква. Можно ли написать буквы так, чтобы для каждой карточки было ровно 18 похожих? (С. Волчёнков)
3. В классе 30 учеников, у каждого из которых ровно 5 друзей. Каждый день один из школьников, у которого осталось не менее трёх друзей, идёт на лекцию об основах нравственности, после чего ссорится с какими-то троими своими друзьями, считая их недостаточно нравственными. Докажите, что им придется ходить на эти лекции не менее 15 дней. (С. Берлов)
4. В ряд стоят числа от 1 до 2012 в каком-то порядке. Можно менять местами два соседних числа тогда и только тогда, когда разность большего и меньшего из них не превосходит n. При каком наименьшем n эти числа несколькими такими обменами заведомо можно переставить в обратном порядке (независимо от того, как они располагались сначала)? (С. Берлов)
5. Дворец шаха представляет собой квадрат 8(8, разбитый на 64 комнаты 1(1. В каждой стене, отделяющей две комнаты 1(1 друг от друга, сделали дверь. Шах приказал своим слугам снести несколько стен (вместе с дверями в них), сделав все комнаты размера 1х2 или 2(1, при этом шах хочет, чтобы между любыми двумя комнатами существовал путь, проходящий не более чем по 7 дверям. Помогите слугам шаха это сделать. (А. Шаповалов)
6. По окружности расставлено 100 чисел. Оказалось, что каждое из этих чисел равно разности соседних (каждый раз из большего числа вычитают меньшее, либо число равно 0 и соседи равны). Докажите, что все числа равны нулю. (К. Савенков)
7. Докажите, что любое целое число, делящееся на 9, можно представить в виде разности двух чисел с одинаковой суммой цифр. (Жюри)
8. На столе лежат две кучи по 25 и 35 спичек. Петя и Вася играют в такую игру: за один ход можно выбрать одну кучу и взять из нее либо одну спичку, либо половину кучи, если в куче было четное число спичек. Первым ходит Петя, проигрывает тот, кто не имеет хода. Кто выиграет при правильной игре? (А. Шаповалов)
























_1416162658.unknown

_1416216353.unknown

_1416145945.unknown

