XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 2026.02.2015
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 21.02.2015
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА
1. В комнате находится 10 человек. Некоторые из них  рыцари (которые всегда говорят правду), а остальные  лжецы (которые всегда лгут). Какое наибольшее количество людей из этой комнаты могли произнести фразу: «В этой комнате лжецов больше, чем рыцарей»? (Каждый из находящихся в комнате знает про каждого из остальных, лжец он или рыцарь.) Не забудьте обосновать ответ. (С. Берлов)
2. Восемь волейбольных команд сыграли турнир на вылет – сначала четвертьфиналы, потом полуфиналы, потом финал. Игра в волейбол состоит из партий и идёт до тех пор, пока одна из команд не выиграет три партии. Оказалось, что нашлись две команды, каждая из которых выиграла ровно на 5 партий больше, чем проиграла. С каким счётом мог закончиться финал? (С. Волчёнков, С. Берлов)
3. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров? (С. Волчёнков, С. Берлов)
4. Обозначим через d(n) количество натуральных делителей числа n (включая 1 и само число n). Найдите все такие натуральные числа n, что d(n)+d(n+1) = 5. (Crux-2012)
5. Шестизначное число n назовём хорошим, если число, получаемое из него вычёркиванием последней цифры, ровно вдвое больше числа, получаемого вычёркиванием из n первой цифры. Найдите наибольшее хорошее число. (С. Берлов)
6. В стране 20 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами. Оказалось, что из каждого города выходит ровно 10 дорог. Страна распалась на две республики. В каждой из республик оказалось по 10 городов. Докажите, что в этих республиках поровну внутренних дорог (дорогу будем называть внутренней для республики, если она соединяет два города из этой республики). (ГУАС знает источник)
7. В парламенте Анчурии заседает 100 депутатов. Они организовали несколько комиссий. Оказалось, что в каждой комиссии менее 90 депутатов. Кроме того, если рассмотреть любые две комиссии, то каждый депутат войдёт хотя бы в одну из них. Какое наибольшее количество комиссий могло быть создано? (С. Берлов по мотивам классики)
8. Петя и Вася играют в игру: они по очереди (начинает Петя) закрашивают по одной клетке бесконечной клетчатой плоскости: Петя в синий, а Вася в красный цвета. Петя хочет, чтобы в какой-то момент на плоскости образовался синий квадрат 22 или синий прямоугольник 15. Докажите, что Вася сможет ему помешать. (С. Берлов)

XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 2026.02.2015
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 21.02.2015
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА
1. Восемь волейбольных команд сыграли турнир на вылет – сначала четвертьфиналы, потом полуфиналы, потом финал. Игра идёт до трёх побед. Оказалось, что нашлись две команды, каждая из которых выиграла ровно на 5 партий больше, чем проиграла. С каким счётом мог закончиться финал? (С. Волчёнков, С. Берлов)
2. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров? (С. Волчёнков, С. Берлов)
3. Яна написала на доске несколько последовательных простых чисел. Затем Аня для каждой пары написанных чисел нашла их сумму и уменьшила ее на 7. Все полученные в результате Аниных действий числа оказались не меньше наименьшего, но и не больше наибольшего из выписанных на доску Яной чисел. Какие числа Яна могла написать на доске? (Неверный перевод со словацкого; Czech, Slovensko, 2014, krajskeho kola kategorie B)
4. В прямоугольнике ABCD точка M  середина стороны AB, а N  точка пересечения биссектрисы угла ABC со стороной CD. Докажите, что отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда прямая AN является биссектрисой угла DAB. (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005, упрощение)
5. В стране 300 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами. Оказалось, что из каждого города выходит ровно 10 дорог. Страна распалась на две республики Иксия и Игрекия. В Иксии оказалось 200 городов, а в Игрекии  100 городов. Оказалось, что число дорог, соединяющих города Иксии, равно x, а дорог, соединяющих города Игрекии, равно y. Чему может быть равно xy? (По мотивам 8 класса)
6. Докажите, что при любых положительных x и y выполнено неравенство

. (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B; условие изменено)
7. Решите в натуральных числах уравнение (3x+4y)(25x+24y) = 72015. (Жюри 7-го класса по мотивам фольклора)
8. Петя и Вася по очереди (начинает Петя) закрашивают по одной клетке квадрата 10001000: Петя в синий, а Вася в красный цвета. Петя хочет, чтобы в какой-то момент на плоскости образовался синий квадрат 22 или синий прямоугольник 15. Сможет ли Вася ему помешать? (С. Берлов)

XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 2026.02.2015
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 21.02.2015
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА
1. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров? (С. Волчёнков, С. Берлов)
2. Найдите все положительные конечные десятичные дроби, большие 1/10, которые увеличиваются ровно в два раза при вычеркивании некоторой цифры из их десятичной записи. (С. Токарев)
3. В параллелограмме ABCD точка M  середина стороны AB, а N  точка пересечения биссектрисы угла ABC со стороной CD. Докажите, что отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда прямая AN является биссектрисой угла DAB. (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005)
4. В кружке занимаются 2n человек. Кружок называется однородным, если у каждого кружковца одно и то же количество друзей в кружке. Докажите, что кружок однороден тогда и только тогда, когда при любом его разбиении на две команды по n учеников количества пар друзей в командах равны. (К. Сухов и А. Антропов по мотивам задачи из Közepiskolai Matematikai Lapok, 2010, No 11))
5. Диагонали трапеции ABCD (AD || BC) пересекаются в точке M. На стороне DC отмечены точки K и L так, что CBK = DBK и CAL = DAL. Оказалось, что CK = DL. Докажите, что отрезки CM и MD равны. (Белоруссия, областной тур, 2013/14)
6. При каких нечётных p существуют такие целые m, n, что m64n3+3p = 0? (Фольклор)
7. В городе 2015 жителей, которые организовали n клубов. Оказалось, что для каждых двух клубов количество жителей, состоящих хотя бы в одном из них, не больше 2011. Однако для любых трёх клубов хотя бы в одном из них состоит каждый житель города. Найдите наибольшее возможное значение n. (Польша, отбор на ММО, 2009)
8. Последовательность x0, x1, … задана такими правилами: x0 = 0, xn = xn–1+(3k+1–1)/2, если n = 3k(3m+1) и xn = xn–1–(3k+1+1)/2, если n = 3k(3m+2) с целыми k и m. Докажите, что каждое целое число встречается в последовательности (xi) ровно один раз. (Иран, второй тур, 1998/99)
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Решения задач командной олимпиады 6 класса
Задача 1. В комнате находится 10 человек. Некоторые из них  рыцари (которые всегда говорят правду), а остальные  лжецы (которые всегда лгут). Какое наибольшее количество людей из этой комнаты могли произнести фразу: «В этой комнате лжецов больше, чем рыцарей»? (Каждый из находящихся в комнате знает про каждого из остальных, лжец он или рыцарь.) Не забудьте обосновать ответ.
Ответ. 5. Решение. Если лжецов в комнате действительно больше, чем рыцарей, фразу произносят рыцари, и их не больше четырёх. Если же лжецов не больше, чем рыцарей, фразу произносят лжецы, и их самое большее пятеро. Отсюда и получаем ответ.
Задача 2. Восемь волейбольных команд сыграли турнир на вылет – сначала четвертьфиналы, потом полуфиналы, потом финал. Игра в волейбол состоит из партий и идёт до тех пор, пока одна из команд не выиграет три партии. Оказалось, что нашлись две команды, каждая из которых выиграла ровно на 5 партий больше, чем проиграла. С каким счётом мог закончиться финал?
Ответ. 3:2. Решение. Команда, не вышедшая в финал, сыграла не больше двух матчей, причём один матч проиграла. Поэтому она выиграла не больше 5 партий, а проиграла не меньше 3 партий, и потому выиграла, самое большее, на 5 = 2 партии больше, чем проиграла. Значит, выиграли на 5 партий больше, чем проиграли, обе команды, вышедшие в финал. При этом та из них, которая проиграла финал, выиграла не больше 3+3+2 = 8 партий, а проиграла не меньше 3 партий. Значит, она выиграла ровно 8 партий, а проиграла ровно 3 партии, откуда и вытекает ответ.
Задача 3. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров?
Решение. Разобьем шары на две группы по 15. Протестировав одну из них, мы найдем группу, где не более 2 радиоактивных шаров. Разобьем ее на 3 группы по 5 шаров. Протестировав две из них, мы узнаем количество радиоактивных шаров в каждой из трех групп. Но в одной из них таких шаров нет, то есть мы обнаружили 5 чистых шаров.
Задача 4. Обозначим через d(n) количество натуральных делителей числа n (включая 1 и само число n). Найдите все такие натуральные числа n, что d(n)+d(n+1) = 5.
Ответ. n = 3 или n = 4. Решение. n = 1 не подходит: d(1)+d(2) = 3. При n, большем 1, каждое из чисел d(n) и d(n+1) не меньше 2. Поэтому одно из них равно 2, а другое равно 3. Ровно два делителя имеют простые числа, и только они, ровно три делителя  квадраты простых чисел, и только они (если у числа есть два различных простых делителя p и q, то у него есть хотя бы четыре делителя: 1, p, q и pq, а если какой-то простой делитель входит в разложение числа на простые сомножители хотя бы в кубе, то у этого числа также есть хотя бы четыре делителя: 1, p, p2 и p3). Так как одно из чисел n и n+1 чётно, либо простое число равно 2, либо квадрат простого числа равен 4, откуда и получаем два ответа.
Задача 5. Шестизначное число n назовём хорошим, если число, получаемое из него вычёркиванием последней цифры, ровно вдвое больше числа, получаемого вычёркиванием из n первой цифры. Найдите наибольшее хорошее число.



Ответ. 947368. Решение. Пусть хорошее число равно . Тогда 2= Допустим a = 9. Тогда b = 4, и a = 2b+1. Следовательно, число 2с двузначно и оканчивается на 4, то есть c = 7. Значит, с = 2d+1, откуда d = 3, число 2e двузначно и оканчивается на 2, то есть e = 6, а число 2f двузначно и оканчивается на 6, то есть f = 8.
Их проведённых рассуждений следует, что на 9 начинается ровно одно хорошее число. Очевидно, оно и есть наибольшее хорошее.
Задача 6. В стране 20 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами. Оказалось, что из каждого города выходит ровно 10 дорог. Страна распалась на две республики. В каждой из республик оказалось по 10 городов. Докажите, что в этих республиках поровну внутренних дорог (дорогу будем называть внутренней для республики, если она соединяет два города из этой республики).
Решение. Пусть первую республику со второй соединяют a дорог. Тогда сумма количеств дорог, выходящих из городов первой республики, равна 100a, и всего внутренних дорог в первой республике окажется (100a)/2, так как каждая из них учтена дважды. Аналогично показываем, что во второй республике также (100a)/2 внутренних дорог.
Задача 7. В парламенте Анчурии заседает 100 депутатов. Они организовали несколько комиссий. Оказалось, что в каждой комиссии менее 90 депутатов. Кроме того, если рассмотреть любые две комиссии, то каждый депутат войдёт хотя бы в одну из них. Какое наибольшее количество комиссий могло быть создано?
Ответ. 9. Решение. Для каждой комиссии создадим антикомиссию из всех не входящих в эту комиссию депутатов. В каждой антикомиссии не меньше 11 депутатов, и разные антикомиссии не пересекаются (иначе в две соответствующие комиссии входили бы не все депутаты). Поэтому антикомиссий, а, стало быть, и комиссий не больше 9. Пример на 9: нумеруем депутатов числами от 1 до 100, и в k-ую комиссию включаем всех, чей номер при делении на 9 даёт остаток, не равный k1 (k = 1, 2, …, 9).
Задача 8. Петя и Вася играют в игру: они по очереди (начинает Петя) закрашивают по одной клетке бесконечной клетчатой плоскости: Петя в синий, а Вася в красный цвета. Петя хочет, чтобы в какой-то момент на плоскости образовался синий квадрат 22 или синий прямоугольник 15. Докажите, что Вася сможет ему помешать.
Решение. Замостим клетчатую плоскость «доминошками» (прямоугольниками из двух клеток) «ёлочкой» (см. рис.). Легко видеть, что в каждом квадрате 22 и каждом прямоугольнике 15 окажется по целой доминошке из замощения. Поэтому если на плоскости не окажется доминошек из нашего замощения, целиком выкрашенных в синий цвет, Петя не достигнет своей цели. Чтобы добиться такой ситуации, Васе достаточно каждым ходом красить в свой цвет вторую клетку доминошки, в которой перед этим закрасил клетку Петя.
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Решения задач командной олимпиады 7 класса
Задача 1. Восемь волейбольных команд сыграли турнир на вылет – сначала четвертьфиналы, потом полуфиналы, потом финал. Игра идёт до трёх побед. Оказалось, что нашлись две команды, каждая из которых выиграла ровно на 5 партий больше, чем проиграла. С каким счётом мог закончиться финал?
Ответ. 3:2. Решение. Команда, не вышедшая в финал, сыграла не больше двух матчей, причём один матч проиграла. Поэтому она выиграла не больше 5 партий, а проиграла не меньше 3 партий, и потому выиграла, самое большее, на 5 = 2 партии больше, чем проиграла. Значит, выиграли на 5 партий больше, чем проиграли, обе команды, вышедшие в финал. При этом та из них, которая проиграла финал, выиграла не больше 3+3+2 = 8 партий, а проиграла не меньше 3 партий. Значит, она выиграла ровно 8 партий, а проиграла ровно 3 партии, откуда и вытекает ответ.
Задача 2. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров?
Решение. Разобьем шары на две группы по 15. Протестировав одну из них, мы найдем группу, где не более 2 радиоактивных шаров. Разобьем ее на 3 группы по 5 шаров. Протестировав две из них, мы узнаем количество радиоактивных шаров в каждой из трех групп. Но в одной из них таких шаров нет, то есть мы обнаружили 5 чистых шаров.
Задача 3. Яна написала на доске несколько последовательных простых чисел. Затем Аня для каждой пары написанных чисел нашла их сумму и уменьшила ее на 7. Все полученные в результате Аниных действий числа оказались не меньше наименьшего, но и не больше наибольшего из выписанных на доску Яной чисел. Какие числа Яна могла написать на доске?
Ответ. 5, 7 и 11 или 5 и 7 или 7 и 11. Решение. Пусть p  наибольшее, а q  любое другое из написанных чисел. Тогда p+q7  p, откуда q  7. Пусть r  наименьшее, а q  любое другое из написанных чисел. Тогда r  r+q7, откуда q  7. Таким образом, кроме наибольшего и наименьшего среди написанных может быть только число 7, и если написано больше двух чисел, то это числа 5, 7 и 11. Если же чисел ровно два, то наименьшее из них не больше, а наибольшее  не меньше 7, откуда следует, что среди них есть число 7. Это даёт два других ответа.
Задача 4. В прямоугольнике ABCD точка M  середина стороны AB, а N  точка пересечения биссектрисы угла ABC со стороной CD. Докажите, что отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда прямая AN является биссектрисой угла DAB.
Решение. Покажем, что оба данных в задаче условия равносильны равенству DC = 2AD. 1) Пусть K  точка пересечения биссектрисы угла BAD со стороной CD. Так как KAD = 45, прямоугольный треугольник ADK  равнобедренный, AD = KD. Аналогично BС = NC, откуда KD = NC. Точки K и N совпадают тогда и только тогда, когда DC = KD+NC = AD+BC = 2AD. 2) Так как BС = NC, отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда CM  биссектриса угла BCD, то есть тогда и только тогда, когда CB = BM = AB/2, что равносильно DC = AB = 2CB = 2AD.
Задача 5. В стране 300 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами. Оказалось, что из каждого города выходит ровно 10 дорог. Страна распалась на две республики Иксия и Игрекия. В Иксии оказалось 200 городов, а в Игрекии  100 городов. Оказалось, что число дорог, соединяющих города Иксии, равно x, а дорог, соединяющих города Игрекии, равно y. Чему может быть равно x‑y?
Ответ. 500. Решение. Пусть из Иксии в Игрекию ведёт z дорог. Тогда из городов Иксии в совокупности выходит 10200 = 2x+z дорог, а из городов Игрекии  10100 = 2y+z дорог (x и y умножаются на 2, так как каждая дорога, соединяющая города одной республики, считается тут дважды). Вычитая два полученных равенства и деля результат пополам, получаем ответ.

Задача 6. Докажите, что при любых положительных x и y выполнено неравенство.
Решение. Умножив обе части данного неравенства на 2(xy)2, получим равносильное неравенство 2xy(x+y)2  2(x2+y2)2. Из неравенства 0  (xy)2 = x22xy+y2 получаем, что x2+y2  2xy. Теперь достаточно доказать, что 2(x2+y2)  (x+y)2. Посте раскрытия скобок в правой части это неравенство приводится к доказанному выше неравенству x2+y2  2xy.
Задача 7. Решите в натуральных числах уравнение (3x+4y)(25x+24y) = 72015.
Ответ. x = y = 71006. Решение. Так как число 7  простое, 3x+4y = 7k, 25x+24y = 72015k для некоторого натурального k. Вычитая из второго уравнения ушестеренное первое и деля на 7, получаем x = 72014k67k1. Подставляя полученный результат в первое уравнение, находим, что y = (257k1372014k)/4. Так как числа x и y положительны, имеем 72014k > 67k1, откуда 2014k > k1  k < 1008 и (25/21)7k72014k > 0, откуда k  2014k  k  1007. Так как 1007  k < 1008, k = 1007, откуда без труда получаем x = y = 71006. Проверка показывает, что найденные x и y действительно удовлетворяют уравнению.
Задача 8. Петя и Вася по очереди (начинает Петя) закрашивают по одной клетке квадрата 10001000: Петя в синий, а Вася в красный цвета. Петя хочет, чтобы в какой-то момент на плоскости образовался синий квадрат 22 или синий прямоугольник 15. Сможет ли Вася ему помешать?
[bookmark: _GoBack]Ответ. Сможет. Решение. Замостим клетчатую плоскость «доминошками» (прямоугольниками из двух клеток) «ёлочкой» (см. рис.). Легко видеть, что в каждом квадрате 22 и каждом прямоугольнике 15 окажется по целой доминошке из замощения. Поэтому если в квадрате 10001000 не окажется доминошек из нашего замощения, целиком выкрашенных в синий цвет, Петя не достигнет своей цели. Покажем, что Вася сможет добиться такой ситуации. Назовём открывающим ход, которым красится клетка в доминошке, целиком лежащей в квадрате 10001000, где до того обе клетки были незакрашенными. Стратегия Васи такова: если предыдущий ход Пети был открывающим  красить вторую клетку в той же доминошке, а если нет  красить любую ещё не закрашенную клетку. 

XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 2026.02.2015
Решения задач командной олимпиады 8 класса
Задача 1. Есть 30 шаров, среди которых 5 радиоактивны. Имеется тестер, в который за один тест можно положить любое число шаров, после чего тестер сообщит, сколько среди положенных шаров радиоактивны. Как не более чем за 3 теста найти 5 нерадиоактивных шаров?
Решение. Разобьем шары на две группы по 15. Протестировав одну из них, мы найдем группу, где не более двух радиоактивных шаров. Разобьем ее на три группы по 5 шаров. Протестировав две из них, мы узнаем количество радиоактивных шаров в каждой из трех групп. Но в одной из них таких шаров нет, то есть мы обнаружили 5 чистых шаров.
Задача 2. Найдите все положительные конечные десятичные дроби, большие 1/10, которые увеличиваются ровно в два раза при вычеркивании некоторой цифры из их десятичной записи.
Ответ. 0,125; 0,25; 0,375. Решение. Ясно, что целая часть искомой дроби равна нулю (в противном случае при вычеркивании цифры из целой части число уменьшится, а при вычеркивании цифры из дробной части не увеличится вдвое). Также ясно, что вычеркиваться должна именно первая значащая цифра (удвоенное число не может сохранить первую значащую цифру исходного). Итак, осталось рассмотреть дробь 0,aa1…an. Обозначим x = 0,a1…an. По условию 2(a+x) = 10x, откуда x = a/4. Так как x < 1, то a может равняться 1, 2 или 3, соответственно, x = 0,25, 0,5 или 0,75.
Задача 3. В параллелограмме ABCD точка M  середина стороны AB, а N  точка пересечения биссектрисы угла ABC со стороной CD. Докажите, что отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда прямая AN является биссектрисой угла DAB.
Решение. Покажем, что оба данных в задаче условия равносильны равенству DC = 2AD. 1) Пусть K  точка пересечения биссектрисы угла BAD со стороной CD. Так как KAD = KAB = AKD, в треугольнике ADK AD = KD. Аналогично BС = NC, откуда KD = NC. Точки K и N совпадают тогда и только тогда, когда DC = KD+NC = AD+BC = 2AD. 2) Так как BС = NC, отрезки CM и BN перпендикулярны тогда и только тогда, когда CM  биссектриса угла BCD, то есть тогда и только тогда, когда CB = BM = AB/2, что равносильно DC = AB = 2CB = 2AD.
Задача 4. В кружке занимаются 2n человек. Кружок называется однородным, если у каждого кружковца одно и то же количество друзей в кружке. Докажите, что кружок однороден тогда и только тогда, когда при любом его разбиении на две команды по n учеников количества пар друзей в командах равны.
Решение. Рассмотрим граф знакомств. Разделим вершины на две равные группы A и B. Пусть SA (SB)  сумма степеней вершин, входящих в A (B), а R  количество знакомств между учениками из A и B. Тогда количество знакомств NA внутри A равно (SA–R)/2. 1) Пусть у всех одинаковое число друзей. Тогда при разбиении на равные группы A и B, SA = SB, следовательно, NA = NB. 2) Пусть не у всех одинаковое число друзей. Составим А из n вершин с наименьшими степенями. Тогда SA < SB, и, следовательно, NA < NB.
Задача 5. Диагонали трапеции ABCD (AD || BC) пересекаются в точке M. На стороне DC отмечены точки K и L так, что CBK = DBK и CAL = DAL. Оказалось, что CK = DL. Докажите, что отрезки CM и MD равны.
Решение. По свойству биссектрисы BC/BD = CK/KD = DL/CL = AD/AC (*). Из подобия треугольников AMD и CMB AD/BC = AM/CM = DM/BM. Из последнего равенства следует, что BM/BD = CM/AC, поэтому равенство (*) можно записать в виде BC/BM = AD/CM. 
Следовательно, BC/AD = BM/CM = (BM/DM)(DM/CM) = (BC/AD)(DM/CM), откуда DM/CM = 1.
Задача 6. При каких нечётных p существуют такие целые m, n, что m64n3+3p = 0?
Ответ. При p = 6k+1. Решение. Для p = 6k+1 подходят m = 3k, n = 32k. Рассмотрим наименьшее p вида 6k+3, при котором уравнение имеет решение (m, n) в целых числах. Заметим, что если число не кратно 3, то его куб дает остаток 1 при делении на 9. Поскольку 14 не кратно 9, то одно из чисел m, n (а, значит, и второе) кратно 3. После замены m = 3u, n = 3v и сокращения на 27, получим 27u6–4v3+3p–3 = 0. Если p > 3, то v кратно 3, и после замены v = 3w, получим u6–4w3+3p–6 = 0, что противоречит выбору p. Если же p = 3, то 4v3–1 кратно 27, что невозможно. Итак, p не может равняться 6k+3. Аналогично доказывается, что p не может равняться 6k+5 (тут всегда p > 3, и противоречие получается быстрее).
Задача 7. В городе 2015 жителей, которые организовали n клубов. Оказалось, что для каждых двух клубов количество жителей, состоящих хотя бы в одном из них, не больше 2011. Однако для любых трёх клубов хотя бы в одном из них состоит каждый житель города. Найдите наибольшее возможное значение n.


Ответ. 32. Решение. Оценка. По первому условию для каждых двух клубов A и B найдутся 4 человека, которые в этих клубах не состоят. Но по второму условию эти 4 человека состоят во всех оставшихся клубах. Отсюда следует, что четверки, соответствующие разным парам клубов, не пересекаются. Отсюда , то есть n  32. Пример. Выделим среди жителей города  непересекающихся четверок. Каждой из них поставим в соответствие пару клубов, в которых жители, входящие в неё, они не состоят, так, чтобы каждой паре клубов соответствовала какая-то четверка. Остальные (не входящие в четверки) жители состоят во всех клубах.
Задача 8. Последовательность x0, x1, … задана такими правилами: x0 = 0, xn = xn–1+(3k+1–1)/2, если n = 3k(3m+1) и xn = xn–1–(3k+1+1)/2, если n = 3k(3m+2) с целыми k и m. Докажите, что каждое целое число встречается в последовательности (xi) ровно один раз.
Решение. Заметим, что x3k+1 = x3k+1, x3k+2 = x3k+1–2 = x3k–1. В частности, x1 =1, x2 = –1. Докажем по индукции, что x3n = 3xn. База (n = 1) очевидна.
Шаг индукции. Пусть n = 3k(3m+1), тогда 3n = 3k+1(3m+1). Имеем 
x3n = x3n–1+(3k+2–1)/2 = x3n–3–1+(3k+2–1)/2 = 3xn–1+(3k+2–3)/2 = 3(xn–1+(3k+1–3)/2) = 3xn.
Аналогично разбирается случай n = 3k(3m+2).
Заметим теперь, что первые три члена последовательности заполняют отрезок [–1, 1]. Утраивая эти числа, прибавляя к результатам и вычитая из них по 1, получаем, что первые 9 членов заполняют отрезок [–4, 4]. Далее заполняем отрезки [–13, 13], [–40, 40] и т.д.
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