XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Докажите, что для бесконечно многих пар (a, b) натуральных чисел a  b, a, b > 1 и aa+b кратно bb+a. (Польша, отбор на ММО, 2009)
2. Периметр выпуклого четырёхугольника P окрашен в красный цвет. Требуется разрезать P на 4 многоугольника и сложить из них многоугольник, равный P, но не имеющий красных отрезков на границе (красные точки допускаются). Всегда ли это можно сделать? (Mathoverflow)
3. Даны положительные числа x, y, z. Докажите неравенство

, 

где . (Чехия и Словакия, 2014, заочный тур, категория A)
4. В стране 36 городов. Каждые два из них соединены (двусторонним) рейсом одной из пяти авиакомпаний. Упорядоченную тройку городов A, B, C назовём правильной, если между A и B и между B и C летает одна и та же авиакомпания. Какое наименьшее количество правильных троек городов может быть в этой стране? (Турция, второй этап, 2014)
5. По точкам плоскости с целыми координатами прыгает блоха. Может ли оказаться, что блоха посетит каждую точку с целыми координатами ровно один раз, а длины всех её прыжков — целые и различные? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2015, No 1)
6. В ящике лежат игрушечные котики. Голова каждого котика покрашена в один из 2015 цветов. Хвост каждого котика тоже покрашен в один из этих 2015 цветов — возможно, в тот же, что и голова, а возможно, и в другой. Набор из 2015 котиков называется правильным, если все их головы разного цвета и все хвосты тоже разного цвета. Известно, что в ящике можно выбрать правильный набор котиков более чем одним способом. Докажите, что можно оставить в ящике несколько котиков (возможно, всех) так, что из них правильный набор удастся выбрать ровно двумя способами. (Украина, 2011)
7. Через вершину X прямого угла прямоугольного треугольника XYZ проводится переменная прямая d. Точки U и V — проекции на d точек Y и Z соответственно. Перпендикуляр к XY, проведенный через точку U, и перпендикуляр к XZ, проведённый через точку V, пересекаются в точке W. Найдите геометрическое место точек W. (Фольклор)
8. Найдите все натуральные k и m такие, что (1+2+…+n)k = 1m+2m+…+nm при всех натуральных n. (Фольклор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Сколько существует натуральных чисел вида , которые кратны 18769? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2010, No 11)
2. Периметр выпуклого четырёхугольника P окрашен в красный цвет. Требуется разрезать P на 4 многоугольника и сложить из них многоугольник, равный P, но не имеющий красных отрезков на границе (красные точки допускаются). Всегда ли это можно сделать? (Mathoverflow)
3. Даны положительные числа x, y, z. Докажите неравенство

, 

где . (Чехия и Словакия, 2014, заочный тур, категория A)
4. В стране 36 городов. Каждые два из них соединены (двусторонним) рейсом одной из пяти авиакомпаний. Упорядоченную тройку городов A, B, C назовём правильной, если между A и B и между B и C летает одна и та же авиакомпания. Какое наименьшее количество правильных троек городов может быть в этой стране? (Турция, второй этап, 2014)
5. По точкам плоскости с целыми координатами прыгает блоха. Может ли оказаться, что блоха посетит каждую точку с целыми координатами ровно один раз, а длины всех её прыжков — целые и различные? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2015, No 1)
6. На 99 картах написали числа от 1 до 99 (каждое число написано ровно на одной карте). Карты положили на стол числами вниз в каком-то порядке. Вася может выбрать любое простое число p < 99 и указать любой набор из p карт. После этого Васе сообщают, делится ли сумма указанных чисел на p. Как Васе точно определить хотя бы одно из чисел, написанных на картах? (Аргентина, 2013, упрощение)
7. Через вершину X прямого угла прямоугольного треугольника XYZ проводится переменная прямая d. Точки U и V — проекции на d точек Y и Z соответственно. Перпендикуляр к XY, проведенный через точку U, и перпендикуляр к XZ, проведённый через точку V, пересекаются в точке W. Найдите геометрическое место точек W. (Фольклор)
8. Найдите все натуральные k и m такие, что (1+2+…+n)k = 1m+2m+…+nm при всех натуральных n. (Фольклор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Сколько существует натуральных чисел вида , которые кратны 18769? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2010, No 11)
2. Периметр треугольника P окрашен в красный цвет. Требуется разрезать P на 4 многоугольника и сложить из них многоугольник, равный P, но не имеющий красных отрезков на границе (красные точки допускаются). Всегда ли это можно сделать? (Mathoverflow)
3. Положительные числа x и y удовлетворяют условию y(y+1)  (x+1)2. Докажите неравенство y(y–1)  x2. (Putnam, 1988)
4. Клетки доски 100100 покрашены в желтый и зеленый цвета так, что никакие три последовательные клетки в любой строке, столбце и на диагонали не могут быть одного цвета. Докажите, что в любом квадрате 33 ровно две угловые клетки — желтые. (Pan African MO 2013 Q5)
5. На клетчатой плоскости отмечены 4n2 узлов, образующие квадрат размером (2n–1)(2n–1). Аня и Боря по очереди красят по одному узлу в красный цвет так, чтобы после каждого хода, начиная с третьего, все красные узлы были вершинами выпуклого многоугольника. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 1993, No 1)
6. На 99 картах написали числа от 1 до 99 (каждое число написано ровно на одной карте). Карты положили на стол числами вниз в каком-то порядке. Вася может выбрать любое простое число p < 99 и указать любой набор из p карт. После этого Васе сообщают, делится ли сумма указанных чисел на p. Как Васе точно определить хотя бы одно из чисел, написанных на картах? (Аргентина, 2013, упрощение)
7. Через вершину X прямого угла прямоугольного треугольника XYZ проводится переменная прямая d. Точки U и V — проекции на d точек Y и Z соответственно. Перпендикуляр к XY, проведенный через точку U, и перпендикуляр к XZ, проведённый через точку V, пересекаются в точке W. Найдите геометрическое место точек W. (Фольклор)
8. Найдите все натуральные k и m такие, что 1m+2m+3m = 6k. (А.Голованов по мотивам фольклора)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. На закрытии турнира девушка-яблонька и 100 девушек-яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 49 яблочек вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими-то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
2. Простые числа p, q и r удовлетворяют соотношению p+q+1 = r2. Докажите, что pq+34 — составное. (Окружно такмиченье из математике 31.01.2015. Други разред – Б категориjа)
3. Петя пишет на доске 1000 натуральных чисел. Вася может после этого многократно проделывать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их разность или произведение. Так Вася делает до тех пор, пока не останется одно число. Докажите, что Вася может действовать так, что оставшееся число будет делиться на 23000. (С. Волчёнков, С. Берлов, Д. Белов по мотивам задачи И. Богданова и О. Подлипского)
4. На 99 картах написали числа от 1 до 99 (каждое число написано ровно на одной карте). Карты положили на стол числами вниз в каком-то порядке. Вася может выбрать любое простое число p < 99 и указать любой набор из p карт. После этого Васе сообщают, делится ли сумма указанных чисел на p. Как Васе точно определить хотя бы одно из чисел, написанных на картах? (Аргентина, 2013, упрощение)
5. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 999. Петя и Вася играют, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть пять чисел с суммой 2500. Кто не может сделать ход, проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
[bookmark: _GoBack]6. В ящике лежат игрушечные котики. Голова каждого котика покрашена в один из 2015 цветов. Хвост каждого котика тоже покрашен в один из этих 2015 цветов — возможно, в тот же, что и голова, а возможно, и в другой. Набор из 2015 котиков называется правильным, если все их головы разного цвета и все хвосты тоже разного цвета. Известно, что в ящике можно выбрать правильный набор котиков более чем одним способом. Докажите, что можно оставить в ящике несколько котиков (возможно, всех) так, что из них правильный набор удастся выбрать ровно двумя способами. (Украина, 2011)
7. Положительные числа x и y удовлетворяют условию y(y+1)  (x+1)2. Докажите неравенство y(y–1)  x2. (Putnam, 1988)
8. На боковой стороне AB равнобедренного треугольника ABC (AB = BC) выбраны точки D и E, а на отрезке CE — точка F так, что ACD = BCE = ABF = BAC–ABC. Оказалось, что BFD = BAC. Докажите, что AF = BE. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА
1. На закрытии турнира девушка–яблонька и 99 девушек–яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 49 яблочек вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими–то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
2. Простые числа p, q и r удовлетворяют соотношению p+q+1 = r2. Докажите, что pq+34 — составное. (Окружно такмиченье из математике 31.01.2015. Други разред – Б категориjа)
3. Петя пишет на доске 1000 натуральных чисел. Вася может после этого многократно проделывать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их разность или произведение. Так Вася делает до тех пор, пока не останется одно число. Докажите, что Вася может действовать так, что оставшееся число будет делиться на 22000. (С. Волчёнков, С. Берлов, Д. Белов по мотивам задачи И. Богданова и О. Подлипского)
4. Вова хочет покрасить каждое натуральное число в какой-нибудь цвет таким образом, чтобы любые два числа, разность которых — простое число, были покрашены в разные цвета. Каким наименьшим количеством цветов может обойтись Вова? (Saudi Arabia, BMO TST, 2014)
5. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 100. Петя и Вася играют, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть восемь чисел с суммой 404. Кто не может сделать ход, проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
6. Клетки доски 100100 покрашены в желтый и зеленый цвета так, что никакие три последовательные клетки в любой строке, столбце и на диагонали не могут быть одного цвета. Докажите, что в любом квадрате 33 ровно две угловые клетки — желтые. (Pan African MO 2013 Q5)
7. Положительные числа x и y удовлетворяют условию y(y+2)  (x+2)2. Докажите неравенство y(y–2)  x2. (Putnam, 1988, косметическое упрощение)
8. На боковой стороне AB равнобедренного треугольника ABC (AB = BC) ыбрана такая точка D, что ACD = 30. А внутри треугольника ABC выбрана такая E, что CBE = 10 и BED = 70. Найдите BAE, если известно, что ABC = 40. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА
1. На закрытии турнира девушка–яблонька и 9 девушек–яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 4 яблочка вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими–то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
2. В Сумбулистане в ходу только два вида монет — достоинством в 11 тугриков и достоинством в 12 тугриков. Однажды в Сумбулистане 11 грабителей взломали сейф и похитили 594000 тугриков, но им не удалось разделить деньги поровну. Докажите, что все похищенные монетки — одного типа. (Germany Team Selection Test, 2014, упрощение)
3. Петя пишет на доске 100 натуральных чисел. Вася может после этого многократно проделывать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их разность или произведение. Так Вася делает до тех пор, пока не останется одно число. Докажите, что Вася может действовать так, что оставшееся число будет делиться на 2150. (С. Волчёнков, С. Берлов, Д. Белов по мотивам задачи И. Богданова и О. Подлипского)
4. Вова хочет покрасить каждое натуральное число от 1 до 1000 в какой-нибудь цвет таким образом, чтобы любые два числа, разность которых — простое число, были покрашены в разные цвета. Каким наименьшим количеством цветов может обойтись Вова?  (Saudi Arabia, BMO TST, 2014)
5. На доске написаны числа 12, 13, 14, …, 210. Петя и Вася играют, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть три числа с суммой 333. Кто не может сделать ход, проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
6. Клетки доски 100100 покрашены в желтый и зеленый цвета так, что никакие три последовательные клетки в любой строке, столбце и на диагонали не могут быть одного цвета. Докажите, что в любом квадрате 33 ровно две угловые клетки — желтые. (Pan African MO 2013 Q5)
7. 18–значное число возрастает при перестановке любой пары его соседних цифр, кроме, быть может, одной пары. Сколько всего таких чисел? (С. Берлов)
8. На боковой стороне AB равнобедренного треугольника ABC (AB = BC) выбрана такая точка D, что ACD = 30. А внутри треугольника ABC выбрана такая E, что CBE = 10 и BED = 70. Найдите BAE, если известно, что ABC = 40. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Из 27 кубиков составлен куб 333. Пронумеруйте кубики числами от 1 до 27 так, чтобы в любом ряду из трёх кубиков, параллельном одному из рёбер куба, номер одного из крайних кубиков равнялся полусумме номеров двух других кубиков. (Жюри)
2. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 100. Петя и Вася играют в игру, ходят по очереди, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть восемь чисел с суммой 404. Кто не может сделать ход, тот проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
3. В Сумбулистане в ходу только два вида монет —– достоинством в 11 тугриков и достоинством в 12 тугриков. Однажды в Сумбулистане 11 грабителей взломали сейф и похитили 594000 тугриков, но им не удалось разделить деньги поровну. Сколько монеток по 12 тугриков могло быть похищено? (Germany Team Selection Test, 2014)
4. Петя пишет на доске 1000 натуральных чисел. Вася может после этого многократно проделывать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их разность или произведение. Так Вася делает до тех пор, пока не останется одно число. Докажите, что Вася может действовать так, что оставшееся число будет делиться на 23000. (С. Волчёнков, С. Берлов, Д. Белов по мотивам задачи И. Богданова и О. Подлипского)
5. Каждая клетка квадрата 100100 окрашена в один из трёх цветов, причём все клетки на границе квадрата окрашены в красный цвет. Квадратик 22 называется хорошим, если он содержит клетки всех трёх цветов, а также две соседние по стороне одноцветные клетки. Может ли среди всех квадратов 22 быть ровно 2015 хороших? (Индия TST–2001, переформулировка)
6. На закрытии турнира девушка-яблонька и 100 девушек-яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 49 яблочек вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими-то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
7. В классе 30 учеников. Оказалось, что любые двое учеников из этого класса имеют хотя бы двух общих знакомых одноклассников. Докажите, что в этом классе есть ученик, имеющий не менее 9 знакомых одноклассников. (С. Берлов) 
8. На 99 картах написали числа от 1 до 99 (каждое число написано ровно на одной карте). Карты положили на стол числами вниз в каком-то порядке. Вася может выбрать любое простое число p < 99 и указать любой набор из p карт. После этого Васе сообщают, делится ли сумма указанных чисел на p. Как Васе точно определить хотя бы одно из чисел, написанных на картах? (Аргентина, 2013, упрощение)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА
1. Из 27 кубиков составлен куб 333. Пронумеруйте кубики числами от 1 до 27 так, чтобы в любом ряду из трёх кубиков, параллельном одному из рёбер куба, номер одного из крайних кубиков равнялся полусумме номеров двух других кубиков. (Жюри)
2. В Сумбулистане в ходу только два вида монет — достоинством в 11 тугриков и достоинством в 12 тугриков. Однажды в Сумбулистане 11 грабителей взломали сейф и похитили 594000 тугриков, но им не удалось разделить деньги поровну. Докажите, что все похищенные монетки — одного типа. (Germany Team Selection Test, 2014, упрощение)
3. Петя пишет на доске 100 натуральных чисел. Вася может после этого многократно проделывать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их разность или произведение. Так Вася делает до тех пор, пока не останется одно число. Докажите, что Вася может действовать так, что оставшееся число будет делиться на 2200. (С. Волчёнков, С. Берлов, Д. Белов по мотивам задачи И. Богданова и О. Подлипского)
4. Клетки доски 100100 покрашены в желтый и зеленый цвета так, что никакие три последовательные клетки в любой строке, столбце и на диагонали не могут быть одного цвета. Докажите, что в любом квадрате 33 ровно две угловые клетки — желтые. (Pan African MO 2013 Q5)
5. 18–значное число возрастает при перестановке любой пары его соседних цифр, кроме, быть может, одной пары. Сколько всего таких чисел? (С. Берлов)
6. На доске написаны числа 12, 13, 14, …, 210. Петя и Вася играют, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть три числа с суммой 333. Кто не может сделать ход, проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
7. На закрытии турнира девушка–яблонька и 99 девушек–яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 49 яблочек вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими–то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
8. В классе 30 учеников. Оказалось, что любые двое учеников из этого класса имеют хотя бы двух общих знакомых одноклассников. Докажите, что в этом классе есть ученик, имеющий не менее 9 знакомых одноклассников. (С. Берлов)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 26.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА
1. Из 27 кубиков составлен куб 333. Пронумеруйте кубики числами от 1 до 27 так, чтобы в любом ряду из трёх кубиков, параллельном одному из рёбер куба, номер одного из крайних кубиков равнялся полусумме номеров двух других кубиков. (Жюри)
2. В Сумбулистане в ходу только два вида монет — достоинством в 11 тугриков и достоинством в 12 тугриков. Однажды в Сумбулистане 11 грабителей взломали сейф и похитили 594000 тугриков, но им не удалось разделить деньги поровну. Докажите, что все похищенные монетки — одного типа. (Germany Team Selection Test, 2014, упрощение)
3. Петя пишет на доске три натуральных числа. Вася может после этого дважды проделать следующую операцию: брать два написанных числа, стирать их, а вместо этого записывать на доску их сумму, разность или произведение. Вася хочет, чтобы оставшееся число делилось на возможно большую степень двойки. Какой результат он может гарантированно получить? (С. Волчёнков)
4. Клетки бесконечной клетчатой доски покрашены в желтый и зеленый цвета так, что  никакие три последовательные клетки в любой строке, столбце и на диагонали не могут быть одного цвета. Докажите, что в любом клетчатом квадрате 33 ровно две угловые клетки — желтые. (Pan African MO 2013 Q5)
5. 19–значное число возрастает при перестановке любой пары его соседних цифр, кроме, быть может, одной пары. Сколько всего таких чисел? (С. Берлов)
6. На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 99. Петя и Вася играют, начинает Петя. Каждым ходом надо стереть три числа с суммой 150. Кто не может сделать ход, проиграл. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
7. На закрытии турнира девушка–яблонька и 9 девушек–яблочек хотят как можно дольше развлекать зрителей. Изначально 4 яблочка вращаются против часовой стрелки, а все остальные, включая яблоньку, вращаются по часовой стрелке. Каждую минуту яблонька сталкивается с какими–то двумя яблочками, и все три начинают вращаться в противоположную сторону. Танец заканчивается, как только повторилось количество девушек, вращающихся по часовой стрелке. Как долго будет длиться танец? (Д. Белов)
8. Назовём дружным треугольником троих людей, попарно дружащих друг с другом. В классе среди любых четырёх учеников есть дружный треугольник. Докажите, что одного ученика можно исключить таким образом, чтобы среди оставшихся любые трое образовывали дружный треугольник. (Фольклор)
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