XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 26.11.2016
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА
1. На доске написана дробь a/b с натуральными числителем и знаменателем. Вася умножил числитель этой дроби на 2016. Какое натуральное число Петя должен прибавить к знаменателю, чтобы в итоге получилась дробь, вдвое большая, чем a/b? (С. Берлов)
2. Фигура «антиферзь» бьёт на шахматной доске ровно те поля, которые не бьёт обычный ферзь, стоящий на таком же месте на пустой доске, а также бьёт поле, на котором стоит. Каким наименьшим числом антиферзей можно побить все поля шахматной доски 88? (С. Берлов)
3. На окружности отмечено чёрным 50 точек, делящих окружность на равные дуги. Петя и Вася играют в игру: они по очереди делают ходы, начинает Петя. За один ход можно перекрасить в красный цвет либо пару соседних точек (если они обе чёрные), либо пару диаметрально противоположных точек (если они обе чёрные), либо любую одну чёрную точку. Выигрывает тот из мальчиков, после хода которого все отмеченные точки станут красными. Кто из мальчиков может выиграть, независимо от игры соперника? (С. Берлов, Д. Ширяев)
4. Найдите какое-нибудь натуральное число такое, что у него найдутся 3 различных натуральных делителя, заканчивающихся на одну и ту же ненулевую цифру, сумма которых составляет ровно 2/3 от самого числа. (С. Берлов)
5. За круглым столом сидят 30 представителей двух племён: племени рыцарей, которые всегда говорят правду, и племени лжецов, которые всегда лгут. Пятнадцать человек из сидящих сказали: «Мои соседи справа и слева — представители разных племён», а остальные пятнадцать: «Мои соседи справа и слева — представители одного и того же племени». Могло ли среди сидящих быть ровно 10 рыцарей? (С. Берлов)
6. Даны натуральные числа x, y и z. Известно, что x3y5z6  седьмая степень некоторого натурального числа. Докажите, что x5y6z3  также седьмая степень некоторого натурального числа. (2016 Latvijas 66 matemātikas olimpīades, 12 klase)
7. Квадрат разбит на 2016 прямоугольников со сторонами, параллельными его сторонам и меньшими стороны квадрата. Назовем узлом точку, являющуюся вершиной хотя бы одного прямоугольника разбиения. Какое наименьшее количество узлов может лежать строго внутри исходного квадрата? (Китай, 2016, downgrade)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 26.11.2016
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА
1. На доске написана дробь a/b с натуральными числителем и знаменателем. Вася умножил числитель этой дроби на 2016. Докажите, что Петя может прибавить к знаменателю такое натуральное число, чтобы в итоге получилась дробь, вдвое большая, чем a/b. (С. Берлов)
2. Можно ли разбить числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на две группы таким образом, что суммы чисел в этих группах были одинаковы и суммы квадратов чисел в этих группах также были одинаковы? (2016 Latvijas 66 matemātikas olimpīades, 8 klase)
3. За круглым столом сидят 30 представителей двух племён: племени рыцарей, которые всегда говорят правду, и племени лжецов, которые всегда лгут. Пятнадцать человек из сидящих сказали: «Мои соседи справа и слева — представители разных племён», а остальные пятнадцать: «Мои соседи справа и слева — представители одного и того же племени». Могло ли среди сидящих быть ровно 10 рыцарей? (С. Берлов)
4. Вне равностороннего треугольника ABC отмечены точки S и T такие, что SAB = TCA = 45 и SBA = TAC = 15. Найдите угол AST. (А.В. Антропов)
5. Положительные числа a, b, x, y удовлетворяют неравенству ab  ax+by. Докажите, что x+y не превосходит наибольшего из чисел a и b. (LXI Белорусская математическая олимпиада школьников, 8 класс)
6. Даны натуральные числа x, y и z. Известно, что x3y5z6  седьмая степень некоторого натурального числа. Докажите, что x5y6z3  также седьмая степень некоторого натурального числа. (2016 Latvijas 66 matemātikas olimpīades, 12 klase)
7. На окружности отмечено чёрным 2n точек, делящих окружность на равные дуги. Петя и Вася играют в игру: они по очереди делают ходы, начинает Петя. За один ход можно перекрасить в красный цвет либо одну черную точку, либо пару диаметрально противоположных точек (если они обе чёрные). Кто не может сделать ход  проиграл. При каких n Петя может выиграть, независимо от игры Васи? (С.Берлов, Д.Ширяев, Д.Карпов)

8. У натурального числа n выписали четыре различных делителя, меньших n, оканчивающихся на одну и ту же ненулевую цифру. Докажите, что их сумма меньше, чем . (С.Берлов, Д.Карпов)
9. Прямоугольник разбит на 2016 прямоугольничков со сторонами, параллельными его сторонам. Узлы  это вершины этих прямоугольничков. Отрезок, лежащий на стороне некоторого прямоугольничка, назовём базисным, если его концы являются узлами и на нем нет других узлов. Какое наибольшее количество базисных отрезков может получиться при разбиении прямоугольника? (Китай, 2016)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 26.11.2016
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА
1. Существуют ли три рациональных числа таких, что ни одно из них не целое, а все три их попарных произведения  целые? (Жюри)
2. Охотник шёл домой с охоты, а с ним шли три собаки. Когда охотник вышел на опушку леса, собаки увидели дом, побежали к дому, а добежав до него, вернулись к охотнику. Барбос бежал в четыре раза быстрее Жучки и вернулся в три раза быстрее. Во сколько раз быстрее Жучки вернулась Стрелка, если её скорость в восемь раз больше скорости Жучки? (Л.М. Самойлов)
3. Вне равностороннего треугольника ABC отмечены точки S и T такие, что SAB = TCA = 45 и SBA = TAC = 15. Докажите, что ST  AB. (А.В. Антропов)
4. Проснувшись утром, Александр Сергеевич обнаружил, что его возраст теперь равен сумме двух степеней двойки с различными целыми неотрицательными показателями. Попив кофе и проснувшись совсем, он понял, что в следующий раз такое случится только через 17 лет… Сколько лет Александру Сергеевичу? (Степени двойки с целыми неотрицательными показателями  это числа 1, 2, 4, 8, 16, …). (А.С. Голованов)
5. Огород имеет вид клетчатого квадрата 88, ориентированного с севера на юг и с востока на запад. В некоторые клетки садовник хочет посадить хрен. Как известно, хрен отбрасывает хрено-тени на север, запад и восток (на клетки, соседние по стороне). Хрен  растение светолюбивое, и если на хрен падают хотя бы три хрено-тени, то он погибает. Какое наибольшее число хренов может вырастить садовник? (Олимпиада стран Центральной Европы, 2016)

6. Докажите, что существует натуральное число n, имеющее больше 2016 делителей d, удовлетворяющих условию . (Польша, 1 тур, 2016/17)
7. Точка D  основание биссектрисы AD треугольника ABC. Известно, что AB+AD = CD и AC+AD = BC. Найдите углы треугольника ABC. (Иран, 2002)
8. Прямоугольник разбит на 2016 прямоугольничков со сторонами, параллельными его сторонам. Узлы  это вершины этих прямоугольничков. Отрезок, лежащий на стороне некоторого прямоугольничка, назовём базисным, если его концы являются узлами и на нем нет других узлов. Какое наименьшее количество базисных отрезков может получиться при разбиении прямоугольника? (Китай, 2016)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
Решения задач командной олимпиады 6 класса
Задача 1. На доске написана дробь a/b с натуральными числителем и знаменателем. Вася умножил числитель этой дроби на 2016. Какое натуральное число Петя должен прибавить к знаменателю, чтобы в итоге получилась дробь, вдвое большая, чем a/b?
Ответ. 1007b.
Задача 2. Фигура «антиферзь» бьёт на шахматной доске ровно те поля, которые не бьёт обычный ферзь, стоящий на таком же месте на пустой доске, а также бьёт поле, на котором стоит. Каким наименьшим числом антиферзей можно побить все поля шахматной доски 88?
Ответ. Тремя. Решение. Двумя  нельзя, так как клетка на пересечении строки, где стоит один, и столбца, где стоит второй, не будет побита (а если оба стоят в одной строке, то будут не побиты шесть клеток этой строки). Чтобы три антиферзя побили всю доску, достаточно поставить их на поля a1, g8 и d3.
Задача 3. На окружности отмечено чёрным 50 точек, делящих окружность на равные дуги. Петя и Вася играют в игру: они по очереди делают ходы, начинает Петя. За один ход можно перекрасить в красный цвет либо пару соседних точек (если они обе чёрные), либо пару диаметрально противоположных точек (если они обе чёрные), либо любую одну чёрную точку. Выигрывает тот из мальчиков, после хода которого все отмеченные точки станут красными. Кто из мальчиков может выиграть, независимо от игры соперника?
Ответ. Петя. Решение. Первым ходом Петя красит две диаметрально противоположные точки A и B, а затем каждый раз красит точки, симметричные только что покрашенным Васей относительно прямой AB. Диаметра с концами в отмеченных точках, симметричного относительно прямой AB, у нашей окружности нет (иначе число отмеченных точек делилось бы на 4), и потому Вася не может одновременно перекрасить две симметричные точки. Значит, у Пети всегда есть ход, и Вася проиграет.
Задача 4. Найдите какое-нибудь натуральное число такое, что у него найдутся 3 различных натуральных делителя, заканчивающихся на одну и ту же ненулевую цифру, сумма которых составляет ровно 2/3 от самого числа.
Ответ. 84. Решение. 42+12+2 = 284/3.
Задача 5. За круглым столом сидят 30 представителей двух племён: племени рыцарей, которые всегда говорят правду, и племени лжецов, которые всегда лгут. Пятнадцать человек из сидящих сказали: «Мои соседи справа и слева — представители разных племён», а остальные пятнадцать: «Мои соседи справа и слева — представители одного и того же племени». Могло ли среди сидящих быть ровно 10 рыцарей?
Ответ. Нет. Решение. Пронумеруем сидящих по кругу. Если удалить всех сидящих на чётных местах, то среди оставшихся будет чётное число пар представителей разных племён, сидящих рядом. Поэтому среди сидящих на чётных местах чётное количество сидящих между представителями разных племён. Аналогично для сидящих на нечётных местах. Итак, у нас всего чётное число людей, сидящих между представителями разных племён. Допустим, что среди сидящих ровно 10 рыцарей, и k из них сидят между представителями одного и того же племени. Тогда среди лжецов 15k говорящих, что они сидят между представителями одного и того же племени, то есть 15k сидящих между представителями разных племён. Среди рыцарей же таких людей 10k, то есть всего их 252k. Получаем противоречие, так как это число нечётно.
Задача 6. Даны натуральные числа x, y и z. Известно, что x3y5z6  седьмая степень некоторого натурального числа. Докажите, что x5y6z3  также седьмая степень некоторого натурального числа.
Решение. Пусть простое число p входит в разложение чисел x, y и z в степенях a, b и c соответственно. Тогда в разложения чисел x3y5z6 и x5y6z3 число p входит в степенях u = 3a+5b+6c и v = 5a+6b+3c соответственно. Достаточно доказать, что если u делится на 7, то и v делится на 7, а это следует из равенства v = 3(7(a+b+c)u)7a.
Задача 7. Квадрат разбит на 2016 прямоугольников со сторонами, параллельными его сторонам и меньшими стороны квадрата. Назовем узлом точку, являющуюся вершиной хотя бы одного прямоугольника разбиения. Какое наименьшее количество узлов может лежать строго внутри исходного квадрата?
Ответ. 1007. Решение. У каждого из прямоугольников, занимающих углы квадрата, внутри квадрата лежит по одной вершине, у каждого из остальных 2012 прямоугольников  хотя бы по две. Таким образом, внутри квадрата лежат минимум 4+22012 = 4028 вершин прямоугольников, которые могут «склеиваться» в узлы самое больше по четыре. Поэтому всего внутри квадрата лежит не меньше 4028/4 = 1007 узлов. Пример на 1007 узлов: сначала режем квадрат параллельными прямыми на 1008 полосок, а потом делим все их пополам перпендикулярным разрезом.

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
Решения задач командной олимпиады 7 класса
Задача 1. На доске написана дробь a/b с натуральными числителем и знаменателем. Вася умножил числитель этой дроби на 2016. Докажите, что Петя может прибавить к знаменателю такое натуральное число, чтобы в итоге получилась дробь, вдвое большая, чем a/b.
Решение. Достаточно умножить знаменатель на 1008, то есть прибавить к нему 1007b.
Задача 2. Можно ли разбить числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 на две группы таким образом, что суммы чисел в этих группах были одинаковы и суммы квадратов чисел в этих группах также были одинаковы
Ответ. Можно. Решение. В одну группу включаем числа 1, 4, 6 и 7, в другую  2, 3, 5 и 8. Замечание. Решение основано на равенстве (n+3)2(n+2)2(n+1)2+n2 = 4.
Задача 3. За круглым столом сидят 30 представителей двух племён: племени рыцарей, которые всегда говорят правду, и племени лжецов, которые всегда лгут. Пятнадцать человек из сидящих сказали: «Мои соседи справа и слева — представители разных племён», а остальные пятнадцать: «Мои соседи справа и слева — представители одного и того же племени». Могло ли среди сидящих быть ровно 10 рыцарей?
Ответ. Нет. Решение. Пронумеруем сидящих по кругу. Если удалить всех сидящих на чётных местах, то среди оставшихся будет чётное число пар представителей разных племён, сидящих рядом. Поэтому среди сидящих на чётных местах чётное количество сидящих между представителями разных племён. Аналогично для сидящих на нечётных местах. Итак, у нас всего чётное число людей, сидящих между представителями разных племён. Допустим, что среди сидящих ровно 10 рыцарей, и k из них сидят между представителями одного и того же племени. Тогда среди лжецов 15k говорящих, что они сидят между представителями одного и того же племени, то есть 15k сидящих между представителями разных племён. Среди рыцарей же таких людей 10k, то есть всего их 252k. Получаем противоречие, так как это число нечётно.
Задача 4. Вне равностороннего треугольника ABC отмечены точки S и T такие, что SAB = TCA = 45 и SBA = TAC = 15. Найдите угол AST.
Ответ. 45. Решение. Треугольники ASB и CTA равны по стороне (AB = CA) и двум прилежащим углам. Значит, SB = AT. Поскольку ASB = 180(45+15) = 120 = SAT, треугольники SAT и ASB равны по двум сторонам и углу между ними. Следовательно, AST = SAB = 45.
Задача 5. Положительные числа a, b, x, y удовлетворяют неравенству ab  ax+by. Докажите, что x+y не превосходит наибольшего из чисел a и b.
Решение. Не умаляя общности будем считать, что a  b. Пусть x+y > a. Тогда ab < (x+y)b = bx+by  ax+by, что противоречит условию задачи.
Задача 6. Даны натуральные числа x, y и z. Известно, что x3y5z6  седьмая степень некоторого натурального числа. Докажите, что x5y6z3  также седьмая степень некоторого натурального числа.
Решение. Пусть простое число p входит в разложение чисел x, y и z в степенях a, b и c соответственно. Тогда в разложения чисел x3y5z6 и x5y6z3 число p входит в степенях u = 3a+5b+6c и v = 5a+6b+3c соответственно. Достаточно доказать, что если u делится на 7, то и v делится на 7, а это следует из равенства v = 3(7(a+b+c)u)7a.
Задача 7. На окружности отмечено чёрным 2n точек, делящих окружность на равные дуги. Петя и Вася играют в игру: они по очереди делают ходы, начинает Петя. За один ход можно перекрасить в красный цвет либо одну черную точку, либо пару диаметрально противоположных точек (если они обе чёрные). Кто не может сделать ход  проиграл. При каких n Петя может выиграть, независимо от игры Васи?
Ответ. При нечётных n. Решение. Пусть n нечётно. Тогда первым ходом Петя красит две диаметрально противоположные точки A и B, а затем каждый раз красит точки, симметричные только что покрашенным Васей относительно прямой AB. Диаметра с концами в отмеченных точках, симметричного относительно прямой AB, у нашей окружности нет (иначе число отмеченных точек делилось бы на 4, то есть n было бы чётным), и потому Вася не может одновременно перекрасить две симметричные точки. Значит, у Пети всегда есть ход, и Вася проиграет.
Пусть n = 2k чётно. Тогда Вася мысленно разбивает все 2n точек на k квадратов. Если Петя красит две вершины одного из квадратов, Вася красит две другие вершины этого квадрата, а если Петя красит одну вершину квадрата, Вася красит соседнюю вершину этого квадрата. Нетрудно убедиться, что при такой игре последний ход в каждом из квадратов останется за Васей, и потому Вася победит.

Задача 8. У натурального числа n выписали четыре различных делителя, меньших n, оканчивающихся на одну и ту же ненулевую цифру. Докажите, что их сумма меньше, чем .
Решение. Пусть все выписанные делители оканчиваются на цифру a. 
Лемма 1. Среди выписанных делителей не могут одновременно находиться n/k и n/(k+1). Доказательство. Иначе n/kn/(k+1) = n/k(k+1) оканчивается на 0, откуда a = 0. 
Лемма 2. Среди выписанных делителей не могут одновременно находиться n/k и n/(k+2), если k = 2m чётно. Доказательство. Иначе n/kn/(k+2) = n/m(2m+2) оканчивается на 0, а, значит, a = 0.
Лемма 3. Среди выписанных делителей не могут одновременно находиться n/k и n/(k+3). Доказательство. Иначе n/kn/(k+3) = 3n/k(k+3) оканчивается на 0, откуда n/k(k+3) оканчивается на 0, и a = 0.
Если среди выписанных делителей есть n/2, то в силу лемм там нет n/3, n/4 и n/5. Если там есть n/6, то там нет n/7, n/8 и n/9, и сумма выписанных делителей не больше, чем n/2+n/6+n/10+n/12 < 6n/7. Если там нет n/6, то в силу леммы 1 сумма выписанных делителей не больше, чем n/2+n/7+n/9+n/11 < 6n/7.
Если же наибольший из выписанных делителей равен n/k, где k  3, то в силу леммы 1 сумма выписанных делителей не превосходит n/k+n/(k+2)+n/(k+4)+n/(k+6)  n/3+n/5+n/7+n/9 < 6n/7.
Задача 9. Прямоугольник разбит на 2016 прямоугольничков со сторонами, параллельными его сторонам. Узлы  это вершины этих прямоугольничков. Отрезок, лежащий на стороне некоторого прямоугольничка, назовём базисным, если его концы являются узлами и на нем нет других узлов. Какое наибольшее количество базисных отрезков может получиться при разбиении прямоугольника?
Ответ. 6049. Решение. Рассмотрим граф, вершинами которого являются узлы, а рёбрами — базисные отрезки. Пусть в этом графе n вершин степени 3, m вершин степени 4; также в нём имеется четыре вершины степени 2.
Посчитаем сумму углов всех прямоугольников. С одной стороны, она равняется 2016360. С другой стороны, вершина степени 2 вносит в эту сумму 90, вершина степени 3 — 180, вершина степени 4 — 360. Следовательно, 2016360 = 490+n180+m360, т.е. n+2m = 4030. Пусть количество рёбер в нашем графе равняется e. Тогда 2e = 24+3n+4m. Подставляя 4m = 80602n, имеем 2e = 8068+n. Таким образом, наибольшее значение числа базисных отрезков достигается при наибольшем n.
Так как каждая вершина степени 3 нашего графа является вершиной двух прямоугольников, наибольшее n получается, когда все вершины прямоугольников лежат на границе квадрата. Очевидно, для этого необходимо и достаточно, чтобы все прямоугольники получались разрезанием квадрата параллельными одной и той же паре его сторон прямыми, откуда и получаем ответ.

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.1101.12.2016
Решения задач командной олимпиады 8 класса
Задача 1. Существуют ли три рациональных числа таких, что ни одно из них не целое, а все три их попарных произведения  целые?

Ответ. Да. Решение. Например, .
Задача 2. Охотник шёл домой с охоты, а с ним шли три собаки. Когда охотник вышел на опушку леса, собаки увидели дом, побежали к дому, а добежав до него, вернулись к охотнику. Барбос бежал в четыре раза быстрее Жучки и вернулся в три раза быстрее. Во сколько раз быстрее Жучки вернулась Стрелка, если её скорость в восемь раз больше скорости Жучки?
Ответ. В 17/3 раз. Решение. Пусть скорость охотника равна u, скорость Жучки равна v, а расстояние до дома  s. От старта к дому до возвращения к охотнику каждая из собак совместно с охотником преодолела путь в 2s. При этом Жучка потратила на это время 2s/(u+v), Барбос  2s/(u+4v), Стрелка  2s/(u+8v). По условию s/(u+v) = 3s/(u+4v), откуда v = 2u. Значит, Жучка потратила на весь путь 2s/3u времени, а Стрелка 2s/17u, откуда и получаем ответ.
Задача 3. Вне равностороннего треугольника ABC отмечены точки S и T такие, что SAB = TCA = 45 и SBA = TAC = 15. Докажите, что ST  AB.
Решение. Треугольники ASB и CTA равны по стороне (AB = CA) и двум прилежащим углам. Значит, SB = AT. Поскольку ASB = 180(45+15) = 120 = SAT, треугольники SAT и ASB равны по двум сторонам и углу между ними. Следовательно, AST = SAB = 45, и угол SOA, где O  точка пересечения прямых AB и ST, равен 1804545 = 90, что и требовалось доказать.
Задача 4. Проснувшись утром, Александр Сергеевич обнаружил, что его возраст теперь равен сумме двух степеней двойки с различными целыми неотрицательными показателями. Попив кофе и проснувшись совсем, он понял, что в следующий раз такое случится только через 17 лет… Сколько лет Александру Сергеевичу? (Степени двойки с целыми неотрицательными показателями  это числа 1, 2, 4, 8, 16, …).
Ответ. 48. Решение. Пусть сейчас возраст Александра Сергеевича равен 2n+2m (m < n) лет. Заметим, что «такое» точно случится, когда А. С. исполнится 2n+1+1 лет. С другой стороны, если «такое» в следующий раз случится раньше, чем в 2n+1+1 лет, А. С. тогда исполнится 2n+2k (m <k < n) лет, и разность между датами составит чётное число лет (m > 1, иначе «такое» случится уже через год). Из сказанного следует, что сейчас А. С. 2n+2n1 лет, а через 17 лет ему будет 2n+1+1 лет, откуда (2n+1+1)(2n+2n1) = 2n1 = 16, и 2n+2n1 = 48.
Задача 5. Огород имеет вид клетчатого квадрата 88, ориентированного с севера на юг и с востока на запад. В некоторые клетки садовник хочет посадить хрен. Как известно, хрен отбрасывает хрено-тени на север, запад и восток (на клетки, соседние по стороне). Хрен  растение светолюбивое, и если на хрен падают хотя бы три хрено-тени, то он погибает. Какое наибольшее число хренов может вырастить садовник?
[bookmark: _GoBack]Ответ. 50. Решение. Оценка. Докажем индукцией по n, что в огороде размера n4 (n грядок по 4 места для хрена в каждой) не растет хотя бы n–1 хрен. Отсюда будет следовать, что в двух огородах 84 не растет хотя бы 14 хренов. Базы индукции n = 1 и n = 2 очевидны. Докажем переход от n–1 и n–2 к n. Если в первой грядке (самой северной) нет хотя бы одного хрена, то можно применить предположение индукции к огороду, полученному отбрасыванием верхней грядки. Если же в первой грядке растут все 4 хрена, то во второй грядке точно не растет ни один из двух средних хренов. Поэтому можно применить предположение индукции к огороду, полученному отбрасыванием двух верхних грядок. Пример. Оставим пустыми по семь верхних клеток в 3 и 6 столбцах.

Задача 6. Докажите, что существует натуральное число n, имеющее больше 2016 делителей d, удовлетворяющих условию .



Решение. Положим n = (k(k+1)(k+2)…(k+2016))2 с любым k, не меньшим  миллиона. Очевидно, делитель  удовлетворяет условию. Числа вида  при 1  i  2016 также являются делителями n и превосходят  раз.
Задача 7. Точка D  основание биссектрисы AD треугольника ABC. Известно, что AB+AD = CD и AC+AD = BC. Найдите углы треугольника ABC.
Ответ. 20, 40, 120. Решение. Пусть B′ — точка, симметричная B относительно AD, тогда мы имеем 
B′C = AC–AB = BC–CD = BD = B′D (точка B′ попала на прямую AC, потому что биссектриса является осью симметрии угла), поэтому B = AB′D = 2C. Кроме того, пусть E — точка пересечения серединного перпендикуляра к AC и отрезка BC. Тогда AEB = 2C = B, поэтому AB = AE = CE, и отсюда DE = CD–CE = CD–AB = AD, поэтому DAE = DEA = 2C. Значит, CAD = 3C, и поэтому A = 6C. Посчитав сумму углов в треугольнике ABC, имеем A = 120, B = 40, C = 20.
Задача 8. Прямоугольник разбит на 2016 прямоугольничков со сторонами, параллельными его сторонам. Узлы  это вершины этих прямоугольничков. Отрезок, лежащий на стороне некоторого прямоугольничка, назовём базисным, если его концы являются узлами и на нем нет других узлов. Какое наименьшее количество базисных отрезков может получиться при разбиении прямоугольника?
Ответ. 4122. Решение. Рассмотрим граф, вершинами которого являются узлы, а рёбрами — базисные отрезки. Пусть в этом графе n вершин степени 3, m вершин степени 4; также в нём имеется четыре вершины степени 2.
Посчитаем сумму углов всех прямоугольников. С одной стороны, она равняется 2016360. С другой стороны, вершина степени 2 вносит в эту сумму 90, вершина степени 3 — 180, вершина степени 4 — 360. Следовательно, 2016360 = 490+n180+m360, т.е. n+2m = 4030. Пусть количество рёбер в нашем графе равняется e. Тогда 2e = 24+3n+4m. Подставляя 4m = 80602n, имеем 2e = 8068+n. Таким образом, нам нужно доказать, что наименьшее значение, которое может принимать n, равняется 176.

Для начала докажем, что n  176. Проведём через все стороны прямоугольников, не лежащие на сторонах квадрата, прямые. Возьмём какую-нибудь прямую и посмотрим на крайние узлы, оказавшиеся на ней. Соответствующие им вершины, очевидно, не могут иметь степени 2 и 4; значит, они имеют степень 3. Также, очевидно, что никакие две из рассматриваемых вершин не могут совпасть. Следовательно, если a и b — количество вертикальных и горизонтальных прямых соответственно, то вершин степени 3 хотя бы 2(a+b). С другой стороны, эти прямые разбивают квадрат на (a+1)(b+1) прямоугольничков, из которых складываются 2016 прямоугольников из условия. Значит, (a+1)(b+1)  2016. Следовательно, (a+b+2)2  4(a+1)(b+1)  8064, откуда a+b   > 87, а n  2(a+b)  288 = 176, что и требовалось.
Теперь приведём пример, в котором n = 176. Разделим большой квадрат 44 вертикальными и 44 горизонтальными прямыми на 452 = 2025 маленьких квадратиков. Далее сотрём 9 базисных отрезков, примыкающих к одной из сторон большого квадрата. Тогда прямоугольников разбиения получится ровно 2016, а на каждой из 88 проведённых прямых будет ровно по 2 узла, из которых выходит по 3 базисных отрезка, что и требовалось.
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КОМАНДНАЯ 


МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 


26.11.2016


 


ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА


 


1.


 


На доске написана дробь 


a


/


b


 


с натуральными числителем и знаменателем.


 


Вася 


умножил числитель этой дроби на 2016. 


К


акое


 


натуральное число


 


Петя должен 


прибавить к знаменателю


, чтобы 


в итоге получилась 


дробь


,


 


вдвое большая


, чем 


a


/


b


?


 


 


2


.


 


Фигура «


антиферзь


»


 


бьёт на шахматной доске ровно те поля, которые


 


не бьёт 


обычный ферзь, стоящий на таком же месте на пустой 


доске,


 


а та


кже бьёт поле, на 


котором стоит


. Каким


 


наименьшим числом антиферзей можно п


обить все поля 


øàõìàòíîé äîñêè 


8


´


8?


 


 


3


.


 


Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî ÷¸ðíûì 50 òî÷åê, äåëÿùèõ îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè. 


Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó: îíè ïî î÷åðåäè äåëàþò õîäû, íà÷èíàåò Ïåòÿ. Çà îäèí õîä 


ìîæíî ïåðåêðàñèòü â êðàñíûé öâåò ëèáî ïàðó ñîñåäíèõ òî÷åê (åñëè îíè îáå ÷¸ðíûå), 


ëèáî ïàðó äèàìåòðà


ëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê (åñëè îíè îáå ÷¸ðíûå), ëèáî 


ëþáóþ îäíó ÷¸ðíóþ 


òî÷êó


. Âûèãðûâàåò òîò èç ìàëü÷èêîâ, ïîñëå õîäà êîòîðîãî âñå 


îòìå÷åííûå òî÷êè ñòàíóò êðàñíûìè. Êòî èç ìàëü÷èêîâ ìîæåò âûèãðàòü, íåçàâèñèìî 


îò èãðû ñîïåðíèêà?


 


 


4


.


 


Íàéäèòå êàêîå


-


íèáóäü íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ó íåãî íàéäóòñÿ 3 ðàçëè÷íûõ 


íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà îäíó è òó æå


 


íåíóëåâóþ


 


öèôðó, ñóììà 


êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ðîâíî 2/3 îò ñàìîãî ÷èñëà.
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.


 


Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 30 


ïðåäñòàâèòåëåé äâóõ ïëåì¸í: ïëåìåíè


 


ðûöàðåé, 


êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó


,


 


è ïëåìåíè ëæåöîâ, êîòîðûå


 


âñåãäà ëãóò. Ïÿòíàäöà


òü 


÷åëîâåê èç ñèäÿùèõ ñêàçàëè: «Ì


îè ñîñåäè


 


ñïðàâà è ñëåâà 


—


 


ïðåäñòàâèòåëè ðàçíûõ 


ïëåì¸í


»


, à îñòàëüíûå


 


ïÿòíàä


öàòü:


 


«Ì


îè ñîñåäè ñïðàâà è ñëåâà 


—


 


ïðåäñòàâèòåëè 


îäíîãî è


 


òîãî æå ïëåìåíè


»


. Ìîãëî ëè ñðåäè ñèäÿùèõ áûòü ðîâíî 10 ðûöàðåé


? 


 


6


.


 


Даны натуральные числа


 


x


,


 


y


 


и


 


z


. Известно, что


 


x


3


y


5


z


6


 


ѕ


 


седьмая степень 


некоторого натурального числа. Докажите, что


 


x


5


y


6


z


3


 


ѕ


 


также седьмая степень 


некоторого натурального числа.
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.


 


Квадрат разбит на 2016 прямоугольников со сторонами,


 


параллельными его 


сторонам и меньшими стороны квадрата. Назовем 


узлом


 


точку, являющуюся 


вершиной хотя бы одного прямоугольника


 


разбиения. Какое наименьшее 


количество узлов может лежать строго


 


внутри исходного квадрата? 


 




XLVIII   УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР  ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11  01.12.2016   КОМАНДНАЯ  МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА  26.11.2016   ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА   1.   На доске написана дробь  a / b   с натуральными числителем и знаменателем.   Вася  умножил числитель этой дроби на 2016.  К акое   натуральное число   Петя должен  прибавить к знаменателю , чтобы  в итоге получилась  дробь ,   вдвое большая , чем  a / b ?     2 .   Фигура « антиферзь »   бьёт на шахматной доске ровно те поля, которые   не бьёт  обычный ферзь, стоящий на таком же месте на пустой  доске,   а та кже бьёт поле, на  котором стоит . Каким   наименьшим числом антиферзей можно п обить все поля  шахматной доски  8  8?     3 .   На окружности отмечено чёрным 50 точек, делящих окружность на равные дуги.  Петя и Вася играют в игру: они по очереди делают ходы, начинает Петя. За один ход  можно перекрасить в красный цвет либо пару соседних точек (если они обе чёрные),  либо пару диаметра льно противоположных точек (если они обе чёрные), либо  любую одну чёрную  точку . Выигрывает тот из мальчиков, после хода которого все  отмеченные точки станут красными. Кто из мальчиков может выиграть, независимо  от игры соперника?     4 .   Найдите какое - нибудь натуральное число такое, что у него найдутся 3 различных  натуральных делителя, заканчивающихся на одну и ту же   ненулевую   цифру, сумма  которых составляет ровно 2/3 от самого числа.   5 .   За круглым столом сидят 30  представителей двух племён: племени   рыцарей,  которые всегда говорят правду ,   и племени лжецов, которые   всегда лгут. Пятнадца ть  человек из сидящих сказали: «М ои соседи   справа и слева  —   представители разных  племён » , а остальные   пятнад цать:   «М ои соседи справа и слева  —   представители  одного и   того же племени » . Могло ли среди сидящих быть ровно 10 рыцарей ?    6 .   Даны натуральные числа   x ,   y   и   z . Известно, что   x 3 y 5 z 6      седьмая степень  некоторого натурального числа. Докажите, что   x 5 y 6 z 3      также седьмая степень  некоторого натурального числа.     7 .   Квадрат разбит на 2016 прямоугольников со сторонами,   параллельными его  сторонам и меньшими стороны квадрата. Назовем  узлом   точку, являющуюся  вершиной хотя бы одного прямоугольника   разбиения. Какое наименьшее  количество узлов может лежать строго   внутри исходного квадрата?   

