XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
СТАРШАЯ ГРУППА: ВЫСШАЯ ЛИГА; ПЕРВАЯ ЛИГА, бой за 1-2 места
1. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота BH. На отрезке BC выбрана точка D, а на продолжении отрезка AB за точку B — точка E, причём AD = DC и AE = EC. Прямые AD и CE пересекают прямую BH в точках D1 и E1 соответственно. Докажите, что 2DE = D1E1. (А. Кузнецов)
2. Дано чётное натуральное число n. На доске написаны n вещественных чисел. Каждым ходом можно выбрать два числа, стереть их и вместо каждого написать их произведение. Докажите, что, каковы бы ни были начальные n чисел, за конечное число ходов можно сделать все числа на доске равными. (Аргентина, отбор на ММО, 2016)

3. Верно ли, что остаток от деления  на 2n–1 при каждом натуральном n  2 является степенью числа 4 с целым неотрицательным показателем? (США, олимпиада для юниоров, 2011)
4. Натуральное число n называется противным, если его можно записать в виде n = ab+b с натуральными a, b >  1. Существуют ли 102 последовательных натуральных числа, среди которых ровно 100 противных? (Германия, отбор на ММО, 2015)
5. На стороне AC треугольника ABC выбрана точка D так, что AC = BD. Точка H на продолжении отрезка BD за точку D такова, что CHD = 90. Докажите, что AH+2CD > DH+BC. (А. Кузнецов)
6. Стороны единичных квадратов, составляющих таблицу mn, красят в три цвета так, чтобы каждый единичный квадратик имел две стороны одного цвета и две стороны другого цвета. Сколькими способами можно это сделать? (Румыния, отбор на JBMO, 2016)

7. Докажите, что для каждого положительного x и для каждого натурального n выполнено неравенство . (Чешско-польско-словацкое соревнование, 2013)
8. В стране Голливудии больше трёх городов. Каждые два соединены прямой дорогой, движение на которой разрешено только в одном направлении. Гастроном Ганнибал Лектор путешествует по Голливудии, каждый день сменяя место пребывания, пока это возможно. Полиция арестует его, как только узнает, в каком городе он находится. Правительство разрешило временно перекрыть часть дорог в стране по выбору полиции, но так, чтобы для каждого города остались открытыми две дороги, относящиеся к нему (дорога относится к городу, если она выходит из него или приходит в него). Можно ли быть уверенным, что теперь Лектора арестуют? (Украинская Соросовская олимпиада, 1996)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА, бои за 3-8 места
1. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота BH. На отрезке BC выбрана точка D, а на продолжении отрезка AB за точку B — точка E, причём AD = DC и AE = EC. Прямые AD и CE пересекают прямую BH в точках D1 и E1 соответственно. Докажите, что 2DE = D1E1. (А. Кузнецов)
2. На доске написаны 6 вещественных чисел. Каждым ходом можно выбрать два числа, стереть их и вместо каждого написать их произведение. Докажите, что, каковы бы ни были начальные 6 чисел, за конечное число ходов можно сделать все числа на доске равными. (Аргентина, отбор на ММО, 2016)

3. Верно ли, что остаток от деления  на 2n–1 при каждом натуральном n  2 является степенью числа 4 с целым неотрицательным показателем? (США, олимпиада для юниоров, 2011)
4. Для каких натуральных n можно написать на доске 2n чисел, среди которых есть различные, так, что сумма любых n из написанных чисел равна произведению остальных n? (США, ELMO, 2016)
5. Дана трапеция ABCD с большим основанием AB. Точки M и N на сторонах AB и BC соответственно таковы, что каждый из отрезков CM и AN делит трапецию на две равновеликие части. Докажите, что отрезок MN делит отрезок BD пополам. (Панафриканская олимпиада, 2016)
6. Стороны единичных квадратов, составляющих таблицу mn, красят в три цвета так, чтобы каждый единичный квадратик имел две стороны одного цвета и две стороны другого цвета. Сколькими способами можно это сделать? (Румыния, отбор на JBMO, 2016)

7. Докажите, что для каждого положительного x и для каждого натурального n выполнено неравенство . (Чешско-польско-словацкое соревнование, 2013)
8. Некоторые города страны Голливудии соединены дорогами. Туроператор "Кватротур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 4 города, возвращаясь в тот, с которого начали. А туроператор "Чинкветур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 5 городов, возвращаясь в тот, с которого начали. Оказалось, что через каждый город проходит и какой-то из маршрутов "Кватротура", и какой-то из маршрутов "Чинкветура". Может ли случиться, что в стране нет ни одного замкнутого маршрута, проходящего ровно по 3 городам? (Эстоонский фольклоор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА
1. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота BH. На отрезке BC выбрана точка D, а на продолжении отрезка AB за точку B — точка E, причём AD = DC и AE = EC. Прямые AD и CE пересекают прямую BH в точках D1 и E1 соответственно. Докажите, что 2DE = D1E1. (А. Кузнецов)

2. Петрик запрограммировал калькулятор так, что после нажатия клавиши "=" число a на экране превращается в число . После 2014 нажатий клавиши "=" подряд на экране оказалось число 2016. Какое число было на экране изначально? (Киев, 2016)
3. Солдат называется одарённым, если он либо выше обоих своих соседей по строю, либо ниже их обоих. 2016 солдат разного роста встали в круг. Сколько среди них может быть одарённых? (А. Голованов)
4. Для каких натуральных n можно написать на доске 2n чисел, среди которых есть различные, так, что сумма любых n из написанных чисел равна произведению остальных n? (США, ELMO, 2016)
5. Дана трапеция ABCD с большим основанием AB. Точки M и N на сторонах AB и BC соответственно таковы, что каждый из отрезков CM и AN делит трапецию на две равновеликие части. Докажите, что отрезок MN делит отрезок BD пополам. (Панафриканская олимпиада, 2016)
6. Стороны единичных квадратов, составляющих таблицу mn, красят в три цвета так, чтобы каждый единичный квадратик имел две стороны одного цвета и две стороны другого цвета. Сколькими способами можно это сделать? (Румыния, отбор на JBMO, 2016)
7. Андрий участвовал в соревнованиях по бегу, все прибежали в разное время. Андрий опередил 1/m всех участников, а Андрия опередили 1/n всех участников, где m  n. Докажите, что Андрий обязательно стал призером (то есть прибежал первым, вторым или третьим). (Х Всеукраинский турнир математичних боёв им. Ляшко
8. Некоторые города страны Голливудии соединены дорогами. Туроператор "Кватротур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 4 города, возвращаясь в тот, с которого начали. А туроператор "Чинкветур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 5 городов, возвращаясь в тот, с которого начали. Оказалось, что через каждый город проходит и какой-то из маршрутов "Кватротура", и какой-то из маршрутов "Чинкветура". Может ли случиться, что в стране нет ни одного замкнутого маршрута, проходящего ровно по 3 городам? (Эстоонский фольклоор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
СТАРШАЯ ГРУППА, ТРЕТЬЯ ЛИГА
1. В треугольнике ABC сторона AB вдвое длиннее стороны AC. На продолжении CA за точку A выбрана точка D так, что CD = 3AC. Докажите, что перпендикуляр из C, опущенный на BD, проходит через середину AB. (Х Всеукраинский турнир математичних боёв им. Ляшко)

2. Петрик запрограммировал калькулятор так, что после нажатия клавиши "=" число a на экране превращается в число . После 2014 нажатий клавиши "=" подряд на экране оказалось число 2016. Какое число было на экране изначально? (Киев, 2016)
3. Трапеция ABCD такова, что AB = 2BC = 2CD = 2DA. Точки K, L и M на BC, CD и DA соответственно таковы, что BK:KC = CL:LD = DM:MA = 2:1. Найдите угол LMK. (Словения 2016)
4. Последовательность a1, a2, …, a10 натуральных чисел такова, что НОД(ak1, ak) делится на k при всех 2  k  10. Найдите наименьшее возможное значение a1+a2+…+a10. (Конкурс университета Карнеги-Меллона, 2016)
5. Солдат называется одарённым, если он либо выше обоих своих соседей по строю, либо ниже их обоих. Можно ли расставить несколько солдат по кругу так, чтобы среди них оказалось ровно 111 одарённых? (А. Голованов)
6. Стороны единичных квадратов, составляющих таблицу 56, красят в три цвета так, чтобы каждый единичный квадратик имел две стороны одного цвета и две стороны другого цвета. Сколькими способами можно это сделать? (Румыния, отбор на JBMO, 2016)
7. Андрий участвовал в соревнованиях по бегу, все прибежали в разное время. Андрий опередил 1/m всех участников, а Андрия опередили 1/n всех участников, где m  n. Докажите, что Андрий обязательно стал призером (то есть прибежал первым, вторым или третьим). (Х Всеукраинский турнир математичних боёв им. Ляшко)
8. Некоторые города страны Голливудии соединены дорогами. Туроператор "Кватротур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 4 города, возвращаясь в тот, с которого начали. А туроператор "Чинкветур" предлагает экскурсии, на которых туристы объезжают (по дорогам) 5 городов, возвращаясь в тот, с которого начали. Оказалось, что через каждый город проходит и какой-то из маршрутов "Кватротура", и какой-то из маршрутов "Чинкветура". Может ли случиться, что в стране нет ни одного замкнутого маршрута, проходящего ровно по 3 городам? (Эстоонский фольклоор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА, бои за 16 места
1. Найдите количество способов расположить в квадрате 101101 по клеточкам максимально возможное количество непересекающихся доминошек (прямоугольников из двух клеток) так, что в любой квадрат 22 можно поместить еще одну доминошку, не пересекающуюся с уже размещёнными. (С. Берлов, Д. Карпов по мотивам EGMO 2015)
2. Положительные числа a и b связаны соотношением a3b3+ab = a2+b2. Какие значения может принимать величина a4a3, если известно, что b4+b3 = 1. (Из белорусских олимпиад)
3. В музее современного искусства размещено 200 шедевров абстрактной живописи. Изучив эти шедевры, искусствовед Иванов установил, что для рисования всех этих картин вместе использовано k цветов и наборы цветов у любых двух картин различны. Оказалось, что нет цвета, присутствующего на всех картинах, но для любых двух картин найдется общий цвет. При каком наименьшем k такое возможно? (Жюри 7 класса, неверный перевод с турецкого)
4. Натуральное число n называется противным, если его можно записать в виде n = ab+b с натуральными a, b >  1. Существуют ли 102 последовательных натуральных числа, среди которых ровно 100 противных? (Германия, отбор на ММО, 2015)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, не стоящего с краю, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
6. В таблице 100100 расставлены различные целые числа. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, меньше них, назовём большими. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, больше них, назовём маленькими. Докажите, что количества маленьких и больших чисел отличаются не более, чем в четыре раза. (С. Берлов)

7. Какие натуральные числа можно представить в виде  где a1, a2, …, a100 — натуральные числа? (Румыния, отбор на JBMO, модификация)
8. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = BC, DAC = DCB и DBC = DAB+DBA. Докажите, что AC/2+BD > BC. (А. Пастор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
МЛАДШАЯ ГРУППА: ВЫСШАЯ ЛИГА, бои за 7-8 места; 
ПЕРВАЯ ЛИГА, бои за 1-4 места
1. Какое наибольшее количество непересекающихся доминошек (прямоугольников из двух клеток) можно разместить в квадрате 9999 таким образом, что в любом квадрате 22 можно поместить еще одну доминошку, не пересекающуюся с уже размещёнными? (С. Берлов по мотивам EGMO 2015)
2. Для любых чисел x и y докажите неравенство x2+y2+xy+2  2(x+y). (А. Храбров)
3. В музее современного искусства размещено 200 шедевров абстрактной живописи. Изучив эти шедевры, искусствовед Иванов установил, что для рисования всех этих картин вместе использовано k цветов и наборы цветов у любых двух картин различны. Оказалось, что нет цвета, присутствующего на всех картинах, но для любых двух картин найдется общий цвет. При каком наименьшем k такое возможно? (Жюри 7 класса по мотивам задачи с турецкой олимпиады)
4. Натуральное число n называется противным, если его можно записать в виде n = ab+b с натуральными a, b >  1. Докажите, что существуют 50 последовательных противных чисел. (Германия, отбор на ММО, 2015)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, не стоящего с краю, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
[bookmark: _GoBack]6. В таблице 100100 расставлены различные целые числа. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, меньше них, назовём большими. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, больше них, назовём маленькими. Докажите, что количества маленьких и больших чисел отличаются не более, чем в четыре раза. (С. Берлов)

7. Какие натуральные числа можно представить в виде  где a1, a2, …, a100 — натуральные числа? (Румыния, отбор на JBMO, модификация)
8. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = BC, DAC = DCB и DBC = DAB+DBA. Докажите, что AC > CD. (А. Пастор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
МЛАДШАЯ ГРУППА: ПЕРВАЯ ЛИГА, бои за 5-8 места; ВТОРАЯ ЛИГА
1. В квадрате 100100 так разместили 2500 непересекающихся доминошек, что в любом квадрате 22 можно поместить еще одну доминошку. Верно ли, что либо все доминошки расположены вертикально, либо все доминошки расположены горизонтально? (Упрощение задачи с EGMO 2015)
2. По краю крышки круглого стола вбит 51 гвоздь. Между каждой парой соседних гвоздей натянуто две ниточки. Петя и Вася ходят по очереди (начинает Петя). За ход игрок перерезает одну ниточку. Ниточки, перерезанные в два последовательных хода, не должны иметь ни одного общего конца. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Упрощение задачи из Hong Kong Math Olympiad 2016)
3. На доске написаны три последовательных натуральных 10-значных числа без нулей в записи, каждое из которых делится на свою последнюю цифру. Докажите, что у какого-то из этих чисел можно вычеркнуть первую цифру таким образом, чтобы полученное число тоже делилось бы на свою последнюю цифру. (С. Берлов)
4. Найдите все пары натуральных чисел a и b, для которых a2–1 делится на ab+1. (Federalno takmiçenje iz matematike za srednje škole, Sarajevo, 2015)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
6. Среди 8 шаров половина шаров имеют один вес и половина — другой. Можно ли за два взвешивания на двухчашечных весах без гирь найти два шара разного веса? (Crna Gora, Olimpijada Znanja, 2015)
7. Для любых чисел x и y докажите неравенство x2+y2+xy+2  2(x+y). (А. Храбров)
8. Внутри треугольника ABC отмечена такая точка D, что AD = BC, DAC = DCB и DBC = DAB+DBA. Докажите, что AC > CD. (А. Пастор)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
МЛАДШАЯ ГРУППА, ТРЕТЬЯ ЛИГА
1. В квадрате 1010 так разместили 25 непересекающихся доминошек, что в любом квадрате 22 можно поместить еще одну доминошку. Верно ли, что либо все доминошки расположены вертикально, либо все доминошки расположены горизонтально?
2. По краю крышки круглого стола вбит 51 гвоздь. Между каждой парой соседних гвоздей натянуто две ниточки. Петя и Вася ходят по очереди (начинает Петя). За ход игрок перерезает одну ниточку. Ниточки, перерезанные в два последовательных хода, не должны иметь ни одного общего конца. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Упрощение задачи из Hong Kong Math Olympiad 2016)
3. На доске написаны 3 последовательных натуральных 10-значных числа без нулей в записи, каждое из которых делится на свою последнюю цифру. Докажите, что у какого-то из этих чисел можно вычеркнуть первую цифру таким образом, чтобы полученное число тоже делилось бы на свою последнюю цифру. (С. Берлов)
4. На доске написано шестизначное натуральное число. Если поставить знак умножения между тройками цифр, то произведение получившихся трехзначных чисел будет в три раза меньше исходного числа. Найдите все такие шестизначные числа, для которых это возможно. (По мотивам: Гродно, олимпиада по математике 2013/2014, 8 класс)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, не стоящего с краю, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
6. Среди 8 шаров половина шаров имеют один вес, а половина — другой. Можно ли за два взвешивания на двухчашечных весах без гирь найти два шара разного веса? (Crna Gora, Olimpijada Znanja, 2015)
7. Докажите неравенство 32016+42016+52016 < 62016. (Carmen Daniela Tamaç, Recreatii matematice, 2016, I, задача VI.201)

8. Петрик запрограммировал калькулятор так, что после нажатия клавиши "=" число a на экране превращается в число . После 2014 нажатий клавиши "=" подряд на экране оказалось число 2016. Какое число было на экране изначально? (Киев, 2016)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА, бои за 14 места.
1. В таблице 100100 расставлены различные целые числа. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, меньше них, назовём большими. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, больше них, назовём маленькими. Докажите, что количества маленьких и больших чисел отличаются не более, чем в четыре раза. (С. Берлов)
2. На доске написаны три последовательных натуральных 10-значных числа без нулей в записи, каждое из которых делится на свою последнюю цифру. Докажите, что у какого-то из этих чисел можно вычеркнуть первую цифру таким образом, чтобы полученное число тоже делилось бы на свою последнюю цифру. (С. Берлов)

3. Какие натуральные числа можно представить в виде  где a1, a2, …, a100 — натуральные числа? (Румыния, отбор на JBMO, модификация)
4. Верно ли, что среди любых 13 подряд идущих натуральных чисел
найдётся число, у которого все простые делители больше 11? (Baltic Way, 2016, частный случай)
5. В кружок поступили 16 детей. Могло ли так случиться, что для любых двоих из поступивших A и B найдутся ровно двое из оставшихся 14, знакомых и с A, и с B? (Д. Ширяев по мотивам классики)
6. В ряд расставили 1000 чисел, не все из которых равны 0, так, чтобы сумма любых 20 стоящих подряд чисел была неотрицательна. Докажите, что сумма каких-то 13 стоящих подряд чисел положительна. (С. Берлов по мотивам классики)
7. В крышку стола вбито 49 гвоздей. Любые два гвоздя соединены одной ниточкой. Петя и Вася ходят по очереди (начинает Петя). За ход игрок перерезает одну ниточку. Ниточки, перерезанные в два последовательных хода, не должны соединять один и тот же гвоздь с другими. Не имеющий хода проигрывает. Кто из мальчиков может выиграть, независимо от игры соперника? (Hong Kong Math Olympiad 2016, упрощение)
8. Какое наибольшее количество непересекающихся доминошек (прямоугольников из двух клеток) можно разместить в квадрате 9999 таким образом, что в любом квадрате 22 можно поместить еще одну доминошку, не пересекающуюся с уже размещёнными? (С. Берлов по мотивам EGMO 2015)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА, бои за 58 места, ПЕРВАЯ ЛИГА
1. В таблице 100100 расставлены различные целые числа. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, меньше них, назовём большими. Числа, у которых более половины чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, больше них, назовём маленькими. Докажите, что количества маленьких и больших чисел отличаются не более, чем в четыре раза. (С. Берлов)
2. На доске написаны три последовательных натуральных 10-значных числа без нулей в записи, каждое из которых делится на свою последнюю цифру. Докажите, что у какого-то из этих чисел можно вычеркнуть первую цифру таким образом, чтобы полученное число тоже делилось бы на свою последнюю цифру. (С. Берлов)

3. Какие натуральные числа можно представить в виде  где a1, a2, …, a100 — натуральные числа? (Румыния, отбор на JBMO, модификация)
4. Верно ли, что среди любых 13 подряд идущих натуральных чисел
найдётся число, у которого все простые делители больше 11? (Baltic Way, 2016, частный случай)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, не стоящего с краю, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
6. В ряд расставили 1000 чисел, не все из которых равны 0, так, чтобы сумма любых 20 стоящих подряд чисел была неотрицательна. Докажите, что сумма каких-то 19 стоящих подряд чисел положительна. (С. Берлов по мотивам классики)
7. В крышку стола вбито 20 гвоздей. Любые два гвоздя соединены одной ниточкой. Петя и Вася ходят по очереди (начинает Петя). За ход игрок перерезает одну ниточку. Ниточки, перерезанные в два последовательных хода, не должны соединять один и тот же гвоздь с другими. Не имеющий хода проигрывает. Кто из мальчиков может выиграть, независимо от игры соперника? (Упрощение Hong Kong Math Olympiad 2016)
8. Какое наибольшее количество непересекающихся доминошек (прямоугольников из двух клеток) можно разместить в квадрате 9999 таким образом, что в любом квадрате 22 можно поместить еще одну доминошку, не пересекающуюся с уже размещёнными? (С. Берлов по мотивам EGMO 2015)

XLVIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ТЮМЕНЬ, 25.11–01.12.2016
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 01.12.2016
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА
1. Из пункта А одновременно в одном направлении выезжают «Опель» со скоростью 80 км/ч и «Форд» со скоростью 100 км/ч. Через некоторое время вслед за ними с некоторой постоянной скоростью выехал «Альфа Ромео», который через час после своего выезда обогнал «Опель», а еще через полчаса  «Форд». Найдите скорость «Альфа Ромео». (Бразильская олимпиада общественных школ, 2 этап, уровень 3, 2011)
2. На доске написаны три последовательных натуральных 10-значных числа без нулей в записи, каждое из которых делится на свою последнюю цифру. Докажите, что у какого-то из этих чисел можно вычеркнуть первую цифру таким образом, чтобы полученное число тоже делилось бы на свою последнюю цифру. (С. Берлов)
3. Среди 8 шаров половина шаров имеют один вес, а половина — другой. Можно ли за два взвешивания на двухчашечных весах без гирь найти два шара разного веса? (Crna Gora, Olimpijada Znanja, 2015)
4. В записи натурального числа нет девяток. Ваня взял несколько (более одной) последних цифр этого числа, увеличил их на 1, и сложил получившееся число с изначальным. Могло ли получиться число 123456789? (О. С. Нечаева)
5. В шеренгу выстроились 30 солдат. В ней нет солдат одинакового роста, причем рост каждого из солдат больше 1,5 метра, но меньше 2 метров. Оказалось, что суммарный рост солдат, стоящих на четных местах, ровно на 0,5 метра больше суммарного роста солдат, стоящих на нечетных местах. Докажите, что у какого-то солдата, не стоящего с краю, рост меньше, чем у каждого из обоих его соседей. (LIX Белорусская математическая олимпиада школьников, 7 класс, 2009)
6. В ряд расставили 100 ненулевых чисел так, чтобы сумма любых пяти стоящих подряд чисел была неотрицательна. Докажите, что сумма каких-то четырех стоящих подряд чисел положительна. (С. Берлов по мотивам классики)
7. В крышку стола вбито 20 гвоздей. Любые два гвоздя соединены одной ниточкой. Петя и Вася ходят по очереди (начинает Петя). За ход игрок перерезает одну ниточку. Ниточки, перерезанные в два последовательных хода, не должны соединять один и тот же гвоздь с другими. Проигрывает тот, кто не имеет хода. Кто из мальчиков может выиграть, независимо от игры соперника? (Упрощение Hong Kong Math Olympiad 2016)
8. Клетки доски 2×11 покрашены в черный и белый цвета так, что каждая белая клетка граничит по стороне хотя бы с одной черной клеткой. Какое наименьшее число черных клеток может быть на доске? (Киевский турнир математических боев им Ляшко, 2016, переделка)
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