
LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

Ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìàíäíîé îëèìïèàäû 8 êëàññà

1. Â êðóã âñòàëè n äåòåé, ìàëü÷èêè è äåâî÷êè. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè êàæäûõ ïÿòè äåòåé, ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ðîâíî
äâå äåâî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà 5.

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì äåòåé îò 1 äî n ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïóñòü ai � ïîë ðåá¼íîêà ñ íîìåðîì i. Çàìåòèì, ÷òî
äåòè, ñòîÿùèå ÷åðåç 5 äðóãèõ äåòåé äîëæíû áûòü îäíîãî ïîëà. Åñëè n äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5, òî ïîëó÷àåì,
÷òî

a1 = a6 = . . . = an︸ ︷︷ ︸ = a5 = a10 = . . . = an−1︸ ︷︷ ︸ = a4 = . . . = an−2︸ ︷︷ ︸ = a3 = . . . = an−3︸ ︷︷ ︸ = a2 = . . . = an−4︸ ︷︷ ︸ = a1.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå äåòè îäíîãî ïîëà, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà n äà¼ò îñòàòîê 2,3
èëè 4 ïðè äåëåíèè íà 5.

Äëÿ n êðàòíûõ 5 ïîäîéä¼ò ñëåäóþùèé ïðèìåð: äåâî÷êè áóäóò ñ íîìåðàìè 1, 2; 6, 7; 11, 12; . . . ; n − 4, n − 3, à
îñòàëüíûå ìàëü÷èêè.

2. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû CD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, à òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà
ABM , îïóùåííûõ èç âåðøèí A è B ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî DE = CF .

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì çà T òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AM è BC. Èç òîãî, ÷òî CM = MD, ∠AMD = ∠CMT è
∠ADM = ∠TCM ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMD è TMC ðàâíû. Çíà÷èò, CT = AD = BC, ò.å. FC � ìåäèàíà â
ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BFT è CF = BC = AD. Àíàëîãè÷íî ED = AD = BC, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
çàäà÷è.

3. Àðõèïåëàã ñîñòîèò èç 1000 îñòðîâîâ, íåêîòîðûå ïàðû êîòîðûõ ñîåäèíåíû ìîñòàìè, ïðè÷¼ì îò ëþáîãî îñòðîâà
ìîæíî äîáðàòüñÿ ïî ìîñòàì äî ëþáîãî äðóãîãî. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ îñòðîâîâ A, B, C, D òàêèõ,
÷òî åñòü ìîñò ìåæäó A è B, ìåæäó B è C, ìåæäó C è D, òàêæå åñòü ìîñò ìåæäó A è C èëè ìåæäó B è D.
Äîêàæèòå, ÷òî åñòü îñòðîâ, ñîåäèí¼ííûé ìîñòàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � àðõèïåëàãè, ðåáðà � ìîñòû. Âûáåðåì â ýòîì ãðàôå âåðøèíó
íàèáîëüøåé ñòåïåíè, íàçîâåì å¼ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ñîåäèíåíà íå ñî âñåìè âåðøèíàìè. Òàê êàê ãðàô ñâÿçíûé,
êàêàÿ-òî âåðøèíà, ñîåäèíåííàÿ ñ B, äîëæíà áûòü ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé, íå ñîåäèíåííîé ñ B (èíà÷å ìû íå äîáåðåìñÿ
îò B äî òåõ âåðøèí, ñ êîòîðûìè îíà íå ñîåäèíåíà). Ïóñòü B ñîåäèíåíà ñ C, C ñîåäèíåíà ñ D, íî B íå ñîåäèíåíà ñ D.
Òåïåðü äëÿ ëþáîé âåðøèíû A, êîòîðàÿ ñîåäèíåíà ñ B, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óñëîâèå çàäà÷è äëÿ ïóòè A−B−C−D è
ïîëó÷èòü, ÷òî A ñîåäèíåíà ñ C (òàê êàê ìåæäó B èD íåò ðåáðà). Òàêèì îáðàçîì, C ñîåäèíåíà ñ B, ñî âñåìè âåðøèíàìè,
ñ êîòîðûìè ñîåäèíåíà B, è åù¼ ñ âåðøèíîé D. Ýòî çíà÷èò, ÷òî å¼ ñòåïåíü áîëüøå ñòåïåíè B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
èçíà÷àëüíîìó âûáîðó. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà íàèáîëüøåé ñòåïåíè îáÿçàíà áûòü ñîåäèíåíà ñî âñåìè îñòàëüíûìè
âåðøèíàìè.

4. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è q. Âàñÿ âûáèðàåò âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b, à çàòåì ðàññìàòðèâàåò âñåâîçìîæíûå
ðàçíîñòè |am − bn|, ãäå ai = a + i

p è bi = b+ i
q äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i. Çàòåì Âàñå äàäóò ñòîëüêî ãðàììîâ

çîëîòà, ÷åìó ðàâíà íàèìåíüøàÿ èç ýòèõ ðàçíîñòåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çîëîòà óäàñòñÿ çàðàáîòàòü
Âàñå? Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò p è q.

Îòâåò: 1
2[p,q] ãðàììîâ. Ðåøåíèå. Ïóñòü (p, q) = d, p = du, q = dv. Óìíîæèì âñå ÷èñëà ai è bj (à ñ íèìè âñå

âàñèíû ðàçíîñòè è îòâåò) íà [p, q] = duv. Òåïåðü â êà÷åñòâå ðàçíîñòåé, ïîëó÷àåìûõ Âàñåé, âûñòóïàþò âñå ÷èñëà âèäà
|c+ (mv − nu)|, ãäå c = duv(a− b).

×èñëà âèäà mv − nu ñ öåëûìè m è n îáðàçóþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë I. Äîêàæåì, ÷òî â I ëåæàò âñå
öåëûå ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ñóììà äâóõ ÷èñåë èç I, à òàêæå êðàòíîå ëþáîãî ÷èñëà èç I òîæå ëåæàò â I. Ðàññìîòðèì â I
íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò s. Åñëè x ∈ I ïîäåëèòü ñ îñòàòêîì íà s: x = sy+ r, 0 6 r < s, îñòàòîê r = x− ys
òàêæå ëåæèò â I è ïîýòîìó ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû I, â òîì ÷èñëå m è n, êðàòíû s, îòêóäà s = 1, è âñå
êðàòíûå s, òî åñòü âñå öåëûå ÷èñëà, ëåæàò â I.

Ñðåäè âàñèíûõ ðàçíîñòåé, òàêèì îáðàçîì, åñòü ÷èñëà |{c}| è 1 − |{c}|, îäíî èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1/2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè c = 1

2 (÷òî ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà â ïåðâîíà÷àëüíîì âûáîðå Âàñè a − b = 1
2[p,q] ), âñå Âàñèíû ðàçíîñòè íå

ìåíüøå 1/2. Äåëÿ èõ îáðàòíî íà [p, q], ïîëó÷àåì îòâåò.

5. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = AC) ∠BAC = 70◦. Òî÷êà N íà ñòîðîíå AB è òî÷êà M íà îòðåçêå
NC òàêîâû, ÷òî ∠NAM = ∠NCB = 5◦. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó óãëà ACN â òî÷êå I. Äîêàæèòå,
÷òî NI � áèññåêòðèñà óãëà ANC.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì I ′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ ACN è CAN . Ïîíÿòíî, ÷òî I ′ ëåæèò íà áèññåêòðèñå
óãëà ANC. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè I ′, M è B ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé, òî ∠ACB = (180◦ − ∠BAC)/2 = 55◦, à çíà÷èò ∠ACI ′ = (∠ACB −
∠NCB)/2 = 25◦. Èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû AI ′ ïîëó÷àåì, ÷òî ∠ABI ′ = ∠ACI ′ = 25◦, îòêóäà AI ′B =
180◦−∠BAI ′−∠ABI ′ = 120◦. Òðåóãîëüíèê ACM � ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê ∠ACM = 50◦, ∠MAC = 65◦, ∠AMC =
180◦ − ∠ACM − ∠MAC = 65◦, îòêóäà AC = CM . À çíà÷èò òðåóãîëüíèêè AI ′C è MI ′C ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è
óãëû ìåæäó íèìè. Ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèê AI ′M ðàâíîáåäðåííûé, AI ′ = MI ′ è ∠I ′AM = I ′MA = 30◦. Çíà÷èò
∠AI ′M = 120◦ = ∠AI ′B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè I ′, M è B ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà îò 1 äî 2n ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå äâå ãðóïïû a1, a2,
. . . , an è b1, b2, . . . , bn ïî n ÷èñåë â êàæäîé, ÷òî a1a2 . . . an + b1b2 . . . bn − 1

... 2n.



Îòâåò: n = 2k ïðè k = 0 è k > 2. Ðåøåíèå. Îäíî èç ÷èñåë a1a2 . . . an è b1b2 . . . bn íå÷¼òíî; ïðèìåì, íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè, ÷òî ýòî ÷èñëî a1a2 . . . an. Òîãäà âñå ai íå÷¼òíû, òàêèì îáðàçîì, ýòî ÷èñëà 1, 3, 5, . . . , 2n − 1 â êàêîì-òî
ïîðÿäêå. Ñðåäè ÷èñåë b1, b2, . . . , bn íàõîäèòñÿ ÷èñëî 2n, ïîýòîìó a1a2 . . . an − 1 êðàòíî 2n. Ýòî íåâîçìîæíî, åñëè ó n
åñòü íå÷¼òíûé äåëèòåëü, áîëüøèé 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îí íàõîäèëñÿ áû ñðåäè ai è a1a2 . . . an − 1 íà íåãî áû íå
äåëèëîñü. Òàêèì îáðàçîì, n � ñòåïåíü äâîéêè ñ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, n = 2k−1.

Ïðè k = 1 óñëîâèå çàäà÷è, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåòñÿ: 0 + 1 − 1 êðàòíî 2; ïðè k = 2 ÷èñëî 2 · 4 + 1 · 3 − 1 íà 4 íå
äåëèòñÿ. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî ïðè k > 2 âûðàæåíèå 1 · 3 · . . . · (2k − 1) + 2 · 4 · . . . 2k − 1 êðàòíî 2k, òî åñòü ÷òî
íà 2k äåëèòñÿ 1 ·3 · . . . · (2k−1)−1. Ïðè k = 3 ÷èñëî 1 ·3 ·5 ·7−1 = 104 êðàòíî 8. Ïóñòü 1 ·3 · . . . · (2k−1) = 1+2kt, òîãäà
(2k +1)(2k +3) . . . (2k+1 − 1) = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) + 2k(1 + 3+ . . .+ (2k − 1)) + 22ku = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) + 2k · 22k−2 +22ku
äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 2k+1 òàêîé æå îñòàòîê 1 + 2kt. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (1 + 2kt)2 = 1+ 2k+1t+ 22kt2 äà¼ò îñòàòîê
1 ïðè äåëåíèè íà 2k+1.

7. Â òóðíèðå ïî òåííèñó èãðàëè äåâî÷êè è ìàëü÷èêè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîå êîëè÷åñòâî), ïðè÷¼ì êàæäàÿ äåâî÷êà
ñûãðàëà ðîâíî 1 ìàò÷ ñ êàæäûì ìàëü÷èêîì. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ äåâî÷êà ïîáåäèëà íå ìåíåå 21 ìàëü÷èêà, à
êàæäûé ìàëü÷èê ïîáåäèë íå ìåíåå 12 äåâî÷åê. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå ó÷àñòíèêîâ òàêîå âîçìîæíî?
Íè÷üèõ â òåííèñå íå áûâàåò.

Îòâåò: 65. Ðåøåíèå. Ïóñòü äåâî÷åê áûëî d, à ìàëü÷èêîâ m. Òîãäà âñåãî èãð áûëî dm, à ïîáåä íå ìåíåå 21d+12m.

Çíà÷èò, dm > 21d + 12m, òî åñòü (d − 12)(m − 21) > 252. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì
ãåîìåòðè÷åñêîì (d− 12) + (m− 21) > 2

√
252 > 31, çíà÷èò, d+m > 64, à ïîñêîëüêó d è m öåëûå, d+m > 65.

Ïîêàæåì, êàê ïðîâåñòè óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ òóðíèð ñ 65 ó÷àñòíèêàìè.
Ïðèãëàñèì íà òóðíèð 2 ãðóïïû ïî 13 äåâî÷åê D1, D2 è 3 ãðóïïû ïî 13 ìàëü÷èêîâ M1, M2, M3. Óñòàíîâèì âçàèìíî-

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðóïïàìè D1 è M1, à òàêæå ìåæäó ãðóïïàìè D2 è M2. Óñòðîèì òàê, ÷òîáû êàæäàÿ
äåâî÷êà èç ãðóïïû D1 îáûãðàëà ñîïîñòàâëåííîãî åé ìàëü÷èêà èç ãðóïïûM1 è âñåõ ìàëü÷èêîâ èç ãðóïïûM2, à êàæäàÿ
äåâî÷êà èç ãðóïïû D2 îáûãðàëà ñîïîñòàâëåííîãî åé ìàëü÷èêà èç ãðóïïû M2 è âñåõ ìàëü÷èêîâ èç ãðóïïû M1. Âñåì
îñòàëüíûì ìàëü÷èêàì äåâî÷êè èç ãðóïï D1 è D2 ïðîèãðàþò. Òåïåðü ó êàæäîé äåâî÷êè 14 ïîáåä, à ó êàæäîãî ìàëü÷èêà
èç ãðóïï M1 è M2 12 ïîáåä.

Òåïåðü çàíóìåðóåì äåâî÷åê êàæäîé ãðóïïû è ìàëü÷èêîâ èç ãðóïïû M3 ÷èñëàìè îò 1 äî 13, à çàòåì ðàññòàâèì
ó÷àñòíèêîâ êàæäîé ãðóïïû ïî êðóãó â ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè çàíóìåðîâàíû. Äëÿ êàæäîãî i îò 1 äî 13 ïîðó÷èì
i-é äåâî÷êå èç êàæäîé ãðóïïû îáûãðàòü i-ãî ìàëü÷èêà èç ãðóïïû M3, à òàêæå øåñòü ìàëü÷èêîâ, ñëåäóþùèõ çà íèì
ïî êðóãó, à îñòàëüíûì ìàëü÷èêàì ïðîèãðàòü. Òåïåðü êàæäîé äåâî÷êå ïðèáàâèëîñü 7 ïîáåä (èõ ñòàëî âñåãî 21, êàê è
íóæíî), à êàæäûé ìàëü÷èê èç ãðóïïû M3 ïîáåäèë ïî 6 äåâî÷åê èç êàæäîé ãðóïïû è èìååò âñåãî 12 ïîáåä.

8. Íà äîñêå íàïèñàíû äðîáè 1
1 ,

1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n . Âàñÿ óïðàæíÿåòñÿ â ñëîæåíèè äðîáåé. Êàæäóþ ìèíóòó îí âûáèðàåò äâå

äðîáè, ïèøåò â ÷èñëèòåëü ñóììó ÷èñëèòåëåé, â çíàìåíàòåëü � ñóììó çíàìåíàòåëåé, ïîëó÷åííóþ äðîáü ñîêðàùàåò
(äî íåñîêðàòèìîé), à äâå èñõîäíûå äðîáè ñòèðàåò. Äðîáü ñ êàêèì íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ìîæåò îêàçàòüñÿ íà äîñêå
÷åðåç n− 1 ìèíóòó? Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò n.

Îòâåò: 1
2 . Ðåøåíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü òàêîé ðåçóëüòàò, îáðàáîòàåì ñíà÷àëà äðîáè 1

n è 1
n−1 (ïîëó÷èâ 2

2n−1 ), à

ðåçóëüòàò ñîâîêóïèì ñ 1
n−2 , ïîëó÷èâ

3
3n−3 = 1

n−1 . Â ðåçóëüòàòå íà äîñêå îêàæóòñÿ äðîáè

1

1
,
1

2
, . . . ,

1

n− 4
,

1

n− 3
,

1

n− 1
.

Òåïåðü êàæäûé ðàç áóäåì ïðèìåíÿòü âàñèíó îïåðàöèþ ê äâóì íàèìåíüøèì äðîáÿì. Ïîñëå k òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå
áóäóò äðîáè

1

1
,
1

2
, . . . ,

1

n− 4
,

1

n− k − 3
,

1

n− k − 1

(äåéñòâèòåëüíî, èç äðîáåé 1
n−k−3 è 1

n−k−1 ïîëó÷àåòñÿ äðîáü 1
n−k−2 ). Ïîñëå n− 4 îïåðàöèé ó Âàñè îñòàíóòñÿ äðîáè 1

1

è 1
3 , èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ

1
2 .

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå ïîëó÷èòüñÿ íå ìîæåò. Çàìåòèì, ÷òî åñëè a
c è

b
d � äâå äðîáè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëèòåëÿìè

è çíàìåíàòåëÿìè, òî äðîáü a+b
c+d çàêëþ÷åíà ìåæäó íèìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè â ðåçóëüòàòå íàøèõ îïåðàöèé íàä

íàáîðîì äðîáåé îñòàëàñü îäíà, ýòà äðîáü ìåíüøå íàèáîëüøåé äðîáè èñõîäíîãî íàáîðà.
Â êàêîé-òî ìîìåíò Âàñÿ äîëæåí áóäåò ïðèìåíèòü ñâîþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ê äðîáè 1

1 è êàêîé-òî äðóãîé, ñêàæåì,
x
y . Åñëè

x
y < 1

2 , òî åñòü y > 2x+ 1, Âàñÿ ïîëó÷èò äðîáü x+1
y+1 6 x+1

2x+2 = 1
2 . Âñå (âîçìîæíî) îñòàâøèåñÿ äðîáè íå áîëüøå

1
2 , è îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò íå áîëüøå 1

2 . Åñëè
x
y = 1

2 , òî îáñóæäàåìàÿ îïåðàöèÿ � íå ïîñëåäíÿÿ (òàê êàê èç

âñåõ äðîáåé, êðîìå 1
1 , äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ äðîáü, ìåíüøàÿ

1
2 ) è ó÷àñòâóþùàÿ â íåé äðîáü

1
2 íàïèñàíà íà äîñêå ñ ñàìîãî

íà÷àëà (ïî òîé æå ïðè÷èíå). Ïîýòîìó ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè, 2
3 , áóäåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ íåêîòîðîé äðîáüþ

e
f 6 1

3 .

Ïîñêîëüêó f > 3e > 2e+ 1, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ 2+e
3+f 6 e+2

2e+4 = 1
2 . Ïîñëå ýòîãî íà äîñêå îñòàíóòñÿ òîëüêî äðîáè, íå

áîëüøèå 1
2 , è îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò íå áîëüøå

1
2 .


