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1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè a0 = 1 è an =
∑

k26n

an−k2 äëÿ

n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë a1, a2, . . . , a100 000 000 åñòü õîòÿ áû 5000 ÷¼òíûõ.

2. Äëèíà ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 1, ∠BAC = 60◦, ∠ACB = 100◦,
F � ñåðåäèíà BC. Òî÷êà D íà ñòîðîíå AB òàêîâà, ÷òî DB = FB. ×åìó ðàâíî
SABC + 2SFBD? SXY Z îçíà÷àåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà XY Z.

3. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , x1000 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì xi+xj > (−1)i+j

ïðè 1 6 i < j 6 1000. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

x1 + 2x2 + 3x3 + . . .+ 1000x1000.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òà-
êèõ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ n−1 èç íèõ äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà îñòàâøååñÿ
÷èñëî.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Â ðÿä âûïèñûâàþò n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Çà îäèí
õîä ìîæíî çàìåíèòü ÷èñëî x íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñëà x è åãî ñîñåäåé (îä-
íîãî äëÿ êðàéíèõ ÷èñåë, äâóõ äëÿ íåêðàéíèõ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî ìåíÿåò
çíàê, åñëè èç íåîòðèöàòåëüíîãî îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, è íàîáîðîò. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñìåí çíàêà (â çàâèñèìîñòè îò n) ìîæåò ïðîèçîéòè ñ ñàìûì
ëåâûì ÷èñëîì?

6. Äàí ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êè F , G è H ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD, AC è BE, AD è FG ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ∠BHF = 2∠HFE.

7. Ó÷åíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ ïðîãóëÿë âñå óðîêè ôèçêóëüòóðû è ñäà¼ò
ïî íåé ïèñüìåííûé ýêçàìåí. Ýêçàìåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåñò èç 100 âîïðîñîâ, íà
êàæäûé åñòü îòâåòû ¾Äà¿ è ¾Íåò¿, ðîâíî îäèí èç ýòèõ îòâåòîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
Çà êàæäóþ ïîïûòêó Âàñÿ îòâå÷àåò ¾Äà¿ èëè ¾Íåò¿ íà êàæäûé âîïðîñ, à ôèçðóê
ñîîáùàåò â îòâåò, ñêîëüêî îòâåòîâ îêàçàëèñü âåðíûìè. Ñìîæåò ëè Âàñÿ äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû íà 100-é ïîïûòêå âåðíî îòâåòèòü íà âñå âîïðîñû?

8. Ó Âàñè åñòü 13 ðàçëè÷íûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò âû-
ïèñàòü íåêîòîðûå èç íèõ â ñòðî÷êó è ðàññòàâèòü ìåæäó íèìè çíàêè ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ (íî íå ñêîáêè) òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷èâøå-
ãîñÿ âûðàæåíèÿ áûëî áîëüøå 3, íî ìåíüøå 4.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �4. 30.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÏÅÐÂÀß ËÈÃÀ

1. Â êëàññå ó÷àòñÿ äåâî÷êè è ìàëü÷èêè, âñåãî 19 äåòåé. Êàæäûé èç íèõ äðóæèò
ðîâíî ñ 10 ñâîèìè îäíîêëàññíèêàìè. Ó÷èòåëü âûáèðàåò îäíîãî ó÷åíèêà è ïðîñèò
âûéòè åãî è âñåõ åãî äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò âûáðàòü ó÷åíèêà òàê, ÷òîáû
â êëàññå îñòàëîñü íå ïîðîâíó ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê.

2. Äëèíà ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 1, ∠BAC = 60◦, ∠ACB = 100◦,
F � ñåðåäèíà BC. Òî÷êà D íà ñòîðîíå AB òàêîâà, ÷òî DB = FB. ×åìó ðàâíî
SABC + 2SFBD? SXY Z îçíà÷àåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà XY Z.

3. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , x1000 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì xi+xj > (−1)i+j

ïðè 1 6 i < j 6 1000. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

x1 + 2x2 + 3x3 + . . .+ 1000x1000.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå åãî äåëèòåëè, êðîìå, áûòü ìîæåò,
îäíîãî, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäíî ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ
íà äðóãîå.

5. Â ðÿä âûïèñàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , a100. Çà îäèí õîä ìîæíî
çàìåíèòü ÷èñëî x íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñëà x è åãî ñîñåäåé (îäíîãî äëÿ
êðàéíèõ ÷èñåë, äâóõ äëÿ íå êðàéíèõ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî ìåíÿåò çíàê,
åñëè èç íåîòðèöàòåëüíîãî îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, è íàîáîðîò. Ìîãëî ëè
ñàìîå ëåâîå ÷èñëî ìåíÿòü çíàê áîëüøå òûñÿ÷è ðàç?

6. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà îòðåçêå
AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî BP ⊥ AM . Íà îòðåçêå AM âûáðàíà òî÷êà Q
òàêàÿ, ÷òî AQ = 2PM . Äîêàæèòå, ÷òî ∠CQM = ∠BAM .

7. Ó÷åíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ ïðîãóëÿë âñå óðîêè ôèçêóëüòóðû è ñäà¼ò
ïî íåé ïèñüìåííûé ýêçàìåí. Ýêçàìåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåñò èç 100 âîïðîñîâ, íà
êàæäûé åñòü îòâåòû ¾Äà¿ è ¾Íåò¿, ðîâíî îäèí èç ýòèõ îòâåòîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
Çà êàæäóþ ïîïûòêó Âàñÿ îòâå÷àåò ¾Äà¿ èëè ¾Íåò¿ íà êàæäûé âîïðîñ, à ôèçðóê
ñîîáùàåò â îòâåò, ñêîëüêî îòâåòîâ îêàçàëèñü âåðíûìè. Ñìîæåò ëè Âàñÿ äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû íà 100-é ïîïûòêå âåðíî îòâåòèòü íà âñå âîïðîñû?

8. Ó Âàñè åñòü 13 ðàçëè÷íûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò âû-
ïèñàòü íåêîòîðûå èç íèõ â ñòðî÷êó è ðàññòàâèòü ìåæäó íèìè çíàêè ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ (íî íå ñêîáêè) òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷èâøå-
ãîñÿ âûðàæåíèÿ áûëî áîëüøå 3, íî ìåíüøå 4.
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1. Àíÿ è Áîðÿ èãðàþò íà èçîáðàæ¼ííîì íà ðèñóíêå èãðîâîì ïîëå â ñëåäóþùóþ
èãðó. Èçíà÷àëüíî ôèøêà íàõîäèòñÿ â êëåòêå ñ ÷¼ðíûì êðóæêîì. Êàæäûì õîäîì
ìîæåò èãðîê ïîäâèíóòü ôèøêó íà áëèæàéøóþ êëåòêó â íàïðàâëåíèè ñåâåðà (Ñ),
ñåâåðî-âîñòîêà (ÑÂ), âîñòîêà (Â) èëè þãî-âîñòîêà (ÞÂ), íà÷èíàåò Àíÿ. Ïðîèãðû-
âàåò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B â äâà ðàçà áîëüøå óãëà C, AD �
âûñîòà, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî AB = 2DM .

3. ×èñëà a, b, c, d, e, f òàêîâû, ÷òî îáà ÷èñëà a·(b−c+d−e+f) è f ·(a−b+c−d+e)
îòðèöàòåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a · f òîæå îòðèöàòåëüíî.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå åãî äåëèòåëè, êðîìå, áûòü ìîæåò,
îäíîãî, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäíî ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ
íà äðóãîå.

5. Â ðÿä âûïèñàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , a100. Çà îäèí õîä ìîæíî
çàìåíèòü ÷èñëî x íà ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñëà x è åãî ñîñåäåé (îäíîãî äëÿ
êðàéíèõ ÷èñåë, äâóõ äëÿ íå êðàéíèõ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî ìåíÿåò çíàê,
åñëè èç íåîòðèöàòåëüíîãî îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, è íàîáîðîò. Ìîãëî ëè
ñàìîå ëåâîå ÷èñëî ìåíÿòü çíàê áîëüøå òûñÿ÷è ðàç?

6. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà îòðåçêå
AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî BP ⊥ AM . Íà îòðåçêå AM âûáðàíà òî÷êà Q
òàêàÿ, ÷òî AQ = 2PM . Äîêàæèòå, ÷òî ∠CQM = ∠BAM .

7. Ó÷åíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ ïðîãóëÿë âñå óðîêè ôèçêóëüòóðû è ñäà¼ò
ïî íåé ïèñüìåííûé ýêçàìåí. Ýêçàìåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåñò èç 100 âîïðîñîâ, íà
êàæäûé åñòü îòâåòû ¾Äà¿ è ¾Íåò¿, ðîâíî îäèí èç ýòèõ îòâåòîâ ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.
Çà êàæäóþ ïîïûòêó Âàñÿ îòâå÷àåò ¾Äà¿ èëè ¾Íåò¿ íà êàæäûé âîïðîñ, à ôèçðóê
ñîîáùàåò â îòâåò, ñêîëüêî îòâåòîâ îêàçàëèñü âåðíûìè. Ñìîæåò ëè Âàñÿ äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû íà 100-é ïîïûòêå âåðíî îòâåòèòü íà âñå âîïðîñû?

8. Íà ñòîëå ëåæàò 165 êàìíåé, êàæäûé èç êîòîðûõ âåñèò áîëüøå 50, íî ìåíüøå
100 êèëîãðàììîâ. Ýòè êàìíè êàê-òî ðàçëîæèëè íà 11 êó÷. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæ-
íî âûáðàòü äâå èç ýòèõ êó÷ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïåðâîé êó÷å êàê êîëè÷åñòâî
êàìíåé, òàê è èõ ñóììàðíûé âåñ áûë íå ìåíüøå, ÷åì âî âòîðîé êó÷å.
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ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÒÐÅÒÜß ËÈÃÀ

1. Àíÿ è Áîðÿ èãðàþò íà èçîáðàæ¼ííîì íà ðèñóíêå èãðîâîì ïîëå â ñëåäóþùóþ
èãðó. Èçíà÷àëüíî ôèøêà íàõîäèòñÿ â êëåòêå ñ ÷¼ðíûì êðóæêîì. Êàæäûì õîäîì
ìîæåò èãðîê ïîäâèíóòü ôèøêó íà áëèæàéøóþ êëåòêó â íàïðàâëåíèè ñåâåðà (Ñ),
ñåâåðî-âîñòîêà (ÑÂ), âîñòîêà (Â) èëè þãî-âîñòîêà (ÞÂ), íà÷èíàåò Àíÿ. Ïðîèãðû-
âàåò èãðîê, êîòîðûé íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B â äâà ðàçà áîëüøå óãëà C, AD �
âûñîòà, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî AB = 2DM .

3. ×èñëà a, b, c, d, e, f òàêîâû, ÷òî îáà ÷èñëà a·(b−c+d−e+f) è f ·(a−b+c−d+e)
îòðèöàòåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a · f òîæå îòðèöàòåëüíî.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå åãî äåëèòåëè, êðîìå, áûòü ìîæåò,
îäíîãî, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ îäíî ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ
íà äðóãîå.

5. Íàéòè âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, äëÿ êîòîðûõ

(a, b) + [a, b] = 4(a+ b) + 2021.

6. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà îòðåçêå
AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî BP ⊥ AM . Íà îòðåçêå AM âûáðàíà òî÷êà Q
òàêàÿ, ÷òî AQ = 2PM . Äîêàæèòå, ÷òî ∠CQM = ∠BAM .

7. Â êâàäðàòå 13 × 13 êàæäàÿ êëåòêà ïîêðàøåíà â ÷åðíûé èëè áåëûé öâåò. Äî-
êàæèòå, ÷òî ìîæíî âûðåçàòü îäèí ñòîëáåö è îäíó ñòðîêó èç ýòîãî êâàäðàòà òàê,
÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ êëåòîê ÷åðíûõ è áåëûõ áûëî íå ïîðîâíó.

8. Íà ñòîëå ëåæàò 63 êàìíÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ âåñèò áîëüøå 100, íî ìåíüøå 110
êèëîãðàììîâ. Ýòè êàìíè êàê-òî ðàçëîæèëè íà 3 êó÷è. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû-
áðàòü äâå èç ýòèõ êó÷ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïåðâîé êó÷å êàê êîëè÷åñòâî êàìíåé,
òàê è èõ ñóììàðíûé âåñ áûë íå ìåíüøå, ÷åì âî âòîðîé êó÷å.


