XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ 

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая лига, 4 тур, краткие решения.

1. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся.
Решение. Положим a1 = 1, an = a1a2…an–1+1 при всех 2 ≤ n ≤ 999999 и a1000000 = a1a2…a999999–1. При любом n от 2 до 999999 a1a2…an–1 ( –1 (mod an), ak ( 1 (mod an) при всех k от n+1 до 999999 и a1000000 ( –1 (mod an). Перемножая эти сравнения, получаем, что произведение всех ak без an сравнимо с 1 по модулю an при всех n от 2 до 999999. Для n = 1 и n = 1000000 аналогичный результат очевиден.
2. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На луче BO выбрана точка P. Описанные окружности треугольников CPB и APB пересекают стороны AB и BC в точках K и L соответственно. Докажите, что середина отрезка KL равноудалена от вершин A и C.

Решение. Пусть углы треугольника есть (, (, (. Тогда (BOC = 2(, так что (CBO = (/2–(; аналогично (ABO = (/2–(. Обозначим середину отрезка KL через M. Спроектируем точки K, L, M на прямую AC. Получим точки K', L', M', причем M' будет серединой K'L'. Требуется доказать, что M' есть середина AC, что равносильно равенству AK' = CL', то есть AKcos( = CLcos(. Из треугольника KPC получаем (CKP = (CBP = (/2–(, (PCK = (PBK = (/2–(. Отсюда по теореме синусов PC : PK = cos( : cos(. Аналогично PL : PA = cos( : cos(. Наконец, (CPL = (CPK–(KPL = (–(–(KPL = (APK. Значит, треугольники APK и LPC подобны и CL : AK = PC : PK = cos( : cos(, что и требовалось доказать.
3. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Точки P, Q, R, S — точки пересечения биссектрис углов A и B, B и C, C и D, D и A соответственно. Четырехугольник PQRS вписан в окружность с центром T. Докажите, что диагонали четырехугольника ABCD и прямая OT пересекаются в одной точке.

Решение. Пусть диагонали AC и BD пересекаются в точке K. Если ABCD — трапеция, то все указанные точки лежат на ее оси симметрии. Пусть прямые AB и CD пересекаются в точке M, прямые BC и AD — в точке N. Заметим, что OK ( MN (например, потому, что MN есть поляра точки K относительно нашей окружности). Достаточно доказать, что OT ( MN. Для этого, в свою очередь, достаточно доказать, что MN есть радикальная ось окружностей ABCD и PQRS. Докажем, например, что точка M лежит на этой радикальной оси. Не умаляя общности, M лежит на лучах AB и CD. Тогда Q — центр вневписанной окружности треугольника BCM, S — центр вписанной окружности треугольника ADM. Поэтому прямая QS есть биссектриса угла BCM. Если, скажем, S лежит на отрезке MQ (второй случай аналогичен), то имеем (ASQ = (MAS+(SMA = ((BAD+(AMD)/2 = ((–(ADM)/2 = (ABC/2 = (ABQ, так что точки A, B, S, Q лежат на одной окружности и MA(MB = MS(MQ. Это и означает, что степени точки M относительно окружностей ABCD и PQRS равны.
4. Даны натуральные a > 1 и n > 1. Докажите, что любой простой делитель числа an–1 не превосходит (a+1)((n). (Здесь ((n) — количество натуральных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с ним.)

Решение. Рассмотрим многочлен xn–1 и его разложение на неприводимые множители с целыми коэффициентами. Корни этого многочлена суть все корни n–й степени из 1, каждый из них является первообразным корнем некоторой степени d | n и, следовательно, корнем многочлена деления круга (d(x) степени ((d) ≤ ((n). Поэтому каждый простой делитель числа an–1 является простым делителем числа (d(a) при некотором d | n. Так как (d(x) раскладывается на не более чем ((n) множителей вида x–(, |(| = 1, число (d(a) является произведением не более чем ((n) множителей вида a–(. Учитывая, что |a–(| ≤ a+1, получаем, что (d(a) ≤ (a+1)((n), откуда следует требуемое.
( Простейшие свойства круговых многочленов считаются известными. Их неприводимость известной не считается.
5. Дано натуральное число k > 1. При каком наибольшем n можно окрасить все числа от 1 до n в черный и белый цвета так, чтобы для любых (возможно, совпадающих) a1, …, ak+1 ( {1,2, …, n} таких, что a1+a2+ … +ak = ak+1, среди a1, … , ak+1 нашлись бы числа обоих цветов?

Ответ: n = k2+k–2. Решение. Предположим, что n = k2+k–1, и раскраска нашлась. Пусть 1 — белое число. Из рассмотрения набора, составленного из k единиц и одного числа k получим, что k — черное; из набора k раз по k и одного k2 получается, что число k2 — белое; из набора 1, k2 и k–1 раз по k+1 получается, что число k+1 — черное. Но теперь из набора, содержащего числа k2, k2+k–1 и k–1 единицу получается, что число k2+k–1 — черное, а из набора, где есть числа k, k2+k–1 и k–1 экземпляр числа k+1 — число k2+k–1 — белое. Противоречие. Осталось предъявить покраску при n = k2+k–2. Подходит, например, такая: числа 1, 2, … ,k–1 — белые, k, k+1, … ,k2–1 — черные, k2, … ,k2+k–2 — белые.
( Оценка и пример — по 4 балла.
6. Даны два семейства (1 и (2, состоящие из подмножеств n-элементного множества X. Известно, что если A ( B ( X и A ( (i, то и B ( (i. Докажите, что 2n∙|(1((2|(|(1|(|(2|. (Здесь |(|, как и раньше, обозначает число различных множеств в семействе (.)

Решение. Индукция по n. База при n = 0 очевидна. Пусть X = {x1, … ,xn}, X' = {x1, … ,xn–1}. Положим (i0 = {A((i | xn ( A}, (i1 = {A ( (i | xn ( A}, Ti = {A ( X' | A({xn} ( (i} (то есть {(i0 состоит из всех множеств семейства (i, не содержащих xn, (i1 — из всех, содержащих xn, а Ti получается из (i1 путем выкидывания этого элемента из каждого множества). Заметим, что если A ( (i0, то A({xn} ( (i1, а тогда A ( Ti; таким образом, (i0 ( Ti. Кроме того, семейства (i0 и Ti, очевидно, удовлетворяют условию задачи для множества X'.
Обозначив si = |(i0|, ti = |Ti|, из предположения индукции получаем 2n–1|(10((20| ( s1s2 и 2n–1|T1(T2|(t1t2. Тогда 2n|(1((2| ( 2n(|(10((20|+|T1(T2|) ( 2(s1s2+t1t2) ( (s1+t1)(s2+t2) (последнее неравенство верно, ибо равносильно неравенству (t1–s1)(t2–s2) ( 0). В правой части и стоит |(1||(2|. Переход доказан.
7. В таблице 2n(2n несколько клеток окрашены в черный цвет, а остальные — в белый. Разрешается перекрашивать в противоположный цвет все клетки какого-то столбца или какой-то строки. Докажите, что такими перекрашиваниями можно добиться того, что количество белых клеток будет больше количества черных не менее, чем на 
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Решение. 
8. Последовательность (an) задана условиями a1 = x ( (, 3an+1 = an+1 при n ( 1. Найдите
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Решение. Решение. Ответ. [3x–3/2] при x(1/ 2 и [3x–3/2]+1 при x<1/2. Решение. Положим ak=bk+1/2. Тогда рекуррентное соотношение из условия примет вид 3bn+1=bn, а искомая сумма –– вид [b1+1/3]+[b2+1/3]+[b3+1/3]+...+ [b1+2/3]+ [b2+2/3]+[b3+2/3] +... Теперь легко убедиться в сходимости рассматриваемой суммы. Действительно, если b1=x–1/2=y, то bk=y/3k–1. Ясно, что при всех достаточно больших k имеем |bk|<1/3 и, следовательно, [b1+1/3]=[b1+2/ 3]=0. Это позволяет заменить искомую сумму конечным выражением [b1+1/3]+[b2+1/3]+…+[bk+1/3] + [b1+2/3]+ [b2+2/3]+ ... +[bk+2/3], где |bk|( 1/3 и |bk+1|<1/3.

Используя тождество [x+1/3]+[x+2/3]=[3x]–[x] (которое легко проверить рассмотрением случаев 0( {x}< 1/3, 1/3( {x}<2/3, 2/3( {x} <1, заменим нашу сумму такой: [3b1]–[b1]+[3b2]–[b2]+...+[3bk]–[bk]=[3b1]–[bk]=[3y]–[bk]=[3x–3/2]–[bk], где 1/3( |bk|=|y/3k–1|<1. Так как bk одного знака с y, получаем [bk]=0 при y( 0 и [bk]=–1 при y<0. Таким образом, при x( 1/2 искомая сумма равна [3x–3/2], а при x<1/2 она равна [3x–3/2]+1. 
9. Найдите все функции f: ( ( (, удовлетворяющие следующим условиям:  (1) f(0) = 1; (2) f(x+f(y)) = f(x+y)+1 для всех x, y ( (; (3) существует такое рациональное нецелое x0, что число f(x0) — целое.

Решение. 
10. На плоскости проведены 100 прямых. Докажите, что среди частей, на которые они делят плоскость, не может оказаться трех 70-угольников.

Решение. 

XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая лига, вторая лига (бои за 1-4 места), 4 тур, краткие решения.

1. Неориентированный граф G имеет нечетный цикл. Его ребра ориентировали так, что после этого из любой вершины можно попасть в любую другую, двигаясь по ребрам в соответствии с их ориентацией. Докажите, что в полученном графе есть ориентированный цикл нечетной длины.

Решение. Пусть C  простой нечетный цикл в графе G c вершинами  a1, …, an  в порядке следования (мы считаем an+1=a1). Рассмотрим сильно связную ориентацию графа G – орграф 
[image: image3.wmf]G

. Будем строить в 
[image: image4.wmf]G

 ориентированный цикл нечетной длины 
[image: image5.wmf]C

, последовательно продвигаясь по C c началом в точке a1. Пусть мы дошли до ai. Если ребро aiai+1  ориентировано именно в таком порядке, то возьмем в 
[image: image6.wmf]C

 это ребро. В противном случае рассмотрим путь Pi из ai в ai+1 (такой есть из сильной связности 
[image: image7.wmf]G

). Если путь Pi  состоит из четного числа ребер, то вместе с ребром  ai+1ai он образует цикл нечетной длины. Если же путь Pi  нечетен, то добавим в 
[image: image8.wmf]C

 этот путь и окажемся в ai+1. В результате, обойдя весь цикл C, мы построим нечетный ориентированный цикл 
[image: image9.wmf]C

. Из любого нечетного ориентированного цикла нетрудно выбрать несамопересекающийся нечетный ориентированный цикл (хотя в задаче этого и не требуется).

2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Точки P, Q, R, S — точки пересечения биссектрис углов A и B, B и C, C и D, D и A соответственно. Четырехугольник PQRS вписан в окружность с центром T. Докажите, что диагонали четырехугольника ABCD и прямая OT пересекаются в одной точке.

Решение. Если ABCD – трапеция, то все указанные точки лежат на ее оси симметрии. Пусть прямые AB и CD пересекаются в точке M, прямые BC и AD – в точке N. Заметим, что OK ( MN (например, потому, что MN есть поляра точки K относительно нашей окружности). Достаточно доказать, что OT ( MN. Для этого, в свою очередь, достаточно доказать, что MN есть радикальная ось окружностей ABCD и PQRS. Докажем, например, что точка M лежит на этой радикальной оси. Не умаляя общности, M лежит на лучах AB и CD. Тогда Q – центр вневписанной окружности  треугольника BCM, S – центр вписанной окружности треугольника ADM. Поэтому прямая QS есть биссектриса угла BCM. Если, скажем, S лежит на отрезке MQ (второй случай аналогичен), то имеем (ASQ=(MAS+( SMA=((BAD+(AMD)/2= (π – ( ADM)/2=( ABC/2=( ABQ, так что точки A, B, S, Q лежат на одной окружности и MA(MB=MS( MQ. Это и означает, что степени точки M относительно окружностей ABCD и PQRS равны.
3. Найдите все многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, удовлетворяющие условию
P(a2)–P(a) = P(b2)–P(b) для всех таких вещественных чисел a и b, что a+b = 1.

Ответ. Линейные многочлены и константы. Решение. Пусть W(x)=anxn+an–1xn–1+…+a0 – многочлен степени n. Из условия очевидно, что W(x2)–W((1–x)2)( W(x)–W(1–x). Заметим, что W(x2)–W((1–x)2) = anx2n+an–1x2n–2+…–anx2n+2nanx2n–1+… = 2nanx2n–1+… – многочлен степени 2n–1, а W(x)–W(1–x) – многочлен степени не более чем n. Таким образом, 2n–1 ≤ n, следовательно n ≤ 1. Очевидно, что все линейные многочлены и константы подходят.
4. Дано натуральное число k > 1. При каком наибольшем n можно взять kn карточек, по k с каждым числом от 1 до n, и покрасить их в черный и белый цвета так, чтобы все карточки с одинаковыми числами были одного цвета и выполнялось следующее условие: в любом таком наборе карточек с числами a1, a2, …, ak+1 (не обязательно различными), что a1+a2+…+ak = ak+1, есть карточки обоих цветов?

Ответ. n=k2+k–2. Решение. Предположим, что n=k2+k–1, и раскраска нашлась. Пусть 1 – белое число. Из рассмотрения набора (1,1,…,1,k) получим, что k – черное; из набора (k,...,k,k2) число k2 – белое; из (1,k+1,...,k+1,k2) число k+1 – черное. Но теперь из (k^2,1,...,1,k2+k–1) число k2+k–1 должно быть черным, а из (k, k+1,...,k+1,k2+k–1) оно должно быть белым. Противоречие. Осталось предъявить покраску при n=k2+k–2. Подходит, например, такая: числа 1, 2, ..., k–1 – белые, k, k+1, ...,k2–1 – черные, k2,...,k2+k–2 – белые.
5. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На луче BO выбрана точка P. Описанные окружности треугольников CPB и APB пересекают стороны AB и BC в точках K и L соответственно. Докажите, что середина отрезка KL равноудалена от вершин A и C.

Решение. Пусть углы треугольника есть α, β, γ. Тогда (BOC=2α, так что (CBO=π/2– α; аналогично (ABO= π/2– γ. Обозначим середину отрезка KL через M. Спроектируем точки K, L, M на прямую AC. Получим точки K', L', M', причем M' будет серединой K'L'. Требуется доказать, что M' есть середина AC, что равносильно равенству AK'=CL', то есть AK cos α =CL cos γ. Из треугольника KPC получаем (CKP=(CBP=( /2– α, (PCK=(PBK= π/2– γ. Отсюда по теореме синусов PC:PK= cos α : cos γ. Аналогично PL:PA= cos α : cos γ. Наконец, (CPL=(CPK–(KPL= π – β –(KPL= (APK. Значит, треугольники APK и LPC подобны и CL:AK=PC:PK= cos α : cos γ, что и требовалось доказать.
6. Последовательность {an} задана условиями a1 = x ( (, 3an+1 = an+1 при n ( 1. Найдите
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Решение. Ответ. [3x–3/2] при x(1/ 2 и [3x–3/2]+1 при x<1/2. Решение. Положим ak=bk+1/2. Тогда рекуррентное соотношение из условия примет вид 3bn+1=bn, а искомая сумма –– вид [b1+1/3]+[b2+1/3]+[b3+1/3]+...+ [b1+2/3]+ [b2+2/3]+[b3+2/3] +... Теперь легко убедиться в сходимости рассматриваемой суммы. Действительно, если b1=x–1/2=y, то bk=y/3k–1. Ясно, что при всех достаточно больших k имеем |bk|<1/3 и, следовательно, [b1+1/3]=[b1+2/ 3]=0. Это позволяет заменить искомую сумму конечным выражением [b1+1/3]+[b2+1/3]+…+[bk+1/3] + [b1+2/3]+ [b2+2/3]+ ... +[bk+2/3], где |bk|( 1/3 и |bk+1|<1/3.

Используя тождество [x+1/3]+[x+2/3]=[3x]–[x] (которое легко проверить рассмотрением случаев 0( {x}< 1/3, 1/3( {x}<2/3, 2/3( {x} <1, заменим нашу сумму такой: [3b1]–[b1]+[3b2]–[b2]+...+[3bk]–[bk]=[3b1]–[bk]=[3y]–[bk]=[3x–3/2]–[bk], где 1/3( |bk|=|y/3k–1|<1. Так как bk одного знака с y, получаем [bk]=0 при y( 0 и [bk]=–1 при y<0. Таким образом, при x( 1/2 искомая сумма равна [3x–3/2], а при x<1/2 она равна [3x–3/2]+1. 
♦ Пропуск “+1”' при x<1/2 – дыра до 4 баллов.
7. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся.
Решение. Положим n = 1000000. Условие задачи следует из того, что сумма произведений наших чисел по n–1, уменьшенная на 1, делится на произведение всех чисел (на самом деле, эти факты равносильны). Действительно, тогда a1… an-1–1 представляется в виде разности чисел, делящихся на an. Разделив это условие на произведение всех чисел, получим, что требуется найти n чисел таких, что 
[image: image11.wmf]1111

1212

aaaaaa

nn

+++-Î

Z

K

K

. Положим a1 = 2, a2 = 3, ak+1 = a1a2…ak+1 при 2≤k≤n–2. Непосредственной индукцией проверяется, что 
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. Теперь осталось положить an = a1a2…an–1–1: тогда 
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, что и требовалось.
8. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ≤ 3.

Решение. С помощью тождественных преобразований нетрудно понять, что условие эквивалентно следующему: (2–a)(2–b)(2–c)=(a+b+c–2)2. Из условия легко понять, что все числа a, b, c < 2. Тогда, предположив a+b+c>3, мы с помощью неравенства о среднем получим: 1<(a+b+c–2)2=(2–a)(2–b)(2–c) ( (6–a–b–c)3/ 27 ( 1, противоречие.
9. Дана трапеция ABCD такая, что AD || BC и AB = BC = CD. На дуге AD ее описанной окружности, не содержащей точки C, отмечена произвольная точка P. Отрезок PB пересекает отрезок AC в точке E, а отрезок PC пересекает отрезок BD в точке F. Докажите, что площадь четырехугольника BCFE не зависит от выбора точки P.

Решение. Достаточно доказать, что S(ABE)=S(EFC). Легко видеть, что треугольники ABE и PCE подобны, следовательно, 
[image: image14.wmf]2

)

(

)

(

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

PC

AB

PCE

S

ABE

S

. Кроме того, 
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. Заметим также, что ( BDC = (BPC = (CPD, следовательно, треугольники CDF и CPD подобны, откуда 
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, что и требовалось доказать.
10. Есть множество A = {1, 2, …, n}. Изначально в Сережиной коллекции есть все n одноэлементных подмножеств A. За один ход Сережа может взять любые два непересекающиеся множества из своей коллекции и добавить туда их объединение. За какое наименьшее число ходов Сережа сможет поместить в свою коллекцию все (n–1)-элементные подмножества множества A?
Ответ: 3N–6. Решение. Сначала покажем, что указанного числа операций достаточно. Действительно, пусть Si={i}, Ci=A\ Si. Пусть A1=S1, последовательно добавим A2 = A1(S2, A3 = A2(S3,..., An–1 = An–2(Sn–1 (всего n–2 операции), затем положим  B1 = Sn и добавим B2 = B1(Sn–1, B3 = B2(Sn–2,..., Bn–1 = Bn–2(S2 (еще n–2 операции), и, наконец, добавим в Сережину коллекцию множества C2 = A1 (Bn–2, C3 = A2 (Bn–3, ..., Cn–1 = An–2 (B1, совершив очередные n–2 операции. Теперь у Сережи есть все, что ему нужно!

Теперь убедимся, что меньшего числа операций не хватит. Предположим противное и рассмотрим наименьшее n, для которого нужные множества могут быть получены быстрее чем за 3n–6 сложений (легко видеть, что n> 2). Пусть R1 – та операция, в результате которой образуется множество Cn. Нетрудно видеть, что результат R1 не может пригодиться для получения никакого из остальных, потому что он содержит все остличные от n элементы. Пусть R2 – та операция, в которой впервые с начала процесса использовалось множество Sn. Пусть в операции R2 участвовали множества Sn и непустое множество M. Пусть i ( M, тогда операция R2 бесполезна для получения Ci=A\{i}. С другой стороны, нам необходимо получить множество Ci, содержащее n, и для этой цели множество Sk должно участвовать еще хотя бы в одной операции, которую мы назовем R3. Теперь покажем, как получить все необходимые подмножества множества A'={1,..., n–1} быстрее, чем за 3n–9 операций и тем самым получим противоречие с минимальностью n. В результате выполнения нашей последовательности операций для n-элементного множества A получаются все его n-элементные подмножества C1=A\ S1, C2=A\S2, ..., Cn=A\Sn= A'. Выполним для n–1–элементного множества A' все те же операции, кроме операций, где одно из двух участвующих множеств есть Sn. Понятно, что в результате будут получены множества C1\ Sn, C2\Sn, ..., Сn–1\Sn (а это все необходимые подмножества A' и ненужное нам само множество A'=Cn=Cn\Sn.  Поэтому, даже отменив операцию  R1, получающую Сn (ее результат все равно не используется в дальнейшем), мы получим все необходимые множества. Отметим, что мы отменили из нашего первоначального списка как минимум три операции R1, R2 и R3 и тем самым провели менее 3n–9 операций, противоречие.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая лига, 4 тур, бои за 5-8 места, краткие решения.

1. Найдите такие целые числа n и m, что для любых двух чисел x, y из отрезка [n, m] значение 
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Решение. Заметим, что n ≠ 0, m ≠ 0. Очевидно, что 
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. Первое неравенство в случае двух положительных чисел  эквивалентно тому, что nm ( 2, а второе — тому, что nm ( 2, поэтому nm = 2, n = 1, m = 2. В случае, когда одно из чисел отрицательно, а другое – положительное, отрезок [n, m] содержит ноль, поэтому обратные величины могут быть сколь угодно велики. В случае двух отрицательных концов отрезка получаем те же два неравенства с обратным знаком, откуда n = –2, m = 1.

2. Даны две арифметические прогрессии a1, a2, … и b1, b2, …. (арифметическая прогрессия — это последовательность, в которой an = an–1+d, где d — некоторое число, единое для всей последовательности). Известно, что a1 = b1, и для каждого номера i остатки от деления ai и bi на i совпадают. Докажите, что последовательности совпадают.
Решение. i-тый член последовательности равен ai = a1+(i–1)da ≡ a1–da (mod i). Аналогично bi ≡ b1–db (mod i), поэтому da ≡ db (mod i), то есть разность da – db​  делится на все натуральные числа, что возможно только в том случае, если она равна нулю. Раз в последовательности совпадают первые члены и разности, то и прогрессии совпадают.

3. В отряде восемь бойцов. Каждую ночь трое уходят в разведку, причём, никакие двое бойцов не должны ходить в разведку вместе дважды. Найдите максимальное возможное число ночей, в которые отряд может посылать разведчиков.

Ответ: 8. Решение. Расписание походов: (1,2,3), (1,4,5), (1,6,7), (2,4,8), (3,6,8), (5,7,8), (2,5,6), (3,4,7). Более трёх раз ни один боец ходить в поход не может (не хватит попутчиков). Таким образом общее число человеко-выходов не более 24. Их хватает только на 8 походов.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 4 балла.
4. Докажите, что ни для какого натурального числа сумма его делителей, дающих остаток 1 при делении на 3, не равна сумме его делителей, дающих остаток 2 при делении на 3.

Решение. Решение. Рассмотрим разложение числа на простые множители. Без ограничения общности можно считать, что там нет тройки, так как при умножении на нее получаются делители, кратные 3. Теперь рассмотрим простые множители первого типа (дающие остаток 1 при делении на 3) – pi, соответственно входящие в число в степени ki. Простые множители, дающие остаток 2 при делении на 3, обозначим qi, а их степени – mi. Рассмотрим произведение 
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…, где сомножителям первого типа соответствуют суммы, а сомножителям второго типа – знакопеременные суммы. Тогда при раскрытии скобок получается выражение, где все члены, в которые входит нечетное число сомножителей второго типа, имеют знак «–», а остальные имеют знак «+». Но как раз  если в число входит нечетное количество множителей второго типа, то оно имеет остаток 2 при делении на 3, и наоборот, всем слагаемым с плюсом соответствуют делители, дают остаток 1. Поэтому если бы суммы делителей первого и второго типа были равны, то выражение равнялось бы нулю, но тогда один из сомножителей должне был быть равен нулю, а это, очевидно, не так.
5. На координатной плоскости рассматривается четырёхугольник  с вершинами в точках  А(0,0), B(2007; 2007), С(0,2007), D(–2007;0). Можно ли так подобрать целые числа p и q так, чтобы график квадратного трёхчлена y = x2+px+q пересекал каждую из сторон этого четырёхугольника в точках с целыми координатами?

Решение. Из теоремы Виета следует, что уравнение x2+px+q = 0 не имеет целых корней, если p и q –нечётные целые числа. Но нахождение точек пересечения параболы со сторонами четырёхугольника ABCD сводится к решению следующих квадратных уравнений x2+px+q = 0, x2+px+q = х, x2+px+q = 2007, x2+px+q= х+2007. Перенося все слагаемые в левую часть, видим, что у одного из полученных уравнений оба коэффициента нечётные.
6. BC — основание равнобедренного треугольника ABC, BD — биссектриса угла B. Выполнено равенство BC = AD+BD. Найдите угол A.

Решение. Сто градусов. Обозначим (А = (, (АBD = ( = ((–()/4. Тогда, выписывая теорему синусов для треугольников АВС и ABD, получаем 
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. Далее выражаем все длины через АВ и подставляем в равенство BC = AD+BD. После тригонометрических преобразований находим ( = (/9, ( = 5(/9.
7. Суду предъявлены 80 одинаковых с виду монет. Суд знает, что среди них две или три фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые — тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие три монеты на самом деле фальшивые. Ему нужно доказать суду истинное число фальшивых монет, и для этого можно проводить взвешивания на чашечных весах без гирь. Однако адвокат связан обязательством не разглашать ни про какую монету, фальшивая она или настоящая, и поэтому он не имеет права делать взвешивания, из которых такую информацию можно логически вывести. Как надо действовать адвокату?

Решение. Разобьем монеты на 5 кучек: A и B по 10 монет, C, D и E по 20 так, чтобы фальшивые попали в A, D и E. Проведем три взвешивания: (1) A+C = B+D, (2) A+B = E, (3) C+D > A+B+E. Ввиду (3) среди A+B+E есть фальшивки, ввиду (2) их четное число, значит ровно две, одна в E, другая в A+B. Но тогда в A+B+C+D есть фальшивки, и ввиду (1) их четное число, то есть две. Значит, в C+D есть одна фальшивка, итого три фальшивки. Те же результаты мы получили бы, если бы по одной фальшивке оказалось в группах B, C и E. Значит, каждая монета может быть как фальшивой, так и настоящей, и разглашения нет.
8. Рассмотрим функцию f(x) = {x}+{1/x}. Докажите, что все значения этой функции меньше 2, но могут быть сколь угодно близки к 2.

Решение. Пусть t — маленькое  положительное число. Рассмотрим f(–n–t), {–n–t} = 1–t, {1/(–n–t)}= {–1/(n+t)}= 1–1/(n+t). Следовательно, f(–n–t) = 1–t + 1–1/(n+t). При достаточно больших n и достаточно маленьких t это выражение бывает сколь угодно близко к 2. 
9. В пространстве даны 10 точек, никакие четыре из которых не лежат в одной плоскости. Через каждые три точки проведена плоскость. Докажите, что при пересечении этих плоскостей не может получиться более 6000 прямых.

Решение. Отметим, что прямые, получающиеся в результате пересечения плоскостей бывают трёх типов : а) проходящие через две отмеченные точки, б) проходящие через одну отмеченную точку, в) не содержащие отмеченных точек. Подсчитаем их по отдельности. а) очевидно, что таких прямых 
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. Таким образом, общее число прямых 5925.
10. Из клетчатого куба с ребром n выбросили n единичных кубиков, пересекаемых главной диагональю. На какое наименьшее число прямоугольных параллелепипедов, состоящих из целых клеток, можно разбить оставшуюся часть куба?

Ответ: 3(n–1). Решение. Докажем, что никакие два кубика, примыкающие по граням к удаленным кубикам, не могут принадлежать одному параллелепипеду. Поставим в соответствие каждому кубику тройку (k, m, l), где k, m, l — номера слоёв, в которых находится кубик по каждой координате. Кубики, лежащие вдоль диагонали, имеют координаты (k, k, k), где 1 ( k ( n. Рассмотрим два кубика, примыкающих к диагонали. Их координаты отличаются от диагональных на 1, т.е. либо (k, k, k+1) и (m, m, m+1), либо (k, k+1, k) и (m, m, m+1), где k ( m. Легко видеть, что кубик (m, m, m) лежит внутри параллелепипеда, содержащего эти кубики. Количество кубиков, примыкающих к удалённым кубикам, равно 3(n–1). Пример приводится.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Высшая юниорская лига, 4 тур, краткие решения.

1. Диаметром треугольника называется длина его наибольшей стороны. Докажите, что любой неравнобедренный треугольник можно разбить на три треугольника одинакового диаметра.

Решение. Неравнобедренный треугольник разбивается на два с диаметром, равным второй по величине стороне треугольника. Действительно, пусть в треугольнике ABC AB > AC > BC. Выберем на AB точку K так, чтобы BK = AC. Докажем, что диаметры треугольников BCK и ACK равны AC. Проведем высоту CH. Поскольку угол С — наибольший, то точка H попадет на AB. Далее, BH < BC < AC = BK, поэтому точка K лежит на AH. Значит, угол AKC — тупой, и AC — наибольшая сторона в треугольнике AKC. В частности, KC < AC = BK. Ну, а BC < AC по условию. 
Теперь разобьем треугольник ABC на три треугольника. На стороне AC найдется точка L (ближе к A) такая, что в треугольнике ABL сторона BL вторая  по величине, а в треугольнике BLC — первая, и оба треугольника — неравнобедренные. Тогда разрежем как выше треугольник ABL на два треугольника с диаметром BL.
2. На плоскости проведены 100 прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке. Докажите, что среди частей, на которые они делят плоскость, найдется не более трех 90-угольников.

Решение. Предположим, что такие 90-угольники нашлись. Для каждого из них существует 10 прямых, на которых не лежат его стороны. Значит, существуют хотя бы 70 прямых, на каждой из которых лежат стороны всех трех 90-угольников. Относительно каждой из них два 90-угольника лежат по одну сторону. Значит, существуют такие два 90-угольника и три прямые, что эти 90-угольники лежат по одну сторону от каждой из этих прямых. Таким образом, эти многоугольники лежат в одной из частей, на которые три прямые делят плоскость. Легко показать, что тогда эти многоугольники имеют общие внутренние точки; это невозможно. Комментарий. Можно также показать, что нет трех прямых, относительно которых два многоугольника могут лежать по разные стороны. Поэтому в нашем разбиении не может быть даже двух 53-угольников.
3. Суду предъявлены 100 одинаковых с виду монет. Суд уже установил, что среди них есть 2 или 3 фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые – тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие монеты на самом деле фальшивые. Может ли он убедить суд, что фальшивых монет три, а не две, не разгласив ни про какую монету фальшивая она или настоящая? (Адвокат должен делать взвешивания на чашечных весах без гирь. Число взвешиваний не ограничено. Запрещены взвешивания и группы взвешиваний, из которых логически выводится, что конкретная монета фальшивая или настоящая.)

Ответ: Может. Решение. Делим монеты на группы A, B, C, A', B', C', A", B", C" чтобы были равновесия A+B = A'+B' = A"+B" и A+С = A'+С' = A"+С". Тогда в каждой из групп A+B+C, A'+B'+С', A"+B"+C" есть фальшивка. Разглашения нет: по монете может быть в тройке без штрихов, или в тройке с одним штрихом, или в тройке с двумя штрихами. Численности легко подбираются неравными, например A", B, B', C, C" по 12, остальные по 10.
4. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ( 3.

Решение. С помощью тождественных преобразований нетрудно понять, что условие эквивалентно следующему: (2–a)(2–b)(2–c) = (a+b+c–2)2. Из условия легко понять, что все числа a, b, c < 2. Тогда, предположив, что a+b+c > 3 мы с помощью неравенства о среднем получим: 1 < (a+b+c–2)2 =
(2–a)(2–b)(2–c) ≤ (6–a–b–c)3/27  ≤ 1, противоречие.
5. В окружность вписан четырехугольник ABCD, при этом AB  =  BC  =  CD. На дуге AD (не содержащей точек B и C) выбирается точка M. Хорда MB пересекает диагональ AC в точке K, а хорда MC пересекает диагональ BD в точке L. Докажите, что площадь четырехугольника BKLC не зависит от выбора точки M. (Сообщил С. Берлов)
Решение. Достаточно доказать, что S(ABE) = S(EFC). Легко видеть, что треугольники ABE и PCE подобны, следовательно, S(ABE)/S(PCE) = (AB/PC)2. Кроме того, S(PCE)/S(EFC) = PC/FC. Заметим также, что (BDC = \(BPC = (CPD, следовательно, треугольники CDF и CPD подобны, откуда FC/CD = CD/PC, то есть CD2 = PC(FC. Тогда S(ABE)/S(EFC) = (AB/PC)2((PC/FC) = AB2/PC(FC=CD2/PC(FC = 1, что и требовалось доказать.
6. Есть множество A  =  {1, 2, …, n}. Изначально в Сережиной коллекции есть все n одноэлементных подмножеств A. За один ход Сережа может взять любые два непересекающиеся множества из своей коллекции и добавить туда их объединение. За какое наименьшее число ходов Сережа сможет поместить в свою коллекцию все (n–1)-элементные подмножества множества A?

Решение. Ответ: 3N–6. Решение. Сначала покажем, что указанного числа операций достаточно. Действительно, пусть Si={i}, Ci=A\ Si. Пусть A1=S1, последовательно добавим A2 = A1(S2, A3 = A2(S3,..., An–1 = An–2(Sn–1 (всего n–2 операции), затем положим  B1 = Sn и добавим B2 = B1(Sn–1, B3 = B2(Sn–2,..., Bn–1 = Bn–2(S2 (еще n–2 операции), и, наконец, добавим в Сережину коллекцию множества C2 = A1 (Bn–2, C3 = A2 (Bn–3, ..., Cn–1 = An–2 (B1, совершив очередные n–2 операции. Теперь у Сережи есть все, что ему нужно!

Теперь убедимся, что меньшего числа операций не хватит. Предположим противное и рассмотрим наименьшее n, для которого нужные множества могут быть получены быстрее чем за 3n–6 сложений (легко видеть, что n> 2). Пусть R1 – та операция, в результате которой образуется множество Cn. Нетрудно видеть, что результат R1 не может пригодиться для получения никакого из остальных, потому что он содержит все остличные от n элементы. Пусть R2 – та операция, в которой впервые с начала процесса использовалось множество Sn. Пусть в операции R2 участвовали множества Sn и непустое множество M. Пусть i ( M, тогда операция R2 бесполезна для получения Ci=A\{i}. С другой стороны, нам необходимо получить множество Ci, содержащее n, и для этой цели множество Sk должно участвовать еще хотя бы в одной операции, которую мы назовем R3. Теперь покажем, как получить все необходимые подмножества множества A'={1,..., n–1} быстрее, чем за 3n–9 операций и тем самым получим противоречие с минимальностью n. В результате выполнения нашей последовательности операций для n-элементного множества A получаются все его n-элементные подмножества C1=A\ S1, C2=A\S2, ..., Cn=A\Sn= A'. Выполним для n–1–элементного множества A' все те же операции, кроме операций, где одно из двух участвующих множеств есть Sn. Понятно, что в результате будут получены множества C1\ Sn, C2\Sn, ..., Сn–1\Sn (а это все необходимые подмножества A' и ненужное нам само множество A'=Cn=Cn\Sn.  Поэтому, даже отменив операцию  R1, получающую Сn (ее результат все равно не используется в дальнейшем), мы получим все необходимые множества. Отметим, что мы отменили из нашего первоначального списка как минимум три операции R1, R2 и R3 и тем самым провели менее 3n–9 операций, противоречие.
7. В государстве некоторые города связаны дорогами, причём есть замкнутый маршрут, состоящий из нечетного числа дорог. На всех дорогах ввели одностороннее движение так, что из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что и теперь найдется замкнутый маршрут, состоящий из нечетного числа дорог.
Решение. Пусть A1, A2, …, An, A1 — города в порядке следования по исходному маршруту. Проследуем по тому же маршруту после введения одностороннего движения, выбирая из Ai в Ai+1 обходной путь в случаях, когда движение направлено из Ai+1 в Ai. Если какой-то из обходных путей состоит из четного числа дорог, то нечетный цикл нашелся: этот обходной путь+ребро. Если нет, то весь путь состоит из нечетного числа групп по нечетному числу дорог, в сумме нечетное число. Если на этом пути какая-то дорога проходится дважды, то в одном из случаев мы из конца в начало прошли по четному числу дорог. Тогда дорога вместе с этим куском даст меньший нечетный кусок. Так уменьшая, сведем к маршруту без повторов дорог.
( Несведение к простому маршруту — дыра не более 2 баллов.
8. Докажите, что для любых натуральных a и b лишь конечное количество натуральных n таких, что оба числа a n2+b и a (n+1)2+b являются точными квадратами.
Решение. Пусть an2+b = x2, a(n+1)2+b = (x+y)2, где x и y – натуральны. Ясно, что x ( n+1. Вычитая почленно, получим a(2n+1) = y2+2yx, откуда y ( a. При каждом фиксированном значении y система 
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c неизвестными x и n сводится к квадратному уравнению и имеет поэтому не более двух решений.
9. Докажите, что найдутся 1000000 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 999999 из них, уменьшенное на 1, делится на оставшееся.

Решение. Положим n = 1000000. Условие задачи следует из того, что сумма произведений наших чисел по n–1, уменьшенная на 1, делится на произведение всех чисел (на самом деле, эти факты равносильны). Действительно, тогда a1… an-1–1 представляется в виде разности чисел, делящихся на an. Разделив это условие на произведение всех чисел, получим, что требуется найти n чисел таких, что 
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. Положим a1 = 2, a2 = 3, ak+1 = a1a2…ak+1 при 2≤k≤n–2. Непосредственной индукцией проверяется, что 
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. Теперь осталось положить an = a1a2…an–1–1: тогда 
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, что и требовалось.
10. Высота BH разбила треугольник ABC на два меньших. Радиусы вписанных окружностей треугольников ABH, СBH и ABC равны p, q и r соответственно. Докажите, что r2 = p2+q2 тогда и только тогда, когда (ABC = 90(.
Решение. Если угол B — прямой, то треугольники ABH, СBH и ABC подобны, их площади пропорциональны квадратам радиусов вписанных окружностей, и нужное равенство следует из равенства для площадей. 

Пусть теперь в данном треугольнике ABC выполнено равенство r2 = p2+q2. Построим прямоугольный треугольник A’B’C’ с такими же значениями радиусов p и q. Пусть r’ — радиус вписанной в него окружности. Наложим треугольники друг на друга так, чтобы совместились прямая AC c A’C’, прямая BH c B’H’ и совместились вписанные в части окружности (назовем их малыми). Если BH > B’H’, то проведенные из B’ отрезки касательных к малым окружностям лежат внутри треугольника ABC. Вписанная окружность треугольника A’B’C’ касается этих отрезков, и поэтому лежит строго внутри треугольника ABC, значит, r’ < r. Аналогично, если BH < B’H’, то r < r’. Но мы-то знаем, что r = r’. Значит, треугольники ABC и A’B’C’ совпадают, и угол B –— прямой.
XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Первая юниорская лига, 4 тур, краткие решения.

1. В государстве некоторые города связаны дорогами, причём какие-то три города связаны дорогами каждый с каждым. На всех дорогах ввели одностороннее движение, но так, что из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что в этом государстве найдётся замкнутый маршрут, состоящий из нечётного числа дорог.
Решение. Рассмотрим три дороги, связывающие три города, о которых говорится в условии. Если после их ориентации образовался цикл, то всё доказано. Если же это не так, то из какого-то города А выходят дороги в два других (В и С). Между В и С тоже есть дорога, которая после ориентации стала, например, В(С. Таким образом, из А в В есть два пути: длины 1 (А(С) и длины 2 (А(В(С). По условию, из С в А есть путь, который вместе с одним из двух указанных путей образуют цикл как чётной, так и нечётной длины.
2. Назовем две игральные карты похожими, если у них совпадает масть или достоинство. Можно ли разложить колоду из 52 карт на несколько стопок так, чтобы у каждой карты было во всех стопках поровну похожих на нее?
Решение. Проведем стрелки от каждой карты к похожим на нее. В каждую карту входит по 15 стрелок. В группу из k карт входит 15k стрелок. С другой стороны, в каждую группу входит поровну стрелок. Значит, численности групп одинаковы. Пусть групп N. Тогда N — делитель 52. N. Но N и делитель 15. Значит N = 1.
3. Из клетчатого куба с ребром n выбросили n единичных кубиков, пересекаемых главной диагональю. На какое наименьшее число прямоугольных параллелепипедов, состоящих из целых клеток, можно разбить оставшуюся часть куба?
Ответ: 3(n–1). Решение. Докажем, что никакие два кубика, примыкающие по граням к удаленным кубикам, не могут принадлежать одному параллелепипеду. Поставим в соответствие каждому кубику тройку (k, m, l), где k, m, l — номера слоёв, в которых находится кубик по каждой координате. Кубики, лежащие вдоль диагонали, имеют координаты (k, k, k), где 1 ( k ( n. Рассмотрим два кубика, примыкающих к диагонали. Их координаты отличаются от диагональных на 1, т.е. либо (k, k, k+1) и (m, m, m+1), либо (k, k+1, k) и (m, m, m+1), где k ( m. Легко видеть, что кубик (m, m, m) лежит внутри параллелепипеда, содержащего эти кубики. Количество кубиков, примыкающих к удалённым кубикам, равно 3(n–1). Пример приводится.
4. В отряде восемь бойцов. Каждую ночь трое уходят в разведку, причём, никакие двое бойцов не должны ходить в разведку вместе дважды. Найдите максимальное возможное число ночей, в которые отряд может посылать разведчиков.

Ответ: 8. Решение. Расписание походов: (1,2,3), (1,4,5), (1,6,7), (2,4,8), (3,6,8), (5,7,8), (2,5,6), (3,4,7). Более трёх раз ни один боец ходить в поход не может (не хватит попутчиков). Таким образом общее число человеко-выходов не более 24. Их хватает только на 8 походов.
( Только пример — 4 балла. Только оценка — 4 балла.
5. Треугольник ABC таков, что 2AB = AC + BC. Докажите, что центры вписанной и описанной окружностей этого треугольника и середины его сторон AC и BC лежат на одной окружности.
Решение. Пусть K и L – середины сторон AC и BC, а I и O — центры соответственно вписанной и описанной окружностей. Точки K и L очевидно лежат на окружности с диаметром CO. Отметим на стороне AB точку M так, что AM = AK. Из равенства в условии задачи следует, что и BM = BL. Треугольники KAI и MAI равны по двум сторонам и углу между ними, поэтому (KIM = 2(AIM. Аналогично (LIM = 2(BIM. Значит,
(KIL = 360(–(KIM–(LIM = 360(–2((AIM+(BIM) = 2((180(–(AIB) = 2((IAB+(IBA) = (A+(B = 180(–(C, и четырехугольник CKIL вписанный.
6. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию a2+b2+c2+abc = 4. Докажите, что a+b+c ≤ 3.

Решение. С помощью тождественных преобразований нетрудно понять, что условие эквивалентно следующему: (2–a)(2–b)(2–c) = (a+b+c–2)2. Из условия легко понять, что все числа a, b, c < 2. Тогда, предположив, что a+b+c > 3 мы с помощью неравенства о среднем получим: 1 < (a+b+c–2)2 =
(2–a)(2–b)(2–c) ≤ (6–a–b–c)3/27  ≤ 1, противоречие.
7. a1, a2, …, a2007 – такие натуральные числа, что

min(a1, a2)+min(a2, a3)+…+min(a2006, a2007)+min(a2007, a1) =

= max(a1, a3)+max(a2, a4)+…+max(a2006, a1)+max(a2007, a2)–2.

Чему может быть равна разность между наибольшим и наименьшим числом из набора a1, a2, …, a2007?

Решение. Решение. Если все числа равны, то подобное соотношение не может иметь места. Кроме того, max (ai, ai+1) ( ai ( min (ai, ai+2) (считаем, что 2006+2 = 1, 2007+2 = 2), поэтому min(a1, a2) + min(a2, a3) + … + min(a2006, a2007) + min(a2007, a1) ( max(a1, a3) + max(a2, a4) +… + max(a2006, a1) + max(a2007, a2), а из соотношения известно, что разница составляет ровно 2. Найдем наименьший элемент an такой, что an < an+1 (назовем это «подъемом»). Тогда max (an–1, an+1) ( an+1(an+1 = min (an–1, an)+1, то есть в этой паре разница достигает как минимум одного. Аналогичная ситуация с наибольшим элементом ak, у которого ak > ak+1 (назовем ее «спуском»), max (ak, ak+2) = ak(ak+1+1 ( min (ak, ak+1)+1. А так как разность вся равна 2, поэтому в каждом из таких случаев разность равна ровно 1, и есть всего один «подъем»  один «спуск», поэтому разность между наибольшим и наименьшим число равна 1. Такое бывает, например, когда все числа, кроме одного, равны 1, и одно равно 2.
8. Известно, что в четырехугольнике ABCD (BAC = (DAC, (CDB = (ADB, (CBD = 2(ABD и (BСA = 2(DСA. Докажите, что 50(< (BAD <160(.

Решение. Пусть (BAC = (DAC = α, (ABD = β, тогда (BOC = α+β (O – точка пересечения AC и BD), (DBC = 2β, ( OCB = π–α–3β, тогда из условия следует, что (ACD = π/2–α/2–3β/2. Из суммы углов треугольника OCD получаем, что ( BDC = ( BDA = π–π+α+β–π/2+α/2+3β/2 = 3α/2+5β/2–π/2. Из треугольника AOD получаем, что α+α+β+3α/2+5β/2–π/2. = π, что эквивалентно тому, что 7α+7β = 3π, откуда α < 3π/7, а это меньше 80(. Тогда (BOD = 4π/7, ( BDC = ( BDA  = 4π/7–α,  и из треугольника COD получим, что (ACD = α–π/7 > 0, а угол π/7 больше 25(. 
9. Найдите все простые p, при которых 5p+12p является квадратом целого числа.

Ответ: 2. Решение. Пусть 5p+12p =n2. Левая часть на 3 не делится, значит, правая часть даёт остаток 1 при делении на 3. Это возможно только при чётном p. Единственное чётное простое число 2. Проверка подтверждает ответ.
( Только ответ с проверкой — 0 баллов.
10. Диаметром треугольника назовем длину его наибольшей стороны. Докажите, что любой треугольник можно разбить на два треугольника одинакового диаметра.

Решение. Неравнобедренный треугольник разбивается на два с диаметром, равным второй по величине стороне треугольника. Действительно, пусть в треугольнике ABC AB > AC > BC. Выберем на AB точку K так, чтобы BK = AC. Докажем, что диаметры треугольников BCK и ACK равны AC. Проведем высоту CH. Поскольку угол С — наибольший, то точка H попадет на AB. Далее, BH < BC < AC = BK, поэтому точка K лежит на AH. Значит, угол AKC — тупой, и AC — наибольшая сторона в треугольнике AKC. В частности, KC < AC = BK. Ну, а BC < AC по условию. 
Теперь разобьем треугольник ABC на три треугольника. На стороне AC найдется точка L (ближе к A) такая, что в треугольнике ABL сторона BL вторая  по величине, а в треугольнике BLC — первая, и оба треугольника — неравнобедренные. Тогда разрежем как выше треугольник ABL на два треугольника с диаметром BL.

XI МЕЖДУНАРОДНЫЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТУРНИР СТАРШЕКЛАССНИКОВ

“КУБОК ПАМЯТИ А.Н. КОЛМОГОРОВА”. КАЗАНЬ, 1-8.12.2007
Вторая юниорская лига, 4 тур, краткие решения.

1. Найдите такие целые числа n и m, что для любых двух чисел x, y из отрезка [n, m] значение 
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 тоже лежит на этом же отрезке.
Решение. Заметим, что n ≠ 0, m ≠ 0. Очевидно, что 
[image: image34.wmf]111

;

xmn

éù

Î

êú

ëû

, поэтому 
[image: image35.wmf]1122

;

xymn

éù

+Î

êú

ëû

, поэтому необходимо, чтобы 
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. Первое неравенство в случае двух положительных чисел  эквивалентно тому, что nm ( 2, а второе — тому, что nm ( 2, поэтому nm = 2, n = 1, m = 2. В случае, когда одно из чисел отрицательно, а другое – положительное, отрезок [n, m] содержит ноль, поэтому обратные величины могут быть сколь угодно велики. В случае двух отрицательных концов отрезка получаем те же два неравенства с обратным знаком, откуда n = –2, m = 1.
(Если рассмотрен только случай двух положительных концов – 6 баллов и задача не решена. За то, что забыт случай, когда одно из чисел равно нулю, снимается 4 балла.

2. Какое наименьшее число слонов можно расставить на клетчатой доске 2N(2N так, чтобы каждое свободное поле было побито ровно одним слоном?
Ответ: 4N–4. Решение. Пример: ставим слонов на главных диагоналях кроме углов. Оценка. Сделаем ее только для слонов на черных полях. Рассмотрим самого нижнего слона НС. Предположим, что НC выше второй горизонтали. Тогда есть поле p точно под НС, но на две горизонтали ниже. Поле p побито, значит, на одной из проходящих через него диагоналей есть слон. Рассмотрим на этой диагонали поле, побитое НC. Если оно свободно, то бьется дважды. А если нет, то слон НC — не самый нижний. Противоречие. Значит, НC стоит на одной из двух нижних горизонталей, и, аналогично, самый верхний слон ВС – на одной из двух верхних горизонталей. Если ВС и НС стоят на одной диагонали, то поля между ними заняты, иначе они бьются дважды. Если же ВС и НС не на одной диагонали, то есть поле, которое оба бьют. Тогда и на нем есть слон, и все поля между ним и ВС или НС тоже заняты (иначе побиты дважды). Снова получаем по слону на всех промежуточных горизонталях. Итого, слонов не менее 2N–2.
( Оценка – 6 баллов, пример – 4 балла, и в обоих случаях задача не решена..

3. Известно, что в четырехугольнике ABCD (BAC = (DAC, (CDB = (ADB, (CBD = 2(ABD и (BСA = 2(DСA. Докажите, что 50(< (BAD <160(.
Решение. Пусть (BAC = (DAC = α, (ABD = β, тогда (BOC = α+β (O – точка пересечения AC и BD), (DBC = 2β, ( OCB = π–α–3β, тогда из условия следует, что (ACD = π/2–α/2–3β/2. Из суммы углов треугольника OCD получаем, что ( BDC = ( BDA = π–π+α+β–π/2+α/2+3β/2 = 3α/2+5β/2–π/2. Из треугольника AOD получаем, что α+α+β+3α/2+5β/2–π/2. = π, что эквивалентно тому, что 7α+7β = 3π, откуда α < 3π/7, а это меньше 80(. Тогда (BOD = 4π/7, ( BDC = ( BDA  = 4π/7–α,  и из треугольника COD получим, что (ACD = α–π/7 > 0, а угол π/7 больше 25(. 
( Одно из неравенств без другого – 4 балла.
4. Даны две арифметические прогрессии a1, a2, … и b1, b2, …. (арифметическая прогрессия — это последовательность, в которой an = an–1+d, где d — некоторое число, единое для всей последовательности). Известно, что a1 = b1, и для каждого номера i остатки от деления ai и bi на i совпадают. Докажите, что последовательности совпадают.

Решение. i-тый член последовательности равен ai = a1+(i–1)da ≡ a1–da (mod i). Аналогично bi ≡ b1–db (mod i), поэтому da ≡ db (mod i), то есть разность da – db​  делится на все натуральные числа, что возможно только в том случае, если она равна нулю. Раз в последовательности совпадают первые члены и разности, то и прогрессии совпадают.
( Формулу общего члена считать известной.
5. a1, a2, …, a2007 – такие натуральные числа, что 
min(a1, a2)+min(a2, a3)+…+min(a2006, a2007)+min(a2007, a1) =

= max(a1, a3)+max(a2, a4)+…+max(a2006, a1)+max(a2007, a2)–2.

Чему может быть равна разность между наибольшим и наименьшим числом из набора a1, a2, …, a2007?

Решение. Если все числа равны, то подобное соотношение не может иметь места. Кроме того, max (ai, ai+1) ( ai ( min (ai, ai+2) (считаем, что 2006+2 = 1, 2007+2 = 2), поэтому min(a1, a2) + min(a2, a3) + … + min(a2006, a2007) + min(a2007, a1) ( max(a1, a3) + max(a2, a4) +… + max(a2006, a1) + max(a2007, a2), а из соотношения известно, что разница составляет ровно 2. Найдем наименьший элемент an такой, что an < an+1 (назовем это «подъемом»). Тогда max (an–1, an+1) ( an+1(an+1 = min (an–1, an)+1, то есть в этой паре разница достигает как минимум одного. Аналогичная ситуация с наибольшим элементом ak, у которого ak > ak+1 (назовем ее «спуском»), max (ak, ak+2) = ak(ak+1+1 ( min (ak, ak+1)+1. А так как разность вся равна 2, поэтому в каждом из таких случаев разность равна ровно 1, и есть всего один «подъем»  один «спуск», поэтому разность между наибольшим и наименьшим число равна 1. Такое бывает, например, когда все числа, кроме одного, равны 1, и одно равно 2.
( За отсутствие примера снимать 2 балла
6. Треугольник ABC таков, что 2AB = AC+BC. Докажите, что центры вписанной и описанной окружностей этого треугольника и середины его сторон AC и BC лежат на одной окружности.

Решение. Пусть K и L – середины сторон AC и BC, а I и O — центры соответственно вписанной и описанной окружностей. Точки K и L очевидно лежат на окружности с диаметром CO. Отметим на стороне AB точку M так, что AM = AK. Из равенства в условии задачи следует, что и BM = BL. Треугольники KAI и MAI равны по двум сторонам и углу между ними, поэтому (KIM = 2(AIM. Аналогично (LIM = 2(BIM. Значит,
(KIL = 360(–(KIM–(LIM = 360(–2((AIM+(BIM) = 2((180(–(AIB) = 2((IAB+(IBA) = (A+(B = 180(–(C, и четырехугольник CKIL вписанный.
7. Суду предъявлены 80 одинаковых с виду монет. Суд знает, что среди них две или три фальшивые, все настоящие монеты весят одинаково, фальшивые — тоже одинаково, но легче настоящих. Адвокат знает, какие три монеты на самом деле фальшивые. Ему нужно доказать суду истинное число фальшивых монет, и для этого можно проводить взвешивания на чашечных весах без гирь. Однако адвокат связан обязательством не разглашать ни про какую монету, фальшивая она или настоящая, и поэтому он не имеет права делать взвешивания, из которых такую информацию можно логически вывести. Как надо действовать адвокату?

Решение. Разобьем монеты на 5 кучек: A и B по 10 монет, C, D и E по 20 так, чтобы фальшивые попали в A, D и E. Проведем три взвешивания: (1) A+C = B+D, (2) A+B = E, (3) C+D > A+B+E. Ввиду (3) среди A+B+E есть фальшивки, ввиду (2) их четное число, значит ровно две, одна в E, другая в A+B. Но тогда в A+B+C+D есть фальшивки, и ввиду (1) их четное число, то есть две. Значит, в C+D есть одна фальшивка, итого три фальшивки. Те же результаты мы получили бы, если бы по одной фальшивке оказалось в группах B, C и E. Значит, каждая монета может быть как фальшивой, так и настоящей, и разглашения нет.
8. Докажите, что ни для какого натурального числа сумма его делителей, дающих остаток 1 при делении на 3, не равна сумме его делителей, дающих остаток 2 при делении на 3. 
Решение. Рассмотрим разложение числа на простые множители. Без ограничения общности можно считать, что там нет тройки, так как при умножении на нее получаются делители, кратные 3. Теперь рассмотрим простые множители первого типа (дающие остаток 1 при делении на 3) – pi, соответственно входящие в число в степени ki. Простые множители, дающие остаток 2 при делении на 3, обозначим qi, а их степени – mi. Рассмотрим произведение 
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…, где сомножителям первого типа соответствуют суммы, а сомножителям второго типа – знакопеременные суммы. Тогда при раскрытии скобок получается выражение, где все члены, в которые входит нечетное число сомножителей второго типа, имеют знак «–», а остальные имеют знак «+». Но как раз  если в число входит нечетное количество множителей второго типа, то оно имеет остаток 2 при делении на 3, и наоборот, всем слагаемым с плюсом соответствуют делители, дают остаток 1. Поэтому если бы суммы делителей первого и второго типа были равны, то выражение равнялось бы нулю, но тогда один из сомножителей должен быть равен нулю, а это, очевидно, не так.
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