Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Второй тур 4.12.07. Высшая лига.

1. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, координаты вершин которого — целые числа, а сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE найдется точка с целыми координатами, отличная от A и B. (Кюршак-1989)
2. На сторонах остроугольного треугольника ABC наружу построены подобные прямоугольники BCAcAb, ACBcBa, ABCbCa. Треугольники CCbCa, AAbAc, BBaBc в пересечении образуют шестиугольник. Докажите, что главные диагонали этого шестиугольника пересекаются в одной точке. (Источник)
3. Найдите все функции f: R ( R, удовлетворяющие неравенству
f(x)cos(x–y) ≤ f(y) при всех вещественных x и y. (Источник)
4. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, у каждого из которых сумма делителей — точный квадрат. (С. Токарев)
5. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что любые 11 комиссий имеют общего члена. Докажите, что все комиссии имеют общего члена. (Ф. Петров)
6. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y. (Colombia-2001)
[image: image2.emf] 

7. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
8. Можно ли какой-нибудь клетчатый прямоугольник разбить на фигурки вида, изображённого на рисунке справа (клетка, объединённая с двумя равнобедренными прямоугольными треугольниками)? Фигурки можно поворачивать и переворачивать. (KoMaL)
9. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что для некоторых вещественных x и y выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy. (Босния и Герцеговина, 2003 — last)
10. Хроматическое число графа G равно k. Известно, что существует правильная раскраска вершин графа G такая, что вершин каждого цвета хотя бы две. Докажите, что существует такая раскраска в k цветов. (Хроматическим числом графа называется наименьшее число цветов, в которое можно правильно раскрасить вершины этого графа.) (T. Gallai)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Второй тур 4.12.07. Первая лига.

1. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что любые 11 комиссий имеют общего члена. Докажите, что все комиссии имеют общего члена. (Ф. Петров)
2. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка M — середина стороны BC. Прямая MI пересекает сторону AB в точке D, а прямая, проходящая через B перпендикулярно AI, пересекает отрезок CI в точке K. Докажите, что KD параллельно AC. (Crux 2004)
3. Хроматическое число графа G равно k. Известно, что существует правильная раскраска вершин графа G такая, что вершин каждого цвета хотя бы две. Докажите, что существует такая раскраска в k цветов. (Хроматическим числом графа называется наименьшее число цветов, в которое можно правильно раскрасить вершины этого графа.) (T. Gallai, (8.1.6))
4. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что для некоторых вещественных x и y выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy. (Босния и Герцеговина, 2003 — last)
5. Найдите все функции f: R ( R, удовлетворяющие неравенству f(x)cos(x–y) ≤ f(y) при всех вещественных x и y. (Источник)
6. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(4 (прямоугольник можно прикладывать только по клеточкам, возможно, перегибая вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок? (Д. Карпов, А. Пастор)
7. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, координаты вершин которого — целые числа, а сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE найдется точка с целыми координатами, отличная от A и B. (Кюршак-1989)
8. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y. (Colombia-2001)
9. Назовем натуральное число белым, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (не обязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем черными. Существует ли натуральное число, сумма белых делителей которого равна сумме его черных делителей? (Польша, 2006/07, 3 тур)
10. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Второй тур 4.12.07. Вторая лига.

1. Функция f на множестве вещественных чисел подобрана так, что для любых чисел x, y выполнено неравенство f(xy)+ f(y–х) ( f(y+х). Докажите, что все значения этой функции неотрицательны. (Канада-2007)
2. Можно ли подобрать 2007 различных натуральных чисел так, что произведение любых двух из них будет делителем суммы всех оставшихся? (Чешские олимпиады)
3. Какую длину может иметь сторона равностороннего треугольника на координатной плоскости, у которого координаты всех вершин удовлетворяют равенству х3+3ху+у3=1? (Найдите все возможные значения длины и докажите, что других нет.) (Putnam)
4. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(4 (прямоугольник можно прикладывать только по клеточкам, возможно, перегибая вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок? (Д. Карпов, А. Пастор)
5. Депутатов парламента требуется разделить на палаты так, чтобы внутри каждой палаты не было врагов. Это можно сделать, если палат три, и нельзя сделать, если палат две. Президент потребовал, чтобы в каждой палате было не менее двух депутатов, и это требование удалось выполнить, разделив депутатов на четыре палаты, Докажите, что можно разделить депутатов и на три палаты так, чтобы это условие осталось выполненным.
6. Из точек А и В, лежащих вне окружности с центром в точке О, проведены касательные к окружности AU, AV, BR, BS. Хорды UV и RS пересекаются в точке К. Докажите, что отрезки АВ и ОК перпендикулярны. (Из Интернета)
7. Учитель написал на доске приведённое квадратное уравнение х2+px+q=0 с целыми коэффициентами. Ученик Петя находит корни этого уравнения. Если оба корня окажутся целыми, то учитель составляет новое уравнение такого же типа, у которого вместо p и q стоят эти корни в том порядке, в каком захочет учитель. Если корни не целые или их нет вовсе, то Петя идёт домой. Учитель очень хочет, чтобы Петя не попал домой никогда. При каких значениях p и q ему это удастся? (Эстония-2005)
8. Докажите, что для любых положительных чисел выполнено неравенство
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9. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно, а точки K, L — середины диагоналей AC и BD соответственно. Диагонали пересекаются в точке O. Внутри четырехугольника нашлась такая точка X, что OKXL — параллелограмм. Докажите, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
10. Депутаты Парламента образовали несколько комиссий не более чем из 10 человек каждая. Известно, что для любых одиннадцати комиссий найдётся человек, который входит во все эти комиссии. Докажите, что найдётся человек, который входит во все комиссии. (Ф. Петров)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Второй тур 4.12.07. Высшая юниорская лига.

1. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y. (Colombia-2001)
2. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC, а точка M – середина стороны BC. Прямая MI пересекает сторону AB в точке D, а прямая, проходящая через B перпендикулярно AI пересекает отрезок CI в точке K. Докажите, что KD параллельно AC. (Crux-2006)
3. Трем смышленым девочкам Ире, Тане и Юле выдали по копии одного и того же графа. Юля и Таня раскрасили свои графы правильно, то есть так покрасили все вершины, что концы каждого ребра – разного цвета. Юля использовала меньше цветов, чем Таня, зато у Тани в каждый цвет покрашены минимум две вершины. Докажите, что Ира может правильно раскрасить свой граф так, чтобы использовать цветов не больше чем у Юли, и покрасить в каждый цвет не меньше двух вершин. (Переформулировка задачи из высшей лиги)
4. На клетчатой бумаге нарисован выпуклый четырехугольник ABCD с вершинами в узлах сетки. Сумма углов при вершинах A и B меньше 180(. Диагонали этого четырехугольника пересекаются в точке E. Докажите, что внутри или на границе треугольника ABE кроме точек A и B найдется еще узел сетки. (Кюршак-1989)
5. Клетки поверхности куба 100(100(100 раскрашены в черный и белый цвета. Известно, что среди любых четырех клеток, которые можно накрыть бумажным прямоугольником 1(4, количество черных одно и то же. Сколько существует таких раскрасок? (Накрывая, можно перегибать прямоугольник через ребра куба). (Д. Карпов, А. Пастор)
6. Про функцию f(x) известно, что f(1) = 1, и для любых x, y выполнено тождество f(x+y) = 2xf(y)+3yf(x). Найдите явный вид f(x). (Crux-2006)
7. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| > 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что существуют такие вещественные x и y, что выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy. (Босния и Герцеговина, 2003 — last)
8. Назовем натуральное число черным, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (необязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем белыми. Существует ли натуральное число, у которого сумма всех белых делителей равна сумме всех черных? (1 и само число тоже считаются делителями) (Польша, 2006/07, 3 тур)
9. В школе работает несколько кружков, в каждом не более 10 учеников. Известно, что у любых 11 кружков есть общий участник. Докажите, что есть ученик, который участвует во всех кружках. (Польша, 2006/07, 3 тур)
10. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S — середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника PQRS найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
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Второй тур 4.12.07. Первая юниорская лига.

1. Внутри треугольника ABC находятся точки M и N. Расстояния от точки M до сторон AB, BC и AC равны соответственно 1 см, 4 см и 25 см, а расстояния от точки N до тех же сторон (в том же порядке) равны 5 см, 7 см и 21 см. Найдите радиус вписанной окружности треугольника ABC. (сообщил Л. Самойлов)
2. Некоторые депутаты парламента враждуют друг с другом. Всех депутатов требуется разделить на палаты так, чтобы внутри каждой палаты не было врагов. Это удаётся сделать, если палаты три, но не удаётся сделать, если палат две. Президент потребовал, чтобы в каждой палате было не менее двух депутатов. Требование президента удалось выполнить, организовав в парламенте четыре палаты. Докажите, что это требование можно выполнить, организовав три палаты. (По мотивам T. Gallai (8.1.6)
3. Клетки поверхности куба 9(9(9 раскрашены в черный и белый цвета. Известно, что среди любых трех клеток, которые можно накрыть бумажным прямоугольником 1(3, количество черных одно и то же. Сколько существует таких раскрасок? (Накрывать можно ровно три клетки, разрешается перегибать прямоугольник через рёбра куба).
4. Про функцию f(x) известно, что f(1) = 1, и для любых x, y выполнено тождество f(x+y) = 2xf(y)+3yf(x). Найдите явный вид f(x). (Crux-2006)
5. В школе работает несколько кружков, в каждом не более 10 учеников.  Известно, что у любых 11 кружков есть общий участник. Докажите, что есть ученик, который участвует во всех кружках.(Ф. Петров)
6. Найдите все натуральные t, при которых уравнение x(x+t) = y2 не имеет решений в натуральных числах x, y. (Colombia-2001)
7. Определим "строки Фибоначчи" следующим образом: f0 = "b", f1 = "a", fn = fn-1+ fn-2 при n>1 (здесь + означает приписывание одной строки к другой). Например, f2 = "ab", f3 = "aba", f4 = "abaab". Обозначим через fn3 строку fn + fn + fn.  Докажите, что каждая строка fn3 при n>2 встречается в каждой строке, начиная с некоторого номера. (сообщил К.Кноп)
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S – середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника ABCD найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
9. Назовем натуральное число черным, если оно равно 1 или является произведением четного количества простых чисел (необязательно различных). Все остальные натуральные числа назовем белыми. Существует ли натуральное число, сумма белых делителей которого равна cумме его черных делителей? (1 и само число тоже считаются делителями) (Польша, 2006/07, 3 тур)
10. Вещественные числа a, b, c удовлетворяют условиям |a| ( 2, |b| ( 2 и a2+b2+c2 = abc+4. Докажите, что существуют такие вещественные x и y, что выполнены равенства a = x+1/x, b = y+1/y, c = xy+1/xy. (Босния и Герцеговина, 2003 — last)
Одиннадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 1–8 декабря 2007 года

Второй тур 4.12.07. Вторая юниорская лига.

1. Внутри треугольника ABC находятся точки M и N. Расстояния от точки M до сторон AB, BC и AC равны соответственно 1 см, 4 см и 25 см, а расстояния от точки N до тех же сторон (в том же порядке) равны 5 см, 7 см и 21 см. Найдите радиус вписанной окружности треугольника ABC. (сообщил Л. Самойлов)
2. Известно, что x1 = 1,  а xn+m = 2nxm+3mxn. Найдите, чему равно x100. (Crux 33 № 3)
3. Мальчик Вася учится считать. Берет число, вычитает из него единицу, после чего переставляет его цифры произвольным образом (но так, чтобы впереди не оказался ноль), потом прибавляет 1000, опять переставляет цифры, снова вычитает единицу и так далее попеременно то вычитает единицу, то прибавляет тысячу. Может ли Вася из десятизначного числа такими действиями получить пятизначное число? (жюри)
4. Клетки поверхности куба 6(6(6 раскрашены в черный и белый цвета таким образом, что, как бы ни приложить к поверхности прямоугольник 1(3 (возможно, перегнув вдоль ребра), количество черных клеток, покрытых прямоугольником, будет одним и тем же. Сколько существует таких раскрасок? (жюри под руководством всяких личностей темных)
5. На доске написаны числа 102007 и 200710. Играют двое. За один ход разрешается заменить любое число на любой его натуральный делитель, не равный самому числу. Проигрывает тот, кто не может  сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его соперник? (Л. Самойлов)
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки P, Q, R, S – середины сторон AB, BC, CD, DA, соответственно. Докажите, что внутри четырехугольника ABCD найдется такая точка X, что площади четырехугольников XSAP, XPBQ, XQCR и XRDS равны. (Crux-2004)
7. Учитель написал на доске приведённое квадратное уравнение х2+px+q=0 с целыми коэффициентами. Ученик Петя находит корни этого уравнения. Если оба корня окажутся целыми, то учитель составляет новое уравнение такого же типа, у которого вместо p и q стоят эти корни в том порядке, в каком захочет учитель. Если корни не целые или их нет вовсе, то Петя идёт домой. Учитель очень хочет, чтобы Петя не попал домой никогда. Какое уравнение ему надо для этого написать вначале? Найдите все такие уравнения и докажите, что других нет.(Эстония-2005)
8. Определим "строки Фибоначчи" следующим образом: f0 = "b", f1 = "a", fn = fn-1+ fn-2 при n>1 (здесь + означает приписывание одной строки к другой). Например, f2 = "ab", f3 = "aba", f4 = "abaab". Обозначим через fn3 строку fn + fn + fn.  Докажите, что каждая строка fn3 при n>2 встречается в каждой строке, начиная с некоторого номера. (сообщил К.Кноп)
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