Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Первый тур 30.11.10. Высшая лига.

1. Назовем граф хорошим, если каждая его компонента связности является полным графом с не более, чем 2010 вершинами. Рассмотрим два хороших графа с одним и тем же множеством вершин. Соединим две вершины, если они соединены хотя бы в одном из этих графов. Докажите, что вершины получившегося графа можно покрасить в 2010 цветов так, чтобы концы любого ребра были разноцветными. (В. Мокин)
2. На плоскости расположены два выпуклых многоугольника P и Q, причём для любой прямой l проекция P на l как минимум в два раза длиннее проекции Q на l. Докажите, что параллельным переносом можно поместить Q в P. (Р. Карасёв)
3. Вписанная окружность ( касается стороны BC треугольника ABC в точке P. Точки Q и R получаются соответственно из точек B и C симметрией относительно P. Перпендикуляр к BC в точке Q пересекает прямую AC в точке M, а перпендикуляр к BC в точке R пересекает прямую AB в точке N. Докажите, что прямая MN касается (. (А. Акопян)
4. Какое наибольшее количество несократимых дробей со знаменателями, не превосходящими данного натурального n, может лежать на интервале длины 1/n? (Greek TST-1998)
5. Есть ромашка с k > 60 лепестками, расположенными по кругу. Корова и бык по очереди едят лепестки (не обязательно идущие подряд): корова за ход съедает по три лепестка, а бык — по четыре (первой ест корова). Каждое животное делает по 10 ходов. Корова выигрывает, если в конце среди оставшихся лепестков есть два соседних. При каком наименьшем k у коровы есть выигрышная стратегия? (И. Богданов, по мотивам Перуанского отбора на Cono Sur-2005)
6. Найдите все вещественные решения уравнения
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 (Crux 1905, 1994-291)
7. В остроугольном неравнобедренном треугольнике ABC проведены высоты AA1 и BB1, а также отмечены середины A0 и B0 сторон BC и AC. Отрезки A1B1 и A0B0 пересекаются в точке C'. Докажите, что прямая CC' перпендикулярна прямой, проходящей через ортоцентр и центр описанной окружности треугольника ABC. (Перу, отбор на Cono Sur, 2006)
8. Хотя бы одно из двух различных натуральных чисел делится на 2010, а их среднее арифметическое, среднее геометрическое и среднее гармоническое — натуральные числа. Какое наименьшее значение может принимать их среднее арифметическое? (Ибероамериканская олимпиада, 2010, изменено)
9. За круглым столом сидят 12 человек, а на столе стоят 28 бутылок. Если на отрезке, соединяющем двух людей, стоит бутылка, они не могут разглядеть друг друга через зеленое стекло. Докажите, что есть два человека, которые все еще могут разглядеть друг друга. (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
10. Вещественные числа x, y, z таковы, что xy+yz+zx = 1. Что больше:
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? (Crux Mathemeticorum, vol.34, no. 2, Mathematical Mayhem, M286)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Первый тур 30.11.10. Первая лига.

1. Положительные числа x и y удовлетворяют условию (1+x)(1+y) = 2. Докажите, что
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 ( 6. (Коста-Рика, 2009)
2. Каждая вершина призмы помечена числом 1 или –1 так, что в каждой грани произведение всех чисел равно –1. Докажите, что число вершин призмы делится на 8. (Румыния, 1996)
3. Точка D — середина стороны BC треугольника ABC. Точка M взята на стороне BC так, что (BAM = (DAC. Описанная окружность треугольника CAM вторично пересекает сторону AB в точке L, а описанная окружность треугольника BAM вторично пересекает сторону AC в точке K. Докажите, что прямая KL параллельна BC. (Перу, отбор на Cono Sur, 2005)
4. Какое наибольшее количество несократимых дробей со знаменателями, не превосходящими данного натурального n, может лежать на интервале длины 1/n? (Greek TST-1998)
5. Есть ромашка с k > 60 лепестками, расположенными по кругу. Корова и бык по очереди едят по три лепестка (не обязательно идущих подряд) за ход (первой ест корова). Каждое животное делает по 10 ходов. Корова выигрывает, если в конце среди оставшихся лепестков есть два соседних. При каком наименьшем k у коровы есть выигрышная стратегия? (И. Богданов, по мотивам Перуанского отбора на Cono Sur-2005)
6. Вещественные числа x, y, z таковы, что xy+yz+zx = 1. Что больше:
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7. В выпуклом четырехугольнике ABCD (BCD = (ADC. Биссектриса угла ABC пересекает сторону CD в точке E так, что (AEB = 90(. Докажите, что AB = AD+BC. (Белоруссия, 2000)
8. Хотя бы одно из двух различных натуральных чисел делится на 2010, а их среднее арифметическое, среднее геометрическое и среднее гармоническое — натуральные числа. Какое наименьшее значение может принимать их среднее арифметическое? (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
9. За круглым столом сидят 12 человек, а на столе стоят 28 бутылок. Если на отрезке, соединяющем двух людей, стоит бутылка, они не могут разглядеть друг друга через зеленое стекло. Докажите, что есть два человека, которые все еще могут разглядеть друг друга. (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
10. Ученики спортивной школы в футболе болеют либо за «Амкар», либо за «Крылья Советов», либо ни за кого, а в хоккее — либо за «Локомотив», либо за «Металлург», либо ни за кого. Известно, что за любую команду болеют не более 100 человек. Докажите, что можно вручить всем ученикам по майке одного из 100 оттенков так, чтобы у болельщиков каждой команды все майки были разных оттенков. (В. Мокин, Даунгрэйд для двух клик)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Первый тур 30.11.10. Высшая юниорская лига.

1. Положительные числа x и y удовлетворяют условию (1+x)(1+y) = 2. Докажите, что
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 ( 6. (Коста-Рика, 2009)
2. Какое наибольшее количество несократимых дробей со знаменателями, меньшими данного натурального n, может лежать на интервале длины 1/n? (Greek TST-1998)
3. В остроугольном неравнобедренном треугольнике ABC проведены высоты AA1 и BB1, а также отмечены середины A0 и B0 сторон BC и AC. Отрезки A1B1 и A0B0 пересекаются в точке C'. Докажите, что прямая CC' перпендикулярна прямой, проходящей через ортоцентр и центр описанной окружности треугольника ABC. (Перу, отбор на Cono Sur, 2006)
4. Точка D — середина стороны BC треугольника ABC. Точка M на стороне BC такова, что (BAM = (DAC. Описанная окружность треугольника CAM вторично пересекает сторону AB в точке L, а описанная окружность треугольника BAM вторично пересекает сторону AC в точке K. Докажите, что прямая KL параллельна BC. (Перу, отбор на Cono Sur, 2005)
5. Хотя бы одно из двух различных натуральных чисел делится на 2010, а их среднее арифметическое, среднее геометрическое и среднее гармоническое — натуральные числа. Какое наименьшее значение может принимать их среднее арифметическое? (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
6. У ромашки k > 60 лепестков. Две коровы ходят по очереди: каждая своим ходом отъедает у ромашки три любых лепестка. Каждая делает по 10 ходов. Первая корова выигрывает, если в конце среди оставшихся лепестков есть два соседних. При каком наименьшем k у нее есть выигрышная стратегия? (И. Богданов, по мотивам Перуанского отбора на Cono Sur-2005)
7. За круглым столом сидят 12 человек, а на столе стоят 28 бутылок. Если на отрезке, соединяющем двух людей, стоит бутылка, они не могут разглядеть друг друга через зеленое стекло. Докажите, что есть два человека, которые все еще могут разглядеть друг друга. (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
8. Вещественные числа x, y, z таковы, что xy+yz+zx = 1. Сравните числа 
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. (Crux Mathemeticorum, vol.34, no. 2, Mathematical Mayhem, M286)
9. Назовем граф хорошим, если каждая его компонента связности является полным графом с не более, чем 2010 вершинами. Рассмотрим два хороших графа с одним и тем же множеством вершин. Соединим две вершины, если они соединены хотя бы в одном из этих графов. Докажите, что вершины получившегося графа можно покрасить в 2010 цветов так, чтобы концы любого ребра были разноцветными. (В. Мокин)
10. На некоторых клетках шахматной доски n(n стоят ладьи. Оказалось, что все клетки одного из цветов побиты (считается, что ладья бьёт клетку, на которой стоит). Какое наибольшее количество клеток доски могут остаться непобитыми? (А. Шаповалов, К. Сухов)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Первый тур 30.11.10. Первая юниорская лига.

1. Положительные числа x и y удовлетворяют условию (1+x)(1+y) = 2. Докажите, что
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 ( 6. (Коста-Рика, 2009)
2. Какое наибольшее количество несократимых дробей со знаменателями, меньшими данного натурального n, может лежать на интервале длины 1/n? (Greek TST-1998)
3. Несколько ладей побили все белые клетки шахматной доски 100×100. Какое наибольшее число черных клеток могли остаться не побитыми? (Ладья бьет клетку, на которой стоит) (А. Шаповалов)
4. Точка D — середина стороны BC треугольника ABC. Точка M взята на стороне BC так, что (BAM = (DAC. Описанная окружность треугольника CAM вторично пересекает сторону AB в точке L, а описанная окружность треугольника BAM вторично пересекает сторону AC в точке K. Докажите, что прямая KL параллельна BC. (Перу, отбор на Cono Sur, 2005)
5. На старости три мушкетера и Д’Артаньян занялись земельным бизнесом. Пожалованный им четырехугольный участок земли они разбили диагоналями на 4 треугольных. Портосу и Д’Артаньяну достались противоположные участки, причем площадь участка Портоса была равна сумме трех других площадей. Каждый продал свой участок за одну и ту же цену. Докажите, что цена за акр у Д’Артаньяна равна сумме цен за акр у остальных троих. (А. Штерн и А. Шаповалов по мотивам Эстонских олимпиад, 2010)
6. У ромашки 77 лепестков. Две коровы ходят по очереди: каждая своим ходом отъедает у ромашки три любых лепестка. Игра заканчивается, когда на ромашке останется 5 лепестков. Первая корова выигрывает, если среди них есть два соседних. Выиграет ли она при наилучших действиях сторон? (И. Богданов, по мотивам Перуанского отбора на Cono Sur-2005)
7. За круглым столом сидят 12 человек, а на столе стоят 23 бутылки. Если на отрезке, соединяющем двух людей, стоит бутылка, они не могут разглядеть друг друга через зеленое стекло. Докажите, что есть два человека, которые все еще могут разглядеть друг друга. (Ибероамериканская олимпиада, 2010)
8. Числа a, b и c — натуральные, не имеют общего (для всех) делителя и 
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. Докажите, что a+b — точный квадрат. (Индийская рег.олимпиада, 2002)
9. Ученики спортивной школы в футболе болеют либо за «Амкар», либо за «Крылья Советов», либо ни за кого, а в хоккее — либо за «Локомотив», либо за «Металлург», либо ни за кого. Известно, что за любую команду болеют не более 100 человек. Докажите, что можно вручить всем ученикам по майке одного из 100 оттенков так, чтобы у болельщиков каждой команды все майки были разных оттенков. (В. Мокин, Даунгрэйд для двух клик)
10. Барон Мюнхгаузен утверждает, что может циркулем и линейкой разбить любой прямоугольный треугольник на два меньших и в каждом провести по медиане так, чтобы медианы не выходили из одной точки и были перпендикулярны. Не хвастает ли барон? (А. Шаповалов)









_1352485459.unknown

_1352487915.unknown

_1352487953.unknown

_1352487870.unknown

_1352443642.unknown

_1352453111.unknown

_1352470165.unknown

_1352453102.unknown

_1352443629.unknown

