Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 29.11.10. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Докажите, что квадрат со стороной 1 можно разрезать на пять треуголь​ников, площадь каждого из которых строго меньше 1/4. Не забудьте обосновать свой пример! (И. Рубанов)
2. Положительное число x назовём хорошим, если одно из чисел x, x[x], x[x[x]], x[x[x[x]]],... равно 10001000. Докажите, что существует лишь конечное количество хороших чисел. (Напомним, что [x] — это наибольшее целое число, не превосходящее x; так, [8/3] = 2.) (Богданов по мотивам Чехословакии-1998)
3. В теннисном турнире участвовали n теннисистов с различными рейтингами. Каждые двое сыграли по партии. Во всех партиях, кроме одной, победил теннисист с более высоким рейтингом, но теннисист с самым маленьким рейтингом выиграл у теннисиста с самым большим. Сколькими способами можно выстроить теннисистов в ряд так, чтобы каждый (кроме самого правого) выиграл у своего соседа справа? (фольклор, предложил Д. Карпов)
4. Колбасу длиной 21 см разрезали на 21 кусок. Толщина любых двух кусков различается не более, чем в 3 раза. При каком наименьшем k обязательно найдутся два куска, толщина которых отличается не более, чем на k? (И. Богданов)
5. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках D, E и F соответственно. Пусть (a, (b, (c — описанные окружности треугольников EAF, DBF и DCE соответственно. Прямые DE и DF пересекают (a в точках Ea ( E и Fa ( F соответственно. Обозначим через ra прямую EaFa. Аналогичным образом определим прямые rb и rc. Докажите, что вершины треугольника, образованного прямыми ra, rb и rc, лежат на сторонах треугольника ABC. (Cono Sur, 2010)
6. На плоскости отмечены 2000 точек, все попарные расстояния между которыми не меньше 1. Докажите, что из них можно выбрать 287 точек, все попарные расстояния между которыми не меньше 
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. (фольклор, Nieuw Archief voor Wiskunde, 2007-3)
7. Найдите все простые p ( 3 такие, что при каждом натуральном k ≤ (p–1)/2 число 1+k(p–1) — простое. (А. Стойка; Перу, отбор на олимпиаду Cono Sur, 2008)
8. Функция f: R ( R такова, что для любых вещественных чисел x и y выполнено равенство  f(x+y–xy)+f(xy) = f(x)+f(y). Докажите, что величина f(x)+f(y) – f(x+y) не зависит от x и y. (M. Hosszú)

Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 29.11.10. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Докажите, что квадрат со стороной 1 можно разрезать на пять треуголь​ников, площадь каждого из которых строго меньше 1/4. Не забудьте обосновать свой пример! (И. Рубанов)
2. Последовательность u0, u1, … удовлетворяет при всех n ( 0 условию un+2 = un–un+1. Обозначим Sn = u0+u1+…+un. Докажите, что Sn+un–1 не зависит от n. (фольклор)
3. Точки L, M и N — середины сторон BC, CA и AB соответственно треугольника ABC. Касательная к описанной окружности треугольника ABC в точке A пересекает прямые LM и LN в точках P и Q соответственно. Докажите, что прямые CP и BQ параллельны. (Olimpiada Matematica de Centroamerica y el Caribe, 2010)
4. В теннисном турнире участвовали n теннисистов с различными рейтингами. Каждые двое сыграли по партии. Во всех партиях, кроме одной, победил теннисист с более высоким рейтингом, но теннисист с самым маленьким рейтингом выиграл у теннисиста с самым большим. Сколькими способами можно выстроить теннисистов в ряд так, чтобы каждый (кроме самого правого) выиграл у своего соседа справа? (фольклор, предложил Д. Карпов)
5. Колбасу длиной 35 см разрезали на 17 ломтей. Толщина любых двух ломтей различается не более, чем в 1,5 раза. Какое наибольшее значение может принимать разность толщин двух ломтей? (И. Богданов)
6. Во всех клетках таблицы 2010(2010 расставлены натуральные числа. Разрешается прибавить по 1 к любым трем числам, стоящим в «уголке» из трёх клеток. Верно ли, что при любой начальной расстановке чисел можно сделать все числа в таблице кратными 10? (Cono Sur, 2010)
7. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках D, E и F соответственно. Пусть (a и (b — описанные окружности треугольников EAF и DBF соответственно. Прямые DE и DF пересекают (a в точках Ea ( E и Fa ( F соответственно. Обозначим через ra прямую EaFa. Аналогично определим точки Db, Fb и прямую rb. Оказалось, что точки Ea и Fa лежат внутри, а точки Db и Fb — вне треугольника ABC. Докажите, что ra и rb пересекаются на стороне AB. (Cono Sur, 2010)
8. Найдите все простые p ( 3 такие, что при всех натуральных k ≤ (p–1)/2 число 1+k(p–1) — простое. (А. Стойка; Перу, отбор на олимпиаду Cono Sur, 2008)
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Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Докажите, что квадрат со стороной 1 можно разрезать на пять треугольников, площадь каждого из которых строго меньше 1/4. Не забудьте обосновать свой пример!.
Решение. Поделим стороны AB и AD квадрата ABCD точками E и F соответственно в отношении AE:EB = AF:FD = 3:2. Пусть G — середина отрезка EF. Легко проверить, что разбиение квадрата на треугольники AEF, CBE, CDF, CEG и CFG — искомое.
Задача 2. Положительное число x назовём хорошим, если одно из чисел x, x[x], x[x[x]], x[x[x[x]]],... равно 10001000. Докажите, что существует лишь конечное количество хороших чисел. (Напомним, что [x] — это наибольшее целое число, не превосходящее x; так, [8/3] = 2.)
Решение. Для каждого x > 0 положим x0 = x и xn = x[x[…[x]…]] (n пар квадратных скобок) при всех натуральных n. При 0 < x < 1 все xn, начиная с x1, равны 0. При 1 ≤ x < 2 все xn равны x. При x ( 2 индукцией по n легко показать, что число xn при любом n ( 0 монотонно возрастает с ростом x. Поэтому при каждом фиксированном n число xn равно 10001000 не более чем при одном x. С другой стороны, при любом x ( 2 имеем xn ( 2n = 2n+1, где 2n = 2[2[…[2]…]] (n пар квадратных скобок). Поскольку лишь конечное число натуральных степеней двойки меньше, чем 10001000, лишь конечное число xn может равняться 10001000, что и завершает доказательство.
Задача 3. В теннисном турнире участвовали n теннисистов с различными рейтингами. Каждые двое сыграли по партии. Во всех партиях, кроме одной, победил теннисист с более высоким рейтингом, но теннисист с самым маленьким рейтингом выиграл у теннисиста с самым большим. Сколькими способами можно выстроить теннисистов в ряд так, чтобы каждый (кроме самого правого) выиграл у своего соседа справа?

Ответ: 2n–2+1. Решение. Один из искомых рядов — тот, где все теннисисты упорядочены слева направо по убыванию рейтинга. Во всех остальных рядах теннисист с самым большим рейтингом идёт сразу после теннисиста с самым маленьким рейтингом, и всё полностью определяется тем, какие теннисисты стоят в ряду до этой пары, а какие — после. Наборов теннисистов, стоящих до этой пары, столько же, сколько подмножеств во множестве из n–2 элементов, то есть 2n–2. Отсюда и получаем ответ.

Задача 4. Колбасу длиной 21 см разрезали на 21 кусок. Толщина любых двух кусков различается не более, чем в 3 раза. При каком наименьшем k обязательно найдутся два куска, толщина которых отличается не более, чем на k?
Ответ: 0,5 мм. Решение. Пусть число k не удовлетворяет условию, то есть при некотором разрезании толщина любых двух кусков различается больше, чем на k. Пусть a1, …, a21 — толщины кусков в порядке возрастания. Тогда ai+1 – ai > k, поэтому a21 > a1 + 20k. С другой стороны, a21 ≤ 3a1, откуда a1 > 10k. Тогда ai > (9 + i)k, и потому a1 + … + a21 > (10 + … +30)k = 420k, откуда k < 21/420 см = 0,5 мм. Итак, все k, не меньшие 0,5 мм, подходят. С другой стороны, если ai = (9+i)/2 мм, то все условия выполнены, и любые два куска различаются не менее, чем на 0,5 мм. Значит, это действительно наименьшее значение k.
Задача 5. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках D, E и F соответственно. Пусть (a, (b, (c — описанные окружности треугольников EAF, DBF и DCE соответственно. Прямые DE и DF пересекают (a в точках Ea ( E и Fa ( F соответственно. Обозначим через ra прямую EaFa. Аналогичным образом определим прямые rb и rc. Докажите, что вершины треугольника, образованного прямыми ra, rb и rc, лежат на сторонах треугольника ABC.
Решение. Докажем, что прямая EaFa проходит через середины сторон AB и AC: из этого и двух аналогичных утверждений, очевидно, следует утверждение задачи. Поскольку точки A, F, Fa, E лежат на одной окружности,
(AFaD = 180( – (AEF. Из касания AB и вписанной окружности вытекает (AEF = (EDF. Итак, (AFaD + (EDFa = 180(, откуда DE || AFa. Аналогично, DF || AEa, то есть AEaDFa — параллелограмм, и прямая EaFa делит отрезок AD пополам. Далее, из той же вписанности и касания BC со вписанной окружностью (FaEaD = (EFD = (EDC = (EaDC , откуда EaFa || BC. Итак, EaFa параллельна BC и равноудалена от A и BC, то есть является требуемой средней линией.
Задача 6. На плоскости отмечены 2000 точек, все попарные расстояния между которыми не меньше 1. Докажите, что из них можно выбрать 287 точек, все попарные расстояния между которыми не меньше 
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.
Решение. Пусть f(n) — максимальное количество точек с попарными расстояниями, не меньшими 
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, которое гарантированно можно выбрать из n точек с попарными расстояниями, не меньшими единицы. В задаче требуется доказать, что f(2000) ≥ 287. Мы докажем, что f(n + 7) ≥ f(n) + 1, f(12) ≥ f(6) + 1 и f(6) ( f(1) + 1 = 2.
Для доказательства первого рассмотрим произвольные n + 7 точек, удовлетворяющих условию. Пусть A — одна из вершин их выпуклой оболочки, а B1, …, Bk — все точки, удалённые от неё меньше, чем на 
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. Докажем, что (BiABj > 30(. Обозначим ABi = x, ABj = y, BiBj = z; можно считать, что y ≥ x. Тогда 
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 . Нам надо, чтобы последнее выражение было меньше 
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, что равносильно 
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. Слева стоит квадратный трёхчлен относительно x, заданный на отрезке [1, y]; следовательно, его максимум достигается на концах этого отрезка, то есть либо при x = 1, либо при x = y. В первом случае имеем неравенство 
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, что очевидно; во втором имеем 
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, что верно, ибо y2 < 3.

Таким образом, лучи ABi высекают на плоскости несколько углов, больших 30(, причём их сумма меньше 180(, поскольку A — вершина выпуклой оболочки. Поэтому этих углов не больше пяти, и k ≤ 6. Выкинем теперь из нашего множества точки A и B1, …, Bk. Останется как минимум  n точек, из которых можно выбрать f(n) точек с попарными расстояниями, не меньшими 
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. Добавив к ним точку A, мы получим f(n) + 1 такую точку, что и требовалось.

Рассмотрим теперь любые 12 точек. Один из углов их выпуклой оболочки не превосходит 150(. Обозначив соответствующую вершину через A и повторив предыдущие рассуждения, мы получим, что k ≤ 5, поэтому после выкидывания останется хотя бы 6 точек. Итак, мы аналогично получаем  f(12) ≥ f(6) + 1. Наконец, поскольку один из углов выпуклой оболочки 6 точек не превосходит 120(, аналогично получаем f(6) ≥ f(1) + 1.

Применяя доказанные неравенства, имеем:

f(2000) ≥ f(2000 – 284∙7) + 284 = f(12) + 284 ≥ 284 + 3 = 287.
Задача 7. Найдите все простые p ( 3 такие, что при каждом натуральном k ≤ (p–1)/2 число 1+k(p–1) — простое.
Ответ: 3 и 7. Решение. Случаи p = 3 и p = 5 разбираются непосредственно. Далее считаем, что p > 5.

Предположим, что у числа p–3 есть нечетный делитель q = 2s+1 > 1. Очевидно, s < (p–1)/2. Тогда число 1+(p–1)s = (p–3)s+1+2s = (p–3)s+q делится на q и, следовательно, не простое.
Если у числа p–5 есть нечетный делитель r = 2t+1 > 1, то при четном t = 2u число 1+u(p–1) = (p–5)u+4u+1 делится на r, а при нечетном t = 2u–1 число 1+(3u–1)(p–1) = (p–5)(3u–1)+12u–3 = (p–5)(3u–1)+3r делится на r. В первом случае u < t < (p–1)/2, а во втором 3u–1 < 4u–1 = r < (p–1)/2, таким образом, p не удовлетворяет условию задачи.
Осталось разобрать случай, когда ни у p–3, ни у p–5 нет нечетных делителей. Это значит, что оба этих числа –– степени двойки. Поскольку они отличаются на 2, они равны 4 и 2 соответственно, то есть p = 7.
Задача 8. Функция f: R ( R такова, что для любых вещественных чисел x и y выполнено равенство  f(x+y–xy)+f(xy) = f(x)+f(y). Докажите, что величина f(x)+f(y) – f(x+y) не зависит от x и y.
Решение. Заметим, что
(f(xy)+f(z)–f(xyz))+(f(x)+f(y)–f(xy)) = (f(x)+f(yz)–f(xyz))+(f(y)+f(z)–f(yz)).
Следовательно,
f(xy+z–xyz)+f(x+y–xy) = f(x+yz–xyz)+f(y+z–yz).

Положив z = 1/y, получим соотношение
f(xy+1/y–x)+f(x+y–xy) = f(1)+f(y+1/y–1).

Положим g(t) = f(t+1)–f(1). Тогда 
g(xy+1/y–x–1)+g(x+y–xy–1) = g(y+1/y–2).

Заметим, что (xy+1/y–x–1)+(x+y–xy–1) = y+1/y–2.
Возьмем произвольные числа u и v c положительной суммой и покажем, что найдутся такие числа x и y, что u = xy+1/y–x–1 и v = x+y–xy–1 = –(x–1)(y–1). Для этого достаточно показать, что система уравнений
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имеет решение. Второе уравнение системы можно записать в виде квадратного уравнения y2–(u+v+2)y+1 = 0, которое имеет два корня, причем они не равны ни нулю, ни единице. А для таких y из первого уравнения всегда можно найти x.

Таким образом, g(u+v) = g(u)+g(v) для любых u и v с положительной суммой. Если же u+v ≤ 0, то возьмем такое положительное w, что u+w > 0 и v+w > 0. Тогда
g(u+v)+2g(w) = g(u+v)+g(2w) = g(u+v+2w) = g(u+w)+g(v+w) = 
= g(u)+g(w)+g(v)+g(w) = g(u)+g(v)+2g(w). 
Стало быть, g(u+v) = g(u)+g(v) для любых u и v.

Осталось заметить, что f(x) = g(x–1)+f(1) = g(x)–g(1)+f(1), поэтому f(x)+f(y) – f(x+y) = f(1)–g(1).
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
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Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Докажите, что квадрат со стороной 1 можно разрезать на пять треуголь​ников, площадь каждого из которых строго меньше 1/4. Не забудьте обосновать свой пример!
Решение. Поделим стороны AB и AD квадрата ABCD точками E и F соответственно в отношении AE:EB = AF:FD = 3:2. Пусть G — середина отрезка EF. Легко проверить, что разбиение квадрата на треугольники AEF, CBE, CDF, CEG и CFG — искомое.
Задача 2. Последовательность u0, u1, … удовлетворяет при всех n ( 0 условию un+2 = un–un+1. Обозначим Sn = u0+u1+…+un. Докажите, что Sn+un–1 не зависит от n.

Решение. Sn+un–1 = Sn–1+un+un–1 = Sn–1+un–2–un–1+un–1  = Sn–1+un–2 = … = u0+2u1.
Задача 3. Точки L, M и N — середины сторон BC, CA и AB соответственно треугольника ABC. Касательная к описанной окружности треугольника ABC в точке A пересекает прямые LM и LN в точках P и Q соответственно. Докажите, что прямые CP и BQ параллельны.
Решение. Подсчётом углов легко показать, что треугольники MAP и MLC подобны. Поэтому AM/ML = PM/MC, и треугольники AML и PMC подобны, откуда (MAL = (MPC. Аналогично из подобия треугольников ANL и QNB получаем, что (NAL = (NQB. Отсюда (CPA+(BQA = (MPC+(LPA+(LQA+(NQB = (MAL+(LCA+(LBA+(NAL = 180(. Следовательно, CP || QB.
Задача 4. В теннисном турнире участвовали n теннисистов с различными рейтингами. Каждые двое сыграли по партии. Во всех партиях, кроме одной, победил теннисист с более высоким рейтингом, но теннисист с самым маленьким рейтингом выиграл у теннисиста с самым большим. Сколькими способами можно выстроить теннисистов в ряд так, чтобы каждый (кроме самого правого) выиграл у своего соседа справа?
Ответ: 2n–2+1. Решение. Один из искомых рядов — тот, где все теннисисты упорядочены слева направо по убыванию рейтинга. Во всех остальных рядах теннисист с самым большим рейтингом идёт сразу после теннисиста с самым маленьким рейтингом, и всё полностью определяется тем, какие теннисисты стоят в ряду до этой пары, а какие — после. Наборов теннисистов, стоящих до этой пары, столько же, сколько подмножеств во множестве из n–2 элементов, то есть 2n–2. Отсюда и получаем ответ.
Задача 5. Колбасу длиной 35 см разрезали на 17 ломтей. Толщина любых двух ломтей различается не более, чем в 1,5 раза. Какое наибольшее значение может принимать разность толщин двух ломтей?
Ответ: 1 см. Решение. Пусть самый тонкий ломоть имеет толщину m см, а самый толстый — M см. Наибольшее значение x разности толщин равно, очевидно, наибольшему возможному значению M–m. По условию M ≤ 1,5m, откуда x ≤ 0,5m. Таким образом, если m ≤ 2, то x ≤ 1. Если же m > 2, то сумма толщин 16 не самых толстых ломтей больше 32 см, и потому толщина самого толстого — меньше 3 см, откуда M–m < 1. Пример, когда x = 1: 16 ломтей толщиной по 2 см и один ломоть толщиной 3 см.
Задача 6. Во всех клетках таблицы 2010(2010 расставлены натуральные числа. Разрешается прибавить по 1 к любым трем числам, стоящим в «уголке» из трёх клеток. Верно ли, что при любой начальной расстановке чисел можно сделать все числа в таблице кратными 10?
Ответ: Да. Решение. Будем работать не с числами, а с их остатками по модулю 10. Достаточно сделать все остатки нулевыми. Прибавляя 1 в уголке, увеличиваем сумму остатков на 3. Прибавив так 7 раз, увеличим сумму на 1. Так прибавляя к сумме по 1, сделаем сумму остатков равной 0. Теперь покажем, как можно перекинуть 1 из любой клетки K в соседнюю клетку C, не меняя остатки в остальных клетках. Включим K и C в квадрат 2 на 2. Прибавим 9 раз в уголке, дополняющем С до этого квадрата. Тогда все остатки в этом уголке (в том числе в K) уменьшатся на 1. Прибавим один раз в уголке, дополняющем K до квадрата. В итоге остаток в K уменьшиться на 1, а в С увеличится на 1. Теперь выстроим как-то (например, «змейкой») все клетки доски в цепочку соседей. Перекидывая по 1 из первой клетки во вторую, обнулим первую. Затем, перекидывая из второй в третью, обнулим вторую и т.д. Сумма остатков всё время остается неизменной. Когда обнулятся все клетки, кроме последней, в последней будет сумма остатков. Но мы ведь заранее сделали ее равной нулю!
Задача 7. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках D, E и F соответственно. Пусть (a и (b — описанные окружности треугольников EAF и DBF соответственно. Прямые DE и DF пересекают (a в точках Ea ( E и Fa ( F соответственно. Обозначим через ra прямую EaFa. Аналогично определим точки Db, Fb и прямую rb. Оказалось, что точки Ea и Fa лежат внутри, а точки Db и Fb — вне треугольника ABC. Докажите, что ra и rb пересекаются на стороне AB.
Решение. Докажем, что прямая ra проходит через середины сторон AB и AC. Поскольку точки A, F, Fa, E лежат на одной окружности, (AFaD = 180( – (AEF. Из касания AB и вписанной окружности вытекает (AEF = (EDF. Итак, (AFaD + (EDFa = 180(, откуда DE || AFa. Аналогично, DF || AEa, то есть AEaDFa — параллелограмм, и прямая EaFa делит отрезок AD пополам. Далее, из той же вписанности и касания BC со вписанной окружностью (FaEaD = (EFD = (EDC = (EaDC, откуда EaFa || BC. Итак, EaFa параллельна BC и равноудалена от A и BC, то есть является требуемой средней линией.
Аналогично доказывается, что прямая rb проходит через середины сторон AB и BC. Таким образом, прямые ra и rb пересекаются в середине стороны AB.

Замечание. В приведённом решении не использована информация о расположении точек Ea , Fa, Db и Fb  относительно треугольника ABC. Но при менее аккуратном подходе к равенству углов она может уменьшить количество случаев, которые надо рассмотреть.
Задача 8. Найдите все простые p ( 3 такие, что при всех натуральных k ≤ (p–1)/2 число 1+k(p–1) — простое.
Ответ: 3 и 7. Решение. Случаи p = 3 и p = 5 разбираются непосредственно. Далее считаем, что p > 5.

Предположим, что у числа p–3 есть нечетный делитель q = 2s+1 > 1. Очевидно, s < (p–1)/2. Тогда число 1+(p–1)s = (p–3)s+1+2s = (p–3)s+q делится на q и, следовательно, не простое.

Если у числа p–5 есть нечетный делитель r = 2t+1 > 1, то при четном t = 2u число 1+u(p–1) = (p–5)u+4u+1 делится на r, а при нечетном t = 2u–1 число 1+(3u–1)(p–1) = (p–5)(3u–1)+12u–3 = (p–5)(3u–1)+3r делится на r. В первом случае u < t < (p–1)/2, а во втором 3u–1 < 4u–1 = r < (p–1)/2, таким образом, p не удовлетворяет условию задачи.
Осталось разобрать случай, когда ни у p–3, ни у p–5 нет нечетных делителей. Это значит, что оба этих числа –– степени двойки. Поскольку они отличаются на 2, они равны 4 и 2 соответственно, то есть p = 7.
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