Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Второй тур 1.12.10. Высшая лига.

1. Дан выпуклый многогранник с n (n ( 4) вершинами. Его объём не меньше 1000, а все вершины имеют целые координаты. При каких n можно утверждать, что внутри или на границе этого многогранника найдётся ещё хотя бы одна точка с целыми координатами? (А. Акопян, И. Богданов)
2. Положительные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют условию a+b+c = x+y+z. Докажите, что ax(a+x)+by(b+y)+cz(c+z) ( 3(abc+xyz). (В. Кыртоаже)
3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE все внутренние углы равны. Докажите, что серединный перпендикуляр к EA, серединный перпендикуляр к BC и биссектриса угла CDE пересекаются в одной точке. (фольклор)
4. Каждые два города страны Гельбии соединены односторонним авиарейсом. Из каждого города можно добраться в любой другой, возможно, с пересадками. Региональные бароны хотят превратить страну в федерацию двух республик с общей столицей (в каждой республике должно быть хотя бы два города; каждый город, кроме столицы, будет принадлежать ровно одной из республик, а выбранная совместно столица — обеим). Оказалось, что при любом способе федерализации хотя бы в одной из республик найдутся два города, из одного из которых нельзя добраться до другого, не выезжая за пределы республики. Докажите, что города Гельбии можно занумеровать натуральными числами так, что все авиарейсы, кроме одного, будут вести из города с меньшим номером в город с большим номером. (Из статьи A.H. Busch, 2005)
5. Сколько существует функций f: R ( R, удовлетворяющих неравенству
f(2x+sin x) ≤ x ≤ 2f(x)+sin f(x) при всех вещественных x? (По мотивам Crux, v30n1)
6. Докажите, что все стозначные числа можно умножить на одно и то же натуральное число так, чтобы суммы цифр всех произведений были различными. (А. Шаповалов)
7. Правильный треугольник со стороной n (его нижняя сторона горизонтальна) разбит на правильные треугольники со стороной 1. В вершинах маленьких правильных треугольников лежат конфеты — в k-й слева вершине m-й сверху строки 
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 штук. Таня гуляет по треугольнику, начиная с любой удобной ей вершины. Подойдя к вершине, она съедает одну конфету и идет к любой другой вершине, отстоящей от этой на 1. Докажите, что Таня может съесть все конфеты. (Crux Mathematicorum 780, 84p23)
8. Какое наименьшее количество клеток нужно закрасить в таблице 2011(2011 для того, чтобы в каждом квадрате 4(4 было закрашено не меньше половины клеток? (Польша, летние сборы, 2008)
9. Найдите наименьшее простое p такое, что 2120!–1 делится на p, но не делится на p2. (Польша, летние сборы, 2008)
10. Дан треугольник ABC, в котором (A = 2(B. Пусть D — основание биссектрисы угла A. Окружность ( с центром в точке S касается внешним образом описанных окружностей треугольников ABD и ACD, а также касается прямой AB (( и точка C лежат по одну сторону от AB). Докажите, что прямые AS и BC перпендикулярны. (Румыния, отбор на ММО, 2009)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Второй тур 1.12.10. Первая лига.

1. Дан выпуклый многогранник с 10 вершинами, все они имеют целые координаты. Можно ли утверждать, что внутри или на границе этого многогранника найдётся ещё хотя бы одна точка с целыми координатами? (фольклор)
2. Положительные числа a, b, x, y таковы, что a+b = x+y. Докажите, что
ax(a+x)+by(b+y) ( ab(a+b)+xy(x+y). (В. Кыртоаже)
3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE все внутренние углы равны. Докажите, что серединный перпендикуляр к EA, серединный перпендикуляр к BC и биссектриса угла CDE пересекаются в одной точке. (фольклор)
4. Дана последовательность натуральных чисел x1, x2, …. Известно, что для любых k, m число k2+xm делится на (xk)2+m. Докажите, что xn = n при всех натуральных n. (Румыния, 2007)
5. Сколько существует функций f: R ( R, удовлетворяющих неравенству
f(2x+sin x) ≤ x ≤ 2f(x)+sin f(x) при всех вещественных x? (По мотивам Crux, v30n1)
6. Докажите, что все стозначные числа можно умножить на одно и то же натуральное число так, чтобы суммы цифр всех произведений были одинаковыми. (Жюри)
7. Правильный треугольник со стороной n (его нижняя сторона горизонтальна) разбит на правильные треугольники со стороной 1. В вершинах маленьких правильных треугольников лежат конфеты — в k-й слева вершине m-й сверху строки 
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 штук. Таня гуляет по треугольнику, начиная с любой удобной ей вершины. Подойдя к вершине, она съедает одну конфету и идет к любой другой вершине, отстоящей от этой на 1. Докажите, что Таня может съесть все конфеты. (Crux Mathematicorum 780, 84p23)
8. Какое наименьшее количество клеток нужно закрасить в таблице 2011(2011 для того, чтобы в каждом квадрате 4(4 было закрашено не меньше половины клеток? (Польша, летние сборы, 2008)
9. Точка X лежит на прямой l, точка A лежит вне этой прямой. Известно, что на прямой l есть точка K такая, что треугольник AKX остроугольный, а длины всех его сторон рациональные числа. Докажите, что на этой прямой найдутся две различные точки M и P, отличные от точки K и такие, что треугольники AXM и AXP невырожденные, а длины их сторон — рациональные числа. (Эстония, 2007)
10. В четырех ящиках лежат n ( 4 шариков. Разрешается взять по одному шарику из двух различных ящиков и положить их в третий ящик (отличный от этих двух). Докажите, что при помощи таких операций можно собрать все шарики в один ящик. (Китай)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Второй тур 1.12.10. Высшая юниорская лига.

1. Докажите, что произвольный выпуклый четырехугольник можно разрезать на 7 выпуклых дельтоидов. (Дельтоид — это четырехугольник, симметричный относительно одной или двух своих диагоналей). (Польша, 1 тур, 2010/11)
2. Положительные числа a, b, x, y таковы, что a+b = x+y. Докажите, что

ax(a+x)+by(b+y) ( ab(a+b)+xy(x+y). (В. Кыртоаже)
3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE все внутренние углы равны. Докажите, что серединный перпендикуляр к EA, серединный перпендикуляр к BC и биссектриса угла CDE пересекаются в одной точке. (фольклор)
4. Каждые два города страны Гельбии соединены односторонним авиарейсом. Из каждого города можно добраться в любой другой, возможно, с пересадками. Региональные бароны хотят превратить страну в федерацию двух республик с общей столицей (в каждой республике должно быть хотя бы два города; каждый город, кроме столицы, будет принадлежать ровно одной из республик, а выбранная совместно столица — обеим). Оказалось, что при любом способе федерализации хотя бы в одной из республик найдутся два города, из одного из которых нельзя добраться до другого, не выезжая за пределы республики. Докажите, что города Гельбии можно занумеровать натуральными числами так, что все авиарейсы, кроме одного, будут вести из города с меньшим номером в город с большим номером. (Из статьи A.H. Busch, 2005))
5. В параллелограмме ABCD угол DAB — острый. Точки A, P, B, D лежат (именно в таком порядке) на одной окружности. Лучи PA и CD пересекаются в точке Q. Точка O — центр описанной окружности треугольника CPQ. Докажите, что если D ( O, то прямые AD и DO перпендикулярны. (Польша, 2009/10, 3 тур)
6. Докажите, что все стозначные числа можно умножить на одно и то же натуральное число так, чтобы суммы цифр всех произведений были различными. (А. Шаповалов)
7. Правильный треугольник со стороной n (его нижняя сторона горизонтальна) разбит на правильные треугольники со стороной 1. В вершинах маленьких правильных треугольников лежат конфеты — в k-й слева вершине m-й сверху строки 
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 штук. Таня гуляет по треугольнику, начиная с любой удобной ей вершины. Подойдя к вершине, она съедает одну конфету и идет к любой другой вершине, отстоящей от этой на 1. Докажите, что Таня может съесть все конфеты. (Crux Mathematicorum 780, 84p23)
8. Какое наименьшее количество клеток нужно закрасить в таблице 2011(2011 для того, чтобы в каждом квадрате 4(4 было закрашено не меньше половины клеток? (Польша, летние сборы, 2008)
9. Найдите наименьшее простое p такое, что 2120!–1 делится на p, но не делится на p2. (Польша, летние сборы, 2008)
10. Положительные рациональные числа a и b таковы, что a3+4a2b = 4a2+b4. Докажите, что число 
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 — квадрат рационального числа. (Польша, 2009/10, 3 тур)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Второй тур 1.12.10. Первая юниорская лига.

1. Докажите, что произвольный выпуклый четырехугольник можно разрезать на 7 дельтоидов. (Дельтоид — это четырехугольник, симметричный относительно одной или двух своих диагоналей). (Польша, 1 тур, 2010/11)
2. Положительные числа a, b, x, y таковы, что a+b = x+y. Докажите, что
ax(a+x)+by(b+y) ( ab(a+b)+xy(x+y). (В. Кыртоаже)
3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE все внутренние углы равны. Докажите, что серединный перпендикуляр к EA, серединный перпендикуляр к BC и биссектриса угла CDE пересекаются в одной точке. (фольклор)
4. В стране 15 городов с аэропортами, из каждого выходит по 8 беспересадочных авиалиний в другие аэропорты страны. Докажите, что какие бы два аэропорта не захватил враг, из любого оставшегося аэропорта можно перелететь в любой другой оставшийся (возможно, с пересадками). (фольклор)
5. Радиусы вписанных окружностей двух правильных многоугольников равны. Докажите, что n-угольник можно накрыть m-угольником тогда и только тогда, когда n делится на m. (А. Шаповалов)
6. Даны два 14-значных числа с различными суммами цифр. Докажите, что их можно умножить на одно и то же натуральное число так, чтобы суммы цифр полученных произведений оказались одинаковыми. (И.Богданов)
7. В четырех ящиках лежат несколько (не менее 4) шаров. Разрешается взять по одному шару из двух различных ящиков и положить их в третий ящик (отличный от этих двух). Докажите, что при помощи таких операций можно собрать все шары в один ящик. (Китай)
8. На шахматной доске стоят несколько ладей и коней. Докажите, что все фигуры можно покрасить в пять цветов, чтобы никакая из фигур не била фигуру своего цвета. (С. Волченков)
9. Ниф-Ниф строил свой дом 6 дней, Нуф-Нуф — 9 дней, а Наф-Наф — 12 дней. Если бы Ниф-Ниф вместе с Нуф-Нуфом строили дом Наф-Нафа, они бы справились за 12 дней. А Наф-Нафу на строительство домов Ниф-Нифа и Нуф-Нуфа хватило бы 8 дней. За сколько дней поросята построили бы все три домика, если бы работали дружно? (С. Волчёнков)
10. Положительные рациональные числа a и b таковы, что a3+4a2b = 4a2+b4. Докажите, что число 
[image: image5.wmf]1

a

-

 — квадрат рационального числа. (Польша, 2009/10, 3 тур)
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