Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Третий тур 3.12.10. Высшая лига.

1. 210 точек расположены на плоскости таким образом, что любые 209 из них лежат на 14 прямых. Докажите, что все точки лежат на 14 прямых. (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
2. Из чисел 1, 2, ..., 2010 некоторые 500 покрашены в белый цвет, а остальные — в голубой. Докажите, что количество последовательностей из 29 чисел одного цвета (x1, …, x29), у которых сумма x1+…+x29 делится на 2010, не зависит от способа покраски. Напомним, что элементы в последовательности могут повторяться. (Г. Кош)
3. В связном графе ровно k висячих вершин и нет вершин степени 2. Любой путь между любыми двумя висячими вершинами содержит не меньше четырёх ребер. Докажите, что в этом графе есть остовное дерево с не менее чем k+1 висячей вершиной. (Д. Карпов)
4. Назовём обрезанием выпуклого многоугольника операцию удаления из этого многоугольника треугольника с вершинами в вершине исходного многоугольника и серединах двух выходящих из нее сторон. Докажите, что многоугольник, получающийся из правильного шестиугольника площади 1 после любой последовательности обрезаний, имеет площадь больше 7/10. (Cono Sur, 2010; усилено Богдановым)
5. Вневписанные окружности остроугольного треугольника ABC (CA > CB) касаются его сторон CB и CA в точках A1 и B1 соответственно. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Прямая CI пересекает описанную окружность ABC в точке P. Прямая, проходящая через P перпендикулярно к CP, пересекает прямую AB в точке Q. Докажите, что прямые QI и A1B1 параллельны. (Перу, отбор на ММО, 2007)
6. Множество целых чисел содержит более 3k элементов. Докажите, что в нем можно выбрать (k+1)-элементное подмножество S так, что суммы элементов во всех непустых подмножествах множества S различны. (Польша, 2010/11, 1 тур)
7. Неотрицательные числа a, b, c таковы, что a2+b2+c2 = 3. Докажите, что a2b+b2c+c2a ≤ 2+abc. (В. Кыртоаже)
8. Ненулевые взаимно простые в совокупности целые числа a, b, c, d таковы, что
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Докажите, что все нечётные простые делители числа a2+b2+c2+d2 при делении на 4 дают остаток 1. (M. Klamkin, Crux Mathematicorum, 1027)
9. Окружность ( касается сторон AB и AC треугольника ABC в точках D и E соответственно. Сторона BC пересекается с ( в точках K и L. Отрезки AL и DE пересекаются в точке P, а отрезки BE и CD — в точке Q. Докажите, что точки K, P и Q лежат на одной прямой. (сообщил ГУАС)
10. Даны вещественные ненулевые a и b. Бесконечная последовательность x1, x2, x3 ,… задана соотношениями x1 = a, x2 = b, xn+2 = xn+1+xn при всех натуральных n. Может ли оказаться, что есть бесконечное количество чисел, встречающихся в этой последовательности хотя бы дважды? (Польша, 2001)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Третий тур 3.12.10. Первая лига.

1. 210 точек расположены на плоскости таким образом, что любые 209 из них лежат на 14 прямых. Докажите, что все точки лежат на 14 прямых. (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
2. Число x таково, что числа x, x2, x2010 имеют одинаковые дробные части. Докажите, что число x — целое. (Румыния)
3. В связном графе ровно k висячих вершин и нет вершин степени 2. Оказалось, что любой путь между любыми двумя висячими вершинами содержит не меньше пяти ребер. Докажите, что в этом графе есть остовное дерево с не менее чем k+1 висячей вершиной. (Д. Карпов)
4. Назовём обрезанием выпуклого многоугольника операцию удаления из этого многоугольника треугольника с вершинами в вершине исходного многоугольника и серединах двух выходящих из нее сторон. Докажите, что многоугольник, получающийся из правильного шестиугольника площади 1 после любой последовательности обрезаний, имеет площадь больше 1/3. (Cono Sur, 2010; ослабление)
5. Вневписанные окружности остроугольного треугольника ABC (CA > CB) касаются его сторон CB и CA в точках A1 и B1 соответственно. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Прямая CI пересекает описанную окружность ABC в точке P. Прямая, проходящая через P перпендикулярно к CP, пересекает прямую AB в точке Q. Докажите, что прямые QI и A1B1 параллельны. (Перу, отбор на ММО, 2007)
6. Множество целых чисел содержит более 3k элементов. Докажите, что в нем можно выбрать (k+1)-элементное подмножество S так, что суммы элементов во всех непустых подмножествах множества S различны. (Польша, 2010/11, 1 тур)
7. В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов B и D параллельны. Биссектриса угла B пересекает диагональ AC в точке K, а биссектриса угла D пересекает её в точке M так, что AK = CM (точки K и M различны). Докажите, что четырёхугольник ABCD — параллелограмм. (А. Шаповалов)
8. Ненулевые целые числа a, b, c, d таковы, что 
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Докажите, что число a2+b2+c2+d2 — составное.
9. Мама испекла пирожки и разложила их по пяти кастрюлям поровну. Время от времени на кухню проникает школьник Петя и съедает пять пирожков. При этом он либо берёт все пирожки из одной кастрюли, либо по одному пирожку из каждой кастрюли. В некоторый момент Пете надоедает есть пирожки, и с соблюдением того же правила это начинает делать его сестра Вера. Вера хочет съесть все оставшиеся пирожки. Докажите, что она сможет это сделать независимо от того, из каких кастрюль брал пирожки Петя. (Из материалов Омских олимпиад)
10. Даны вещественные ненулевые a и b. Бесконечная последовательность x1, x2, x3 ,… задана соотношениями x1 = a, x2 = b, xn+2 = xn+1+xn при всех натуральных n. Может ли оказаться, что есть бесконечное количество чисел, встречающихся в этой последовательности хотя бы дважды? (Польша, 2001)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Третий тур 3.12.10. Высшая юниорская лига.

1. 210 точек расположены на плоскости таким образом, что любые 209 из них лежат на 14 прямых. Докажите, что все точки лежат на 14 прямых. (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
2. Из чисел 1, 2, ..., 2010 некоторые 500 покрашены в белый цвет, а остальные — в голубой. Докажите, что количество последовательностей из трёх чисел одного цвета (x1, x2, x3), у которых сумма x1+x2+x3 делится на 2010, не зависит от способа покраски. Напомним, что элементы в последовательности могут повторяться. (Г. Кош)
3. В связном графе ровно k висячих вершин и нет вершин степени 2. Оказалось, что любой путь между любыми двумя висячими вершинами содержит не меньше четырёх ребер. Докажите, что в этом графе есть остовное дерево с не менее чем k+1 висячей вершиной. (Д. Карпов)
4. Назовём обрезанием выпуклого многоугольника операцию удаления из этого многоугольника треугольника с вершинами в вершине исходного многоугольника и серединах двух выходящих из нее сторон. Докажите, что многоугольник, получающийся из правильного шестиугольника площади 1 после любой последовательности обрезаний, имеет площадь больше 1/2. (Cono Sur, 2010; ослабление)
5. Вневписанные окружности остроугольного треугольника ABC (CA > CB) касаются его сторон CB и CA в точках A1 и B1 соответственно. Точка I — центр вписанной окружности треугольника ABC. Прямая CI пересекает описанную окружность ABC в точке P. Прямая, проходящая через P перпендикулярно к CP, пересекает прямую AB в точке Q. Докажите, что прямые QI и A1B1 параллельны. (Перу, отбор на ММО, 2007)
6. Множество целых чисел содержит более 3k элементов. Докажите, что в нем можно выбрать (k+1)-элементное подмножество S так, что суммы элементов во всех непустых подмножествах множества S различны. (Польша, 2010/11, 1 тур)
7. Точка P лежит на медиане AA' треугольника ABC. Прямая BP пересекает сторону AC в точке D, а прямая CP пересекает сторону AB в точке E. Докажите, что если радиусы вписанных окружностей треугольников BEP и CDP равны, то AB = AC. (Бразилия, отбор на Cono Sur, 2007)
8. Ненулевые целые числа a, b, c, d таковы, что 
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Докажите, что число a2+b2+c2+d2 — составное.
9. Клетчатую доску 3n(3n разбили на квадраты 3(3, а в каждом квадрате вырезали центральную клетку. Какое минимальное количество королей нужно поставить на получившуюся фигуру так, чтобы они били все ее клетки? (И. Богданов)
10. Даны вещественные ненулевые a и b. Бесконечная последовательность x1, x2, x3 ,… задана соотношениями x1 = a, x2 = b, xn+2 = xn+1+xn при всех натуральных n. Может ли оказаться, что есть бесконечное количество чисел, встречающихся в этой последовательности хотя бы дважды? (Польша, 2001)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Третий тур 3.12.10. Первая юниорская лига.

1. На плоскости отмечены 44 точки. Если выкинуть любую точку, то остальные можно зачеркнуть шестью прямыми. Докажите, что все точки можно зачеркнуть шестью прямыми. (С. Волченков, А. Шаповалов)
2. Есть 9 гирек, все массы разные. Петя выбирает из них четыре гирьки. Если после этого Вася сможет разложить все или часть выбранных Петей гирек на две чаши весов так, что получиться равновесие, то Петя проиграл. Докажите, что для любого набора исходных гирь Петя может не проиграть. (С. Волчёнков по мотивам Польши, 2010/11)
3. Велосипедист проехал 5 км за 29 минут. Известно, что любой трёхкилометровый участок он ехал не менее 17 минут, а любой двухкилометровый не более 12 минут. Сколько времени у него могло уйти на третий километр? Найдите все значения. (С. Волченков)
4. Правильный треугольник прямыми, параллельными сторонам, разбит на клетки в форме правильных треугольничков со стороной 1. Часть клеток закрасили так, что закрашенные образовали меньший правильный треугольник, и осталось неокрашенными 2011 клеток. Докажите, что была окрашена хотя бы одна угловая клетка. (А. Шаповалов)
5. Из-за типографской ошибки последняя цифра натурального числа N напечаталась как показатель степени (например N = 128 заменилось бы на 128). Результат оказался кратным N. Докажите, что количество таких N не более 200. (А. Шаповалов)
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD биссектрисы углов B и D пересекают диагональ AC в точках K и L соответственно, AB = CD, AK = CL. Докажите, что эти биссектрисы параллельны. (А. Шаповалов)
7. Найдутся ли три различных положительных числа a, b, c таких, что система уравнений
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имеет решение? (А. Шаповалов)
8. Саша вырезал из бумаги выпуклый бумажный 60-угольник и перегнул его по прямой, а потом обвел фигуру по контуру. Получился k-угольник, возможно даже не выпуклый. Саша действовал так, чтобы k получилось как можно меньше. Чему равно это наименьшее k? (А. Шаповалов)
9. В математический кружок записались k мальчиков и несколько девочек, причем девочек не меньше чем мальчиков. У каждой девочки в кружке нашлось по 3 знакомых, а у мальчиков только по одному. Сколько могло быть девочек? (С. Волченков по мотивам графа из вариантов старшей группы)
10. На клетчатую доску 8×8 выставлены слоны и ладьи так, что каждая фигура оказалась побита ровно 3 раза (фигуры, между которыми что-то стоит, друг друга не бьют). Может ли число фигур быть больше числа пустых клеток? (А. Шаповалов)
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