Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Высшая лига. Вариант А (бои за 1, 3, 5 места).
1. Внутри квадрата на плоскости отмечены k–1 красная и k–1 синяя точка общего положения (k ( 2). Доказать, что квадрат можно разрезать на k выпуклых многоугольников так, чтобы внутри каждого многоугольника не было отмеченных точек, а на границе каждого из них нашлись бы и красная, и синяя точки. (Р. Карасёв)
2. В связном графе не менее 2011 вершин, и среди любых 2011 вершин есть две, соединённые ребром. Известно, что при удалении не более, чем 2009 вершин граф остаётся связным. Докажите, что в нём есть гамильтонов цикл. (Из Дистеля 2005 года издания)
3. Найдите наименьшее ( такое, что у любого четырёхугольника ABCD, являющегося сечением правильного тетраэдра, сумма углов A и C не больше (. (И. Богданов)
4. Дано натуральное d > 1. Найдите минимальное натуральное k такое, что на любом интервале вида (k/i, k/j), где 1 ≤ j < i ≤ d2, лежит хотя бы одно целое число. (Crux v23n6, ослабление)
5. Двое по очереди ставят коней на доску 50(50. Конь, которого поставили на доску первым, может стоять где угодно, а каждый последующий должен бить предыдущего и никакого другого. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто выиграет при правильной игре? (В. Брагин)
6. Две окружности пересекаются в точках A и B. Прямая l пересекает первую окружность в точках C и D, а вторую — в точках E и F, причём точки D и E лежат на отрезке CF, а точка A лежит внутри треугольника BCF. Оказалось, что DA(FB = EA(CB. Докажите, что CD = EF. (Санкт–Петербургская олимпиада школьников 2010–11, 1 тур)
7. Для многочлена Q(x) обозначим через S(Q) среднее арифметическое всех его комплексных корней без учёта кратности (так, для многочлена Q(x) = (x–1)2(x2+2x+2) имеем S(Q) = –1/3). Дан многочлен P(x) = 6x3+9x2+6x+1. Положим R(x) = 
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. Найдите S(R). (Богданов, Храбров по мотивам Hungary––Israel competition–1991)
8. Окружность ( описана около треугольника ABC. Точка P пробегает дугу BC окружности (, не содержащую точку A. Точки S1 и S2 — центры вписанных окружностей треугольников PAB и PAC соответственно. Докажите, что окружности, описанные около треугольников PS1S2, при всех положениях точки P имеют общую точку. (Польша, отбор на ММО, 1998)
9. Назовем натуральное число неинтересным, если оно представляется в виде 
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 при натуральных a и b. Назовём натуральное число бесполезным, если оно не является количеством делителей никакого неинтересного числа. Найдите все числа, являющиеся одновременно неинтересными и бесполезными. (Х. Типе; Перу, отбор на ММО, 2008. Модифицировано)
10. В некоторых точках плоскости с целыми координатами стоят фишки; количество фишек конечно, в одной точке может стоять больше одной фишки. Если в точке A стоят хотя бы три фишки, в точке B — хотя бы одна, и вектор v = 
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 есть один из векторов (–2,2), (0,2), (2,2), (2,0), то разрешается три фишки из A сдвинуть на v/2, а одну фишку из B сдвинуть на –3v/2. Докажите, что эту операцию можно проделать лишь конечное число раз. (Польский отбор на ММО-2002)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Высшая лига. Вариант Б (бой за 7 место).
1. Внутри квадрата на плоскости отмечены k–1 красная и k–1 синяя точка общего положения (k ( 2). Доказать, что квадрат можно разрезать на k выпуклых многоугольников так, чтобы внутри каждого многоугольника не было отмеченных точек, а на границе каждого из них нашлись бы и красная, и синяя точки. (Р. Карасёв)
2. Вдоль прямой аллеи растут, чередуясь, 36 берез и 35 дубов. Для каждого некрайнего дерева одно из расстояний от него до двух его соседей относится к другому как 5:4. Докажите, что точно посередине аллеи не может расти дуб. (О. Иванова, СПб 2010, районный тур)
3. Найдите наименьшее ( такое, что у любого четырёхугольника ABCD, являющегося сечением правильного тетраэдра, сумма углов A и C не больше (. (И. Богданов)
4. Сумма положительных чисел a, b и c равна 3. Докажите, что
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. (Румыния, отбор на юниорскую Балканиаду, 2009)
5. Двое по очереди ставят коней на доску 16(16. Конь, которого поставили на доску первым, может стоять где угодно, а каждый последующий должен бить предыдущего и никакого другого. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто выиграет при правильной игре? (В. Брагин)
6. Дан многочлен p(x) степени выше первой с целыми коэффициентами. Бесконечная последовательность рациональных чисел r1, r2, … удовлетворяет соотношению rn = p(rn+1) при всех n ( 1. Докажите, что последовательность r1, r2, … периодична. (Венгрия-Израиль, 2002)
7. Две окружности пересекаются в точках A и B. Прямая l пересекает первую окружность в точках C и D, а вторую — в точках E и F, причём точки D и E лежат на отрезке CF, а точка A лежит внутри треугольника BCF. Оказалось, что DA(FB = EA(CB. Докажите, что CD = EF. (Санкт–Петербургская олимпиада школьников 2010–11, 1 тур)
8. Некоторые из 100 городов страны связаны (двусторонними) авиалиниями так, что из любого города можно долететь до любого другого, возможно, с пересадками. Более того, оказалось, что если аэропорты любых 50 городов закроются в связи с непогодой, то сообщение между любыми двумя из оставшихся 50 городов останется возможным. Какое наименьшее количество авиалиний может быть в этой стране? (фольклорный мотив в обработке А. Голованова и К. Сухова)
9. Назовем натуральное число неинтересным, если оно представляется в виде 
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 при натуральных a и b. Назовём натуральное число бесполезным, если оно не является количеством делителей никакого неинтересного числа. Найдите все бесполезные числа. (Х. Типе; Перу, отбор на ММО, 2008. Модифицировано)
10. Точка I — центр вписанной окружности равнобедренного треугольника ABC с основанием BC. Известно, что BC = AB+AI. Найдите угол BAC. (Индийская региональная олимпиада, 2009)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Первая лига. Вариант А.
1. Внутри квадрата на плоскости отмечены k–1 красная и k–1 синяя точка общего положения (k ( 2). Доказать, что квадрат можно разрезать на k выпуклых многоугольников так, чтобы внутри каждого многоугольника не было отмеченных точек, а на границе каждого из них нашлись бы и красная, и синяя точки. (Р. Карасёв)
2. Вдоль прямой аллеи растут, чередуясь, 36 берез и 35 дубов. Для каждого некрайнего дерева одно из расстояний от него до двух его соседей относится к другому как 5:4. Докажите, что точно посередине аллеи не может расти дуб. (О. Иванова, СПб 2010, районный тур)
3. Найдите наименьшее ( такое, что у любого четырёхугольника ABCD, являющегося сечением правильного тетраэдра, сумма углов A и C не больше (. (И. Богданов)
4. Сумма положительных чисел a, b и c равна 3. Докажите, что
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. (Румыния, отбор на юниорскую Балканиаду, 2009)
5. Двое по очереди ставят коней на доску 16(16. Конь, которого поставили на доску первым, может стоять где угодно, а каждый последующий должен бить предыдущего и никакого другого. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто выиграет при правильной игре? (В. Брагин)
6. Дан многочлен p(x) степени выше первой с целыми коэффициентами. Бесконечная последовательность рациональных чисел r1, r2, … удовлетворяет соотношению rn = p(rn+1) при всех n ( 1. Докажите, что последовательность r1, r2, … периодична. (Венгрия-Израиль, 2002)
7. Две окружности пересекаются в точках A и B. Прямая l пересекает первую окружность в точках C и D, а вторую — в точках E и F, причём точки D и E лежат на отрезке CF, а точка A лежит внутри треугольника BCF. Оказалось, что DA(FB = EA(CB. Докажите, что CD = EF. (Санкт–Петербургская олимпиада школьников 2010–11, 1 тур)
8. Некоторые из 100 городов страны связаны (двусторонними) авиалиниями так, что из любого города можно долететь до любого другого, возможно, с пересадками. Более того, оказалось, что если аэропорты любых 50 городов закроются в связи с непогодой, то сообщение между любыми двумя из оставшихся 50 городов останется возможным. Какое наименьшее количество авиалиний может быть в этой стране? (фольклорный мотив в обработке А. Голованова и К. Сухова)
9. Назовем натуральное число неинтересным, если оно представляется в виде 
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 при натуральных a и b. Назовём натуральное число бесполезным, если оно не является количеством делителей никакого неинтересного числа. Найдите все бесполезные числа. (Х. Типе; Перу, отбор на ММО, 2008. Модифицировано)
10. Точка I — центр вписанной окружности равнобедренного треугольника ABC с основанием BC. Известно, что BC = AB+AI. Найдите угол BAC. (Индийская региональная олимпиада, 2009)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Первая лига. Вариант Б.
1. Пусть a, b, c — вещественные числа, причём sin a + sin b + sin c ≥ 3/2. Докажите, что sin(a−π/6)+sin(b−π/6)+sin(c−π/6) ≥ 0. (Эстония)
2. Отрезок длины 1 числовой прямой удовлетворяет следующим условиям: если число x принадлежит этому отрезку, и число y принадлежит этому отрезку, то ему принадлежит число 1/x+1/y. Найдите все такие отрезки. (Румыния)
3. E — середина стороны CD квадрата ABCD, M — точка внутри квадрата, (MAB = (MBC = (BME = (. Найдите (. (Румыния)
4. Целые числа x, y подобраны так, что x3+y3+(x+y)3+30xy = 2000. Найдите x+y. (Балканские олимпиады)
5. Плоскость покрашена в 3 цвета. Известно, что в любом равнобедренном треугольнике найдутся вершины различных цветов. Докажите, что найдётся треугольник с вершинами одного цвета, в котором один из углов в 4 раза больше другого. (Индия-2009)
6. ABCDEF — выпуклый шестиугольник. Докажите, что описанные окружности треугольников ABC, CDE и EFA не могут проходить через одну точку, лежащую внутри (не на границе) шестиугольника. (Из материалов Омских олимпиад)
7. В 2009-м году у четверых друзей на всех было 2009 рублей. В 2010-м году первый друг отдал k (k — натуральное число) рублей второму, третий увеличил своё состояние в k раз, а четвёртый разделил своё состояние на k равных частей и оставил себе только одну из этих частей, а остальные пожертвовал на благотворительность. После этого денег у всех друзей стало поровну. Сколько денег у каждого из друзей было первоначально? (Из материалов Омских олимпиад)
8. На доске написано число 100. Школьник Вася должен написать натуральное число х, а после этого каждую минуту записывать натуральное число, равное разности между числом, записанным две минуты назад, и числом, записанным на прошлой минуте. Как только это число становится отрицательным, деятельность Васи прекращается (например, так: 100, 75, 25, 50 и всё). Вася хочет растянуть удовольствие как можно дольше. Какое число х он должен написать? (Эстония)
9. Есть прибор, который за одно испытание для любых 5 камней определяет среди них средний по весу. Можно ли найти средний из 7 камней разного веса не более чем за 5 испытаний? (К.Кноп)
10. По кругу расположен 30 монет, чередуясь: три подряд орлом, три решкой, три орлом, три решкой и т.д. Если у монеты два соседа лежат по–разному, ее можно перевернуть. Какое наибольшее число монет можно положить орлом с помощью таких операций? (А.Шаповалов)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Высшая юниорская лига.

1. Найдите все натуральные n, для которых n!+8 делится на 2n+1. (Польша, летние сборы, 2008)
2. Сумма положительных чисел a, b и c равна 3. Докажите, что
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. (Румыния, отбор на юниорскую Балканиаду, 2009)
3. Назовем натуральное число хорошим, если оно представляется в виде 
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, и плохим, если оно не является количеством натуральных делителей никакого хорошего числа. Найдите все плохие числа. (Х.Типе; Перу, отбор на ММО, 2008)
4. Докажите, что сумма расстояний от ортоцентра остроугольного треугольника до его вершин не превосходит удвоенной наибольшей высоты этого треугольника. (Индия, 2009)
5. Окружность ( описана около треугольника ABC. Точка P пробегает дугу BC окружности (, не содержащую точку A. Точки S1 и S2 — центры вписанных окружностей треугольников PAB и PAC соответственно. Докажите, что окружности, описанные около треугольников PS1S2, при всех положениях точки P имеют общую точку. (Польша, отбор на ММО, 1998)
6. Дан многочлен p(x) степени выше первой с рациональными коэффициентами. Бесконечная последовательность рациональных чисел (rn) удовлетворяет соотношению rn = p(rn+1) при всех n ( 1. Докажите, что последовательность (rn) периодична. (Венгрия-Израиль, 2002)
7. Две окружности пересекаются в точках A и B. Прямая l пересекает первую окружность в точках C и D, а вторую — в точках E и F, причём точки D и E лежат на отрезке CF, а точка A лежит внутри треугольника BCF. Оказалось, что DA(FB = EA(CB. Докажите, что CD = EF. (Санкт–Петербургская олимпиада школьников 2010–11, 1 тур)
8. Двое по очереди ставят коней на доску 50(50. Конь, которого поставили на доску первым, может стоять где угодно, а каждый последующий должен бить предыдущего и никакого другого. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто выиграет при правильной игре? (В. Брагин)
9. Можно ли разбить куб со стороной 2011 на кубы со сторонами 2, 3 и 5? (Польша, отбор на ММО, 2002)
10. Некоторые из 100 городов страны связаны (двусторонними) авиалиниями так, что из любого города можно долететь до любого другого, возможно, с пересадками. Более того, оказалось, что если аэропорты любых 50 городов закроются в связи с непогодой, то сообщение между любыми двумя из оставшихся 50 городов останется возможным. Какое наименьшее количество авиалиний может быть в этой стране? (фольклорный мотив в обработке А. Голованова и К. Сухова)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Четвёртый тур 4.12.10. Первая юниорская лига.

1. Некоторые прямые на плоскости объявили отмеченными. Оказалось, что каждую отмеченную прямую точки пересечения с остальными делят на единичные отрезки. Докажите, что среди отмеченных прямых есть параллельные. (А. Шаповалов)
2. Восемь последовательных натуральных чисел разбили на две группы по четыре числа. Оказалось, что сумма квадратов чисел одной группы равна сумме квадратов чисел другой группы. Докажите, что сумма чисел одной группы равна сумме чисел другой группы. (Румыния-2007)
3. У Пети больше ста игрушек. Известно, что любые 14 игрушек дороже любых 13 игрушек. Для каких натуральных k можно утверждать, что любые k игрушек дороже любых k–1 игрушек?(С. Волченков)
4. E — середина стороны CD квадрата ABCD, M — точка внутри квадрата, (MAB = (MBC = (BME = (. Найдите (. (Румыния)
5. Все точки равнобедренного прямоугольного треугольника с катетами, равными 2, покрасили в 4 цвета. Докажите, что найдутся две точки разного цвета на расстоянии не более 
[image: image10.wmf]2

. (Даунгрейд задачи первой лиги старших)
6. Найдите наиболее длинную цепочку различных шестизначных натуральных чисел, в которой каждое следующее число получается из предыдущего умножением на одно и то же число. (фольклор)
7. Существуют ли два иррациональных числа x, y такие, что x+y рационально и x+y2 рационально? (Эстония-2008)
8. Двое по очереди ставят коней на доску 10(10. Конь, которого поставили на доску первым, может стоять где угодно, а каждый последующий должен бить предыдущего и никакого другого. Проигрывает тот, у кого нет хода. Кто выиграет при правильной игре? (В. Брагин)
9. Есть прибор, который за одно испытание для любых 5 камней определяет среди них средний по весу. Можно ли найти средний из 7 камней разного веса не более чем за 5 испытаний? (К.Кноп)
10. По кругу расположены 30 монет, чередуясь: три подряд орлом, три решкой, три орлом, три решкой и т.д. Если у монеты два соседа лежат по-разному, ее можно перевернуть. Какое наибольшее число монет можно положить орлом с помощью таких операций? (А.Шаповалов)
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