Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 5.12.10 ЮНИОРЫ.
Довывод

1. Квадратный трёхчлен f(x) имеет ровно один корень. Кроме того, уравнение f(2x–3)+f(3x+1) = 0 имеет ровно один корень. Найдите корень трехчлена f(x). (Приведите все варианты и докажите, что других нет.) (Санкт-Петербургская районная олимпиада 2010-11 года)
2. Точка M — середина стороны AC остроугольного треугольника ABC и AD — его высота. На отрезке BD отмечена точка E такая, что AM = DE. На отрезке EM отмечена точка F такая, что EF = FC. Докажите, что CF — биссектриса угла C треугольника ABC. (Санкт-Петербургская районная олимпиада 2010-11 года)
3. Докажите, что выражение (n–1)!(
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 делится на n при каждом натуральном n>2, не являющемся удвоенным простым. (фольклор)
4. Из всех остатков от деления на натуральное n > 1 выбрали больше 3n/4 остатков. Докажите, что существуют целые a, b, c, для которых остатки всех семи чисел a, b, c, a+b, b+c, a+c, a+b+c являются выбранными. (Польша, 2009/2010, 3 тур)
Вывод

5. В стране 100 городов и 1000 дорог; каждая дорога соединяет ровно 2 города. Известно, что из любого города можно добраться в другой (возможно, через некоторые другие города) не больше, чем за 8 ч.  Мужик на желтой «Калине» хочет объехать все города и вернуться в исходный город. За какое минимальное время он гарантированно может это сделать? (И. Богданов)
6. Неотрицательные числа x, y и натуральное n таковы, что x2n+1+y2n+1 ( 2. Докажите, что xn+1+yn+1 ( xn+yn. (Shortlist of Romanian Master of Mathematics)
7. В выпуклом пятиугольнике ABCDE (BAC = (ABE = (DEA–90(, а также (BCA = (ADE и BC = ED. Докажите, что четырехугольник BCDE – параллелограмм. (Голованов знает, откуда.)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 5.12.10. СЕНЬОРЫ.

Довывод

1. Квадратный трёхчлен f(x) = x2+ax+b имеет ровно один корень. Кроме того, уравнение f(x5+2x–1)+f(x5+3x+1) = 0 имеет ровно один корень. Найдите a и b. (Приведите все варианты и докажите, что других нет.) (Санкт-Петербургская районная олимпиада 2010-11 года, модифицировано А. Храбровым)
2. В окружность вписан пятиугольник ABCDE. Отрезки AC и BD пересекаются в точке K. Отрезок CE касается описанной окружности треугольника ABK в точке N. Найдите (CNK, если известно, что (ECD = 40(.(Санкт-Петербургская районная олимпиада 2010-11 года)
3. Дано нечётное n > 1. Натуральное число a, 1 ≤ a ≤ n–1, называется хорошим, если каждое из чисел a и a+1 взаимно просто с n. Докажите, что произведение всех хороших чисел дает остаток 1 при делении на n. (фольклор)
4. Каждые два города страны Гельбии соединены односторонним авиарейсом. Региональные бароны превратили страну в федерацию двух республик с общей столицей (каждый город, кроме столицы, принадлежит ровно одной из республик, а столица — обеим). Министерство путей сообщения посчитало количество N маршрутов, проходящих по каждому городу всей страны по одному разу (не возвращающихся в исходный город), а также аналогичные количества N1 и N2 для каждой из республик. Докажите, что N ( N1N2. (Из статьи A.H. Busch, 2005)
Вывод

5. Неравные окружности s1 и s2 пересекаются в точках M и N. Касательные к окружности s1 в точках M и N пересекаются в точке X, а касательные в тех же точках к окружности s2 — в точке Y. Пусть K — произвольная точка на отрезке MN. Отрезок KX пересекает s1 в точке A, а отрезок KY пересекает s2 в точке B. Докажите, что прямая AB проходит через точку пересечения общих касательных к s1 и s2. (В. Мокин)
6. Неотрицательные числа x, y и натуральное n таковы, что x2n+1+y2n+1 ( 2. Докажите, что xn+1+yn+1 ( xn+yn. (Shortlist of Romanian Master of Mathematics)
7. Вася выбрал два различных натуральных числа, не превосходящих 13. Петя пишет на лиcточке пять множеств чисел, а затем Вася напротив каждого из них записывает, сколько в этом множестве задуманных им — ноль, одно или два. Докажите, что Петя не сможет по Васиным ответам гарантированно определить оба загаданных Васей числа. (И. Богданов, К. Кноп)
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Квадратный трёхчлен f(x) имеет ровно один корень. Кроме того, уравнение f(2x–3)+f(3x+1) = 0 имеет ровно один корень. Найдите корень трехчлена f(x). (Приведите все варианты и докажите, что других нет.)
Ответ: x = –11. Решение. Из условия следует, что f(x) на всей оси сохраняет знак, и только в единственном корне x0 обращается в 0. Поэтому для того, чтобы уравнение
f(2x–3)+f(3x+1) = 0 имело корень, необходимо, чтобы 2x–3 = 3x+1 = x0, откуда x = –4 и x0 = –11.
Задача 2. Точка M — середина стороны AC остроугольного треугольника ABC и AD — его высота. На отрезке BD отмечена точка E такая, что AM = DE. На отрезке EM отмечена точка F такая, что EF = FC. Докажите, что CF — биссектриса угла C треугольника ABC.
Решение. Треугольник CFE равнобедренный по условию, поэтому ( FCE = (FEC = α. Проведем DM. Так как DM – медиана в прямоугольном треугольнике ACD, то она равна половине гипотенузы, т.е. MD = CM = DE. Треугольник MDE равнобедренный, поэтому (DME = α, а внешний угол треугольника (MDC = 2α. Из равнобедренности треугольника CMD следует, что ( C = (MDC = 2α, поэтому CF – биссектриса угла C.
Задача 3. Докажите, что выражение (n–1)!(
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 делится на n при каждом натуральном n>2, не являющемся удвоенным простым.
Решение. Пусть n = p, p — простое число, большее 2. Будем рассматривать все слагаемые по модулю p. Тогда сумма всех слагаемых – это сумма приведенной системы вычетов по модулю p, то есть 1+2+…+(p–1) = p(p–1)/2, а это число делится на p. Пусть n = kpm, m ≥ 1, k>2 и k не делится на p. Докажем, что сумма делится на pm. Все слагаемые вида (n–1)!/t, где t не делится на p, содержит pm. Все слагаемые вида (n–1)!/xp,  x=1, …,kpm–1, тоже содержат pm, так как произведение  (n–1)!, содержит множители pm и 2pm, а оба сразу они сократиться не могут. Таким образом, все слагаемые кратны pm. Так как это утверждение верно для любого простого числа p, входящего в разложение n, то получаем, что указанная сумма делится на n.
Задача 4. Из всех остатков от деления на натуральное n > 1 выбрали больше 3n/4 остатков. Докажите, что существуют целые a, b, c, для которых остатки всех семи чисел a, b, c, a+b, b+c, a+c, a+b+c являются выбранными.
Решение. Возьмём произвольное a. Поскольку не выбрано менее n/4 остатков, то, беря в качестве b числа со всевозможными выбранными остатками при делении на n, мы менее, чем в n/4 случаях получим сумму с невыбранным остатком. Это значит, что хотя бы один раз (на самом деле хотя бы n/2 раз) сумма будет иметь выбранный остаток. Таким образом, a, b и a+b дают выбранные остатки. Теперь последовательно придадим c значения, дающие все возможные выбранные остатки при делении на n. Таких значений больше 3n/4. При этом каждое из чисел a+c, b+c, a+b+c принимает значения с разными остатками, и менее, чем в n/4 случаев соответствующий остаток не будет выбранным. Поэтому хотя бы один из остатков a+c, b+c, a+b+c может оказаться невыбранным менее, чем в n/4+n/4+n/4 = 3n/4 случаях. Следовательно, хотя бы в одном случае все эти остатки окажутся выбранными, что и требуется.
Задача 5. В стране 100 городов и 1000 дорог; каждая дорога соединяет ровно 2 города. Известно, что из любого города можно добраться в другой (возможно, через некоторые другие города) не больше, чем за 8 ч. Премьер–министр хочет объехать все города и вернуться в исходный город. За какое минимальное время он гарантированно может это сделать?
Ответ. 99(8 часов. Решение. Оценка. Граф городов и дорог не полный, значит, кратчайший путь между какими-то двумя городами проходит через какой-то город. Пусть, например, кратчайший путь от x1 до x3 проходит через x2. Тогда, цикл x1→x2→x3→ …→x99→x100 требует не более 99(8 часов, так как переезд от x1 к x3 и все остальные переходы требуют не более 8 часов каждый. Пример. Все города связаны с x2 дорогами, требующими 4 часов каждая. Остальные города либо связаны дорогами, либо нет, чтобы общее число дорог равнялось 1000. Все дороги между ними требуют 8 часов. Легко видеть, что оценка достигается.
Задача 6. Неотрицательные числа x, y и натуральное n таковы, что x2n+1+y2n+1 ( 2. Докажите, что xn+1+yn+1 ( xn+yn.
Решение. Можно считать, что x ( y. Если при этом xy ( 1, то (xn+1/2 ( yn+1/2)(x1/2y1/2 ( 1) ( 0, или xn+1 ( yn+1 ( (xy)1/2(xn ( yn) ( xn ( yn, что и требовалось. Если же xy < 1, то y < 1 < x. В этом случае исходное неравенство переписывается в виде x2n+1 ( 1 ≤ 1 ( y2n+1, или 
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, где обе части неотрицательны. Поскольку y < 1/x < 1, из монотонности функции t + 1/t  имеем 
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. Значит, выражение в больших скобках слева меньше соответствующего выражения справа; разделив на них, получаем xn(x ( 1) ( yn(1 ( y), что и требовалось доказать.
Задача 7. В выпуклом пятиугольнике ABCDE (BAC = (ABE = (DEA–90(, а также (BCA = (ADE и BC = ED. Докажите, что четырехугольник BCDE – параллелограмм.
Решение. Построим окружность с центром в точке B, касающуюся прямой AC. Пусть вторые касательные из точек A и C (не совпадающие с AC), пересекаются в точке F. Пусть (BCA = (, (BAC = α. Заметив, что B – точка пересечения биссектрис треугольника FCA, можно легко посчитать, что ( FBC = 90 α, поэтому треугольники FBC и AED равны по второму признаку, и FB = AE. Рассмотрим треугольники FBA и EAB. У них равны две стороны (FB = AE и AB – общая) и угол ((FAB = (ABE = α). Если эти треугольники не равны, то (FBA + (BAE = 180. Но так как (FBA =90°+(, то в таком случае (BAE = 90–(, но (BAE > (BAC = α, из чего α+(<90. Это не так, потому что  в треугольнике ADE (DAE = α+(–90. Следовательно, треугольники FBA и EAB равны, тогда прямые FB и AE параллельны (равны накрест лежащие углы при прямой AB), но тогда в силу равенства углов FBC и AED прямые BC и ED параллельны. Используя равенство BC = ED, получаем требуемое.
Четырнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 28 ноября – 5 декабря 2010 года

Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Квадратный трёхчлен f(x) = x2+ax+b имеет ровно один корень. Кроме того, уравнение f(x5+2x–1)+f(x5+3x+1) = 0 имеет ровно один корень. Найдите a и b. (Приведите все варианты и докажите, что других нет.) 
Ответ: a = 74, b = 1369. Решение. Из условия следует, что f(x) на всей оси сохраняет знак, и только в единственном корне x0 обращается в 0. Поэтому для того, чтобы уравнение f(x5+2x–1)+f(x5+3x+1) = 0 имело корень, необходимо, чтобы x5+2x–1 = x5+3x+1 = x0, откуда x = –2; x0 = –32. Поскольку x0 = –a/2, a = 74. Свободный член находим из условия a2–4b = 0.

Задача 2. В окружность вписан пятиугольник ABCDE. Отрезки AC и BD пересекаются в точке K. Отрезок CE касается описанной окружности треугольника ABK в точке N. Найдите (CNK, если известно, что (ECD = 40(.
Ответ: 20. Решение. Обозначим (CNK = (KBN = (. Из внешнего угла в треугольнике CNK имеем (ACE = (AKN ( ( = (ABN ( (. С другой стороны, (ACD = (ABD = (ABK. Значит, 40( = (ECD = (ACD ( (ACE = (ABK ( ((AKN ( () = (KBN + ( = 2(. Значит, ( = 20(
Задача 3. Дано нечётное n > 1. Натуральное число a, 1 ≤ a ≤ n–1, называется хорошим, если каждое из чисел a и a+1 взаимно просто с n. Докажите, что произведение всех хороших чисел дает остаток 1 при делении на n.
Решение. Возьмем хорошее число a и рассмотрим обратное к нему (по модулю n) число b, т.е. такое, что ab ( 1 (mod n). Докажем, что число b также является хорошим. Действительно, если b+1 имеет общий делитель с n, то и число a(b+1) ( 1+a (mod n) также имеет общий делитель с n, но тогда и число a не было хорошим. Таким образом, все хорошие числа разбиваются на пары, произведение в которых равно 1. Осталось найти хорошие числа, которые образуют пару сами с собой, т.е. такие хорошие числа, что a2 ( 1 (mod n). В этом случае (a–1)(a+1) делится на n, но (a+1, n) = 1, поэтому a–1 делится на n и, значит, a = 1. Значит только единица образует пару сама с собой. Следовательно, произведение всех хороших чисел равно 1.
Задача 4. Каждые два города страны Гельбии соединены односторонним авиарейсом. Региональные бароны превратили страну в федерацию двух республик с общей столицей (каждый город, кроме столицы, принадлежит ровно одной из республик, а столица — обеим). Министерство путей сообщения посчитало количество N маршрутов, проходящих по каждому городу всей страны по одному разу (не возвращающихся в исходный город), а также аналогичные количества N1 и N2 для каждой из республик. Докажите, что N ( N1N2.
Решение. Построим ориентированный граф, вершины которого соответствуют городам, а рёбра — дорогам. Пусть вершина w соответствует столице, A и B — графы, соответствующие республикам. Сначала сформулируем несложную лемму.
Пусть P и Q — два непересекащихся пути в полном ориентированном графе T. Тогда существует путь R на вершинах этих двух путей, в котором все вершины пути P следуют в порядке пути P, а все вершины пути Q следуют в порядке пути Q. Этот факт нетрудно доказать индукцией по длине пути Q, вcтавляя по очереди его вершины в путь P. Отметим, что лемма верна и для случая, когда один из путей P и Q или они оба — пустые (из 0 вершин). Назовём путь R из леммы склейкой путей P и Q.
Рассмотрим любые гамильтоновы пути P графа A и Q графа B. Эти пути, очевидно, имеют вид P = P1wP2 и Q = Q1wQ2 (возможно, какие–то из участков P1, P2, Q1 и Q2 — пустые). По лемме существует путь R1 — склейка P1 и Q1 и путь R2 — склейка P2 и Q2. Отметим, что если путь R1 — непустой, то он кончается либо последней вершиной пути P1, либо последней вершиной пути Q1, то есть, из последней вершины пути R1 выходит ребро в w. Аналогично, либо путь R2 — пустой, либо из w выходит стрелка в первую вершину пути R2. Тогда R = R1wR2 — гамильтонов путь в графе T, в котором вершины подграфа A следуют в порядке пути P, а вершины подграфа B следуют в порядке пути Q. Каждой паре гамильтоновых путей (P,Q) очевидно, соответствует свой путь R.
Задача 5. Неравные окружности s1 и s2 пересекаются в точках M и N. Касательные к окружности s1 в точках M и N пересекаются в точке X, а касательные в тех же точках к окружности s2 — в точке Y. Пусть K — произвольная точка на отрезке MN. Отрезок KX пересекает s1 в точке A, а отрезок KY пересекает s2 в точке B. Докажите, что прямая AB проходит через точку пересечения общих касательных к s1 и s2.
Решение. Обозначим через O1 и O2 центры окружностей s1 и s2, а через S точку пересечения общих касательных к ним. Если точка K лежит на O1O2, утверждение задачи очевидно. Иначе обозначим через Z точку пересечения прямых XY и MN. Из прямоугольных треугольников O1MX и O2MY имеем O1Z∙ZX = O2Z∙ZY. Это значит, что существует гомотетия с центром Z, переводящая отрезов XY в O2O1. При этой гомотетии ортоцентр треугольника KXY переходит в точку, лежащую на прямой MN. Итак, перпендикуляры из O1 на XK и из O2 на YK пересекаются в некоторой точке T, лежащей на MN. Заметим теперь, что полюс прямой KX относительно окружности s1 лежит на MN и на перпендикуляре из O1 на KX, то есть он совпадает с T; аналогично, T есть полюс прямой KY относительно s2. Поскольку этот полюс лежит также на касательных к s1 и s2 в точках A и B соответственно, получаем, что TA и TB  и есть эти касательные. Поскольку T лежит на радикальной оси MN окружностей s1 и s2, получаем TA = TB. Значит, существует окружность (, касающаяся TA и TB (а значит, s1 и s2) в точках A и B соответственно. Наконец, применяя теорему о трех гомотетиях к окружностям s1, s2 и (, получаем, что A, B и S лежат на одной прямой.
Задача 6. Неотрицательные числа x, y и натуральное n таковы, что x2n+1+y2n+1 ( 2. Докажите, что xn+1+yn+1 ( xn+yn.
Решение. Можно считать, что x ( y. Если при этом xy ( 1, то (xn+1/2 ( yn+1/2)(x1/2y1/2 ( 1) ( 0, или xn+1 ( yn+1 ( (xy)1/2(xn ( yn) ( xn ( yn, что и требовалось. Если же xy < 1, то y < 1 < x. В этом случае исходное неравенство переписывается в виде x2n+1 ( 1 ≤ 1 ( y2n+1, или 
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, где обе части неотрицательны. Поскольку y < 1/x < 1, из монотонности функции t + 1/t  имеем 
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. Значит, выражение в больших скобках слева меньше соответствующего выражения справа; разделив на них, получаем xn(x ( 1) ( yn(1 ( y), что и требовалось доказать.
Задача 7. Вася выбрал два различных натуральных числа, не превосходящих 13. Петя пишет на лиcточке пять множеств чисел, а затем Вася напротив каждого из них записывает, сколько в этом множестве задуманных им — ноль, одно или два. Докажите, что Петя не сможет гарантированно определить оба загаданных Васей числа.
Решение. Поставим в соответствие каждому натуральному числу от 1 до 13 строчку из пяти нулей или единиц по следующему правилу: на k-м месте в строчке, соответствующей числу n, стоит 0, если число n не принадлежит k-му из написанных Петей множеств, и 1, если принадлежит. Нам нужно доказать, что найдутся две пары строчек, покоординатные суммы которых совпадают. Действительно, в этом случае получив эти суммы в качестве ответа Петя не сможет однозначно определить, какую из двух пар чисел, дающих такие суммы, загадал Вася.

Представим теперь все наши строчки, как разложения целых неотрицательных чисел в троичной системе счисления. Задача, таким образом, сводится к следующей: даны 13 целых неотрицательных чисел, троичная запись которых состоит не более, чем из пяти разрядов, каждый из которых равен 0 или 1. Нужно доказать, что в этом наборе найдутся две пары чисел, дающих одинаковые суммы. Это равносильно тому, что найдутся две пары чисел, дающих одинаковые разности (легко видеть, что никакие три числа такого вида не могут образовывать арифметическую прогрессию, так что накладывать условие, что пары не пересекаются, не обязательно).

Рассмотрим теперь множество Sn, состоящее из всех целых неотрицательных чисел, троичная запись которых состоит не более чем из n разрядов, каждый из которых равен 0 или 1. Заметим, что Sn+1=Sn((Sn+3n), где Sn+3n есть множество, образованное всеми элементами множества Sn, увеличенными на 3n. Индукцией по n легко доказывается, что среди попарных разностей элементов множества Sn есть ровно 3n различных целых чисел, и, следовательно, (3n–1)/2 различных натуральных чисел: эти разности – в точности все числа от 1 до (3n–1)/2. Рассмотрим теперь интересующее нас множество S5, и разделим его на следующие 4 подмножества: S3, S3+27, S3+81 и S3+108. В каждом из них попарные разности его элементов могут принимать значения от 1 до 13. Если в какое-то из наших подмножеств попало k из 13 выбранных чисел, то они должны давать k(k–1)/2 различных разностей. Просуммируем эти количества по всем четырем подмножествам, и заметим, что минимальная сумма будет равна 3×2/2+3×2/2+3×2/2+4×3/2 = 15 > 13. То есть среди этих разностей найдутся две совпадающие, что нам и требовалось доказать.
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