Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября — 5 декабря 2011 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 5.12.11. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. Числа a1, a2, …, a13 образуют арифметическую прогрессию. Известно, что число a1+2a2+ … +13a13 рационально. Докажите, что среди чисел a1, a2, …, a13 есть рациональное. (Польша, 2000/2001, 2 тур, частный случай)
2. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки M и N — середины сторон AB и CD соответственно, а диагонали пересекаются в точке E. Докажите, что биссектриса угла BEC перпендикулярна прямой MN тогда и только тогда, когда AC = BD. (Польша, 2010/11, 1 тур)
3. Многочлен P(x) с целыми коэффициентами имеет 100 различных целых корней. Многочлен Q(x) степени не ниже первой с целыми коэффициентами — делитель P(x)+2012. Докажите, что степень Q(x) не меньше 9. (Сообщил И. Богданов; не то Молдавия, не то Молдавский TST)
4. Сколькими способами можно переставить числа 1, 2, …, n с тем, чтобы количество пар (i, j), в которых i < j и i стоит правее j, делилось на n–1? (Фольклор в обработке И.Богданова)
Вывод

5. Дан вписанный четырёхугольник ABCD. На диагонали AC нашлась такая точка E, что AD = AE и CB = CE. Точка M — центр описанной окружности ( треугольника BDE. Окружность ( пересекает прямую AC вторично в точке F. Докажите, что прямые FM, AD и BC пересекаются в одной точке. (Среднеевропейская математическая олимпиада, 2010)
6. Пусть n — натуральное число. Докажите, что число 
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 — составное. (William Lowell Putnam Mathematical Competition, 2010)
7. Пусть G — связный граф, имеющий хотя бы три вершины. Определим G3 как граф на тех же вершинах, в котором соединены ребрами вершины, находящиеся в G на расстоянии не более трех. Докажите, что в графе G3 есть гамильтонов цикл. (G. Chartrand, S. F. Kapoor)
Послевывод

8. Можно ли раскрасить каждое натуральное число в один из трех цветов так, чтобы не нашлось трех различных одноцветных натуральных чисел x, y и z, для которых x+y = z2? (Сообщил Ф. Петров, улучшил И. Богданов)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября — 5 декабря 2011 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 5.12.11. ЮНИОРЫ.

Довывод

1. Дана арифметическая прогрессия a1, a2, …, a7 такая, что число a1+2a2+ … +7a7 рационально. Докажите, что хотя бы один из ее членов также рационален. (Польша, 2000/2001, 2 тур, частный случай)
2. Точки A, B, C, D, E, F расположены в алфавитном порядке на полуокружности с центром O так, что AD = BE = CF. Хорда BE пересекает хорды AD и CF в точках G и H. Докажите, что (AOC = 2(GOH. (Польша, 2010/11, 2 тур)
3. Даны простые числа p > q, причем p–1 не делится на q. Докажите, что существует такое натуральное число a, что paq+qap+a делится на pq. (сообщил А. Голованов, упрощение)
4. На 52 карточках написаны числа от 1 от 52. Считается, что 1 старше 52, а в остальных парах старше карточка с большим номером. Карточки лежат на столе в случайном порядке лицом вниз. За один вопрос Петя может узнать про любую пару, какая из карточек старше. Может ли Петя гарантированно найти карточку 52 не более чем за 64 вопроса? (А. Шаповалов)
Вывод

5. Дана равнобедренная трапеция ABCD (AD || BC). На ее сторонах AB, BC, CD и DA отмечены точки E, F, G, H соответственно, являющиеся вершинами ромба. Докажите, что прямая FH проходит через центр описанной окружности трапеции ABCD. (Сообщил А. Голованов)
6. Дано вещественное число p > 10. Докажите, что найдутся четыре различных натуральных числа a, b, c, d ( 
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 такие, что ab = cd. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2007)
7. Пусть G — связный граф, имеющий хотя бы три вершины. Определим G3 как граф на тех же вершинах, в котором соединены ребрами вершины, находящиеся в G на расстоянии не более трех. Докажите, что в графе G3 есть гамильтонов цикл. (G. Chartrand, S. F. Kapoor)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября — 5 декабря 2011 года

Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Числа a1, a2, …, a13 образуют арифметическую прогрессию. Известно, что число a1+2a2+ … +13a13 рационально. Докажите, что среди чисел a1, a2, …, a13 есть рациональное.
Решение. Пусть ai = a1+(i–1)d (i = 1, …, 13). Тогда прямое вычисление показывает, что a1+2a2+ … +13a13 = 91(a1+8d) = 91a9, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 2. В выпуклом четырехугольнике ABCD точки M и N — середины сторон AB и CD соответственно, а диагонали пересекаются в точке E. Докажите, что прямая, содержащая биссектрису угла BEC, перпендикулярна прямой MN тогда и только тогда, когда AC = BD.
Решение. Достроим треугольник ACD до параллелограмма ACFD. Заметим, что вектор 
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, поэтому MN || BF. С другой стороны, биссектриса угла BEC, очевидно, параллельна биссектрисе угла BDF, перпендикулярной BF, тогда и только тогда, когда BD = DF = AC.
Задача 3. Многочлен P(x) с целыми коэффициентами имеет 100 различных целых корней. Многочлен Q(x) степени не ниже первой с целыми коэффициентами — делитель P(x)+2012. Докажите, что степень Q(x) не меньше 9.
Решение. Пусть P(x)+2012 = Q(x)(R(x), где у обоих многочленов в правой части все коэффициенты — целые. Если ni — целый корень многочлена P(x), то Q(ni)R(ni) = 2012. Число 2012 = 2(2(503 имеет ровно 12 различных целых делителей. Тогда, так как у многочлена P(x) есть 100 целых корней, то для как минимум 9 различных целых чисел ni многочлен Q(x) принимает одно и тоже целое значение, а тогда он либо константа, но это запрещено условием, либо степени не менее девятой, что и требовалось доказать.
Задача 4. Сколькими способами можно переставить числа 1, 2, …, n с тем, чтобы количество пар (i, j), в которых i < j и i стоит правее j, делилось на n–1?
Ответ: n((n–2)! = n!/(n–1). Решение. Пару (i, j), в которой i < j и i стоит правее j, назовём инверсией. Зафиксируем расстановку чисел 1, 2, ..., n–2. Вставить в эту расстановку число n–1 можно n–1 способами, и количества инверсий во всех получившихся перестановках дают разные остатки при делении на n–1 (потому что постановка числа n–1 на k–е место добавляет к имевшимся n–1–k инверсий). Таким образом, среди перестановок чисел от 1 до n–1 перестановки, где число инверсий имеет данный остаток при делении на n–1, составляют 1/(n–1) часть.
Теперь в каждую перестановку чисел от 1 до n–1 вставим n всеми возможными способами. Этих способов n, и они добавляют к количеству инверсий данной перестановки числа 0, 1, ..., n–1. Очевидно, при этом количество перестановок с числом инверсий, дающим данный остаток при делении на n–1, умножится на одно и то же число, не зависящее от остатка (если подумать — на n).
Итак, среди всех перестановок чисел от 1 до n те, у которых число инверсий даёт остаток 0 при делении на n–1, составляют ровно 1/(n–1)  часть, и всего их n(n–2)!.
Задача 5. Дан вписанный четырёхугольник ABCD. На диагонали AC нашлась такая точка E, что AD = AE и CB = CE. Точка M — центр описанной окружности ( треугольника BDE. Окружность ( пересекает прямую AC вторично в точке F. Докажите, что прямые FM, AD и BC пересекаются в одной точке.
Решение. Обозначим (ACB = (, (CAD = (. Будем считать, что угол BED содержит точку A, а M и B находятся в одной полуплоскости относительно AC. Тогда ( = (BCA < (–(CAD = (–(. Заметим, что CM и AM являются серединными перпендикулярами к отрезкам BE и ED, то есть биссектрисами в равнобедренных треугольниках ADE и CBD. Значит, M — центр вневписанной окружности треугольника ACX, где X — точка пересечения прямых AD и BC. Осталось показать, что F лежит на внешней биссектрисе угла X этого треугольника, то есть, что (MFE = ((XAC–(XCA)/2, или (MEF = ((–(–()/2.
Заметим, что (MEF = (MED–(AED = ((/2–(DBE)–((–()/2. Далее, (DBE = (DBC–(EBC = (–((–()/2, откуда (MEF = ((–(–(/2)–((–()/2 = ((–(–()/2, что и требовалось доказать.
Задача 6. Пусть n — натуральное число. Докажите, что число 
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 — составное.
Решение. Пусть k — наибольшее число, для которого n делится на 2k, то есть n = 2km, где m нечетно. Положим D = 102k+1. Очевидно, 10a ( 1 (mod D), если a кратно 2k, а a/2k чётно, и 10a ( –1 (mod D), если a кратно 2k и a/2k нечётно. Все три показателя 
[image: image7.wmf]10

10

n

, 10n и n кратны 2k, но n/2k = m нечётно, а два других показателя при делении на 2k дают чётный результат (так как n и тем более 10n больше k). Поэтому 
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 ( 1+1–1–1 ( 0 (mod D). Очевидно, наше число больше D и поэтому составное.
Задача 7. Пусть G — связный граф, имеющий хотя бы три вершины. Определим G3 как граф на тех же вершинах, в котором соединены ребрами вершины, находящиеся в G на расстоянии не более трех. Докажите, что в графе G3 есть гамильтонов цикл.
Решение. Разумеется, достаточно доказать теорему для случая, когда G — дерево. Длиной ребра в графе G3 мы назовем расcтояние между его концами в исходном графе G. Так, у графа G3 бывают рёбра длин 1, 2 и 3. Доказательство будет индукцией по количеству вершин. База для дерева из трех вершин очевидна. Пусть для всех деревьев, имеющих меньше вершин, чем G (и хотя бы три вершины), теорема уже доказана. Рассмотрим два случая.
а) В дереве существует вершина w, смежная хотя бы с двумя висячими вершинами.
Пусть v1 и v2 — две висячие вершины, смежные с w и T = G–v2. Можно считать, что v(T) ( 3, иначе утверждение для графа G доказано в базе. В гамильтоновом цикле Z графа T3 есть участок uv1u', который, очевидно, можно заменить на uv1v2u' и получить гамильтонов цикл графа G3.
б) Любая невисячая вершина смежна не более, чем с одной висячей.
Рассмотрим вершину w степени хотя бы 3, к которой присоединён путь v1... vk, заканчивающийся висячей вершиной vk (возможно, k = 1) и дерево T = G–{v1,..., vk}. Понятно, что v(T) ( 3, в графе T3 существует гамильтонов цикл Z, а в цикле Z есть ребро uu', соединяющее две разных компоненты связности графа T–w. Так как длина ребра uu' не более трёх а единственный uu'–путь в дереве T проходит через w, то хотя бы одна из вершин u и u' смежна в T с вершиной w. Пусть uw ( E(T). При k = 1 заменим ребро uu' на uv1u'. Если k ( 2, заменим uu' на uv2... v1u' (вставим между u и u' сначала v2, затем все вершины с четными номерами, большими двух в порядке возрастания номеров, затем все вершины с нечетными номерами, большими одного в порядке убывания номеров, затем v1). Легко видеть, что в полученном гамильтоновом цикле графа G3 длины всех рёбер не более трёх.
Задача 8. Можно ли раскрасить каждое натуральное число в один из трех цветов так, чтобы не нашлось трех различных одноцветных натуральных чисел x, y и z, для которых x+y = z2?
Решение. Определим a1 = 3, an+1 = (an²+1)/2. Покрасим числа из полуинтервала Ai = [ai,ai+1) в цвет i mod 3. Число 1 покрасим в цвет 2, число 2 — как угодно. Рассмотрим теперь любые x, y, z (x < y) такие, что x+y = z², и z лежит в Ai. Тогда нетрудно видеть, что y лежит либо в Ai+1, либо в Ai+2, то есть y и z имеют разные цвета. Равенство 1+3 = 22 тоже не подходит.
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября — 5 декабря 2011 года

Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Дана арифметическая прогрессия a1, a2, …, a7 такая, что число a1+2a2+ … +7a7 рационально. Докажите, что хотя бы один из ее членов также рационален.
Решение. Пусть ai = a1+(i–1)d (i = 1, …, 7). Тогда прямое вычисление показывает, что a1+2a2+ … +7a7 = 28(a1+4d) = 28a5, откуда и вытекает утверждение задачи.
Задача 2. Точки A, B, C, D, E, F расположены в алфавитном порядке на полуокружности с центром O так, что AD = BE = CF. Хорда BE пересекает хорды AD и CF в точках G и H. Докажите, что (AOC = 2(GOH.
Решение. Обозначим пересечение AD и CF через K. Поскольку хорды AD и BE равны, они симметричны относительно OG, следовательно OG биссектриса угла AGE. Аналогично HO биссектриса BHD. Поэтому O центр вневписанной окружности треугольника GKH, а значит угол GOH равен 90°–∠AKD/2. С другой стороны ∠AOC = ∠DOF = ∠AKC = 180°–∠AKD. Следовательно  ∠AOC = 2∠GOH.

Задача 3. Даны простые числа p > q, причем p–1 не делится на q. Докажите, что существует такое натуральное число a,  что paq+qap+a делится на pq.
Решение. Заметим, что по малой теореме Ферма paq+qap+a ( pa+a (mod q) и paq+qap+a ( qa+a (mod p). Достаточно доказать, что эти выражения делятся на q и p соответственно. Мы будем искать a в виде a = (p–1)(q–1)k, тогда pa ( 1 (mod q) и qa ( 1 (mod p), то есть нам достаточно найти такое k, чтобы a = (p–1)(q–1)k было сравнимо с –1 по обоим модулям p и q. Такое, очевидно, найдется, так как из условия следует, что (p–1)(q–1) взаимно просто и с p, и с q.
Задача 4. На 52 карточках написаны числа от 1 от 52. Считается, что 1 старше 52, а в остальных парах старше карточка с большим номером. Карточки лежат на столе в случайном порядке лицом вниз. За один вопрос Петя может узнать про любую пару, какая из карточек старше. Может ли Петя гарантированно найти карточку 52 не более чем за 64 вопроса?
Ответ: Может. Решение. Разобьем карточки на 13 четверок. В каждой четверке сделаем такие сравнения: разбив четверку на пары, узнаем старшие карточки в парах (пусть a > b и c > d), затем узнаем старшую из двух старших (пусть a > c). Карточка a старше двух карточек, значит, a ( 1. Поэтому b ( 52 и c ( 52. Сравним a и d. Если a > d, то d ( 52, поэтому число a — наибольшее в четверке. Тогда переходим к следующей четверке. Если такая ситуация повторится во всех четверках, то мы за 4(13 = 52 отсеем 39 карточек, не равных 52, причем среди 13 оставшихся не будет карточки 1. Сравнивая оставшиеся по одной и отбрасывая младшую, мы еще за 12 вопросов найдем из них карточку 52.
Допустим, однако, что в какой-то четверке при четвертом сравнении оказалось a < d. Тогда возник цикл из трех карточек: a > c > d > a. Ясно, что такое возможно только, если в цикле есть числа 1 и 52: c = 1, d = 52 либо d = 1, a = 52. Сравним b и d (b(52). Если b > d, то a = 52, а если b < d, то d = 52. Значит, мы нашли карточку 52 не более чем за 53 вопроса.
Задача 5. Дана равнобедренная трапеция ABCD (AD || BC). На ее сторонах AB, BC, CD и DA отмечены точки E, F, G, H соответственно, являющиеся вершинами ромба. Докажите, что прямая FH проходит через центр описанной окружности трапеции ABCD.
Решение. Заметим, что центр ромба S лежит на средней линии трапеции, а поскольку  SE = SG, получаем, что E и G находятся на «симметричных» расстояниях от AD и BC. Поэтому AE = CG, а EB = GD. Следовательно, степени точек E и G относительно описанной окружности трапеции равны, то есть OE = OG, где O — центр описанной окружности. Тем самым, поскольку прямая FH является серединным перпендикуляром к EG, она обязана проходить через точку O.
Задача 6. Дано вещественное число p > 10. Докажите, что найдутся четыре различных натуральных числа a, b, c, d ( 
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 такие, что ab = cd.
Решение. Найдём такое натуральное число n, что n(n–1) ≤ p–1 < n(n+1). Тогда 
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 < n–1/2, следовательно, (n+1)(n+2) = n2+3n+2 = (n2–n)+4(n–1/2)+4 < p–1+4
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+2)2, откуда немедленно следует, что данный в задаче интервал содержит четыре различных натуральных числа a = n(n+1), b = (n+1)(n+2), c = n(n+2) и d = (n+1)2, удовлетворяющих условию задачи.
Задача 7. Пусть G — связный граф, имеющий хотя бы три вершины. Определим G3 как граф на тех же вершинах, в котором соединены ребрами вершины, находящиеся в G на расстоянии не более трех. Докажите, что в графе G3 есть гамильтонов цикл.
Решение. Разумеется, достаточно доказать теорему для случая, когда G — дерево. Длиной ребра в графе G3 мы назовем расcтояние между его концами в исходном графе G. Так, у графа G3 бывают рёбра длин 1, 2 и 3. Доказательство будет индукцией по количеству вершин. База для дерева из трех вершин очевидна. Пусть для всех деревьев, имеющих меньше вершин, чем G (и хотя бы три вершины), теорема уже доказана. Рассмотрим два случая.
а) В дереве существует вершина w, смежная хотя бы с двумя висячими вершинами.
Пусть v1 и v2 — две висячие вершины, смежные с w и T = G–v2. Можно считать, что v(T) ( 3, иначе утверждение для графа G доказано в базе. В гамильтоновом цикле Z графа T3 есть участок uv1u', который, очевидно, можно заменить на uv1v2u' и получить гамильтонов цикл графа G3.
б) Любая невисячая вершина смежна не более, чем с одной висячей.
Рассмотрим вершину w степени хотя бы 3, к которой присоединён путь v1... vk, заканчивающийся висячей вершиной vk (возможно, k = 1) и дерево T = G–{v1,..., vk}. Понятно, что v(T) ( 3, в графе T3 существует гамильтонов цикл Z, а в цикле Z есть ребро uu', соединяющее две разных компоненты связности графа T–w. Так как длина ребра uu' не более трёх а единственный uu'–путь в дереве T проходит через w, то хотя бы одна из вершин u и u' смежна в T с вершиной w. Пусть uw ( E(T). При k = 1 заменим ребро uu' на uv1u'. Если k ( 2, заменим uu' на uv2... v1u' (вставим между u и u' сначала v2, затем все вершины с четными номерами, большими двух в порядке возрастания номеров, затем все вершины с нечетными номерами, большими одного в порядке убывания номеров, затем v1). Легко видеть, что в полученном гамильтоновом цикле графа G3 длины всех рёбер не более трёх.
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