Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Четвертый тур 04.12.11. 
Высшая лига, бои за 1- 6 место.

1. Найдите все функции f : R ( R такие, что для всех вещественных x, y, z, удовлетворяющих соотношению x3+f(y)x+f(z) = 0, выполнено равенство f(x)3+yf(x)+z = 0. (Germany, TST–2009)
2. Фокусник с помощником хотят показать следующий фокус. Они выбирают и сообщают зрителям числа N и k и договариваются о способе действий. Помощник уходит в другую комнату, зрители пишут на доске слово (последовательность букв русского алфавита) длины N, затем фокусник выбирает из него подслово длины 2k+1 и сообщает его помощнику, убрав среднюю букву; помощник после этого определяет убранную букву. Как им договориться, чтобы фокус гарантированно удался? (MathOverflow, И. Богданов)
3. Дано нечётное число n. Выбрано множество A из более, чем 2n/5 чисел от 1 до n–1. Докажите, что найдутся такие a, b, c ( A, что a+b–c делится на n. (Сообщил Ф. Петров)
4. В клетчатом квадрате 106(106 закрашены все, кроме 108 клеток. Докажите, что для некоторого натурального k ≤ 1012–108 не найдётся клетчатого прямоугольника, содержащего ровно k закрашенных клеток. (MathOverflow, И. Богданов)
5. Множество S рациональных чисел таково, что 0 ( S, и если x ( S, то все числа
x+1, x–1, 1/(x(x–1)) принадлежат множеству S (про последнее число, естественно, можно говорить, если x ( 0, 1). Верно ли, что S обязательно содержит все рациональные числа? (Putnam, 2009)
6. Даны натуральные числа m, n > 1. Докажите, что уравнение
(x+1)n+(x+2)n+...+(x+m)n = (y+1)2n+(y+2)2n+...+(y+m)2n
имеет лишь конечное количество решений в натуральных числах x, y. (Монголия, отбор на ММО, 2008)
7. Связный граф, имеющий хотя бы три вершины, не теряет связности при удалении любой вершины. Пусть x — одна из его вершин. Докажите, что в графе существует простой цикл, проходящий через x и содержащий некоторую вершину y ( x вместе со всеми её соседями. (H. Fleischner)
8. Точка P лежит внутри треугольника ABC. Точки X, Y, Z — основания перпендикуляров, опущенных из нее на стороны BC, CA и AB соответственно. Точка P' внутри треугольника такова, что (PBC = (P'BA, (PCB = (P'CA. Окружность ( с центром в точке P имеет радиус 2r, где r — радиус описанной окружности треугольника XYZ. Лучи YP' и ZP' пересекают ( в точках M и N. Прямая MN пересекает YZ в точке K. Точка T — проекция K на PA. Докажите, что PT(PA = 4r2. (США, отбор на ММО, 2011/2012, обобщение)
9. В остроугольном треугольнике ABC точка D — основание высоты, проведенной из вершины C. Точки E и F лежат на сторонах AC и BC соответственно так, что AE = AD и BF = BD. Точка S симметрична точке C относительно центра описанной окружности треугольника ABC. Докажите, что SE = SF. (Польша, 2011/12, 1 тур)
10. Тетраэдры T1 и T2 таковы, что T2 лежит в T1, а центры тяжести их вершин совпадают. Вершины октаэдра Oi (i = 1, 2) — шесть середин рёбер тетраэдра Ti. Докажите, что O2 лежит в O1. (Paenza 2010)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Четвертый тур 04.12.11. 
Высшая лига, бой за 7 место. 
Первая лига. Вторая лига, финал.
1. Найдите все пары функций f, g : R ( R таких, что для всех вещественных x, y выполнено равенство f(x)f(y) = g(x)g(y)+g(x)+g(y). (Сообщил А. Голованов)
2. Фокусник с помощником хотят показать следующий фокус. Они выбирают и сообщают зрителям числа N и k и договариваются о способе действий. Помощник уходит в другую комнату, зрители пишут на доске слово (последовательность букв русского алфавита) длины N, затем фокусник выбирает из него подслово длины k+1 и сообщает его помощнику, убрав первую букву; помощник после этого определяет убранную букву. Могут ли они договориться так, чтобы фокус гарантированно удался? (И. Богданов)
3. Дано нечётное число n, являющееся степенью нечетного простого числа. Выбрано множество A из более, чем 2n/5 чисел от 1 до n–1. Докажите, что найдутся такие a, b, c ( A, что a+b–c делится на n. (Сообщил Ф. Петров)
4. В клетчатом квадрате 106(106 закрашены все, кроме 107 клеток. Докажите, что для некоторого натурального k ≤ 1012–107 не найдётся клетчатого прямоугольника, содержащего ровно k закрашенных клеток. (MathOverflow, И. Богданов)
5. Множество S рациональных чисел таково, что 0 ( S, и если x ( S, то все числа
x+1, x–1, 1/(x(x–1)) принадлежат множеству S (про последнее число, естественно, можно говорить, если x ( 0, 1). Верно ли, что S обязательно содержит все рациональные числа? (Putnam, 2009)
6. Назовём натуральное число обнадёживающим, если оно представляется в виде 2a2+3b2 при натуральных a, b. Докажите, что произведение 2011 обнадёживающих чисел не является точным квадратом. (Польша, 2010/11, второй тур)
7. Медианы треугольника ABC пересекаются в точке G. Точки A1, B1, C1 — основания перпендикуляров, опущенных из G на прямые BC, AC, AB соответственно. Точки A2, B2, C2 симметричны относительно G точкам A1, B1, C1 соответственно. Докажите, что прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке. (Сообщил А. Голованов)
8. На плоскости отметили бесконечно много точек. Для каждой точки записали, сколько отмеченных точек находится от нее на расстоянии 1 (не ближе и не дальше). Могли ли все натуральные числа быть выписаны ровно по одному разу? (А. Шаповалов)
9. В остроугольном треугольнике ABC точка D — основание высоты, проведенной из вершины C. Точки E и F лежат на сторонах AC и BC соответственно так, что AE = AD и BF = BD. Точка S симметрична точке C относительно центра описанной окружности треугольника ABC. Докажите, что SE = SF. (Польша, 2011/12, 1 тур)
10. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 1. Докажите, что эти числа можно так расставить по кругу, чтобы произведение любых двух соседних чисел было не больше 1/9. (Китайские олимпиады)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Четвертый тур 04.12.11. Вторая лига, бои за 3-8 места.

1. На плоскости отметили бесконечно много точек. Для каждой точки записали, сколько отмеченных точек находится от нее на расстоянии 1 (не ближе и не дальше). Могли ли все натуральные числа быть выписаны ровно по одному разу? (А. Шаповалов)
2. На клетчатой доске 100(100 стоят белая и черная ладьи, друг друга они не бьют. Ладьи ходят по очереди, начинает белая. Ладья не может пойти на поле, где она сама уже была, или под удар другой ладьи. Кто не может сделать ход — проиграл. Кто выигрывает, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)
3. В компании у каждого ровно три друга. Назовём пару людей общительной, если у них есть хотя бы двое общих друзей. Известно, что среди любых трёх человек найдётся общительная пара. Какое наибольшее число людей может быть в этой компании? (С. Волченков)
4. Эксперту предъявлены 55 серебряных слитков весами 1001, 1002, …, 1055 граммов, промаркированных по-китайски. У него есть весы, которые показывают вес груза, при условии, однако, что этот вес не более 3333 г. Судьям известен список весов слитков, но они не знают китайского. За какое наименьшее число взвешиваний эксперт сможет убедить судей, что он знает веса всех слитков? (А. Шаповалов)
5. Последовательности xn и yn строятся по следующим правилам: x1 = 3, y1 = 1, 
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. Найдите x2011 и y2011. (Bay-Area Math Circle)
6. На доске написано несколько натуральных чисел. Разрешается взять любые два из написанных чисел a, b и записать число (a+b)/(a–b), если оно натуральное. Набор натуральных чисел называется подходящим, если из него, действуя таким образом, можно получить любое натуральное число. Найдите все подходящие наборы, содержащие наименьшее возможное количество чисел. (Украина)
7. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 1. Докажите, что эти числа можно так расставить по кругу, чтобы произведение любых двух соседних чисел было не больше 1/9. (Китайские олимпиады)
8. В десятичной записи различных чисел m и n каждая из цифр от 1 до 7 встречается по 10 раз, а цифры 8, 9, 0 не встречаются. Может ли число  m делиться на число n? (Канада-2011)
9. На основании BC равнобедренного треугольника ABC отмечена точка D. Построена вневписанная окружность треугольника ADC, касающаяся стороны DC (и продолжений отрезков AD и AC). Оказалось, что её радиус r равен радиусу вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что высота BH в треугольнике ABC равна 4r. (12-th Hellenic Mathematical Olympiad 1995)
10. В трапеции ABCD AB || CD. Биссектрисы внешних углов B и C пересекаются в точке P, а биссектрисы внешних углов A и D пересекаются в точке Q. Докажите, что PQ равно полупериметру трапеции. (13-th Mexican Mathematical Olympiad 1999)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Четвертый тур 04.12.11. Высшая юниорская лига.

1. Положительные числа a,b,c таковы, что
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Докажите, что
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 (Белоруссия, 2010, отбор на ММО И. Воронович)
2. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон BC, CA и AB в точках D, E и F соответственно. Отрезки BE и CF пересекаются в точке J. На стороне BC отмечены точки G и K такие, что (BAG = (GAC и JK || AG. Докажите, что GK/DK = AE/CE+AF/BF. (Cообщил А.Голованов)
3. Дано нечётное простое число p. Выбрано множество A из более, чем 2p/5 чисел от 1 до p–1. Докажите, что найдутся такие a, b, c ( A, что a+b–c делится на p. (Сообщил Ф. Петров, упрощение)
4. В остроугольном треугольнике ABC точка D — основание высоты, проведенной из вершины C. Точки E и F лежат на сторонах AC и BC соответственно так, что AE = AD и BF = BD. Точка S симметрична точке C относительно центра описанной окружности треугольника ABC. Докажите, что SE = SF. (Польша, 2011/12, 1 тур)
5. Связный граф, имеющий хотя бы три вершины, не теряет связности при удалении любой вершины. Пусть x — одна из его вершин. Докажите, что в графе существует простой цикл, проходящий через x и содержащий некоторую вершину y ( x вместе со всеми её соседями. (H. Fleischner)
6. Эксперту предъявлены 55 серебряных слитков весами 1001, 1002, …, 1055 граммов, промаркированных по-китайски. У него есть весы, которые показывают вес груза, при условии, однако, что этот вес не более 3333 г. Судьям известен список весов слитков, но они не знают китайского. За какое наименьшее число взвешиваний эксперт сможет убедить судей, что он знает веса всех слитков? (А. Шаповалов)
7. Множество S рациональных чисел таково, что 0 ( S, и если x ( S, то все числа
x+1, x–1, 1/(x(x–1)) принадлежат множеству S (про последнее число, естественно, можно говорить, если x ( 0, 1). Верно ли, что S обязательно содержит все рациональные числа? (Putnam, 2009)
8. В клетчатом квадрате 106(106 закрашены все, кроме 107 клеток. Докажите, что для некоторого натурального k ≤ 1012–107 не найдётся клетчатого прямоугольника, содержащего ровно k закрашенных клеток. (MathOverflow, И. Богданов, упрощение)
9. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 1. Докажите, что эти числа можно так расставить по кругу, чтобы произведение любых двух соседних чисел было не больше 1/9. (Китайские олимпиады)
10. Из дробей 1/4, 1/7, …, 1/2011 Петя выбрал четыре, а Вася — пять дробей. Может ли Васина сумма быть равна Петиной? (А. Шаповалов)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Четвертый тур 04.12.11. Первая юниорская лига.

1. На плоскости отметили бесконечно много точек. Для каждой точки записали, сколько отмеченных точек находится от нее на расстоянии 1 (не ближе и не дальше). Могли ли все натуральные числа быть выписаны ровно по одному разу? (А. Шаповалов)
2. На клетчатой доске 100(100 стоят белая и черная ладьи, друг друга они не бьют. Ладьи ходят по очереди, начинает белая. Ладья не может пойти на поле, где она сама уже была, или под удар другой ладьи. Кто не может сделать ход — проиграл. Кто выигрывает, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)
3. Эксперту предъявлены 55 серебряных слитков весами 1001, 1002, …, 1055 граммов, промаркированных по-китайски. У него есть весы, которые показывают вес груза, при условии, однако, что этот вес не более 3333 г. Судьям известен список весов слитков, но они не знают китайского. За какое наименьшее число взвешиваний эксперт сможет убедить судей, что он знает веса всех слитков? (А. Шаповалов)
4. На основании BC равнобедренного треугольника ABC отмечена точка D. Построена вневписанная окружность треугольника ADC, касающаяся стороны DC (и продолжений отрезков AD и AC). Оказалось, что её радиус r равен радиусу вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что высота BH в треугольнике ABC равна 4r. (12-th Hellenic Mathematical Olympiad 1995)
5. В трапеции ABCD AB || CD. Биссектрисы внешних углов B и C пересекаются в точке P, а биссектрисы внешних углов A и D пересекаются в точке Q. Докажите, что PQ равно полупериметру трапеции. (13-th Mexican Mathematical Olympiad 1999)
6. Сначала на доске написаны 16 чисел a1, a2, … a16. Назовём числа S1 = a1, S2 = a1+a2, S3 = a1+a2+a3, …, S16 = a1+a2+…+a16 частичными суммами. Договорившись заранее, Петя и Вася каждую минуту одновременно вычисляют сумму любых двух чисел, написанных на доске, и результат дописывают на доску. Могут ли мальчики совместными усилиями выписать на доску все частичные суммы за 10 минут? (С. Волченков)
7. Докажите, что если x > 0, y > 0 и x2+y2=4, то 
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8. В компании у каждого ровно три друга. Назовём пару людей общительной, если у них есть хотя бы двое общих друзей. Известно, что среди любых трёх человек найдётся общительная пара. Какое наибольшее число людей может быть в этой компании? (С. Волченков)
9. В десятичной записи различных чисел m и n каждая из цифр от 1 до 7 встречается по 10 раз, а цифры 8, 9, 0 не встречаются. Может ли число m делиться на число n? (Канада-2011)
10. Сумма пяти неотрицательных чисел равна 1. Докажите, что эти числа можно так расставить по кругу, чтобы произведение любых двух соседних чисел было не больше 1/9. (Китайские олимпиады)
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