Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Первый тур 30.11.11. Высшая лига.

1. Для целых чисел x1, ..., xn выписали все суммы вида xi+xj, где 1 ≤ i < j ≤ n. Оказалось, что все выписанные суммы различны, и среди этих сумм есть поровну чисел, дающих остатки 0, 1, 2, 3 при делении на 4. При каких n > 1 это возможно? (И. Богданов)
2. Существует ли функция f: [–1,1] ( R такая, что f (sinx) + f (cosx) = sin2x при всех вещественных x? (Белоруссия, 2010)
3. Окружности (1и (2 пересекаются в точках A и B. Точки P и Q на (1 и (2 соответственно равноудалены от A. Прямая PQ пересекает (1 и (2 вторично в точках M и N соответственно. Точки E и F — середины дуг BP и BQ, не содержащих точку A. Докажите, что точки M, N, E, F лежат на одной окружности. (Вьетнам, предварительная олимпиада, 2011/12)
4. В n-элементном множестве выделены n–1 подмножеств. Докажите, что можно покрасить некоторые (хотя бы один) элементы в красный и синий цвета так, что в каждом выделенном подмножестве либо не будет окрашенных элементов, либо будут присутствовать элементы обоих цветов. (MathOverflow)
5. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию ab+bc+ca = 1/3. Докажите, что
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. (сетевой дневник Nguyễn Trung Tuận)
6. Найдите все натуральные n и простые p такие, что 3p–np = n+p. (Индонезия, отбор на ММО, 2007)
7. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполнено равенство (DAB+2(BCD = 180(. Вписанная окружность треугольника ABD касается сторон AB и AD в точках K и L. Докажите, что описанные окружности треугольников AKL и BCD касаются. (Польша, 2011/12, 1 тур)
8. Внутри n-угольной призмы A1A2...AnB1B2...Bn взята точка O. На лучах OAi, OBi выбраны точки A'i, B'i соответственно. Докажите, что не существует выпуклого многогранника, среди рёбер которого были бы все отрезки A'1B'2, ..., A'n–1B'n, A'nB'1. (М. Н. Матвеев)
9. В группе из n школьников нашлось A1 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 1 кг, и A2 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 2 кг. Докажите, что A2 < 3A1+n. (Вьетнам, предварительная олимпиада, 2011/12)
10. При каких натуральных m и n, больших 10, прямоугольник m(n можно разрезать на фигуры из 6 единичных квадратиков вида, показанного на рисунке справа? (Фигуры можно поворачивать и переворачивать.) (Польша, 2011/12, 1 тур)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Первый тур 30.11.11. Первая лига.

1. Для целых чисел x1, ..., xn выписали все суммы вида xi+xj, где 1 ≤ i < j ≤ n. Оказалось, что все выписанные суммы различны, и среди этих сумм есть поровну чисел, оканчивающихся на 0, 1, …, 9. При каких n > 1 это возможно? (И. Богданов)
2. Существует ли функция f: [–1,1] ( R такая, что f (sinx) + f (cosx) = sin2x при всех вещественных x? (Белоруссия, 2010)
3. Окружности (1и (2 пересекаются в точках A и B. Точки P и Q на (1 и (2 соответственно равноудалены от A. Прямая PQ пересекает (1 и (2 вторично в точках M и N соответственно. Точки E и F — середины дуг BP и BQ, не содержащих точку A. Докажите, что точки M, N, E, F лежат на одной окружности. (Вьетнам, предварительная олимпиада, 2011/12)
4. В множестве выделены несколько трехэлементных подмножеств. Известно, что для любого множества элементов количество выделенных подмножеств, лежащих внутри него, меньше, чем количество его элементов. Докажите, что элементы можно покрасить в два цвета так, чтобы в каждом выделенном подмножестве были два разноцветных элемента. (P. D. Seymour)
5. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию ab+bc+ca = 1. Докажите, что
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. (К. Сухов по мотивам задачи 5 высшей лиги)
6. Найдите все натуральные n и простые p такие, что 3p–np = n+p. (Индонезия, отбор на ММО, 2007)
7. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполнено равенство (DAB+2(BCD = 180(. Вписанная окружность треугольника ABD касается сторон AB и AD в точках K и L. Докажите, что описанные окружности треугольников AKL и BCD касаются. (Польша, 2011/12, 1 тур)
8. За одну операцию можно построить на плоскости угол и закрасить всю его внутренность в красный или белый цвет. За какое наименьшее число операций можно нарисовать на белой плоскости красный десятиугольник в виде правильной пятиконечной звезды (ограниченной диагоналями правильного пятиугольника)? (С. Волчёнков)
9. В группе из n школьников нашлось A1 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 1 кг, и A2 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 2 кг. Докажите, что A2 < 3A1+2n. (Вьетнам, предварительная олимпиада, 2011/12, упрощение)
10. Можно ли разрезать прямоугольник 666(2010 на составленные из 6 квадратиков 1(1 фигуры вида, показанного на рисунке справа? (Фигуры можно поворачивать и переворачивать.) (Польша, 2011/12, 1 тур, частный случай)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Первый тур 30.11.11. Вторая лига.

1. Последовательность, заданная членами x0, x1 и соотношением 
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 при всех n ( 1, периодическая. Докажите, что x0x1 = 1. (Andreescu, Feng «Problems in algebra»)
2. Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник ABC, касается катетов AC и BC в точках D и E соответственно. Докажите, что точки D и E лежат на одной прямой с серединами меньших дуг AC и BC окружности, описанной около треугольника ABC. (BAMC-2011-8)
3. В остроугольном треугольнике ABC (A>(B>(C. Докажите, что 
1,6 + 2 sinB cosA + 2 sinC cosB ≥ sin2A+sin2B +sin2C. (Andreescu, Feng «Problems in trigonometry»)
4. В шестизначном числе одинаковые цифры заменили одинаковыми буквами, а разные – разными. Получилось слово КАЗАНЬ. На какое наибольшее число последовательных натуральных чисел оно может делиться? (С. Волчёнков)
5. Можно ли разрезать прямоугольник 666(2010 на составленные из 6 квадратиков 1(1 фигуры вида, показанного на рисунке справа? (Фигуры можно поворачивать и переворачивать.) (Польша, 2011/12, 1 тур, частный случай)
6. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполнено равенство (DAB+2(BCD = 180(. Вписанная окружность треугольника ABD касается сторон AB и AD в точках K и L. Докажите, что описанные окружности треугольников AKL и BCD касаются. (Польша, 2011/12, 1 тур)
7. Имеется 243 одинаковых с виду монеты, из которых две — фальшивые: одна легче настоящей, а другая тяжелее (а все настоящие весят одинаково). Можно ли за пять взвешиваний на чашечных весах без гирь установить, что тяжелее: две фальшивые монеты или две настоящие, или же они весят одинаково? (С. Волчёнков)
8. Петя пишет на доске число a, Вася пишет число b, потом Петя — число c и Вася число d. Вася выигрывает, если уравнения x4+ax3+bx2+cx+d = 0, x4+bx3+cx2+dx+a = 0 и x4+cx3+dx2+ax+b = 0 будут иметь общий корень, а Петя — в противном случае. Кто выигрывает при правильной игре? (Белоруссия, 2000, модификация)
9. Имеется 16 карт: тузы, короли, дамы и валеты 4 мастей. Петя выбирает две карты и кладет в квадрат 4(4, на клетки в разных строках и столбцах. Докажите, что можно так разложить оставшиеся карты в оставшиеся клетки, чтобы в каждой строке и столбце все масти и достоинства были различны. (Николай Волчёнков)
10. Положительные числа a, b, c подобраны так, что ab+bc+ca = 1. Докажите, что
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. (К. Сухов по мотивам задачи 5 высшей лиги)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Первый тур 30.11.11. Высшая юниорская лига.

1. Существуют ли такие 2001 целых чисел, что среди их попарных сумм поровну чисел, оканчивающихся на каждую из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9? (И. Богданов, упрощение)
2. За одну операцию можно построить на плоскости угол и закрасить всю его внутренность в красный или белый цвет. За какое наименьшее число операций можно нарисовать на белой плоскости красный десятиугольник в виде правильной пятиконечной звезды (ограниченной диагоналями правильного пятиугольника)? (С. Волчёнков)
3. Точка O — центр вневписанной окружности треугольника ABC, касающейся стороны BC, а E и F — точки касания её с лучами AB и AC соответственно. Отрезки OB и OC пересекают EF в точках K и L соответственно. Отрезки BL и CK пересекаются в точке M. Докажите, что расстояние от M до прямой BC равно радиусу вписанной окружности треугольника ABC. (Иран, 2010)
4. В множестве выделены несколько трехэлементных подмножеств. Известно, что для любого множества элементов количество выделенных подмножеств, лежащих внутри него, меньше, чем количество его элементов. Докажите, что элементы можно покрасить в два цвета так, чтобы в каждом выделенном подмножестве были два разноцветных элемента. (P. D. Seymour)
5. Петя пишет на доске число a, Вася пишет число b, потом Петя — число c и Вася число d. Вася выигрывает, если уравнения x4+ax3+bx2+cx+d = 0, x4+bx3+cx2+dx+a = 0 и x4+cx3+dx2+ax+b = 0 будут иметь общий корень, а Петя — в противном случае. Кто выигрывает при правильной игре? (Белоруссия, 2000, модификация)
6. Найдите все натуральные n и простые p такие, что 3p–np = n+p. (Индонезия, отбор на ММО, 2007)
7. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполнено равенство (DAB+2(BCD = 180(. Вписанная окружность треугольника ABD касается сторон AB и AD в точках K и L. Докажите, что описанные окружности треугольников AKL и BCD касаются. (Польша, 2011/12, 1 тур)
8. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию ab+bc+ca = 1. Докажите, что

[image: image5.wmf]222

111

3

111

abcbcacab

++³

-+-+-+

 (К. Сухов по мотивам задачи 5 высшей лиги)
9. В группе из n школьников нашлось A1 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 1 кг, и A2 пар школьников, веса которых отличаются не более чем на 2 кг. Докажите, что A2 < 3A1+2n. (Вьетнам, предварительная олимпиада, 2011/12, упрощение)
10. При каких натуральных m и n, больших 10, прямоугольник m(n можно разрезать на фигуры из 6 единичных квадратиков вида, показанного на рисунке справа? (Фигуры можно поворачивать и переворачивать.) (Польша, 2011/12, 1 тур)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Первый тур 30.11.11. Первая юниорская лига.

1. Существуют ли такие 1001 целых чисел, что среди их попарных сумм поровну чисел, оканчивающихся на каждую из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9? (И. Богданов, упрощение)
2. В шестизначном числе одинаковые цифры заменили одинаковыми буквами, а разные – разными. Получилось слово КАЗАНЬ. На какое наибольшее число последовательных натуральных чисел оно может делиться? (С. Волчёнков)
3. В прямоугольный треугольник вписали квадрат со стороной 15, две вершины попали на гипотенузу. Исходный треугольник разбился на квадрат и три меньших треугольника. Периметр одного из меньших треугольников такой же, как у квадрата. Найдите периметр исходного треугольника. (А. Шаповалов)
4. За одну операцию можно построить на плоскости угол и закрасить всю его внутренность в красный или белый цвет. За какое наименьшее число операций можно нарисовать на белой плоскости красный десятиугольник в виде правильной пятиконечной звезды (ограниченной диагоналями правильного пятиугольника)? (С. Волчёнков)
5. Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник ABC, касается катетов AC и BC в точках D и E соответственно. Докажите, что точки D и E лежат на одной прямой с серединами меньших дуг AC и BC окружности, описанной около треугольника ABC. (BAMC-2011-8)
6. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию ab+bc+ca = 1. Докажите, что
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 (К. Сухов по мотивам задачи 5 высшей лиги)
7. Имеется 243 одинаковых с виду монеты, из которых две — фальшивые: одна легче настоящей, а другая тяжелее (а все настоящие весят одинаково). Можно ли за пять взвешиваний на чашечных весах без гирь установить, что тяжелее: две фальшивые монеты или две настоящие, или же они весят одинаково? (С. Волчёнков)
8. В классе 30 человек. За месяц было 29 дежурств, в каждом дежурила пара учеников. Докажите, что можно так выставить всем ученикам класса по одной оценке по 5-балльной шкале, что будет выставлена хотя бы одна пятерка, и в каждой паре дежуривших сумма оценок будет равна 8. (С. Волченков, А. Шаповалов, по мотивам Сеймура)
9. Имеется 16 карт: тузы, короли, дамы и валеты 4 мастей. Петя выбирает две карты и кладет в квадрат 4(4, на клетки в разных строках и столбцах. Докажите, что можно так разложить оставшиеся карты в оставшиеся клетки, чтобы в каждой строке и столбце все масти и достоинства были различны. (Николай Волчёнков)
10. Можно ли разрезать прямоугольник 666(2010 на составленные из 6 квадратиков 1(1 фигуры вида, показанного на рисунке справа? (Фигуры можно поворачивать и переворачивать.) (Польша, 2011/12, 1 тур, частный случай)
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