Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Третий тур 03.12.11. Высшая лига.

1. Дано n-значное число A. Докажите, что найдётся такое натуральное k, что число 2k имеет хотя бы 2n цифр, и в десятичной записи этого числа можно зачеркнуть не более, чем n цифр с конца так, чтобы полученное число оканчивалось числом A. (Nieuw Archief voor Wiskunde)
2. Бесконечные последовательности целых чисел a0, a1, a2, ... и b0, b1, b2, ... таковы, что 
(an–an–1)(an–an–2)+(bn–bn–1)(bn–bn–2) = 0 при всех n ( 2. Докажите, что найдётся индекс k такой, что ak = ak+1000. (Индия, отбор на ММО, 2011)
3. Дугу окружности разбили на несколько дужек S1, S2, ..., Sn, пронумерованных последовательно. Затем нарисовали несколько хорд, все концы которых различны. Концы любой хорды лежат на разных дужках. При этом, если две хорды пересекаются, то концы одной из них лежат в некоторых дужках Si, Sj, а другой — в дужках Sj, Sk, причём i < j < k. Докажите, что хорды можно покрасить в три цвета так, чтобы пересекающиеся хорды были разноцветными. (Г. Ненашев)
4. Для каких нечётных n существует нечётное k и множество S из n остатков по модулю k такое, что при всех r = 1, ..., k–1 число элементов в пересечении S((S+r) чётно? Здесь множество S+r получается из множества S прибавлением остатка r к каждому элементу. (Nieuw Archief voor Wiskunde)
5. Окружность ( вписана в треугольник ABC. Окружность (a касается ( в точке A' и отрезков AB, AC в точках AB, AC соответственно; окружности (b, (c и точки B', C' определяются аналогично. Описанные окружности треугольников A'B'AB и A'C'AC пересекаются в точках A' и K. Прямая A'K пересекает ( в точках A' и R. Докажите, что касательные из R к (b и (c равны. (Ф. Ивлев)
6. Тройка многочленов P(x), Q(x), R(x, y) называется m-хорошей, если для любых вещественных a, b таких, что am = b2, выполняются соотношения P(R(a, b)) = a, Q(R(a, b)) = b. Найдите все натуральные m, для которых существует m-хорошая тройка. (Вьетнам, отбор на ММО, 2008)
7. Петя и Вася играют в такую игру. Сначала Вася разливает чан киселя по 100 стаканам. Дальше они ходят по очереди (первым — Петя). Ход состоит в том, чтобы выбрать два стакана с неравным количеством киселя и уравнять эти стаканы, перелив из одного в другой. Как только Петя сможет забрать 50 стаканов ровно с половиной всего киселя, он выигрывает. Может ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов)
8. На плоскости нарисовали выпуклый n-угольник без параллельных сторон и отметили все точки пересечения прямых, содержащих его стороны. Выпуклая оболочка этих точек — также n-угольник. При каких значениях n это возможно? (А. Тарасов, Н. Такенов)
9. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC точка H — ортоцентр, IH — центр вписанной окружности треугольника BHC. Биссектриса угла BAC пересекает перпендикуляр, опущенный из точки IH на сторону BC, в точке K. Пусть F — основание перпендикуляра, опущенного на AB из точки K. Докажите, что 2KF+BC = BH+HC. (Белоруссия, 2010, отбор на ММО; А. Войделевич)
10. У Саши есть неограниченный запас фишек семи цветов радуги. Он хочет расставить по одной фишке на каждую клетку доски 8(8. Каких способов сделать это больше и на сколько: тех, в которых используется чётное число зелёных фишек, или тех, в которых используется нечётное число зелёных фишек? (Расстановки, отличающиеся поворотами и симметриями, считаются различными; не обязательно использовать все цвета.) (Великобритания, 2011, модернизировано)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Третий тур 03.12.11. Первая лига.

1. Натуральное число N делится на 5 и равно сумме квадратов двух (не обязательно различных) натуральных чисел. Докажите, что это число можно представить в виде суммы квадратов двух неотрицательных целых чисел, большее из которых превосходит меньшее не менее чем в 2 раза. (Berkeley Math Circle)
2. Бесконечные последовательности целых чисел a0, a1, a2, ... и b0, b1, b2, ... таковы, что 
(an–an–1)(an–an–2)+(bn–bn–1)(bn–bn–2) = 0 при всех n ( 2. Докажите, что найдётся индекс k такой, что ak = ak+1000. (Индия, отбор на ММО, 2011)
3. На гранях каждого из 8 одинаковых игральных кубиков написаны числа от 1 до 6 так, что сумма чисел на противоположных гранях равна 7. Можно ли сложить из этих кубиков куб 2(2(2 так, чтобы на гранях разных кубиков, прилегающих друг к другу, стояли одинаковые числа, а на поверхности большого куба встречались только числа 4, 5, 6? (Эстония, 2011)
4. В правильном многоугольнике с нечётным числом сторон отметили 1001 вершину. При повороте вокруг центра многоугольника на угол, не кратный 360(, считают, сколько отмеченных вершин перешли в отмеченные. Могут ли все найденные числа оказаться чётными? (Упрощение задачи 4 высшей старшей лиги)
5. В треугольнике ABC угол C больше угла B. Пусть AD — биссектриса этого треугольника, точка E на стороне AB такова, что ED ( BC, а точка F на стороне AC такова, что (BED = (DEF. Докажите, что (BAD = (FDC. (Великобритания, 2001)
6. Докажите, что у всех чисел вида
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(где n — натуральное) первые три цифры после запятой не зависят от n. (Румынские олимпиады, 2003)
7. Петя и Вася играют в такую игру. Сначала Вася разливает чан киселя по 100 стаканам. Дальше они ходят по очереди (первым — Петя). Ход состоит в том, чтобы выбрать два стакана с неравным количеством киселя и уравнять эти стаканы, перелив из одного в другой. Петя выиграет, если сможет в какой-то момент выбрать две группы по 30 стаканов (каждый стакан может входить только в одну группу) так, чтобы в этих группах было поровну киселя. Может ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов, И. Богданов, К. Сухов)
8. На плоскости нарисовали выпуклый n-угольник без параллельных сторон и отметили все точки пересечения прямых, содержащих его стороны. Выпуклая оболочка этих точек — также n-угольник. При каких значениях n это возможно? (А. Тарасов, Н. Такенов)
9. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC точка H — ортоцентр, IH — центр вписанной окружности треугольника BHC. Биссектриса угла BAC пересекает перпендикуляр, опущенный из точки IH на сторону BC, в точке K. Пусть F — основание перпендикуляра, опущенного на AB из точки K. Докажите, что 2KF+BC = BH+HC. (Белоруссия, 2010, отбор на ММО; А. Войделевич)
10. У Саши есть неограниченный запас фишек красного, синего, черного и зеленого цветов. Он хочет расставить по одной фишке на каждую клетку доски 8(8. Каких способов сделать это больше и на сколько: тех, в которых используется чётное число зелёных фишек, или тех, в которых используется нечётное число зелёных фишек? (Расстановки, отличающиеся поворотами и симметриями, считаются различными; не обязательно использовать все цвета.) (Великобритания, 2011, модернизировано)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Третий тур 03.12.11. Вторая лига.

1. Петя и Вася играют в такую игру. Сначала Вася разливает чан киселя по 99 стаканам. Дальше они ходят по очереди (первым — Петя). Ход состоит в том, чтобы выбрать два стакана с неравным количеством киселя и уравнять эти стаканы, перелив из одного в другой. Петя выиграет, если сможет в какой-то момент разделить все стаканы на три группы по 33 стакана так, что в каких-то двух из этих групп киселя будет поровну. Может ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов, И. Богданов, К. Сухов)
2. В прямоугольном треугольнике ABC (C = 90(, (A = 60(. На гипотенузе AB отмечена такая точка D, что DA+AC = DB+BC. Найдите (DCB. (Nguyễn Minh Hà)
3. Из двух равных прямоугольников сложили Г-образный шестиугольник. Всегда ли можно вырезать из него три равные фигуры, площадь каждой из которых больше четверти площади шестиугольника? (А. Шаповалов)
4. Множество из четырех натуральных чисел назовем бипарой , если его можно разбить на две пары последовательных натуральных чисел. Множество из шести натуральных чисел назовем битройкой, если его можно разбить на две тройки последовательных натуральных чисел (например, {3,4, 9, 10} и {6, 7, 8, 9} – бипары, а {4, 5, 6, 8, 9, 10} – битройка). Докажите, что количество бипар с наибольшим числом, не превосходящим n, равно количеству битроек с наибольшим числом, не превосходящим n+2. (А. Шаповалов)
5. В ряд лежит 101 кошелёк с деньгами. В крайних кошельках лежит по 26 рублей. Известно, что в любом другом кошельке денег на одно и то же число копеек меньше, чем полусумма в двух соседних кошельках. Сколько денег во втором кошельке? (С. Волчёнков)
6. Докажите, что у всех чисел вида
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(где n — натуральное) первые три цифры после запятой не зависят от n. (Румынские олимпиады, 2003)
7. Четыре положительных числа a, b, c, d, взятые именно в таком порядке, образуют возрастающую арифметическую прогрессию. Докажите, что любой корень х0 уравнения aх3+bх2+cх+d = 0 удовлетворяет неравенству х0 < –1. (Омские олимпиады)
8. Натуральное число N делится на 5 и равно сумме квадратов двух (не обязательно различных) натуральных чисел. Докажите, что это число можно представить в виде суммы квадратов двух неотрицательных целых чисел, большее из которых превосходит меньшее не менее чем в 2 раза. (Berkeley Math Circle)
9. Клетки шахматной доски (8(8) раскрашены в несколько цветов. Известно, что нет прямоугольника, в котором были бы четыре угловые клетки одного цвета. Каково наименьшее возможное число цветов? (С. Волчёнков)
10. Для углов A, B, C треугольника ABC выполнено неравенство 
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. Докажите, что один из углов треугольника не меньше 120(. (T. Andreescu, 103 trigonometry problems)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Третий тур 03.12.11. Высшая юниорская лига.

1. В треугольнике ABC угол C больше угла B. Пусть AD — биссектриса этого треугольника, точка E на стороне AB такова, что ED ( BC, а точка F на стороне AC такова, что (BED = (DEF. Докажите, что (BAD = (FDC. (Великобритания, 2001)
2. Докажите, что у всех чисел вида
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(где n — натуральное) первые три цифры после запятой не зависят от n. (Румынские олимпиады, 2003)
3. Дугу окружности разбили на несколько дужек S1, S2, ..., Sn, пронумерованных последовательно. Затем нарисовали несколько хорд, все концы которых различны. Концы любой хорды лежат на разных дужках. При этом, если две хорды пересекаются, то концы одной из них лежат в некоторых дужках Si, Sj, а другой — в дужках Sj, Sk, причём i < j < k. Докажите, что хорды можно покрасить в три цвета так, чтобы пересекающиеся хорды были разноцветными. (Г. Ненашев)
4. Для каких нечётных n существует нечётное k и множество S из n остатков по модулю k такое, что при всех r = 1,...,k–1 число элементов в пересечении S((S+r) чётно? Здесь множество S+r получается из множества S прибавлением остатка r к каждому элементу. (Nieuw Archief voor Wiskunde)
5. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC точка H — ортоцентр, IH — центр вписанной окружности треугольника BHC. Биссектриса угла BAC пересекает перпендикуляр, опущенный из точки IH на сторону BC, в точке K. Пусть F — основание перпендикуляра, опущенного на AB из точки K. Докажите, что 2KF+BC = BH+HC. (Белоруссия, 2010, отбор на ММО; А. Войделевич)
6. Последовательность N! определяется следующим образом: 1! = 1, 
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 при всех N ( 2. Докажите, что в последовательности 1!, 2!, …, N!, … начиная с некоторого места остатки по модулю 2011 периодически повторяются. (А. Шаповалов)
7. Петя и Вася играют в такую игру. Сначала Вася разливает чан киселя по 100 стаканам. Дальше они ходят по очереди (первым — Петя). Ход состоит в том, чтобы выбрать два стакана с неравным количеством киселя и уравнять эти стаканы, перелив из одного в другой.  Петя выиграет, если сможет в какой-то момент выбрать две группы по 30 стаканов (каждый стакан может входить только в одну группу) так, чтобы в этих группах было поровну киселя. Может ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов, И. Богданов, К. Сухов)
8. Натуральное число N делится на 5 и равно сумме квадратов двух (не обязательно различных) натуральных чисел. Докажите, что это число можно представить в виде суммы квадратов двух неотрицательных целых чисел, большее из которых превосходит меньшее не менее чем в 2 раза. (Berkeley Math Circle)
9. В ряд лежит 101 кошелёк с деньгами. В крайних кошельках лежит по 26 рублей. Известно, что в любом другом кошельке денег на одно и то же число копеек меньше, чем полусумма в двух соседних кошельках. Сколько денег во втором кошельке? (С. Волчёнков)
10. У Саши есть неограниченный запас фишек семи цветов радуги. Он хочет расставить по одной фишке на каждую клетку доски 8(8. Каких способов сделать это больше и на сколько: тех, в которых используется чётное число зелёных фишек, или тех, в которых используется нечётное число зелёных фишек? (Расстановки, отличающиеся поворотами и симметриями, считаются различными; не обязательно использовать все цвета.) (Великобритания, 2011, модернизировано)
Пятнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 28 ноября – 5 декабря 2011 года

Третий тур 03.12.11. Первая юниорская лига.

1. Петя и Вася играют в такую игру. Сначала Вася разливает чан киселя по 99 стаканам. Дальше они ходят по очереди (первым — Петя). Ход состоит в том, чтобы выбрать два стакана с неравным количеством киселя и уравнять эти стаканы, перелив из одного в другой. Петя выиграет, если сможет в какой-то момент разделить все стаканы на три группы по 33 стакана так, что в каких-то двух из этих групп киселя будет поровну. Может ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов, И. Богданов, К. Сухов)
2. В прямоугольном треугольнике ABC (C = 90(, (A = 60(. На гипотенузе AB отмечена такая точка D, что DA+AC = DB+BC. Найдите (DCB. (Nguyễn Minh Hà)
3. Из двух равных прямоугольников сложили Г-образный шестиугольник. Всегда ли можно вырезать из него три равные фигуры, площадь каждой из которых больше четверти площади шестиугольника? (А. Шаповалов)
4. Множество из четырех натуральных чисел назовем бипарой , если его можно разбить на две пары последовательных натуральных чисел. Множество из шести натуральных чисел назовем битройкой, если его можно разбить на две тройки последовательных натуральных чисел (например, {3,4, 9, 10} и {6, 7, 8, 9} – бипары, а {4, 5, 6, 8, 9, 10} – битройка). Докажите, что количество бипар с наибольшим числом, не превосходящим n, равно количеству битроек с наибольшим числом, не превосходящим n+2. (А. Шаповалов)
5. На острове живут три племени: рыцарей, лжецов и конформистов. Рыцарь всегда говорит правду, лжец всегда лжет, а конформист может лгать, если только стоит рядом со лжецом (но может и не лгать). По кругу выстроились 997 жителей, среди которых лжецов и конформистов поровну. На вопрос “Верно ли, что оба твоих соседа из одного племени” каждый ответил “Нет”. Каково наибольшее число рыцарей среди них? (А.Шаповалов)
6. Докажите, что у всех чисел вида
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(где n — натуральное) первые три цифры после запятой не зависят от n. (Румынские олимпиады, 2003)
7. В ряд лежит 101 кошелёк с деньгами. В крайних кошельках лежит по 26 рублей. Известно, что в любом другом кошельке денег на одно и то же число копеек меньше, чем полусумма в двух соседних кошельках. Сколько денег во втором кошельке? (С. Волчёнков)
8. В правильном многоугольнике с нечётным числом сторон отметили 2011 вершин. При повороте вокруг центра многоугольника на угол, не кратный 360(, считают, сколько отмеченных вершин перешли в отмеченные. Могут ли все сосчитанные числа оказаться чётными? (Упрощение задачи 4 высшей старшей лиги)
9. Последовательность N! определяется следующим образом: 1! = 1, 
[image: image7.wmf]!
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 при всех N ( 2. Докажите, что в последовательности 1!, 2!, …, N!, … начиная с некоторого места остатки по модулю 2011 периодически повторяются. (А. Шаповалов)
10. Клетки шахматной доски (8(8) раскрашены в несколько цветов. Известно, что нет прямоугольника, в котором были бы четыре угловые клетки одного цвета. Каково наименьшее возможное число цветов? (С. Волчёнков)
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