Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12. Высшая лига. Бои за 1-4 места.
1. Дано счётное множество вершин, занумерованных всеми целыми числами. Требуется нарисовать ориентированные рёбра так, чтобы из любой вершины выходило ровно по две стрелки, и для любых натурального k и целых m, n таких, что |m–n| ≤ 2k, существовал путь из вершины m в вершину n из не более, чем 1000k+1000 рёбер. Докажите, что это можно сделать. (MathOverflow)
2. На листе бумаги закрасили n ≥ 3 (возможно, пересекающихся) кругов, не выходящих на границу листа; границы никаких трёх из них не пересекаются в одной точке. Затем закрашенную часть вырезали. На какое наибольшее количество частей могла распасться оставшаяся часть листа? (Сообщил Р. Карасёв)
3. Пусть O — точка внутри тетраэдра ABCD. Докажите, что SAOBSCOD ≤ SAOCSBOD+SAODSBOC. (И. Богданов)
4. Для натуральных n, k обозначим через fk(n) количество способов представить число n в виде n = (020+(121+...+(k2k с коэффициентами (i ( {–1, 0, 1}. Для каждого натурального d > 1 найдите количество решений уравнения fk(2n–1) = d в натуральных числах (n, k) таких, что n ≤ 2k–1. (И. Богданов, Е. Савинов)
5. Существует ли последовательность целых чисел a1, a2, a3, ..., удовлетворяющая некоторому соотношению вида an+4 = pan+3+qan+2+ran+1+san (с фиксированными коэффициентами p, q, r, s) и такая, что каждое целое число встречается в ней ровно один раз? (И. Богданов, Л. Самойлов)
6. Остроугольный треугольник ABC с ортоцентром H вписан в окружность S. Прямая l, проходящая через H, пересекает стороны AC и BC в точках M и N соответственно. Окружность (, проходящая через точки M, N и C, вторично пересекает S в точке P. Прямая PH вторично пересекает ( в точке Q. Докажите, что MN ( CQ. (Mathlinks)
7. В стране некоторые пары городов соединены односторонним автобусным или железнодорожным сообщением. Между двумя городами может быть и несколько рейсов, в частности — в разные стороны. Известно, что для любых двух городов A и B либо из A в B, либо из B в A можно добраться, используя только один вид транспорта. Докажите, что найдётся такой город X, что для любого другого города Y из X в Y можно добраться с использованием только одного вида транспорта (для разных Y эти виды могут быть разными). (Олимпиада им. Кюршака, 2008)
8. Пусть n — натуральное число. Докажите, что 
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9. Комплексные числа a, b, c таковы, что a+b+c = a2012+b2012+c2012 = 0. Докажите, что у двух из чисел a, b, c равные модули. (Самойлов нашёл)
10. Числа 1, 2, ..., 2012 выписаны в строчку. Два игрока по очереди вписывают между соседними числами знаки + или (, пока это возможно. Если получившийся результат делится на 3, выигрывает первый игрок, в противном случае второй. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2010, финал)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12. Высшая лига. Бои за 5-8 места.
1. m горизонтальных и n вертикальных прямых пересекаются по mn точкам. Эти точки раскрашивают в красный, жёлтый и зеленый цвета с помощью следующей процедуры. Сначала в эти цвета раскрашивают прямые. Каждая точка раскрашивается в цвет пересекающихся в ней прямых, если они одного цвета, и в цвет, отличный от их цветов, если они разного цвета. Затем прямые убирают. Сколько разных раскрасок точек можно получить таким способом? (Аргентина, отбор на олимпиаду "Cono Sur", 2005)
2. В выпуклом многоугольнике отмечены все его вершины, а также несколько точек внутри него, причём никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Оказалось, что в любом треугольнике с вершинами в вершинах исходного многоугольника лежит ещё ровно одна отмеченная точка. Чему может быть равно общее число отмеченных точек? (Кюршак, 1998)
3. В выпуклом четырехугольнике ABCD с периметром 1 выполнены равенства AB+CD = AC
[image: image2.wmf]2

, BC+AD = BD
[image: image3.wmf]2

. Найдите расстояние между серединами диагоналей четырехугольника ABCD. (Чешско-Польско-Словацкая олимпиада, 2010, изменено)
4. Для натуральных n, k обозначим через fk(n) количество способов представить число n в виде n = (020+(121+...+(k2k с коэффициентами (i ( {–1, 0, 1}. Найдите количество решений уравнения fk(2n–1) = 20132013 в натуральных числах (n, k) таких, что n ≤ 2k–1. (И. Богданов, Е. Савинов)
5. Существует ли последовательность целых чисел a1, a2, a3, ..., удовлетворяющая некоторому соотношению вида an+4 = pan+3+qan+2+ran+1+san (с фиксированными коэффициентами p, q, r, s) и такая, что каждое целое число встречается в ней ровно один раз? (И. Богданов, Л. Самойлов)
6. Остроугольный треугольник ABC с ортоцентром H вписан в окружность S. Прямая l, проходящая через H, пересекает стороны AC и BC в точках M и N соответственно. Окружность (, проходящая через точки M, N и C, вторично пересекает S в точке P. Прямая PH вторично пересекает ( в точке Q. Докажите, что прямая MN перпендикулярна CQ. (Mathlinks)
7. В стране некоторые пары городов соединены односторонним автобусным или железнодорожным сообщением. Между двумя городами может быть и несколько рейсов, в частности — в разные стороны. Известно, что для любых двух городов A и B либо из A в B, либо из B в A можно добраться, используя только один вид транспорта. Докажите, что найдётся такой город X, что для любого другого города Y из X в Y можно добраться с использованием только одного вида транспорта (для разных Y эти виды могут быть разными). (Олимпиада им. Кюршака, 2008)
8. Пусть n — натуральное число. Докажите, что 
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. (Evan O'Dorney, ELMO Shortlist, 2011)
9. Найдите все такие тройки вещественных чисел (a, b, c) такие, что 
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[image: image6.wmf]bcab

-=

, 
[image: image7.wmf]cabc

-=

. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2009)
10. Числа 1, 2, ..., 2012 выписаны в строчку. Два игрока по очереди вписывают между соседними числами знаки + или (, пока это возможно. Если получившийся результат делится на 3, выигрывает первый игрок, в противном случае второй. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2010, финал)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12. Первая лига.

1. 4 горизонтальных и 503 вертикальных прямых пересекаются по 2012 точкам. Эти точки раскрашивают в красный, жёлтый и зеленый цвета с помощью следующей процедуры. Сначала в эти цвета раскрашивают прямые. Каждая точка раскрашивается в цвет пересекающихся в ней прямых, если они одного цвета, и в цвет, отличный от их цветов, если они разного цвета. Затем прямые убирают. Сколько разных раскрасок точек можно получить таким способом? (Аргентина, отбор на олимпиаду "Cono Sur", 2005)
2. В выпуклом многоугольнике отмечены все его вершины, а также несколько точек внутри него, причём никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Оказалось, что в любом треугольнике с вершинами в вершинах исходного многоугольника лежит ещё ровно одна отмеченная точка. Чему может быть равно общее число отмеченных точек? (Кюршак, 1998)
3. Для каких натуральных n существует такая перестановка p1, p2, ..., pn чисел 1, 2, ..., n, что в каждом из наборов чисел p1+1, p2+2, ..., pn+n и p1–1, p2–2, ..., pn–n все числа дают разные остатки при делении на n? (Сербия, 2012, финал)
4. Две окружности S1 и S2 пересекаются в точках C и D. Через точку C проведен отрезок AB так, что C — середина отрезка AB, точка A лежит на S1, точка B лежит на S2. Точка P — середина той дуги AD окружности S1, которая не содержит точку C. Точка Q — середина той дуги BD окружности S2, которая не содержит точку C. Докажите, что прямая PQ перпендикулярна прямой CD. (Польша)
5. Существует ли последовательность целых чисел a1, a2, a3, ..., удовлетворяющая некоторому соотношению вида an+4 = pan+3+qan+2+ran+1+san (с фиксированными коэффициентами p, q, r, s) и такая, что каждое целое число встречается в ней ровно один раз? (И. Богданов, Л. Самойлов)
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD с периметром 1 выполнены равенства AB+CD = AC
[image: image8.wmf]2

, BC+AD = BD
[image: image9.wmf]2

. Найдите расстояние между серединами диагоналей четырехугольника ABCD. (Чешско-Польско-Словацкая олимпиада, 2010, изменено)
7. В стране некоторые пары городов соединены односторонним автобусным или железнодорожным сообщением. Между двумя городами может быть и несколько рейсов, в частности — в разные стороны. Известно, что для любых двух городов A и B либо из A в B, либо из B в A можно добраться, используя только один вид транспорта. Докажите, что найдётся такой город X, что для любого другого города Y из X в Y можно добраться с использованием только одного вида транспорта (для разных Y эти виды могут быть разными). (Олимпиада им. Кюршака, 2008)
8. Пусть n — натуральное число. Докажите, что 
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. (Evan O'Dorney, ELMO Shortlist, 2011)
9. Найдите все тройки вещественных чисел (a, b, c) такие, что 
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. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2009)
10. Числа 1, 2, ..., 2012 выписаны в строчку (именно в таком порядке). Два игрока по очереди вписывают между соседними числами знаки + или (, пока это возможно. Если получившийся результат делится на 3, выигрывает первый игрок, в противном случае второй. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2010, финал)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12. Вторая лига.

1. 4 горизонтальных и 503 вертикальных прямых пересекаются по 2012 точкам. Эти точки раскрашивают в красный, жёлтый и зеленый цвета с помощью следующей процедуры. Сначала в эти цвета раскрашивают прямые. Каждая точка раскрашивается в цвет пересекающихся в ней прямых, если они одного цвета, и в цвет, отличный от их цветов, если они разного цвета. Затем прямые убирают. Сколько разных раскрасок точек можно получить таким способом? (Аргентина, отбор на олимпиаду "Cono Sur", 2005)
2. В выпуклом многоугольнике отмечены все его вершины, а также несколько точек внутри него, причём никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Оказалось, что в любом треугольнике с вершинами в вершинах исходного многоугольника лежит ещё ровно одна отмеченная точка. Чему может быть равно общее число отмеченных точек? (Кюршак, 1998)
3. Обозначим через ((n) число делителей натурального числа n. Существуют ли такие натуральные числа a и b, что ( (a) = ( (b), ( (a2) = ( (b2), но ( (a3) ≠ ( (b3)?
4. Шестиугольник ABCDEF вписан в окружность. Известно, что прямые AB и BD перпендикулярны, а BC = EF. Кроме того, прямые BC и EF пересекают луч AD в точках P и Q соответственно. Точка S — середина AD; K и L — центры вписанных окружностей треугольников BPS и EQS. Докажите, что треугольник KLD — прямоугольный. (Чехия, 2011/12, 3 тур)
5. Последовательность an задана следующими соотношениями: a1 = k/2, an+1 = an[an], где k – натуральное число ([x] – целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x). Найдите все такие k, при котором целое число в этой последовательности впервые встретится на 2012 месте. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2010)
6. В выпуклом четырехугольнике ABCD с периметром 1 выполнены равенства AB+CD = AC
[image: image14.wmf]2

, BC+AD = BD
[image: image15.wmf]2

. Найдите расстояние между серединами диагоналей четырехугольника ABCD. (Чешско-Польско-Словацкая олимпиада, 2010, изменено)
7. Многочлен P(x) степени 2012 с вещественными коэффициентами удовлетворяет условию: если a+b+c = 0, то P(a)+P(b)+P(c) ≥ 0 (a, b, c ( R). Может ли многочлен P(x) иметь 2012 различных вещественных корней?

8. Все вещественные числа раскрашены в два цвета. Докажите, что для любого вещественного ( > 0 найдутся одноцветные вещественные x, y, z такие, что x < y < z и z–y = ((y–x). (Великобритания, 2012, усиление)
9. Найдите все тройки вещественных чисел (a, b, c) такие, что 
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. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2009)
10. Числа 1, 2, ..., 2012 выписаны в строчку. Два игрока по очереди вписывают между соседними числами знаки + или (, пока это возможно. Если получившийся результат делится на 3, выигрывает первый игрок, в противном случае второй. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2010, финал) 
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12. Высшая юниорская лига, бои за 1-6 места.

1. Для каких натуральных n существует такая перестановка p1, p2, ..., pn чисел 1, 2, ..., n, что в каждом из наборов чисел p1+1, p2+2, ..., pn+n и p1–1, p2–2, ..., pn–n все числа дают разные остатки при делении на n? (Сербия, 2012, финал)
2. Все вещественные числа раскрашены в два цвета. Докажите, что для любого вещественного ( > 0 найдутся одноцветные вещественные x, y, z такие, что x < y < z и z–y = ((y–x). (Великобритания, 2012, усиление)
3. Докажите, что для любых натуральных a и b существует такое натуральное n, что число apn+b — составное при всех простых p. (Сербия)
4. Некоторые города страны Мисинтерпретации соединены автобусным или железнодорожным сообщением. Маршрут автобуса или поезда может быть односторонним; некоторые города могут быть соединены маршрутами обоих видов транспорта. Известно, что для любых двух городов хотя бы из одного из них можно доехать до другого, пользуясь только одним видом транспорта (возможно, с пересадками). Докажите, что существует город, из которого можно добраться до любого другого города, пользуясь только одним видом транспорта (возможно, до разных городов — разными видами). (Олимпиада им. Кюршака, 2008)
5. Окружность (1 проходит через вершины A и B вписанного четырёхугольника ABCD и касается его стороны CD в точке E; окружность (2 проходит через вершины B и C и касается стороны DA в точке F; окружность (3 проходит через вершины C и D и касается стороны AB в точке G; наконец, окружность (4 проходит через вершины D и A и касается стороны BC в точке H. Докажите, что EG ( FH. (Белоруссия, 2012, А. Войделевич)
6. Остроугольный треугольник ABC с ортоцентром H вписан в окружность S. Прямая l, проходящая через H, пересекает стороны AC и BC в точках M и N соответственно. Окружность (, проходящая через точки M, N и C, вторично пересекает S в точке P. Прямая PH вторично пересекает ( в точке Q. Докажите, что MN ( CQ. (Mathlinks)
7. Числа 1, 2, ..., 2012 выписаны в строчку. Два игрока по очереди вписывают между соседними числами знаки + или (, пока это возможно. Если получившийся результат делится на 3, выигрывает первый игрок, в противном случае второй. Кто выиграет при правильной игре? (Аргентина, 2010, финал)
8. Пусть k ( 3 — натуральное число и n > 
[image: image19.wmf]3
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. Докажите, что для любых 3n различных чисел ai, bi, ci (1 ≤ i ≤ n) среди сумм ai+bi, ai+ci, bi+ci найдётся по крайней мере k+1 различных. (Кюршак, 2001)
9. Пусть n — натуральное число. Докажите, что 
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. (Evan O'Dorney, ELMO Shortlist, 2011)
10. При каких N ( 3 на плоскости найдутся N точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой, такие, что треугольник с вершинами в любых трёх вершинах их выпуклой оболочки содержит еще ровно одну из этих N точек? (Кюршак, 1998)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Четвёртый тур 08.11.12.

Высшая юниорская лига, бой за 7-8 места. Первая юниорская лига.

1. При каких натуральных n ( 3 сумма всех n-значных чисел, десятичная запись которых состоит только из цифр 1, 2 и 3 и содержит все эти цифры, делится на 7? (Чехия, 2011/12, 2 тур)
2. Все вещественные числа раскрашены в два цвета. Докажите, что найдутся различные  вещественные x, y, z одного цвета такие, что  z–y = 2(y–x). (Великобритания, 2012, частный случай)
3. Докажите, что для любых натуральных a и b существуют такие натуральное n и простое p, что число apn+b — составное. (Сербия, резкое упрощение)
4. 4 горизонтальных и 503 вертикальных прямых пересекаются по 2012 точкам. Эти точки раскрашивают в красный, жёлтый и зеленый цвета с помощью следующей процедуры. Сначала в эти цвета раскрашивают прямые. Каждая точка раскрашивается в цвет пересекающихся в ней прямых, если они одного цвета, и в цвет, отличный от их цветов, если они разного цвета. Затем прямые убирают. Сколько разных раскрасок точек можно получить таким способом? (Аргентина, отбор на олимпиаду "Cono Sur", 2005)
5. Шестиугольник ABCDEF вписан в окружность. Известно, что AB ( BD и |BC| = |EF|. Кроме того, прямые BC и EF пересекают луч AD в точках P и Q соответственно. Точка S — середина AD; K и L — центры вписанных окружностей треугольников BPS и EQS. Докажите, что треугольник KLD — прямоугольный. (Чехия, 2011/12, 3 тур)
6. В трапеции ABCD с меньшим основанием CD точка K на стороне BC такова, что BK = BC/3. Прямая, проходящая через K параллельно AD, пересекает AB в точке L такой, что BL = CD. Найдите отношение площади треугольника ADL к площади трапеции ABCD. (Аргентина, 2004, региональный этап)
7. В трёх кучах лежат соответственно 10, 15 и 20 камней. Петя и Вася по очереди берут по одному камню. Брать камень из той кучи, из которой только что брали, нельзя. Выигрывает тот, кто возьмёт последний камень из какой-нибудь кучи. Начинает Петя. Кто выиграет при правильной игре? (К. Кноп)
8. Найдите все тройки вещественных чисел (a, b, c) такие, что 
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. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2009)
9. Последовательность an задана следующими соотношениями: a1 = k/2, an+1 = an[an], где k – натуральное число ([x] – целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x). Найдите все такие k, при котором целое число в этой последовательности впервые встретится на 2012 месте. (Чешско-Польско-Словацкое соревнование, 2010)
10. Правильный треугольник со стороной 33 разбит прямыми, параллельными его сторонам, на 332 = 1089 правильных треугольничков со стороной 1. Некоторые отрезки длины 1, являющиеся сторонами единичных треугольничков, красятся в красный цвет. Какое наибольшее количество отрезков можно покрасить так, чтобы не образовалось единичного треугольничка с тремя красными сторонами? (Аргентина, отбор на Ибероамериканскую олимпиаду, 2002)
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