Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Третий тур 07.11.12. Высшая лига.

1. Окружности (1 и (2 (радиус (1 меньше радиуса (2) вписаны в угол с вершиной O и пересекаются в точках P и Q. Прямая, проходящая через O, пересекает (1 в точках A1 и B1, а (2 — в точках A2 и B2 так, что Bi лежит на отрезке OAi. Прямая PA1 пересекает (2 вторично в точке C, а прямая QA2 пересекает (1 вторично в точке D. Докажите, что точки O, C и D лежат на одной прямой. (А. Акопян)
2. На плоскости проведены 4nk прямых общего положения. Они делят плоскость на несколько областей. Назовём расстоянием между областями наименьшее число прямых, которые надо пересечь, чтобы дойти от одной области до другой. Докажите, что можно выделить k2+10k областей так, что любая область отстоит от одной из выделенных не более, чем на 4n. (И. Богданов по мотивам MathOverflow)
3. Пусть M = {1, 2, 3, ..., 100}. Найдите количество биекций f: M ( M таких, что если x делится на y, то и f(x) делится на f(y). (И. Богданов)
4. При каких ( неравенство a8b4+b8c4+c8a4 ( a7b(c5–(+b7c(a5–(+c7a(b5–( верно для всех положительных a, b, c? (И. Богданов)
5. Боря и Вася договорились показать Ане фокус, состоящий в следующем. Аня выкладывает в ряд карточки с числами от 1 до 2n в произвольном порядке числом вверх. Боря, посмотрев на них, либо меняет две карточки местами, либо не делает ничего. Затем карточки (с сохранением порядка) переворачиваются числом вниз, и в комнату входит Вася. Аня называет ему число от 1 до 2n, и он по одной переворачивает карточки с целью перевернуть карточку со сказанным числом. Как Боре и Васе договориться так, чтобы он гарантированно нашёл карточку не более, чем за n переворачиваний? (Сербия, республиканский тур, 2012)
6. На стороне BC треугольника ABC взяты точки M и N так, что M лежит между B и N и BM = CN. Точки P и Q на отрезках AN и AM соответственно таковы, что (PMC = (MAB и (QNB = (NAC. Докажите, что (QBC = (PCB. (Сербия, республиканский тур, 2012)
7. На плоскости даны точки A0, A1, A2, …, An, и минимальное из попарных расстояний между ними равно 1. Докажите, что произведение всех расстояний от точки A0 до остальных точек больше, чем 
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8. На доске написаны n цифр в ряд. Докажите, что к ним можно приписать несколько цифр слева и не более n цифр справа так, чтобы получилась степень двойки. (Nieuw Archief)
9. В графстве Липшир 2n (n ( 2) усадеб, некоторые из которых соединены дорогами (каждые две усадьбы соединяет не более одной дороги). Докажите, что если дорог n2+1, то можно найти четыре усадьбы, между которыми проходит не менее пяти дорог. (Китай, отбор на ММО, 1987)
10. Пусть f(x) — многочлен хотя бы второй степени с действительными коэффициентами, а n — натуральное число. Докажите, что многочлен f(f(...(f(x)...))–x (n итераций) не делится на многочлен (f(x)–x)2. (Nieuw Archief voor Wiskunde, автор G. dalla Torre)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Третий тур 07.11.12. Первая лига.

1. Найдите все такие многочлены P(x) c вещественными коэффициентами, что число 
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 — целое для любых целых a, b, c с условием a+b+c ( 0. (Chinese TST 2009 6th P2)
2. На стороне BC треугольника ABC взяты точки M и N так, что M лежит между B и N и BM = CN. Точки P и Q на отрезках AN и AM соответственно таковы, что (PMC = (MAB и (QNB = (NAC. Докажите, что (QBC = (PCB. (Сербия, республиканский тур, 2012)
3. Пусть M = {1, 2, 3, ..., 100}. Найдите количество биекций f: M ( M таких, что если x делится на y, то и f(x) делится на f(y). (И. Богданов)
4. Боря и Вася договорились показать Ане фокус, состоящий в следующем. Аня выкладывает в ряд карточки с числами от 1 до 2n в произвольном порядке числом вверх. Боря, посмотрев на них, либо меняет две карточки местами, либо не делает ничего. Затем карточки (с сохранением порядка) переворачиваются числом вниз, и в комнату входит Вася. Аня называет ему число от 1 до 2n, и он по одной переворачивает карточки с целью перевернуть карточку со сказанным числом. Как Боре и Васе договориться так, чтобы он гарантированно нашёл карточку не более, чем за n переворачиваний? (Сербия, республиканский тур, 2012)
5. На плоскости даны точки A0, A1, A2, …, An, и минимальное из попарных расстояний между ними равно 1. Докажите, что произведение всех расстояний от точки A0 до остальных точек больше, чем 
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6. Двое по очереди вписывают по одному вещественному числу в свободные клетки полоски 1(100 клеток. Игра заканчивается, когда заполнены все клетки. После этого ищется наиболее длинный кусок подряд идущих чисел, образующих монотонную (невозрастающую или неубывающую) последовательность. В процессе заполнения клеток первый игрок старается, чтобы длина такой последовательности была как можно больше, а второй — как можно меньше. Какова максимальная длина монотонной последовательности, которая получится при правильной игре обоих игроков? (С. Волчёнков)
7. Окружности (1 и (2 (радиус (1 меньше радиуса (2) вписаны в угол с вершиной O и пересекаются в точках P и Q. Прямая, проходящая через O, пересекает (1 в точках A1 и B1, а (2 — в точках A2 и B2 так. что Bi лежит на отрезке OAi. Прямая PA1 пересекает (2 вторично в точке C, а прямая QA2 пересекает (1 вторично в точке D. Докажите, что точки O, C и D лежат на одной прямой. (А. Акопян)
8. На доске написаны n цифр в ряд. Докажите, что к ним можно приписать несколько цифр слева и не более n цифр справа так, чтобы получилась степень двойки. (Nieuw Archief)
9. В графстве Липшир 2n (n ( 2) усадеб, некоторые из которых соединены дорогами (каждые две усадьбы соединяет не более одной дороги). Докажите, что если дорог n2+1, то можно найти четыре усадьбы, между которыми проходит не менее пяти дорог. (Китай, отбор на ММО, 1987)
10. Найдите все функции f: R ( R такие, что f(ab) = f(a+b) для всех иррациональных a и b. (Бразилия 2010)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Третий тур 07.11.12. Вторая лига.

1. Окружности (1 и (2 (радиус (1 меньше радиуса (2) вписаны в угол с вершиной O и пересекаются в точках P и Q. Прямая, проходящая через O, пересекает (1 в точках A1 и B1, а (2 — в точках A2 и B2 так, что Bi лежит на отрезке OAi. Прямая PA1 пересекает (2 вторично в точке C, а прямая QA2 пересекает (1 вторично в точке D. Докажите, что точки O, C и D лежат на одной прямой. (А. Акопян)
2. Найдите все функции f: R ( R такие, что f(ab) = f(a+b) для всех иррациональных a и b. (Бразилия 2010)
3. Пусть M = {1, 2, 3, ..., 100}. Найдите количество биекций f: M ( M таких, что если x делится на y, то и f(x) делится на f(y). (И. Богданов)
4. Боря и Вася договорились показать Ане фокус, состоящий в следующем. Аня выкладывает в ряд карточки с числами от 1 до 2n в произвольном порядке числом вверх. Боря, посмотрев на них, либо меняет две карточки местами, либо не делает ничего. Затем карточки (с сохранением порядка) переворачиваются числом вниз, и в комнату входит Вася. Аня называет ему число от 1 до 2n, и он по одной переворачивает карточки с целью перевернуть карточку со сказанным числом. Как Боре и Васе договориться так, чтобы он гарантированно нашёл карточку не более, чем за n переворачиваний? (Сербия, республиканский тур, 2012)
5. При каких натуральных m и n куб n(n(n можно так облицевать параллелепипедами m(1(1 так, чтобы получился куб (n+2)((n+2)((n+2) с тем же центром? (Польша, 2011/12, 3 тур)
6. Вписанная окружность ( неравнобедренного треугольника ABC с центром I касается сторон BC, AC и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно. Прямая AA1 вторично пересекает ( в точке A2, N — точка пересечения прямых C1B1 и AI. Прямая A1N пересекает ( в точкe T. Докажите, что прямые AI и A2T перпендикулярны. (Белоруссия, отбор на ММО, 2012, А. Войделевич, переформулировка)
7. Рассмотрим уравнение x[x] = N. Для скольких натуральных чисел N (1 ≤ N ≤ 1000) оно имеет решение? (Фольклор)
8. Двое по очереди вписывают по одному вещественному числу в свободные клетки полоски 1(100 клеток. Игра заканчивается, когда заполнены все клетки. После этого ищется наиболее длинный кусок подряд идущих чисел, образующих монотонную (невозрастающую или неубывающую) последовательность. В процессе заполнения клеток первый игрок старается, чтобы длина такой последовательности была как можно больше, а второй — как можно меньше. Какова максимальная длина монотонной последовательности, которая получится при правильной игре обоих игроков? (С. Волчёнков)
9. Найдите все вещественные решения системы уравнений 2x3+1 = 3zx, 2y3+1 = 3xy, 2z3+1 = 3yz. (Фольклор)
10. Найдите все такие натуральные числа n, что число 5n–1 может быть представлено в виде произведения чётного количества последовательных натуральных чисел. (Фольклор)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Третий тур 07.11.12. Высшая юниорская лига.

1. На стороне BC треугольника ABC взяты точки M и N так, что M лежит между B и N и BM = CN. Точки P и Q на отрезках AN и AM соответственно таковы, что (PMC = (MAB и (QNB = (NAC. Докажите, что (QBC = (PCB. (Сербия, республиканский тур, 2012)
2. В графстве Липшир 2n (n ( 2) усадеб, некоторые из которых соединены дорогами (каждые две усадьбы соединяет не более одной дороги). Докажите, что если дорог n2+1, то можно найти четыре усадьбы, между которыми проходит не менее пяти дорог. (Китай, отбор на ММО, 1987)
3. Вписанная окружность ( неравнобедренного треугольника ABC с центром I касается сторон BC, AC и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно. Прямая AA1 вторично пересекает ( в точке A2, M — точка пересечения прямых C1B1 и AI. Прямые A1M и A2M пересекают ( в точках P ( A1 и Q ( A2 соответственно. Докажите, что точки A, P и Q коллинеарны. (Белоруссия, отбор на ММО, 2012, А. Войделевич)
4. Пусть M = {1, 2, 3, ..., 100}. Найдите количество биекций f: M ( M таких, что если x делится на y, то и f(x) делится на f(y). (И. Богданов)
5. На доске написаны n цифр в ряд. Докажите, что к ним можно приписать несколько цифр слева и не более n цифр справа так, чтобы получилась степень двойки. (Nieuw Archief)
6. При каких вещественных c существует такой многочлен p, что p(1/n) = 1/(n2+c) для всех натуральных n? (А. Голованов)
7. Для каких натуральных n ( 2 можно отметить на плоскости n точек так, чтобы каждая из них находилась вне некоторого круга с центром в одной из остальных точек, содержащего все прочие остальные точки? (Польша, 2011/12, 1 тур)
8. При каких натуральных m и n куб n(n(n можно так облицевать параллелепипедами m(1(1 так, чтобы получился куб (n+2)((n+2)((n+2) с тем же центром? (Польша, 2011/12, 3 тур)
9. Двое по очереди вписывают по одному вещественному числу в свободные клетки полоски 1(100 клеток. Игра заканчивается, когда заполнены все клетки. После этого ищется наиболее длинный кусок подряд идущих чисел, образующих монотонную (невозрастающую или неубывающую) последовательность. В процессе заполнения клеток первый игрок старается, чтобы длина такой последовательности была как можно больше, а второй — как можно меньше. Какова максимальная длина монотонной последовательности, которая получится при правильной игре обоих игроков? (С. Волчёнков)
10. Сумма трех вещественных чисел x, y, z равна 0. Докажите, что

6(x3+y3+z3)2 ≤ (x2+y2+z2)3. (Саудовская Аравия, отбор на ММО, 2012)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Третий тур 07.11.12. Первая юниорская лига.

1. Игра «Флатландские шашки» ведется на полоске, разделённой на 41 клетку. В левых 20 клетках стоят 20 белых шашек, а в правых 20 клетках — 20 черных шашек. Средняя клетка пуста. Цель — обменять местами черные и белые шашки. За один ход можно сместиться влево или вправо на одну клетку (если она свободна) или перепрыгнуть влево или вправо через рядом стоящую шашку другого цвета (если клетка за ней свободна). Ходы делаются не обязательно по очереди. Можно ли достичь цели быстрее, чем за 440 ходов? (Предложил К. Кноп)
2. Петя хочет расположить числа от 1 до 50 в каком-то другом порядке, причём так, чтобы соблюдалось следующее свойство: если число a окажется на месте x, а число b – на месте y и a делилось на b, то и x делится на y. Сколькими способами это можно сделать? (И. Богданов)
3. Для каких натуральных n ( 2 можно отметить на плоскости n точек так, чтобы каждая из них находилась вне некоторого круга с центром в одной из остальных точек, содержащего все прочие остальные точки? (Польша, 2011/12, 1 тур)
4. Вписанная окружность ( неравнобедренного треугольника ABC с центром I касается сторон BC, AC и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно. Прямая AA1 вторично пересекает ( в точке A2, M — точка пересечения прямых C1B1 и AI. Прямые A1M и A2M пересекают ( в точках P ( A1 и Q ( A2 соответственно. Докажите, что точки A, P и Q лежат на одной прямой. (Белоруссия, отбор на ММО, 2012, А. Войделевич)
5. При каких натуральных n куб n(n(n можно так облицевать параллелепипедами 2(1(1 так, чтобы получился куб (n+2)((n+2)((n+2) с тем же центром?
6. Имеются две числовые последовательности, отсортированные по возрастанию, по 2012 элементов в каждой. Все числа в последовательностях различны. Требуется найти 3000-е по величине число в объединении этих последовательностей. Можно ли гарантированно это сделать, сделав всего не более тринадцати сравнений чисел? (С. Волчёнков)
7. Двое по очереди вписывают по одному вещественному числу в свободные клетки полоски 1(100 клеток. Игра заканчивается, когда заполнены все клетки. После этого ищется наиболее длинный кусок подряд идущих чисел, образующих монотонную (невозрастающую или неубывающую) последовательность. В процессе заполнения клеток первый игрок старается, чтобы длина такой последовательности была как можно больше, а второй — как можно меньше. Какова максимальная длина монотонной последовательности, которая получится при правильной игре обоих игроков? (С. Волчёнков)
8. Докажите, что для любого натурального k > 1 существует степень двойки, в которой на k-м месте справа стоит ноль. (Жюри)
9. В графстве Липшир 2n (n ( 2) усадеб, некоторые из которых соединены дорогами (каждые две усадьбы соединяет не более одной дороги). Докажите, что если дорог n2+1, то можно найти четыре усадьбы, между которыми проходит не менее пяти дорог. (Китай, отбор на ММО, 1987)
10. Биссектриса угла A треугольника ABC пересекает сторону BC в точке L, а описанную окружность — в точке D. Перпендикуляр, опущенный из D на сторону AC, пересекает AC в точке M. Найдите отношение AM:MC, если известно, что BL:LC = 1:2. (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2011)
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