Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 2-9 ноября 2012 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 3.11.12. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Действительные числа a, b, c и d таковы, что a+b+c+d = 0 и 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0. Какие значения может принимать выражение (ab–cd)(c+d)? (Белоруссия, 2012, И. Воронович)
2. В зале собрался 21 человек. Каждый из них либо рыцарь, либо лжец, либо пересмешник. Рыцарь всегда говорит правду, лжец всегда лжёт, а пересмешник говорит правду, если предыдущий оратор лгал, и лжёт, если предыдущий оратор говорил правду; пересмешник никогда не высказывается первым. Все они по очереди выступили, и каждый сказал: «Среди вас двадцати есть хотя бы по одному рыцарю, лжецу и пересмешнику». Сколько рыцарей могло быть в зале? (И. Богданов)
3. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка D — середина основания BC, а E — основание перпендикуляра, опущенного из D на сторону AC. Прямая BE пересекает окружность, описанную около треугольника ABD, в точке F ( B. Докажите, что прямая AF делит отрезок DE пополам. (Турция, олимпиада для юниоров, 2011/12)
4. Даны натуральные числа n и k, где n > k. Докажите, что если одно из уравнений xn+yn = zk и xn+yn = zn–k имеет решение в натуральных числах, то и другое — тоже. (И. Богданов)
5. На вечеринку собрались несколько мальчиков и несколько девочек. После вечеринки выяснилось, что для каждой пары девочек есть ровно три мальчика, которые танцевали и с той, и с другой, а для каждой пары мальчиков есть ровно три девочки, которые танцевали и с тем, и с другим. Докажите, что на вечеринке было поровну мальчиков и девочек. (Ю. Борейко, изменено)
6. В остроугольном треугольнике ABC (AB ( BC) точка M — середина стороны AC, а H — ортоцентр. Продолжение медианы BM пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке N, а точка D на этой окружности такова, что (BDH = 90(. Точка K такова, что ANCK — параллелограмм. Докажите, что прямые AC, KH и BD пересекаются в одной точке. (Олимпиада "Звёзды математики", 2011)
7. Найдите все натуральные k такие, что число p = 5k+1 — простое, и остатки чисел 15, 25, …, k5 при делении на p различны. (MathOverflow)
8. Рассматриваются стобуквенные слова из букв русского алфавита. Назовём множество из 33 таких слов полным, если любые два слова в нём различаются ровно одним символом. Рассмотрим набор из d (d > 0) попарно различных слов; пусть в нём есть s полных подмножеств. Докажите, что 33s ≤ d log33d. (MathOverflow)

Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 2-9 ноября 2012 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 3.11.12. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. В комнате собрались несколько человек. Каждый из них либо рыцарь, всегда говорящий правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из них сказал: «Среди любых троих из нас есть лжец». Затем ту же фразу сказали ещё двое. Какое наименьшее число людей могло быть в комнате? (И. Рубанов)
2. Действительные числа a, b, c и d таковы, что a+b+c+d = 0 и 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0. Какие значения может принимать выражение (ab–cd)(c+d)? (Белоруссия, 2012, И. Воронович)
3. Какое наименьшее количество клеток надо отметить на доске 8(8, чтобы среди любых пяти клеток, идущих подряд по вертикали, горизонтали или диагонали, была хотя бы одна отмеченная? (Китайские олимпиады)
4. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка D — середина основания BC, а E — основание перпендикуляра, опущенного из D на сторону AC. Прямая BE пересекает описанную окружность треугольника ABD в точке F ( B. Докажите, что прямая AF делит отрезок DE пополам. (Турция, олимпиада для юниоров, 2011/12)
5. Действительные числа a, b, c таковы, что 
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и ab+bc+ca > 0. Докажите, что 
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. (Олимпиада стран Центральной Америки и Карибского бассейна, 2012)
6. На вечеринку собрались несколько мальчиков и несколько девочек. После вечеринки выяснилось, что для каждой пары девочек есть ровно три мальчика, которые танцевали и с той, и с другой, а для каждой пары мальчиков есть ровно три девочки, которые танцевали и с тем, и с другим. Докажите, что на вечеринке было поровну мальчиков и девочек. (Ю. Борейко, изменено)
7. В остроугольном треугольнике ABC (AB ( BC) точка M — середина стороны AC, а H — ортоцентр. Продолжение медианы BM пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке N, а точка D на этой окружности такова, что (BDH = 90(. Точка K такова, что ANCK — параллелограмм. Докажите, что прямые AC, KH и BD пересекаются в одной точке. (Олимпиада "Звёзды математики", 2011)
8. Каждая из n арифметических прогрессий состоит из k натуральных чисел. Каждые две из этих прогрессий имеют не менее двух общих членов. Докажите, что если b из них (0 < b < n) имеют разность d1, а остальные — разность d2, то b ≤ 2(k–d2/(d1, d2))–1. (Индия, отбор на ММО, 2006 (?))
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 2-9 ноября 2012 года

Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. Действительные числа a, b, c и d таковы, что a+b+c+d = 0 и 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0. Какие значения может принимать выражение (ab–cd)(c+d)?
Ответ. (ab–cd)(c+d) = –1. Решение. Из равенства 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0 следует, что abc+abd+acd+bcd = –1, откуда ab(c+d) = –1–cd(a+b). Стало быть, (ab–cd)(c+d) = ab(c+d)–cd(c+d) = –1– cd(a+b+c+d) = –1.
Задача 2. В зале собрался 21 человек. Каждый из них либо рыцарь, либо лжец, либо пересмешник. Рыцарь всегда говорит правду, лжец всегда лжёт, а пересмешник говорит правду, если предыдущий оратор лгал, и лжёт, если предыдущий оратор говорил правду; пересмешник никогда не высказывается первым. Все они по очереди выступили, и каждый сказал: «Среди вас двадцати есть хотя бы по одному рыцарю, лжецу и пересмешнику». Сколько рыцарей могло быть в зале?
Ответ. 0 или 19. Решение. Очевидно, все собравшиеся могут быть лжецами, и тогда рыцарей нет вовсе. Пусть есть хотя бы один рыцарь. Тогда есть и хотя бы по одному лжецу и пересмешнику. Если есть хотя бы два лжеца, то каждый из них сказал правду. Поэтому лжец ровно один. Допустим, есть хотя бы два пересмешника. Тогда каждый из них сказал правду, и потому не мог выступать сразу после рыцаря. Но после лжеца мог выступить только один из них. Поэтому хотя бы один пересмешник выступил сразу после другого пересмешника, и хотя бы один из этих двоих соврал — противоречие. Значит, пересмешник среди собравшихся тоже только один. Следовательно, рыцарей в этом случае — 19.
Задача 3. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка D — середина основания BC, а E — основание перпендикуляра, опущенного из D на сторону AC. Прямая BE пересекает окружность, описанную около треугольника ABD, в точке F ( B. Докажите, что прямая AF делит отрезок DE пополам.
Первое решение. Опустим из вершины B высоту BH на сторону AC. Прямая DE параллельна BH и делит пополам отрезок BC. Следовательно, и точка E делит пополам отрезок CH, то есть BE — медиана треугольника BHC.
Поскольку угол ADB — прямой, AB — диаметр описанной около треугольника ABD окружности. Значит, угол AFB — тоже прямой. Пусть прямые AF и BH пересекаются в точке G. Из прямоугольных треугольников BGF и AGH имеем (GAH = 90(–(AGH = 90(–(BGF = (GBF. 

Прямоугольные треугольники BHC и AED подобны, поскольку каждый из острых углов EAD и CBH равен 90(–(ACB. Рассмотрим преобразование подобия, переводящее BHC в AED. Поскольку (GAH = (GBF, луч BE перейдет в луч AG. Так как луч BE делит пополам отрезок CH, луч AG делит пополам отрезок DE, что и требовалось доказать.
Второе решение. Пусть K — точка пересечения AF и DE, а ( — описанная окружность треугольника ABD. Поскольку угол AFB опирается на диаметр окружности (, он прямой. Значит, EF — высота в прямоугольном треугольнике AEK, откуда KF(KA = KE2. С другой стороны, (ADE = (ACB = (ABC, поэтому прямая DE касается (. Значит, KF(KA = KD2, откуда KD2 = KE2 и KD = KE.
Задача 4. Даны натуральные числа n и k, где n > k. Докажите, что если одно из уравнений xn+yn = zk и xn+yn = zn–k имеет решение в натуральных числах, то и другое — тоже.
Решение. Пусть у уравнения xn+yn = zk есть решение x = a, y = b, z = c. Умножим равенство an+bn = ck на сn(n–k–1). Получим (aсn–k–1)n+(bсn–k–1)n = (сn–1)n–k. Таким образом, уравнение xn+yn = zn–k имеет решение x = aсn–k–1, y = bсn–k–1, z = cn–1 в натуральных числах. Доказательство в обратную сторону получается заменой в проведённом рассуждении k на n–k.
Задача 5. На вечеринку собрались несколько мальчиков и несколько девочек. После вечеринки выяснилось, что для каждой пары девочек есть ровно три мальчика, которые танцевали и с той, и с другой, а для каждой пары мальчиков есть ровно три девочки, которые танцевали и с тем, и с другим. Докажите, что на вечеринке было поровну мальчиков и девочек.
Решение. Скажем, что пара мальчиков и пара девочек сопряжены, если каждый мальчик из первой пары танцевал с каждой девочкой из второй. Из условия следует, что каждая пара мальчиков сопряжена ровно с тремя парами девочек, а каждая пара девочек — ровно с тремя парами мальчиков. Отсюда следует, что пар мальчиков столько же, сколько пар девочек, а именно — втрое меньше общего числа сопряжённых пар. Таким образом, если мальчиков на вечеринке было m, а девочек — d, то m(m–1) = d(d–1), откуда m = d.
Задача 6. В остроугольном треугольнике ABC (AB ( BC) точка M — середина стороны AC, а H — ортоцентр. Продолжение медианы BM пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке N, а точка D на этой окружности такова, что (BDH = 90(. Точка K такова, что ANCK — параллелограмм. Докажите, что прямые AC, KH и BD пересекаются в одной точке.
Решение. Отметим на описанной окружности S треугольника ABC точку E, диаметрально противоположную точке B. Заметим, что четырехугольник AHCE — параллелограмм, поскольку его стороны AH и EC перпендикулярны BC, а стороны AE и HC перпендикулярны AB. Поскольку диагонали параллелограмма делятся точкой пересечения пополам, получаем, что точки H и E симметричны относительно M. Кроме того, поскольку ANCK — параллелограмм, точки K и N также симметричны относительно M. Тогда (HKN = (KNE = (BNE = 90(. Следовательно, точки D, B, K, H лежат на окружности S1 с диаметром BH, а точки A, H, K, C — на окружности S2, симметричной S относительно M. Но тогда прямые AC, KH и BD являются попарными радикальными осями окружностей S, S1, S2 и пересекаются в их радикальном центре (эти прямые не могут быть параллельны, поскольку AB ( BC).
Задача 7. Найдите все натуральные k такие, что число p = 5k+1 — простое, и остатки чисел 15, 25, …, k5 при делении на p различны.
Ответ. 2. Решение. Как известно, существует первообразный корень t по простому модулю p, то есть такое число, что остатки от деления на p всех его степеней от первой до 5k-ой различны. Следовательно, по модулю p существует ровно пять различных корней пятой степени из 1: 1, tk, t2k, t3k, t4k. Отсюда следует, что среди остатков от деления на p чисел 15, 25, …, (5k)5 имеется ровно k различных (степени чисел, отличающихся множителем, равным корню пятой степени из 1, и только они, дадут одинаковые остатки). Следовательно, если k чисел различны по модулю p = 5k+1, то это суть все различные пятые степени ненулевых остатков от деления на p.

Из формулы 15+25+…+n5 = (n2(n+1)2(2n2+2n–1))/12 (её легко доказать по индукции) видно, что cумма пятых степеней всех остатков по модулю p кратна p. Каждый «остаток–пятая степень» встречается в сумме 15+25+…+(5k)5 ровно 5 раз, следовательно, сумма уникальных остатков S = 15+25+…+k5 тоже кратна p. Заметим, что S = (k2(k+1)2(2k2+2k–1))/12 делится на p тогда и только тогда, когда 2k2+2k–1 кратно p. 2k2+2k–1 кратно p тогда и только тогда, когда 50k2+50k–25 кратно p. Заметим, что 50k2+50k–25 при делении на 5k+1 даёт остаток –33, поэтому 33 должно делиться на 5k+1. Из чисел такого вида 33 делится только на 11. Легко проверить, что p = 11 (то есть k = 2) подходит.
Задача 8. Рассматриваются стобуквенные слова из букв русского алфавита. Назовём множество из 33 таких слов полным, если любые два слова в нём различаются ровно одним символом. Рассмотрим набор из d (d > 0) попарно различных слов; пусть в нём есть s полных подмножеств. Докажите, что 33s ≤ d log33d.
Решение. Докажем индукцией по n, что утверждение задачи верно для множества из d слов длины n. База при n = 1 очевидна: если d < 33, то s = 0, а при d = 33 имеем s = 1. Заметим сразу, что любое полное множество состоит из 33 слов, в которых n–1 буква фиксирована, а оставшаяся принимает все возможные значения.
Пусть теперь n > 1. Разобьём наше множество на 33 подмножества, в каждом из которых последние буквы всех слов совпадают; пусть a1 ( a2 ( … ( a33 — количества слов в этих подмножествах. Тогда каждый полный поднабор либо лежит в одном из этих множеств, либо пересекает их все (если в нём меняется последняя буква). Первых наборов по предположению индукции не больше, чем (a1log33a1+…+a33log33a33)/33, поскольку при t = 0 и t = 1 его левая и правая части равны, а функция в правой части выпукла вверх. Подставляя t = a33/ai, получаем a33 ≤ ailog33(1+32a33/ai), откуда . Заметим, что при 0 ≤ t ≤ 1 выполнено неравенство t ≤ log33(1+32t)  (мы будем формально полагать, что 0log330 = 0), а вторых — не больше, чем a33
ailog33ai+a33 ≤ ailog33(ai+32a33) ≤ailog33(a1+…+a33).
Итак, 33s ≤ a1log33a1+…+a33log33+33a33 ≤ (a1+…+a33)log33(a1+…+a33) = d log33d, что и требовалось доказать.
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”
Казань, 2-9 ноября 2012 года

Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. В комнате собрались несколько человек. Каждый из них либо рыцарь, всегда говорящий правду, либо лжец, который всегда лжёт. Один из них сказал: «Среди любых троих из нас есть лжец». Затем ту же фразу сказали ещё двое. Какое наименьшее число людей могло быть в комнате?
Ответ. 6. Решение. Так как все трое высказавшихся утверждают одно и то же, то либо все они — рыцари, либо все они — лжецы. Первое невозможно, поскольку тогда среди трёх высказавшихся должен быть лжец. Во втором случае неверно, что среди любых трёх из собравшихся есть лжец, а это означает, что среди них есть хотя бы три рыцаря. Тем самых, собравшихся не меньше шести. С другой стороны, их могло быть ровно шесть: три рыцаря и три высказавшихся лжеца.
Задача 2. Действительные числа a, b, c и d таковы, что a+b+c+d = 0 и 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0. Какие значения может принимать выражение (ab–cd)(c+d)?
Ответ. (ab–cd)(c+d) = –1. Решение. Из равенства 1/a+1/b+1/c+1/d+1/abcd = 0 следует, что abc+abd+acd+bcd = –1, откуда ab(c+d) = –1–cd(a+b). Стало быть, (ab–cd)(c+d) = ab(c+d)–cd(c+d) = –1– cd(a+b+c+d) = –1.
Задача 3. Какое наименьшее количество клеток надо отметить на доске 8(8, чтобы среди любых пяти клеток, идущих подряд по вертикали, горизонтали или диагонали, была хотя бы одна отмеченная?
Ответ. 12. Решение. Разобьём доску 8(8 на центральный квадрат 2(2 и четыре примыкающих к углам прямоугольника 3(5. В каждом из прямоугольников должно быть отмечено не меньше трёх клеток, то есть всего отмеченных клеток должно быть не меньше 12. Пример на 12: отмечены (мы используем шахматную нотацию) клетки e1, a4, d8, h5, b2, b7, g7, g2, d3, c5, e6, f4.
Задача 4. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка D — середина основания BC, а E — основание перпендикуляра, опущенного из D на сторону AC. Прямая BE пересекает окружность, описанную около треугольника ABD, в точке F ( B. Докажите, что прямая AF делит отрезок DE пополам.
Первое решение. Опустим из вершины B высоту BH на сторону AC. Прямая DE параллельна BH и делит пополам отрезок BC. Следовательно, и точка E делит пополам отрезок CH, то есть BE — медиана треугольника BHC.

Поскольку угол ADB — прямой, AB — диаметр описанной около треугольника ABD окружности. Значит, угол AFB — тоже прямой. Пусть прямые AF и BH пересекаются в точке G. Из прямоугольных треугольников BGF и AGH имеем (GAH = 90(–(AGH = 90(–(BGF = (GBF. 

Прямоугольные треугольники BHC и AED подобны, поскольку каждый из острых углов EAD и CBH равен 90(–(ACB. Рассмотрим преобразование подобия, переводящее BHC в AED. Поскольку (GAH = (GBF, луч BE перейдет в луч AG. Так как луч BE делит пополам отрезок CH, луч AG делит пополам отрезок DE, что и требовалось доказать.

Второе решение. Пусть K — точка пересечения AF и DE, а ( — описанная окружность треугольника ABD. Поскольку угол AFB опирается на диаметр окружности (, он прямой. Значит, EF — высота в прямоугольном треугольнике AEK, откуда KF(KA = KE2. С другой стороны, (ADE = (ACB = (ABC, поэтому прямая DE касается (. Значит, KF(KA = KD2, откуда KD2 = KE2 и KD = KE.
Задача 5. Действительные числа a, b, c таковы, что 
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Решение. Умножив обе части равенства из условия на (a+b)(b+c)(c+a), получим (a+b)(b+c)(c+a) = (a+b)(b+c)+(b+c)(c+a)+(a+b)(c+a). Умножив обе части неравенства из условия на положительное число ab+bc+ca, получим равносильное неравенство a2b+b2a+b2c+c2b+a2c+c2a+2abc ( 4(ab+bc+ca). Нетрудно убедиться, что левая часть последнего неравенства равна (a+b)(b+c)(c+a). Значит, достаточно доказать, что (a+b)(b+c)+(b+c)(c+a)+(a+b)(c+a) ( 4(ab+bc+ca) (*). Раскрывая скобки, убеждаемся, что (a+b)(b+c)+(b+c)(c+a)+(a+b)(c+a) равно a2+b2+c2+3(ab+bc+ca), после чего неравенство (*) сводится к известному неравенству a2+b2+c2 ( ab+bc+ca.
Задача 6. На вечеринку собрались несколько мальчиков и несколько девочек. После вечеринки выяснилось, что для каждой пары девочек есть ровно три мальчика, которые танцевали и с той, и с другой, а для каждой пары мальчиков есть ровно три девочки, которые танцевали и с тем, и с другим. Докажите, что на вечеринке было поровну мальчиков и девочек.
Решение. Скажем, что пара мальчиков и пара девочек сопряжены, если каждый мальчик из первой пары танцевал с каждой девочкой из второй. Из условия следует, что каждая пара мальчиков сопряжена ровно с тремя парами девочек, а каждая пара девочек — ровно с тремя парами мальчиков. Отсюда следует, что пар мальчиков столько же, сколько пар девочек, а именно — втрое меньше общего числа сопряжённых пар. Таким образом, если мальчиков на вечеринке было m, а девочек — d, то m(m–1) = d(d–1), откуда m = d.
Задача 7. В остроугольном треугольнике ABC (AB ( BC) точка M — середина стороны AC, а H — ортоцентр. Продолжение медианы BM пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке N, а точка D на этой окружности такова, что (BDH = 90(. Точка K такова, что ANCK — параллелограмм. Докажите, что прямые AC, KH и BD пересекаются в одной точке.
Решение. Отметим на описанной окружности S треугольника ABC точку E, диаметрально противоположную точке B. Заметим, что четырехугольник AHCE — параллелограмм, поскольку его стороны AH и EC перпендикулярны BC, а стороны AE и HC перпендикулярны AB. Поскольку диагонали параллелограмма делятся точкой пересечения пополам, получаем, что точки H и E симметричны относительно M. Кроме того, поскольку ANCK — параллелограмм, точки K и N также симметричны относительно M. Тогда (HKN = (KNE = (BNE = 90(. Следовательно, точки D, B, K, H лежат на окружности S1 с диаметром BH, а точки A, H, K, C — на окружности S2, симметричной S относительно M. Но тогда прямые AC, KH и BD являются попарными радикальными осями окружностей S, S1, S2 и пересекаются в их радикальном центре (эти прямые не могут быть параллельны, поскольку AB ( BC).
Задача 8. Каждая из n арифметических прогрессий состоит из k натуральных чисел. Каждые две из этих прогрессий имеют не менее двух общих членов. Докажите, что если b из них (0 < b < n) имеют разность d1, а остальные — разность d2, то b ≤ 2(k–d2/(d1, d2))–1.
Решение. Удалим все прогрессии, кроме одной, с разностью d2. Оставшуюся прогрессию обозначим через h. Условие от этого не изменится.
Прогрессии с разностью d1 будем называть a-прогрессиями. Возьмем среди них прогрессию с наименьшим первым членом. Пусть это a1, a2, …, ak. Тогда всего a-прогрессий не более k–1, так как все они должны начинаться с одного из чисел от a1, …, ak–1. Очевидно, все они являются подпрогрессиями длины k одной арифметической прогрессии с разностью d1.
Таким образом, если k–1 ≤ 2(k–d2/НОД(d1, d2))–1, то требуемое уже доказано. Рассмотрим случай k–1 > 2(k–d2/НОД(d1, d2))–1 ( 2d2/НОД(d1, d2) > k.
Рассмотрим какую-нибудь a-прогрессию. Разность её общих с прогрессией h элементов делится на d2, а, с другой стороны, равна (i–j)d1, где i и j их номера в a-прогрессии. Поэтому разность i–j делится на d2/НОД(d1, d2). Но так как 2d2/НОД(d1, d2) > k, то любая a-прогрессия имеет ровно два общих элемента с h.
Выпишем в порядке возрастания элементы h, имеющиеся в каких-нибудь a-прогрессиях: h1, h2, ... . Рассмотрим a-прогрессию с наименьшим первым членом. Она содержит h1 и h2 но не содержит h3, т.е. все ее члены меньше h3. Тогда не существует a-прогрессии, содержащей hi с i > 4 (так как все элементы такой прогрессии были бы больше h3). Следовательно, все a-прогрессии делятся на: 1) прогрессии, содержащие h2 и h3, и 2) прогрессии, содержащие h1 и h2 или h3 и h4. Оценим отдельно количество тех и других.
1) Рассмотрим a-прогрессию, содержащую h2 и h3. Разность их номеров в этой прогрессии равна d2/НОД(d1, d2). Значит, перед h2 и h3 в этой прогрессии может идти от 0 до k–d2/НОД(d1, d2)–1 элементов. Следовательно, всего таких прогрессий не более k–d2/НОД(d1, d2).
2) Рассмотрим a-прогрессии, содержащие h1 и h2 или h3 и h4. Возьмём a-прогрессию, содержащую наименьший элемент. Пусть она содержит перед h1 ровно m элементов (всего последовательностей, содержащих h1 и h2, не более m + 1). Тогда после h2 она содержит еще (k–m–d2/НОД(d1, d2)–1) элементов. Каждый из них, кроме последнего, может быть началом a-прогрессии, содержащей h3 и h4. Таких прогрессий (k–m–d2/НОД(d1, d2)–2). Тогда всего этих прогрессий не более (k–m–d2/НОД(d1, d2)–2)+(m+1) = (k–d2/НОД(d1, d2) – 1).
Итак, всего a-прогрессий не более k–d2/НОД(d1, d2)+(k–d2/НОД(d1, d2) – 1) = 2(k–d2/НОД(d1, d2))–1, что и требовалось доказать.
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