Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Первый тур 04.11.12. Высшая лига.

1. Вася записал числа 1, 2, …, 100 на пятидесяти карточках, на каждой стороне каждой карточки — по числу. Затем он выложил карточки на стол. Петя видит лишь верхние числа; он может выбрать любой набор карточек и перевернуть их. Он выиграет, если после этого сумма чисел на верхних сторонах карточек будет не меньше k. При каком наибольшем k Петя гарантированно может выиграть? (Mathlinks)
2. Дана белая клетчатая плоскость. В первый момент мы закрашиваем на ней одну клетку. В каждый следующий момент мы закрашиваем все еще не закрашенные клетки, имеющие ровно по одному закрашенному соседу по стороне. Сколько клеток мы закрасим в 2012-й момент? (AMM)
3. Можно ли покрыть куб четырьмя меньшими кубами? (MathOverflow)
4. Найдите все натуральные числа n > 2 со свойством: любая арифметическая прогрессия a1, a2, …, an, для которой число a1+2a2+…+nan рационально, содержит хотя бы один рациональный член. (Польша, 2001, 2 тур)
5. Дана функция f: (0,+() ( (0,+(). Докажите, что найдутся такие вещественные x, y > 0, что f(x+y) < yf(f(x)). (IMAR 2008)
6. Найдите все пары натуральных k, l такие, что число 
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 целое при всех натуральных n. (MathOverflow)
7. Окружности (1 и (2 (радиус (1 меньше радиуса (2) вписаны в угол T1OT2 и пересекаются в точках A и B. Точка K лежит на прямой AB по другую сторону от OT2, чем окружности. Из K проведены касательные KX1 и KX2 к окружностям (1 и (2 соответственно (точки X1 и X2 лежат в другой полуплоскости относительно AB, нежели O). Лучи KX1 и OT1 пересекаются в точке P1, а лучи KX2 и OT2 — в точке P2. Касательная из P1 к (2, отличная от OT1, пересекает прямую AB в точке U, лежащей по другую сторону от OT1, нежели окружности. Докажите, что прямая UP2 касается (1. (А. Акопян)
8. В параллелограмм A1A3A5A7 вписан ромб A2A4A6A8, а в параллелограмм B2B4B6B8 — ромб B1B3B5B7 так, что все точки A1, …, A8 и B1, …, B8 различны и расположены в порядке обхода соответствующих параллелограммов. Оказалось, что AiAi+1 = BiBi+1 при всех i = 1, 2, 3, 4. Докажите, что (A2A4A6 = (B1B2B3. (И. Богданов)
9. Из полного графа на 12n вершинах выкинули 6n рёбер. Докажите, что из него можно выкинуть ещё несколько вершин и рёбер так, чтобы степень каждой оставшейся вершины была равна 10n–2. (И. Богданов, усиление задачи олимпиады "Шёлковый путь", 2008)
10. Пусть n > 5 — такое нечётное число, что число ((n(n+1)) является степенью двойки. Докажите, что n+1 — тоже степень двойки. (Напомним, что ((k) — количество натуральных чисел, не превосходящих k и взаимно простых с k.) (Сербия, 2011)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Первый тур 04.11.12. Первая лига.

1. Найдите все натуральные числа n > 2 со свойством: любая арифметическая прогрессия a1, a2, …, an, для которой число a1+2a2+…+nan рационально, содержит хотя бы один рациональный член. (Польша, 2001, 2 тур)
2. На доске выписаны все натуральные числа от 1 до 33. Каждым ходом на доске выбирают два числа, одно из которых делится на другое, эти числа стирают и записывают на доску их частное. Эта процедура повторяется, пока не оказывается, что на доске нет чисел, делящихся друг на друга. Какое наименьшее количество чисел может остаться на доске? (59 Rochnik matematicke olympiady)
3. Вася записал числа 1, 2, …, 100 на пятидесяти карточках, на каждой стороне каждой карточки — по числу. Затем он выложил карточки на стол. Петя видит лишь верхние числа; он может выбрать любой набор карточек и перевернуть их. Он выиграет, если после этого сумма чисел на верхних сторонах карточек будет не меньше k. При каком наибольшем k Петя гарантированно может выиграть? (Mathlinks)
4. Положительные числа a, b и c таковы, что a2+b2+c2 = 2abc+1. Найдите максимальное значение выражения (a2–bc)(b2–ca)(c2–ab) (Корея, 2012)
5. В параллелограмм A1A3A5A7 вписан ромб A2A4A6A8, а в параллелограмм B2B4B6B8 — ромб B1B3B5B7 так, что все точки A1, …, A8 и B1, …, B8 различны и расположены в порядке обхода соответствующих параллелограммов. Оказалось, что AiAi+1 = BiBi+1 при всех i = 1, 2, 3, 4. Докажите, что (A2A4A6 = (B1B2B3. (И. Богданов)
6. Дана функция f: (0,+() ( (0,+(). Докажите, что найдутся такие вещественные x, y > 0, что f(x+y) < yf(f(x)). (IMAR 2008)
7. Две окружности S1 и S2 таковы, что каждая окружность проходит через центр другой. A и B — точки пересечения окружностей. Точка C на большей дуге AB окружности S2 такова, что отрезок CB пересекает окружность S1 в точке L, отличной от B. Прямая CA пересекает окружность S1 в точке K, отличной от A. Докажите, что середина отрезка KL лежит на фиксированной окружности, не зависящей от выбора точки C. (61 Rochnik matematicke olympiady)
8. Найдите все натуральные k такие, что число 
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 целое при всех натуральных n. (MathOverflow)
9. Из полного графа на 2n (n > 1) вершинах удалено n рёбер. Докажите, что для любого натурального k < 3n/2 в получившемся графе есть подграф, все вершины которого имеют степень k. (С. Волчёнков, усиление задачи олимпиады "Шёлковый путь", 2008)
10. На острове живут 200 человек: 100 честных, которые всегда говорят правду, и 100 лжецов, которые всегда лгут. У каждого жителя острова есть хотя бы один друг. В один прекрасный день 100 человек сказали: «Все мои друзья честные», а остальные 100 человек сказали: «Все мои друзья — лжецы». Какое наименьшее количество пар, в которых честный человек дружит с лжецом, может быть на острове? (Один человек может входить в несколько пар.) (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2009)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Первый тур 04.11.12. Вторая лига.

1. На доске выписаны все натуральные числа от 1 до 33. Каждым ходом на доске выбирают два числа, одно из которых делится на другое, эти числа стирают и записывают на доску их частное. Эта процедура повторяется, пока не оказывается, что на доске нет чисел, делящихся друг на друга. Какое наименьшее количество чисел может остаться на доске? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2011)
2. В стране 100 городов, любые два напрямую соединены одной дорогой. По указу правительства закрыли 50 дорог. Докажите, что найдется 50 городов, любые два из которых соединены незакрытыми дорогами. (Шелковый путь 2008 упрощение)
3. Точка M лежит на меньшей дуге CD описанной окружности квадрата ABCD. Прямые MB и CD пересекаются в точке в точке S, прямые AM и BD пересекаются в точке P, прямые AC и BM пересекаются в точке Q, прямые  AM и CD пересекаются в точке R. Докажите, что PS перпендикулярно RQ. (54 Rochnik matematicke olympiady)
4. Найдите все натуральные числа n > 2 со свойством: любая арифметическая прогрессия a1, a2, …, an, для которой число a1+a2+…+an рационально, содержит хотя бы один рациональный член. (Польша, 2001, 2 тур, упрощение)
5. На острове живут 200 человек: 100 честных, которые всегда говорят правду, и 100 лжецов, которые всегда лгут. У каждого жителя острова есть хотя бы один друг. В один прекрасный день 100 человек сказали: «Все мои друзья честные», а остальные 100 человек сказали: «Все мои друзья — лжецы». Какое наименьшее количество пар, в которых честный человек дружит с лжецом, может быть на острове? (Один человек может входить в несколько пар.) (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2009)
6. Найдите все натуральные числа x, y и n, для которых (x–y)n = xy. (Польша 2005, финал)
7. Какое наибольшее количество королей можно расставить на доске 12(12 так, чтобы каждый король бил ровно одного из остальных? (Болгария, 2012)
8. Можно ли покрыть квадрат тремя меньшими квадратами? Меньшие квадраты могут накладываться друг на друга и вылезать за пределы большего квадрата. 
(Упрощение задачи про куб из Mathoverflow)
9. Вася записал числа 1, 2, …, 40 на двадцати карточках, на каждой стороне каждой карточки — по числу. Затем он выложил карточки на стол. Петя видит лишь верхние числа; он может выбрать любой набор карточек и перевернуть их. Он выиграет, если после этого сумма чисел на верхних сторонах карточек будет не меньше k. При каком наибольшем k Петя гарантированно может выиграть? (Mathlinks)
10. Две окружности S1 и S2 таковы, что каждая окружность проходит через центр другой. A и B — точки пересечения окружностей. Точка C на большей дуге AB окружности S2 такова, что отрезок CB пересекает окружность S1 в точке L, отличной от B. Прямая CA пересекает окружность S1 в точке K, отличной от A. Докажите, что середина отрезка KL лежит на фиксированной окружности, не зависящей от выбора точки C. (61 Rochnik matematicke olympiady)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Первый тур 04.11.12. Высшая юниорская лига.

1. Вася записал числа 1, 2, …, 100 на пятидесяти карточках, на каждой стороне каждой карточки — по числу. Затем он выложил карточки на стол. Петя видит лишь верхние числа; он может выбрать любой набор карточек и перевернуть их. Он выиграет, если после этого сумма чисел на верхних сторонах карточек будет не меньше k. При каком наибольшем k Петя гарантированно может выиграть? (Mathlinks)
2. Из полного графа на 2n (n > 1) вершинах удалено n рёбер. Докажите, что для любого натурального k < 3n/2 в получившемся графе есть подграф, все вершины которого имеют степень k. (С. Волчёнков, усиление задачи олимпиады "Шёлковый путь", 2008)
3. В разностороннем остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AD, BE и CF. Прямая EF пересекает прямую BC в точке P, а прямая, проведенная через D параллельно EF, пересекает AB и AC в точках Q и R соответственно. Докажите, что одна из точек пересечения описанных окружностей треугольников DEF и PQR лежит на BC. (Сербия, республиканский тур, 2012)
4. Найдите все натуральные числа n > 2 со свойством: любая арифметическая прогрессия a1, a2, …, an, для которой число a1+2a2+…+nan рационально, содержит хотя бы один рациональный член. (Польша, 2001, 2 тур)
5. Решите систему уравнений a3+b = c, b3+c = d, c3+d = a, d3+a = b. (Польша, 2012, 2 тур)
6. Найдите все натуральные k такие, что число 
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 целое при всех натуральных n. (MathOverflow)
7. Какое наибольшее количество королей можно расставить на доске 12(12 так, чтобы каждый король бил ровно одного из остальных? (Болгария, 2012)
8. В параллелограмм A1A3A5A7 вписан ромб A2A4A6A8, а в параллелограмм B2B4B6B8 — ромб B1B3B5B7 так, что все точки A1, …, A8 и B1, …, B8 различны и расположены в порядке обхода соответствующих параллелограммов. Оказалось, что AiAi+1 = BiBi+1 при всех i = 1, 2, 3, 4. Докажите, что (A2A4A6 = (B1B2B3. (И. Богданов)
9. На доске выписаны все натуральные числа от 1 до 33. Каждым ходом на доске выбирают два числа, одно из которых делится на другое, эти числа стирают и записывают на доску их частное. Эта процедура повторяется, пока не оказывается, что на доске нет чисел, делящихся друг на друга. Какое наименьшее количество чисел может остаться на доске? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2011)
10. На острове живут 200 человек: 100 честных, которые всегда говорят правду, и 100 лжецов, которые всегда лгут. У каждого жителя острова есть хотя бы один друг. В один прекрасный день 100 человек сказали: «Все мои друзья честные», а остальные 100 человек сказали: «Все мои друзья — лжецы». Какое наименьшее количество пар, в которых честный человек дружит с лжецом, может быть на острове? (Один человек может входить в несколько пар.) (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2009)
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Казань, 3-9 ноября 2012 года

Первый тур 04.11.12. Первая юниорская лига.

1. Вася записал числа 1, 2, …, 40 на двадцати карточках, на каждой стороне каждой карточки — по числу. Затем он выложил карточки на стол. Петя видит лишь верхние числа; он может выбрать любой набор карточек и перевернуть их. Он выиграет, если после этого сумма чисел на верхних сторонах карточек будет не меньше k. При каком наибольшем k Петя гарантированно может выиграть? (Mathlinks)
2. В стране 100 городов, любые два напрямую соединены одной дорогой. По указу правительства закрыли 50 дорог. Докажите, что найдется 50 городов, любые два из которых соединены незакрытыми дорогами. (Шелковый путь 2008 упрощение)
3. Точка M лежит на меньшей дуге CD описанной окружности квадрата ABCD. Прямые MB и CD пересекаются в точке в точке S, прямые AM и BD пересекаются в точке P, прямые AC и BM пересекаются в точке Q, прямые  AM и CD пересекаются в точке R. Докажите, что PS перпендикулярно RQ. (54 Rochnik matematicke olympiady)
4. Найдите все натуральные числа n > 2 со свойством: любая арифметическая прогрессия a1, a2, …, an, для которой число a1+a2+…+an рационально, содержит хотя бы один рациональный член. (Польша, 2001, 2 тур, упрощение)
5. Решите систему уравнений a3+b = c, b3+c = d, c3+d = a, d3+a = b. (Польша, 2012, 2 тур)
6. Найдите все натуральные числа x, y и n, для которых (x–y)n = xy. (Польша 2005, финал)
7. Какое наибольшее количество королей можно расставить на доске 12(12 так, чтобы каждый король бил ровно одного из остальных? (Болгария, 2012)
8. В параллелограмм A1A3A5A7 вписан ромб A2A4A6A8, а в параллелограмм B2B4B6B8 — ромб B1B3B5B7 так, что все точки A1, …, A8 и B1, …, B8 различны и расположены в порядке обхода соответствующих параллелограммов. Оказалось, что AiAi+1 = BiBi+1 при всех i = 1, 2, 3, 4. Докажите, что (A2A4A6 = (B1B2B3. (И. Богданов)
9. Можно ли покрыть квадрат тремя меньшими квадратами? Меньшие квадраты могут накладываться друг на друга и вылезать за пределы большего квадрата. (Упрощение задачи про куб из Mathoverflow)
10. На доске выписаны все натуральные числа от 1 до 33. Каждым ходом на доске выбирают два числа, одно из которых делится на другое, эти числа стирают и записывают на доску их частное. Эта процедура повторяется, пока не оказывается, что на доске нет чисел, делящихся друг на друга. Какое наименьшее количество чисел может остаться на доске? (59 Rochnik matematicke olympiady)
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