Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 2-9 ноября 2012 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 9.11.12. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. В графе на n вершинах при добавлении любого ребра между несоединёнными вершинами появляется треугольник, содержащий добавленное ребро. Найдите наименьшее возможное число рёбер в таком графе. (German TST 2008)
2. Найдите все натуральные n, для которых существует многочлен p(x) с целыми коэффициентами такой, что p(d) = n/d для всех натуральных делителей d числа n. (Сербия, 2010, окружной тур)
3. Положительные числа a, b, c, d таковы, что abcd = 1. Докажите, что
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4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Касательные к окружности S1 в точках A и B пересекаются в точке K. Точка M выбрана на дуге AB окружности S1, лежащей вне S2; луч MK пересекает S1 в точке C. Лучи MA и AC пересекают S2 в точках P и Q соответственно. Докажите, что прямая MK делит отрезок PQ пополам. (Вьетнам 2004)
Вывод

5. Пусть R — множество всех вещественных чисел, а R+ — множество всех положительных вещественных чисел. Существуют ли непрерывные функции f: R+ ( R и g: R ( R+, удовлетворяющие соотношениям f(g(x)) = x+1 и g(f(y)) = y2+2y при всех x ( R и y ( R+? (И. Богданов и К. Сухов по мотивам фольклора)
6. Город Сугробск представляет собой квадрат со стороной 100n метров, разбитый прямыми улицами на n2 одинаковых кварталов (n — чётное натуральное число, большее 2). На каждой из 2n+2 улиц, идущих по сторонам кварталов от края до края города, введено одностороннее движение. На соседних параллельных улицах движение направлено в разные стороны. В одном из углов города находится автопарк; обе выходящие из этого угла улицы направлены от автопарка. Снегоуборочная машина выезжает из автопарка и начинает убирать снег. Чтобы не портить дорожное покрытие, по уже убранным участкам (кроме перекрестков) машина не ездит. В конце смены машина должна прибыть в противоположный угол города. Какое наибольшее расстояние она может проехать? (Польша, отбор на ММО, 2012)
7. В углы B и C треугольника ABC вписаны окружности ( и ( с центрами P и Q соответственно, лежащие внутри треугольника. Оказалось, что (BAQ = (CAP. Докажите, что окружность, касающаяся ( и ( внешним образом и проходящая через A, касается и описанной окружности треугольника ABC. (Ф. Ивлев)
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ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 9.11.12. ЮНИОРЫ.

Довывод

1. Докажите неравенство (ab+c)n–c ≤ an(b+c)n–anc для всех натуральных n и вещественных a ( 1, b ( 1 и c > 0. (Олимпиада им. Кюршака, 1991)
2. Во вписанном пятиугольнике ABCDE AB = BC, CD = DE. Отрезки AD и BE пересекаются в точке P, отрезок BD пересекает CA и CE в точках Q и T соответственно. Докажите, что треугольник PQT равнобедренный. (Белоруссия, 2012, отбор на ММО, И. Воронович)
3. Найдите все натуральные n, для которых существует многочлен p(x) с целыми коэффициентами такой, что p(d) = n/d для всех натуральных делителей d числа n. (Сербия, 2010, окружной тур)
4. Какое наибольшее количество троек (a, b, c) с условием a < b < c можно составить из чисел 1, 2, ..., n так, чтобы для любых двух составленных троек (a, b, c) и (a', b', c') выполнялось не более одного из равенств a = a', b = b', c = c'? (Олимпиада им. Кюршака, 1988)
Вывод

5. Прямая l касается описанной окружности треугольника ABC в точке A. Точки B1 и C1 на l таковы, что лучи CA и BA — биссектрисы углов BCB1 и CBC1 соответственно. Отрезки BB1 и СС1 пересекаются в точке P. Прямая, проходящая через P параллельно BC, пересекает стороны AC и AB в точках B2 и C2 соответственно. Докажите, что если P — середина B2C2, то треугольник ABC — равнобедренный. (Саудовская Аравия, отбор на ММО, 2012)
6. Найдите все натуральные n, для которых числа n и 2n+1 имеют один и тот же набор простых делителей. (Польша, отбор на ММО, 2012)
7. Город Сугробск представляет собой квадрат со стороной 100n метров, разбитый прямыми улицами на n2 одинаковых кварталов (n — чётное натуральное число, большее 2). На каждой из 2n+2 улиц, идущих по сторонам кварталов от края до края города, введено одностороннее движение. На соседних параллельных улицах движение направлено в разные стороны. В одном из углов города находится автопарк; обе выходящие из этого угла улицы направлены от автопарка. Снегоуборочная машина выезжает из автопарка и начинает убирать снег. Чтобы не портить дорожное покрытие, по уже убранным участкам (кроме перекрестков) машина не ездит. В конце смены машина должна прибыть в противоположный угол города. Какое наибольшее расстояние она может проехать? (Польша, отбор на ММО, 2012)
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Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. В графе на n вершинах при добавлении любого ребра между несоединёнными вершинами появляется треугольник, содержащий добавленное ребро. Найдите наименьшее возможное число рёбер в таком графе.
Ответ. n–1. Решение. Пример — «звёздочка», где одна из n вершин соединена со всеми остальными, и больше рёбер нет. Оценка: если в графе на n вершинах меньше n–1 ребра, то он несвязен, и добавление ребра, соединяющего вершины из разных компонент, треугольника не создаст.
Задача 2. Найдите все натуральные n, для которых существует многочлен p(x) с целыми коэффициентами такой, что p(d) = n/d для всех натуральных делителей d числа n.

Ответ. При n = 1 и всех простых n. Решение. Если p(x) — многочлен с целыми коэффициен​тами, то при любых целых x (y p(x)–p(y) делится на x–y. Пусть d — собственный делитель не простого числа n, для которого существует искомый многочлен. Тогда n/d–n/n = (n–d)/d делится на n–d. Но 1/d — не целое число, противоречие. Итак, для составных чисел искомых многочленов не существует. Для простого же числа n, как и для n=1, годится линейный двучлен p(x) = n+1–x.

Задача 3. Положительные числа a, b, c, d таковы, что abcd = 1. Докажите, что
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Решение. Заметим, что 
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. Применяя это и три аналогичных неравенства, получаем, что достаточно доказать, что 
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. Но это неравенство обращается в равенство, так как 
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Задача 4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Касательные к окружности S1 в точках A и B пересекаются в точке K. Точка M выбрана на дуге AB окружности S1, лежащей вне S2; луч MK пересекает S1 в точке C. Лучи MA и AC пересекают S2 в точках P и Q соответственно. Докажите, что прямая MK делит отрезок PQ пополам.
Решение. Обозначим через L точку пересечения прямых MK и PQ. Заметим, что (BML = (BAC = (BAQ = (BPQ, поэтому точки M, B, L, P лежат на одной окружности. Аналогично, (MCB = (MAB = (BQP, поэтому точки C, B, Q, L лежат на одной окружности. Значит, (LBP = (LMP = (AMC и (LBQ = (LCQ = (ACM = (PAK. Заметим, что 
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. С другой стороны, из треугольников AKM и BKM получаем 
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 (здесь мы воспользовались тем, что (MBK = 180 – (MCB = 180 – (BQL), откуда и следует, что 
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Задача 5. Пусть R — множество всех вещественных чисел, а R+ — множество всех положительных вещественных чисел. Существуют ли непрерывные функции f: R+ ( R и g: R ( R+, удовлетворяющие соотношениям f(g(x)) = x+1 и g(f(y)) = y2+2y при всех x ( R и y ( R+?

Решение. Да, существуют, например, f(x) = log2 log2 (x+1), g(x) =
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Задача 6. Город Сугробск представляет собой квадрат со стороной 100n метров, разбитый прямыми улицами на n2 одинаковых кварталов (n — чётное натуральное число, большее 2). На каждой из 2n+2 улиц, идущих по сторонам кварталов от края до края города, введено одностороннее движение. На соседних параллельных улицах движение направлено в разные стороны. В одном из углов города находится автопарк; обе выходящие из этого угла улицы направлены от автопарка. Снегоуборочная машина выезжает из автопарка и начинает убирать снег. Чтобы не портить дорожное покрытие, по уже убранным участкам (кроме перекрестков) машина не ездит. В конце смены машина должна прибыть в противоположный угол города. Какое наибольшее расстояние она может проехать?
Ответ. 100(2n2–2n+4). Решение. Будем считать, что машина едет из левого нижнего в правый верхний угол, а все стороны маленьких квадратов равны 1. Всего горизонтальных единичных отрезков n(n+1), тогда всего единичных отрезков 2n(n+1). Докажем, что наименьшее количество не пройденных отрезков есть 4n–4. Тогда наибольшее количество пройденных отрезков не более 2n(n+1)–(4n–4)=2n2–2n+4. Введем прямоугольную систему координат: левый нижний угол будет иметь координату (0, 0), а верхний правый — (n, n). Рассмотрим прямые вида x+y=k+1/2, где k целое число от 0 до 2n–1. Очевидно, что ее пересекает поровну вертикальных и горизонтальных отрезков, ввиду симметрии относительно x=y. Так как начальная и конечная точка нашего маршрута находятся по разные стороны от этой прямой, то маршрут пересечет ее нечетное число раз, а, следовательно, один из отрезков будет не пройденным. Итого уже не пройденных отрезков будет 2n. Рассмотрим прямую x+y = k+1/2, где k – четное число от 2 до n–2. Под этой прямой находятся точки вида (a, k–a). Из каждой из них выходит два единичных отрезка, пересекающих рассмотренную прямую. По условию, если a – четно, то оба единичных отрезка ориентированы из области старта в область финиша, а если a – нечетно, то наоборот. Всего отрезков первого типа – k+2, а отрезков второго типа – k. Заметим, что пройденных отрезков первого типа должно быть ровно на один больше, чем пройденных отрезков второго типа. Однако, точки (k, 0) и (0, k) лежат на границе, поэтому в них входит ровно один отрезок, следовательно, для каждой этой точки, один из выходящих отрезков будет не пройденным. Остается не более k отрезков первого типа, и не более k–1 отрезков второго типа. Т.е. эта прямая пересекает хотя бы три не пройденных отрезка. Таких прямых (n–2)/2, и они дают еще n–2 не пройденных отрезков. Аналогично, рассматривая прямую x+y = k–1/2, где k — четное число от n+1 до 2n–2, найдем еще n–2 не пройденных отрезков. Всего не пройденных отрезков будет хотя бы 2n+2(n–2) = 4n–4. Оценка доказана.
Приведем пример. Удалим все ребра вида (n, 2k–1)–(n, 2k) при 1 ≤ k ≤ n/2 и вида (2k, 0)– (2k+1, 0) при 1 ≤ k ≤ (n–2)/2. Всего удалено n–1 ребро. Далее удалим пути (2k, n)–(2k, n–1)–(2k+1, n–1)–(2k+1,n) при 1 ≤ k ≤ (n–2)/2,  а также пути (0, 2k–1)–(1, 2k–1)–(1,2k)–(0, 2k) при 2 ≤ k ≤ (n–2)/2. Итого в этих путях 3n–9 ребер. Наконец, удалим пути (0,0)–(0,1), (1,0)–(1,2)–(0,2) и (0, n–1)–(1, n–1)–(1, n). Всего удалено 4n–4 ребра. Все не граничные вершины имели степень входящих и исходящих ребер ровно по два, поэтому после удаления они остались равными. Легко проверить, что у всех вершин, лежащих строго на стороне квадрата, стало по одному входящему и исходящему ребру. У начальной и конечной вершины стало по одному исходящему и одному входящему ребру. Пример построен.
Задача 7. В углы B и C треугольника ABC вписаны окружности ( и ( с центрами P и Q соответственно, лежащие внутри треугольника. Оказалось, что (BAQ = (CAP. Докажите, что окружность, касающаяся ( и ( внешним образом и проходящая через A, касается и описанной окружности треугольника ABC.
Решение. Обозначим третью окружность через (. Проведем вторые касательные из A к ( и (, обозначим точки касания через M и N соответственно. Тогда (BAM = (CAN. Рассмотрим композицию симметрии относительно биссектрисы угла A и инверсии с центром в точке A и радиуса 
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. Тогда окружности ( и ( поменяются местами. Тогда BC перейдет в (. Рассмотрим теперь прямую l, проходящую через A, параллельную BC. С одной стороны, при нашем преобразовании она перейдет в прямую, симметричную l относительно биссектрисы угла A, т.е. касательную к описанной окружности треугольника ABC. А с другой стороны, она перейдет в касательную к (. Таким образом, образ является общей касательной к ( и описанной окружности треугольника ABC, значит, эти окружности касаются, что и требовалось.
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Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Докажите неравенство (ab+c)n–c ≤ an(b+c)n–anc для всех натуральных n и вещественных a ( 1, b ( 1 и c > 0.
Решение. Перепишем неравенство в виде anc–c ≤ (a(b+c))n–(ab+c)n. Разложив обе части этого неравенства на множители, получим:

c(a–1)(an–1+an–2+…+1) ≤ c(a–1)((a(b+c))n–1+(a(b+c))n–2(ab+c)+…+(ab+c)n-1)
Если a = 1, получаем равенство. Если же a > 1, разделив обе части последнего неравенства на c(a–1), получим an–1+an–2+…+1 ≤ (a(b+c))n–1+(a(b+c))n–2(ab+c)+…+(ab+c)n-1, что верно, так как a(b+c) > a, ab+c > 1, и потому каждое слагаемое справа не меньше соответствующего слагаемого слева.

Задача 2. Во вписанном пятиугольнике ABCDE AB = BC, CD = DE. Отрезки AD и BE пересекаются в точке P, отрезок BD пересекает CA и CE в точках Q и T соответственно. Докажите, что треугольник PQT равнобедренный.
Решение. Треугольники BCD и BPD равны по стороне BD и двум прилежащим к ней углам. Поэтому точки C и P симметричны относительно BD, откуда (PQT = (CQT и (PTQ = (CTQ. Теперь достаточно заметить, что (CQT = (CBQ+(BCQ = (TCD+(CDT = (CTQ.
Задача 3. Найдите все натуральные n, для которых существует многочлен p с целыми коэффициентами такой, что p(d) = n/d для всех натуральных делителей d числа n.
Ответ. При n = 1 и всех простых n. Решение. Если p(x) — многочлен с целыми коэффициен​тами, то при любых целых x (y p(x)–p(y) делится на x–y. Пусть d — собственный делитель не простого числа n, для которого существует искомый многочлен. Тогда n/d–n/n = (n–d)/d делится на n–d. Но 1/d — не целое число, противоречие. Итак, для составных чисел искомых многочленов не существует. Для простого же числа n годится линейный двучлен p(x) = n+1–x.

Задача 4. Какое наибольшее количество троек (a, b, c) с условием a < b < c можно составить из чисел 1, 2, ..., n так, чтобы для любых двух составленных троек (a, b, c) и (a', b', c') выполнялось не более одного из равенств a = a', b = b', c = c'?
Ответ. k(k–1) при n = 2k, k2 при n = 2k+1. Решение. Заметим, что для данного b существует b–1 возможных a и n–b возможных c. Поэтому троек с данным b не больше, чем min{b–1, n–b}. Сумма таких минимумов по всем b от 1 до n, как легко проверить, равна числу из ответа. Построим пример с таким количеством троек. Достаточно брать арифметические прогрессии длины 3. Пусть n = 2k. Тогда прогрессий с разностью 1 будет 2k–2, с разностью 2 — 2k–4, …, с разностью k–1 — 2, и всего получается (2k–2)+…+2 = k(k–1). Пусть n = 2k+1. Тогда прогрессий с разностью 1 будет 2k–1, с разностью 2 — 2k–3, …, с разностью k — 1, и всего получается (2k–1)+…+1 = k2.
Задача 5. Прямая l касается описанной окружности треугольника ABC в точке A. Точки B1 и C1 на l таковы, что лучи CA и BA — биссектрисы углов BCB1 и CBC1 соответственно. Отрезки BB1 и СС1 пересекаются в точке P. Прямая, проходящая через P параллельно BC, пересекает стороны AC и AB в точках B2 и C2 соответственно. Докажите, что если P — середина B2C2, то треугольник ABC — равнобедренный.

Решение. Поскольку прямая l касается описанной окружности треугольника ABC в точке A, мы имеем (C1AB = (ACB = (ACB1 и (B1AC = (ABC = (ABC1, следовательно, треугольники ABC, B1AC и C1BA подобны. Тогда AB1 = AB(AC/BC = AC1. Далее, рассмотрим точку M пересечения прямых AP и BC. Поскольку P — середина B2C2 и B2C2 || BC получаем, что M — середина BC. Тогда BCB1C1 — четырехугольник, диагонали BB1 и CC1 которого пересекаются на его средней линии AM. Из этого следует, что четырехугольник BCB1C1 — трапеция и BC || B1C1, откуда немедленно следует равнобедренность треугольника ABC.

Задача 6. Найдите все натуральные n, для которых числа n и 2n+1 имеют один и тот же набор простых делителей.
Ответ: n=3. Решение. Очевидно, n нечётно, поэтому 2n+1 делится на 3, а с ним и n. Предположим, что у числа n есть простые делители, отличные от 3. Пусть p – наибольший из них. Число 2n+1 делится на 2p+1, следовательно, у 2p+1  не должно быть делителей, больших p. Покажем, что это невозможно.   Число 2k+1 делится на 9 только при k, кратных 3, поэтому 2p+1 не  делится на 9 и, следовательно, имеет простой делитель q>3. Так как  22p ( 2q–1 ( 1(mod q) (в последнем случае мы воспользовались малой теоремой Ферма), наименьший показатель d, для которого 2d ( 1(mod q ), должен одновременно делить 2p и q–1. С другой стороны, он не должен быть  делителем p. Поэтому он равен либо 2 (но тогда q = 3), либо 2p (и тогда  q–1 кратно 2p, то есть q больше p).    Итак, у числа n нет делителей, отличных от 3. Если n>3, то n делится на 9, а 2n+1– на 29+1=33×19, противоречие. Таким образом,  возможен только случай n=3, очевидно, удовлетворяющий условию задачи. 

Задача 7. Город Сугробск представляет собой квадрат со стороной 100n метров, разбитый прямыми улицами на n2 одинаковых кварталов (n — чётное натуральное число, большее 2). На каждой из 2n+2 улиц, идущих по сторонам кварталов от края до края города, введено одностороннее движение. На соседних параллельных улицах движение направлено в разные стороны. В одном из углов города находится автопарк; обе выходящие из этого угла улицы направлены от автопарка. Снегоуборочная машина выезжает из автопарка и начинает убирать снег. Чтобы не портить дорожное покрытие, по уже убранным участкам (кроме перекрестков) машина не ездит. В конце смены машина должна прибыть в противоположный угол города. Какое наибольшее расстояние она может проехать?
Ответ. 100(2n2–2n+4). Решение. Будем считать, что машина едет из левого нижнего в правый верхний угол, а все стороны маленьких квадратов равны 1. Всего горизонтальных единичных отрезков n(n+1), тогда всего единичных отрезков 2n(n+1). Докажем, что наименьшее количество не пройденных отрезков есть 4n–4. Тогда наибольшее количество пройденных отрезков не более 2n(n+1)–(4n–4)=2n2–2n+4. Введем прямоугольную систему координат: левый нижний угол будет иметь координату (0, 0), а верхний правый — (n, n). Рассмотрим прямые вида x+y=k+1/2, где k целое число от 0 до 2n–1. Очевидно, что ее пересекает поровну вертикальных и горизонтальных отрезков, ввиду симметрии относительно x=y. Так как начальная и конечная точка нашего маршрута находятся по разные стороны от этой прямой, то маршрут пересечет ее нечетное число раз, а, следовательно, один из отрезков будет не пройденным. Итого уже не пройденных отрезков будет 2n. Рассмотрим прямую x+y = k+1/2, где k – четное число от 2 до n–2. Под этой прямой находятся точки вида (a, k–a). Из каждой из них выходит два единичных отрезка, пересекающих рассмотренную прямую. По условию, если a – четно, то оба единичных отрезка ориентированы из области старта в область финиша, а если a – нечетно, то наоборот. Всего отрезков первого типа – k+2, а отрезков второго типа – k. Заметим, что пройденных отрезков первого типа должно быть ровно на один больше, чем пройденных отрезков второго типа. Однако, точки (k, 0) и (0, k) лежат на границе, поэтому в них входит ровно один отрезок, следовательно, для каждой этой точки, один из выходящих отрезков будет не пройденным. Остается не более k отрезков первого типа, и не более k–1 отрезков второго типа. Т.е. эта прямая пересекает хотя бы три не пройденных отрезка. Таких прямых (n–2)/2, и они дают еще n–2 не пройденных отрезков. Аналогично, рассматривая прямую x+y = k–1/2, где k — четное число от n+1 до 2n–2, найдем еще n–2 не пройденных отрезков. Всего не пройденных отрезков будет хотя бы 2n+2(n–2) = 4n–4. Оценка доказана.

Приведем пример. Удалим все ребра вида (n, 2k–1)–(n, 2k) при 1 ≤ k ≤ n/2 и вида (2k, 0)– (2k+1, 0) при 1 ≤ k ≤ (n–2)/2. Всего удалено n–1 ребро. Далее удалим пути (2k, n)–(2k, n–1)–(2k+1, n–1)–(2k+1,n) при 1 ≤ k ≤ (n–2)/2,  а также пути (0, 2k–1)–(1, 2k–1)–(1,2k)–(0, 2k) при 2 ≤ k ≤ (n–2)/2. Итого в этих путях 3n–9 ребер. Наконец, удалим пути (0,0)–(0,1), (1,0)–(1,2)–(0,2) и (0, n–1)–(1, n–1)–(1, n). Всего удалено 4n–4 ребра. Все не граничные вершины имели степень входящих и исходящих ребер ровно по два, поэтому после удаления они остались равными. Легко проверить, что у всех вершин, лежащих строго на стороне квадрата, стало по одному входящему и исходящему ребру. У начальной и конечной вершины стало по одному исходящему и одному входящему ребру. Пример построен.
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