Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Второй тур 05.11.12. Высшая лига.

1. Последовательность натуральных чисел a1, a2, … такова, что при любых натуральных n, k число an+k делится на НОД чисел an и ak. Докажите, что an+1(…(an+k делится на a1(…(ak при любых натуральных n и k. (Венгрия, олимпиада им. Кюршака, 2012)
2. Назовём словом последовательность из символов x и y, а шаблоном последовательность из символов x, y и *. Будем говорить, что слово A соответствует шаблону B, если в A можно заменить некоторые непересекающиеся (возможно, пустые) подслова на звёздочки так, чтобы получилось B. Найдите минимальное k такое, что для любых двух различных слов длины 1000 найдётся шаблон длины не больше k, которому одно из этих слов соответствует, а другое — нет. (И. Богданов неверно понял Гимадеева)
3. Четыре прямых касаются одной окружности. Вокруг треугольников, образованных тройками этих прямых, описаны окружности. Докажите, что существует окружность или прямая, касающаяся этих четырёх окружностей. (И. Богданов, К. Сухов по мотивам задачи с MathLinks)
4. Найдите наибольшее возможное количество единичных полукругов на плоскости, границы любых двух из которых пересекаются ровно в 6 точках. (Mathoverflow + И. Богданов)
5. Дано нечётное n > 10. Число a называется хорошим, если его остатки от деления на n и на 2n+1 нечётны. Найдите наибольшую разность между двумя соседними хорошими числами. (И. Богданов)
6. Хорда CD окружности ( пересекается с её диаметром AB в точке N такой, что CN = ND и AN > NB. Окружность ( с центром C касается AB в точке N и пересекается с ( в точках P и Q. Прямая PQ пересекает AC в точке K. Прямая KN пересекает ( в точке L ( N. Докажите, что PQ ( AL. (Сингапур-2010)
7. Из клетчатого прямоугольника склеен тор. Рассмотрим всевозможные разбиения его на одинаковые клетчатые прямоугольники чётной площади. Докажите, что количество этих разбиений чётно. (Д. Карпов)
8. В компании 6000 мальчиков и нескольких девочек. Известно, что для любых двух непустых непересекающихся множеств мальчиков A, B найдётся девочка, у которой есть знакомый в одном из множеств A, B, но нет знакомых в другом. Докажите, что можно выбрать 100 пар «мальчик—девочка» так, что в каждой паре дети знакомы, но при любой перестановке этих 100 девочек это условие нарушится. (Я. Шитов, усилено И. Богдановым)
9. Существуют ли вещественные x, y и последовательность ненулевых вещественных чисел a1, a2, …, удовлетворяющая рекуррентному соотношению an+2 = xan+1+yan, такие, что для любого положительного r найдутся индексы i, j, при которых r ( (|ai|, |aj|)? (Shortlist ELMO–2011)
10. Найдите все шестёрки положительных чисел a, b, c, d, e, f такие, что abcdef = 1, 2012a+d  2012 = 2012b+c 2012, 2012c+f  2012 = 2012d+e  2012, 2012e+b  2012 = 2012f+a  2012. (К. Сухов усложнил задачу из первой лиги)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Второй тур 05.11.12. Первая лига.

1. Найдите все такие четверки (a, b, c, d) положительных вещественных чисел с условием abcd = 1, для которых a  2012+2012b = 2012c+d 2012 и 2012a+b  2012 = c 2012+2012d. (Олимпиада Бенилюкса, 2012)
2. Хорда CD окружности ( пересекается с её диаметром AB в точке N такой, что CN = ND и AN > NB. Окружность ( с центром C касается AB в точке N и пересекается с ( в точках P и Q. Прямая PQ пересекает AC в точке K. Прямая KN пересекает ( в точке L ( N. Докажите, что прямая PQ перпендикулярна AL. (Сингапур-2010)
3. Изначально на доске есть число 1. На каждом шаге со всеми имеющимися на доске числами одновременно проделывают следующую операцию. Каждое число a заменяется на два числа a–1 и a+1, и при этом если какое-то из чисел получилось равным 0, то 0 стирается. Например, после первого шага на доске будет число 2, затем 1 и 3, затем 2, 2 и 4, затем 1, 1, 3, 3, 3 и 5 и т.д. Сколько чисел будет на доске после 100 шагов? (26th Nordic Mathematical Contest)
4. Последовательность натуральных чисел a1, a2, … такова, что при любых натуральных n, k число an+k делится на НОД чисел an и ak. Докажите, что an+1(…(an+k делится на a1(…(ak при любых натуральных n и k. (Венгрия, олимпиада им. Кюршака, 2012)
5. Дано нечётное n > 10. Число a называется хорошим, если его остатки от деления на n и на 2n+1 нечётны. Найдите наибольшую разность между двумя соседними хорошими числами. (И. Богданов)
6. Назовём словом последовательность из символов x и y, а шаблоном последовательность из символов x, y и *. Будем говорить, что слово A соответствует шаблону B, если в A можно заменить некоторые непересекающиеся (возможно, пустые) подслова на звёздочки так, чтобы получилось B. Найдите минимальное k такое, что для любых двух различных слов длины 1000 найдётся шаблон длины не больше k, которому одно из этих слов соответствует, а другое — нет. (И. Богданов неверно понял Гимадеева)
7. Существуют ли три равных полукруга на плоскости, границы любых двух из которых пересекаются ровно в 6 точках? (Mathoverflow + Богданов)
8. Найдите все целые числа n, которые можно представить в виде n = a({a}([a] для некоторого вещественного числа a. ([a] — целая часть числа a, {a} — дробная часть числа a). (Math Refl, 2012(3))
9. В клетке доски n(n стоит король. Он делает произвольный первый ход и продолжает ходить по следующему правилу: если очередной ход короля был по вертикали или горизонтали, то следующий должен быть по диагонали, и наоборот. При каких n можно так выбрать начальную позицию и последовательность ходов, чтобы король побывал во всех клетках доски по одному разу? (Начальная клетка считается посещенной. Возвращаться на исходную клетку не обязательно.) (Аргентина, отбор на Ибероамериканскую олимпиаду, 2006)
10. В выпуклом четырёхугольнике ABCD прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов A и C, пересекаются в точке P, а прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов B и D, пересекаются в точке Q. Докажите, что если угол PAQ прямой, то и угол PCQ прямой. (Польша, 2012/13, 1 тур)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Второй тур 05.11.12. Вторая лига.

1. Найдите все решения системы уравнений 
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 в вещественных числах. (59 Rocnik Matematicke olympiady)
2. Внутри квадрата ABCD выбрана точка X. Через нее проведены отрезки PQ и EF с концами на сторонах квадрата (точка P лежит на стороне AB, а точка E – на BC), параллельные сторонам квадрата AD и AB соответственно. Оказалось, что SECQX  = 2SPXFA. Чему равен  угол EAQ? (Минские олимпиады 1995)
3. Найдите все такие простые числа p и q, что p+q2 = q+p3. (55 Rocnik Matematicke olympiady)
4. Бабушка отмечает день рождения в один день с внуком, и вот уже шестой день рождения подряд её возраст оказывается кратным возрасту внука. Сотый день рождения бабушка ещё не отмечала. Сколько ей лет? (Аргентина, 2012, межшкольный тур)
5. Дано нечётное n > 10. Число a называется хорошим, если его остатки от деления на n и на 2n+1 нечётны. Найдите наибольшую разность между двумя соседними хорошими числами. (И. Богданов)
6. В однокруговом турнире по волейболу участвовало менее 10 команд. По итогам турнира оказалось, что нечётное число побед одержала ровно одна команда, которая заняла четвёртое место. Сколько команд участвовало в турнире? (Сербия, окружной тур, 2012)
7. Существуют ли три равных полукруга на плоскости, границы любых двух из которых пересекаются ровно в 6 точках? (Mathoverflow + Богданов)
8. Найдите все целые числа n, которые можно представить в виде n = a({a}([a] для некоторого вещественного числа a. ([a] — целая часть числа a, {a} — дробная часть числа a). (Math Refl, 2012(3))
9. В клетке доски n(n стоит король. Он делает произвольный первый ход и продолжает ходить по следующему правилу: если очередной ход короля был по вертикали или горизонтали, то следующий должен быть по диагонали, и наоборот. При каких n можно так выбрать начальную позицию и последовательность ходов, чтобы король побывал во всех клетках доски по одному разу? (Начальная клетка считается посещенной. Возвращаться на исходную клетку не обязательно.) (Аргентина, отбор на Ибероамериканскую олимпиаду, 2006)
10. В выпуклом четырёхугольнике ABCD прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов A и C, пересекаются в точке P, а прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов B и D, пересекаются в точке Q. Докажите, что если угол PAQ прямой, то и угол PCQ прямой. (Польша, 2012/13, 1 тур)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Второй тур 05.11.12. Высшая юниорская лига.

1. Последовательность натуральных чисел a1, a2, … такова, что при любых натуральных n, k число an+k делится на НОД чисел an и ak. Докажите, что an+1(…(an+k делится на a1(…(ak при любых натуральных n и k. (Венгрия, олимпиада им. Кюршака, 2012)
2. Назовём словом последовательность из символов x и y, а шаблоном последовательность из символов x, y и *. Будем говорить, что слово A соответствует шаблону B, если в A можно заменить некоторые непересекающиеся (возможно, пустые) подслова на звёздочки так, чтобы получилось B. Найдите минимальное k такое, что для любых двух различных слов длины 1000 найдётся шаблон длины не больше k, которому одно из этих слов соответствует, а другое — нет. (И. Богданов неверно понял Гимадеева)
3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов A и C, пересекаются в точке P, а прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов B и D, пересекаются в точке Q. Докажите, что если угол PAQ прямой, то и угол PCQ прямой. (Польша, 2012/13, 1 тур)
4. Существуют ли три полукруга на плоскости, границы любых двух из которых пересекаются ровно в 6 точках? (Mathoverflow + Богданов, упрощение)
5. Дано нечётное n > 10. Число a называется хорошим, если его остатки от деления на n и на 2n+1 нечётны. Найдите наибольшую разность между двумя соседними хорошими числами. (И. Богданов)
6. В треугольнике ABC точка I — центр вписанной окружности. Биссектриса угла A вторично пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке P. Вписанная окружность касается стороны BC в точке D, и прямая PD вторично пересекает описанную окружность в точке Q. Докажите, что если PD равно радиусу вписанной окружности, то PI = QI. (Олимпиада "Шёлковый путь", 2002)
7. В клетке доски n(n стоит король. Он делает произвольный первый ход и продолжает ходить по следующему правилу: если очередной ход короля был по вертикали или горизонтали, то следующий должен быть по диагонали, и наоборот. При каких n можно так выбрать начальную позицию и последовательность ходов, чтобы король побывал во всех клетках доски по одному разу? (Начальная клетка считается посещенной. Возвращаться на исходную клетку не обязательно.) (Аргентина, отбор на Ибероамериканскую олимпиаду, 2006)
8. Для каждой вершины a графа G рассмотрели подграф Ga, образованный всеми вершинами, смежными с a, и рёбрами, соединяющими эти вершины (сама вершина a в Ga не входит). Оказалось, что для любой вершины a он обладает следующим свойством: как бы ни разбить вершины Ga на два множества, количество рёбер Ga, соединяющих вершины из разных множеств, составляет менее 2/3 количества всех рёбер Ga. Докажите, что, как бы ни раскрасить рёбра G в два цвета, найдутся три вершины, попарно соединённые рёбрами одного цвета. (Olimpiada Rioplatense, 2011)
9. Пусть n ( 2 — натуральное число, а положительные числа a0, a1, …, an удовлетворяют соотношению (ak–1+ak)(ak+ak+1) = ak–1–ak+1 при всех k = 1, 2, ..., n–1. Докажите, что an < 1/(n–1). 
10. Найдите все пары функций f, g: R ( R таких, что для любых x и y выполняется равенство g(f(x)–y) = f(g(y))+x. (Польша, 2011/12, 2 тур)
Шестнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Казань, 3-9 ноября 2012 года

Второй тур 05.11.12. Первая юниорская лига.

1. В последовательности натуральных чисел a1, a2, ... член ak+m делится на наибольший общий делитель ak и am для каждых натуральных k и m. Докажите, что anm делится на an. (Венгрия, олимпиада им. Кюршака, 2011, упрощение)
2. В двадцатизначном числе 20122012201220122012 надо вычеркнуть 16 цифр, чтобы осталось число 2012. Сколькими способами это можно сделать? (С. Волчёнков)
3. В выпуклом четырёхугольнике ABCD прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов A и C, пересекаются в точке P, а прямые, содержащие биссектрисы внутренних углов B и D, пересекаются в точке Q. Докажите, что если угол PAQ прямой, то и угол PCQ прямой. (Польша, 2012/13, 1 тур)
4. Существуют ли три полукруга на плоскости, границы любых двух из которых пересекаются ровно в 6 точках? (Mathoverflow + Богданов, упрощение)
5. Дано нечётное n > 10. Число a называется хорошим, если его остатки от деления на n и на 2n+1 нечётны. Найдите наибольшую разность между двумя соседними хорошими числами. (И. Богданов)
6. Точки M, N и K — середины сторон AB, BC и CD вписанного четырёхугольника ABCD соответственно. Докажите, что (BMN = (CKN. (Сербия, окружной тур, 2012)
7. В клетке доски n(n стоит король. Он делает произвольный первый ход и продолжает ходить по следующему правилу: если очередной ход короля был по вертикали или горизонтали, то следующий должен быть по диагонали, и наоборот. При каких n можно так выбрать начальную позицию и последовательность ходов, чтобы король побывал во всех клетках доски по одному разу? (Начальная клетка считается посещенной. Возвращаться на исходную клетку не обязательно.) (Аргентина, отбор на Ибероамериканскую олимпиаду, 2006)
8. В однокруговом турнире по волейболу участвовало менее 10 команд. По итогам турнира оказалось, что нечётное число побед одержала ровно одна команда, которая заняла четвёртое место. Сколько команд участвовало в турнире? (Сербия, окружной тур, 2012)
9. Решите систему уравнений 
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 в действительных числах. (Сербия, 2012, муниципальный тур)
10. Бабушка отмечает день рождения в один день с внуком, и вот уже шестой день рождения подряд её возраст оказывается кратным возрасту внука. Сотый день рождения бабушка ещё не отмечала. Сколько ей лет? (Аргентина, 2012, межшкольный тур)
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