Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Третий тур 06.11.13. Высшая лига.

1. Двум участникам турнира на высокоинтеллектуальной игре выдали одинаковые наборы цифр. Первый участник смог составить из них десятичные записи чисел a, a+1, ..., a+9, а второй — десятичные записи чисел b, b+1, ..., b+9 (у обоих участников лишних цифр не осталось). Докажите, что b–a делится на 10. (И. Богданов)
2. На плоскости нарисованы три луча, разбивающие её на три равных угла. Также отмечены 2k синих и 2n красных точек (прямые, их соединяющие, не параллельны нарисованным лучам). Докажите, что один из трёх углов можно параллельно перенести так, чтобы в нём оказались ровно k синих и ровно n красных точек. (А. Гарбер, Р. Карасёв по мотивам результата Р. Живалевича)
3. Найдите все непрерывные функции f: R ( R такие, что для любых действительных x и y, если разность x–y рациональна, то и разность f(x)–f(y) рациональна. (IMC 2008)
4. Дан ненулевой многочлен F(x) с целыми коэффициентами. Если для простого p и натуральных n, k число F(n) делится на p, то и число F(nk) также делится на p. Докажите, что все ненулевые комплексные корни многочлена F(x) — корни из единицы. (И. Богданов, А. Иванов (Болгария))
5. Внутри окружности ( с центром O выбраны точки P, Q и Z такие, что OP = OQ и (OPZ = (OQZ = 90(; луч OZ получается из OP поворотом по часовой стрелке. На ( выбраны точки B и C так, что (PBC = (POZ, и луч BC получается из BP поворотом по часовой стрелке. Касательные к ( в точках B и C пересекаются в точке R; прямая RZ пересекает отрезок BC в точке M. Докажите, что (PMB = (QMC. (А. Заславский, П. Кожевников)
6. Пусть a, b, c, d > 0. Докажите, что
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7. На ребрах SA, SB, SC тетраэдра SABC взяты точки A', B', C' соответственно. Точка C1 — точка пересечения прямых AB и A'B', a точка C2 — общая точка окружностей, описанных около треугольников C1AA' и C1BB', отличная от C1. Аналогично определяются точки A1, B1, A2 и B2. Докажите, что точки A2, B2, C2 и S лежат в одной плоскости. (П. Кожевников)
8. Пусть G — ориентированный граф без чётных простых ориентированных циклов, в котором из любой вершины до любой другой существует ориентированный путь. Для произвольной раскраски вершин графа G в два цвета назовём его вершину плохой, если все вершины, в которые из неё ведут рёбра, покрашены в тот же цвет, что и она сама. Обозначим через k(G) наименьшее возможное количество плохих вершин при раскраске вершин графа G в два цвета. Какие значения может принимать k(G)? (P.D. Seymour)
9. Дано натуральное k; пусть n = 2k–1. На доске написана последовательность a1, ..., an натуральных чисел. Известно, что для любого натурального d ≤ n и любых натуральных x1, ..., xd таких, что x1+…+xd = n, с доски можно стереть n–d чисел, оставив последовательность b1, ..., bd, для которой bi ( xi при всех i = 1, ..., d. Найдите минимальную возможную сумму a1+…+an. (D. Eppstein, И. Богданов)
10. Клетчатый прямоугольник разбит на N клетчатых полосок ширины 1 (полоски могут располагаться как горизонтально, так и вертикально, и могут быть разной длины). Известно, что каждый вертикальный ряд клеток пересекает не более p полосок, а каждый горизонтальный — не более q полосок. Докажите, что N ≤ pq. (П. Кожевников)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Третий тур 06.11.13. Первая лига.

1. Двум участникам турнира на высокоинтеллектуальной игре выдали одинаковые наборы цифр. Первый участник смог составить из них десятичные записи чисел a, a+1, ..., a+9, а второй — десятичные записи чисел b, b+1, ..., b+9 (у обоих участников лишних цифр не осталось). Докажите, что b–a делится на 10. (И. Богданов)
2. На плоскости нарисованы три луча, разбивающие её на три равных угла. Также отмечены 2k синих и 2n красных точек (прямые, их соединяющие, не параллельны нарисованным лучам). Докажите, что один из трёх углов можно параллельно перенести так, чтобы в нём оказались ровно k синих и ровно n красных точек. (А. Гарбер, Р. Карасёв по мотивам результата Р. Живалевича)
3. На стороне AB треугольника ABC выбраны точки K и L так, что (ACK = (KCL = (LCB. Может ли случиться, что AK = 2, KL = 3 и LB = 5? (Жюри)
4. Дан квадратный трёхчлен P(x) = x2+bx+c с целыми коэффициентами. Известно, что для целых x1, x2 и x3 значения P(x1), P(x2) и P(x3) делятся на натуральное число n. Докажите, что число (x1–x2)(x2–x3)(x3–x1) также кратно n. (Польша, 2012/13, 2 тур)
5. Дана арифметическая прогрессия из натуральных чисел a1, a2, ..., an. Известно, что НОД(ai, n) > 1 для каждого i = 1, 2, ..., n. Докажите, что НОД(a1, a2, ..., an) > 1.
6. Пусть a, b, c > 0. Докажите неравенство
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7. На ребрах SA, SB, SC тетраэдра SABC взяты точки A', B', C' соответственно. Точка C1 — точка пересечения прямых AB и A'B', a точка C2 — общая точка окружностей, описанных около треугольников C1AA' и C1BB', отличная от C1. Аналогично определяются точки A1, B1, A2 и B2. Докажите, что точки A2, B2, C2 и S лежат в одной плоскости. (П. Кожевников)
8. Пусть G — ориентированный граф без чётных простых ориентированных циклов. Докажите, что для любой раскраски вершин графа G в два цвета найдётся вершина, имеющая тот же цвет, что и все вершины, в которые из неё ведут рёбра. (P.D. Seymour)
9. Пусть n = 22013–1. На доске написана последовательность a1, ..., an натуральных чисел. Известно, что для любого натурального d ≤ n и любых натуральных x1, ..., xd таких, что x1+...+xd = n, с доски можно стереть n–d чисел, оставив последовательность b1, ..., bd, для которой bi ( xi при всех i = 1, ..., d. Может ли оказаться, что a1+...+an < 2013(22013? (D. Eppstein)
10. Клетчатый прямоугольник разбит на N клетчатых полосок ширины 1 (полоски могут располагаться как горизонтально, так и вертикально, и могут быть разной длины). Известно, что каждый вертикальный ряд клеток пересекает не более p полосок, а каждый горизонтальный — не более q полосок. Докажите, что N ≤ pq. (П. Кожевников)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Третий тур 06.11.13. Вторая лига.

1. В городе несколько площадей и улиц с односторонним движением. Каждая улица связывает какие-то две площади. Известно, что в городе нет ни одного замкнутого маршрута с чётным числом улиц, не проходящего ни через какую площадь дважды. На каждой площади повешена схема, обозначающая эту площадь и все другие, куда с неё можно проехать по одной улице. Докажите, что как бы мы ни красили площади в два цвета, на какой-то схеме все площади окажутся одноцветными. (P. D. Seimour, упрощение)
2. Двум участникам турнира на высокоинтеллектуальной игре выдали одинаковые наборы цифр. Первый участник смог составить из них десятичные записи чисел a, a+1, ..., a+9, а второй — десятичные записи чисел b, b+1, ..., b+9 (у обоих участников лишних цифр не осталось). Докажите, что b–a делится на 10. (И. Богданов)
3. K, L — середины сторон BC и DA выпуклого четырехугольника ABCD. Докажите, что 3SABKL > SDCKL. (П. Кожевников)
4. Пусть a, b, c ( 1. Докажите неравенство
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. (Mathematical Reflections 4, 2013)
5. Клетчатый прямоугольник разбит на N клетчатых полосок ширины 1 (полоски могут располагаться как горизонтально, так и вертикально, и могут быть разной длины). Известно, что каждый вертикальный ряд клеток пересекает не более p полосок, а каждый горизонтальный — не более q полосок. Докажите, что N ≤ pq. (П. Кожевников)
6. В каждой клетке доски n(m стоит конь. В какой-то момент все кони одновременно сделали ход по шахматным правилам. Оказалось, что опять в каждой клетке стоит конь. Верно ли, что количество коней делится на 4? (С. Волченков по фольклорным мотивам)
7. На плоскости отмечено 2013 точек. Докажите, что на плоскость можно положить без пересечений три одинаковых равнобедренных прямоугольных треугольника, чтобы каждый накрыл по 671 точке. (По мотивам задачи А. Шаповалова
8. На стороне AB треугольника ABC выбраны точки K и L так, что (ACK = (KCL = (LCB. Может ли случиться, что AK = 2, KL = 3 и LB = 5? (Жюри)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Третий тур 06.11.13. Высшая юниорская лига.

1. Двум участникам турнира на высокоинтеллектуальной игре выдали одинаковые наборы цифр. Первый участник смог составить из них десятичные записи чисел a, a+1, ..., a+9, а второй — десятичные записи чисел b, b+1, ..., b+9 (у обоих участников лишних цифр не осталось). Докажите, что b–a делится на 10. (И. Богданов)
2. На плоскости отмечено 2013 точек. Докажите, что на плоскость можно положить без пересечений три одинаковых равнобедренных прямоугольных треугольника, чтобы каждый накрыл по 671 точке. (По мотивам задачи А. Шаповалова)
3. Значения квадратного трёхчлена x2+bx+c с целыми коэффициентами в целых точках x1, x2 и x3 делятся на натуральное число n. Докажите, что (x1–x2)(x2–x3)(x3–x1) кратно n. (Польша, 2012/13, 2 тур)
4. Последовательность x0, x1, x2, ... определена условиями: x0 = 1, x1 = 3, xn+2 = 6xn+1–xn при всех целых неотрицательных n. Докажите, что для каждого n можно найти целые a и b такие, что xn = a2+2b2. (Польша, 2013/14, 1 тур)
5. Диагонали вписанного четырёхугольника ABCD пересекаются в точке S. Окружность ( проходит через точки S и D и пересекает стороны AD и CD в точках M и N соответственно. Прямые SM и AB пересекаются в точке P, а прямые SN и BC –– в точке R. Точки P и R лежат с той же стороны от прямой BD, что и точка A. Докажите, что прямая, проходящая через D параллельно AC, и прямая, проходящая через S параллельно PR, пересекаются на окружности (. (Аргентина, отбор на ММО, 2013)
6. Пусть a, b, c, d > 0. Докажите, что
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7. Точка O симметрична ортоцентру треугольника ABC относительно его центра тяжести G. Докажите, что внутри окружности с центром O и радиусом OG не лежит ни одна вершина треугольника ABC. (Форум oliforum)
8. Пусть G — ориентированный граф на n вершинах, в котором из любой вершины до любой другой существует ориентированный путь. Для каждой вершины v определим множество Uv, состоящее из v и всех вершин, в которые из v идёт ребро. Всегда ли можно так раскрасить вершины G в два цвета, чтобы для каждой вершины v, кроме, быть может, одной, в множестве Uv были вершины обоих цветов? (P.D. Seymour, модификация)
9. На доске написано слово abdc. Разрешается добавлять (в любое место –– в начало, между соседними буквами или в конец) или вычёркивать (из любого места) любую последовательность из чётного числа подряд стоящих букв a, b, c, d, читающуюся одинаково с начала и с конца. Можно ли такими операциями получить слово bacd? (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. Клетчатый прямоугольник разбит на N клетчатых полосок ширины 1 (полоски могут располагаться как горизонтально, так и вертикально, и могут быть разной длины). Известно, что каждый вертикальный ряд клеток пересекает не более p полосок, а каждый горизонтальный — не более q полосок. Докажите, что N ≤ pq. (П. Кожевников)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Третий тур 06.11.13. Первая юниорская лига.

1. Двум участникам турнира на высокоинтеллектуальной игре выдали одинаковые наборы цифр. Первый участник смог составить из них десятичные записи чисел a, a+1, ..., a+9, а второй — десятичные записи чисел b, b+1, ..., b+9 (у обоих участников лишних цифр не осталось). Докажите, что b–a делится на 10. (И. Богданов)
2. На плоскости отмечено 2013 точек. Докажите, что на плоскость можно положить без пересечений три одинаковых равнобедренных прямоугольных треугольника, чтобы каждый накрыл по 671 точке. (По мотивам задачи А. Шаповалова)
3. Значения квадратного трёхчлена x2+bx+c с целыми коэффициентами в целых точках x1, x2 и x3 делятся на 50. Докажите, что (x1–x2)(x2–x3)(x3–x1) кратно 50. (Польша, 2012/13, 2 тур)
4. Вещественные числа a и b удовлетворяют уравнениям a4+a2b2+b4 = 900 и a2+ab+b2 = 45. Найдите (a–b)2. (Перу, 2012, 2 этап)
5. Хорда CD окружности с центром O перпендикулярна диаметру AB. Хорда AE делит отрезок OC пополам. Докажите, что хорда DE делит пополам хорду BC. (Перуанский фольклор)
6. Пусть a, b, c ( 1. Докажите неравенство
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. (Mathematical Reflections 4, 2013)
7. K, L — середины сторон BC и DA выпуклого четырехугольника ABCD. Докажите, что 3SABKL > SDCKL. (П. Кожевников)
8. В городе несколько площадей и улиц с односторонним движением. Каждая улица связывает какие-то две площади. Известно, что в городе нет ни одного замкнутого маршрута с чётным числом улиц, не проходящего ни через какую площадь дважды. На каждой площади повешена схема, обозначающая эту площадь и все другие, куда с неё можно проехать по одной улице. Докажите, что как бы мы ни красили площади в два цвета, на какой-то схеме все площади окажутся одноцветными. (P. D. Seimour, упрощение)
9. На доске написано слово abdc. Разрешается добавлять (в любое место –– в начало, между соседними буквами или в конец) или вычёркивать (из любого места) любую последовательность не менее, чем из двух подряд стоящих букв a, b, c, d, читающуюся одинаково с начала и с конца. Можно ли такими операциями получить слово bacd? (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. Клетчатый прямоугольник разбит на N клетчатых полосок ширины 1 (полоски могут располагаться как горизонтально, так и вертикально, и могут быть разной длины). Известно, что каждый вертикальный ряд клеток пересекает не более p полосок, а каждый горизонтальный — не более q полосок. Докажите, что N ≤ pq. (П. Кожевников)
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