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ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.13. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. На доске в строку выписаны в некотором порядке все натуральные числа от 1 до 100. Между каждыми двумя соседними числами написали модуль их разности, после чего исходные числа стёрли. Эту операцию повторили 99 раз, и на доске осталось одно число. Найдите наибольшее возможное его значение. (Перу)
2. Точка P внутри треугольника ABC такова, что (PAB = (PBC = (PCA. Прямые AP, BP и CP вторично пересекают описанные окружности треугольников PBC, PCA и PAB в точках X, Y и Z соответственно. Докажите, что SXBC+SYCA+SZAB ( 3SABC. (India postal coachong, 2012)
3. Столбцы и строки клетчатой доски 100(100 пронумерованы последовательно числами от 1 до 100. Все клетки, у которых номера как строки, так и столбца не делятся на 3, вырезаны. На какое наименьшее количество клетчатых полосок ширины 1 можно разрезать оставшуюся часть? (А. Экштейн, Румыния, отбор на JBMO 2012)
4. Существует ли такой многочлен P(x, y) с вещественными коэффициентами, что многочлен P(x, y)2+1 делится на многочлен x2+y2+1? (Z. D. Dai, T. Y. Lam, C. K. Peng, частный случай)
Вывод

5. Дано дерево T с n > 2 вершинами, в котором степени всех вершин
меньше n–1. Пусть A — множество его висячих вершин. Добавим к дереву T рёбра некоторого цикла, проходящего по всем вершинам множества A ровно по одному разу и не проходящего через остальные вершины. Докажите, что вершины полученного графа можно правильно раскрасить в три цвета. (И. Богданов, MathOverflow)
6. Четырёхугольник ABCD описан около окружности ( с центром I. Лучи BA и CD пересекаются в точке E, а лучи DA и CB — в точке F. Центры описанных окружностей треугольников AIB, BIC, CID и DIA лежат на окружности (, а центры описанных окружностей треугольников AIE, EIC, CIF и FIA лежат на окружности (. Докажите, что центры окружностей (, ( и ( лежат на одной прямой. (Турция, 2012)
7. Последовательность задана соотношениями a1 = 7 и an+1 = an+НОД(n+1, an) при всех n ( 1. Докажите, что при любом n число an+1–an — либо простое, либо единица. (E. S. Rowland)
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ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.13. ЮНИОРЫ.

Довывод

1. На доске в строку выписаны в некотором порядке все натуральные числа от 1 до 100. Между каждыми двумя соседними числами написали модуль их разности, после чего исходные числа стёрли. Эту операцию повторили 99 раз, и на доске осталось одно число. Найдите наибольшее возможное его значение. (Перу)
2. Таня и Серёжа по очереди называют числа: первым ходом Таня называет 1 или 2, вторым ходом Серёжа называет 2 или 3, третьим Таня называет 3 или 4, ..., наконец, последним, 2013-м ходом Таня называет 2013 или 2014. Если сумма всех названных чисел кратна трём, выигрывает Таня, в противном случае выигрывает Серёжа. Кто выиграет при правильной игре? (Перу, 2011, 4 этап)
3. Найдите все функции f: R ( R такие, что f(x)f(y)+f(x+y) = xy при всех вещественных x и y. (Форум oliforum)
4. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. Прямая BO пересекает сторону AC в точке B1, прямая CO пересекает сторону AB в точке C1. Прямая B1C1 пересекает описанную окружность треугольника ABC в точках P и Q. Докажите, что если AP = AQ, то AB = AC. (Саудовская Аравия, отбор на ММО, 2013)
Вывод

5. На доске написаны n ( 2 вещественных чисел x1, ... , xn. Каждым ходом разрешается стереть с доски какие-нибудь два числа a и b и написать вместо них число 
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. В результате таких действий на доске осталось одно число. Докажите, что если при другой последовательности действий на доске осталось бы одно число, оно было бы тем же самым. (Аргентинский фольклор)
6. У Леши есть несколько непустых подмножеств конечного множества A. Если произвольно выбрать нечетное число Лешиных подмножеств, то обязательно найдется элемент, входящий в нечетное число выбранных. Докажите, что существует такое T ( A, что T имеет с каждым Лешиным подмножеством нечетное число общих элементов.(C. Thomassen)
7. Последовательность задана соотношениями a1 = 7 и an+1 = an+НОД(n+1, an) при всех n ( 1. Докажите, что при любом n число an+1–an — либо простое, либо единица. (E. S. Rowland)
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Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. На доске в строку выписаны в некотором порядке все натуральные числа от 1 до 100. Между каждыми двумя соседними числами написали модуль их разности, после чего исходные числа стёрли. Эту операцию повторили 99 раз, и на доске осталось одно число. Найдите наибольшее возможное его значение.
Ответ. 98. Решение. После первой операции все числа не больше 99 и нет нулей. Поэтому после второй операции все числа не больше 98, и в дальнейшем это неравенство, очевидно, не нарушится. Пример на 98: 99, 98, …, 2, 1, 100 ( 1, 1, …, 1, 99 ( 0, 0, …, 0, 98.
Задача 2. Точка P внутри треугольника ABC такова, что (PAB = (PBC = (PCA. Прямые AP, BP и CP вторично пересекают описанные окружности треугольников PBC, PCA и PAB в точках X, Y и Z соответственно. Докажите, что SXBC+SYCA+SZAB ( 3SABC.
Решение. Из вписанности четырехугольника XBPC следует (CXP = (CBP = (PAB, откуда CX || AB. Обозначим A' = AX ( BC, тогда треугольники CA'X и BA'A подобны. Отношение k1 площадей SXBC/SABC равно (BC(AA'(sin(AA'B)/(BC(XA'(sin(XA'B) = AA'/XA' = BA'/A'C. Аналогично выражаем остальные отношения площадей: k2 = SYCA/SABC = CB'/B'A и k3 = SZAB/SABC = AC'/C'B. По теореме Чевы k1k2k3 = 1, а по неравенству о средних k1+k2+k3 ( 3
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 = 3, что и требовалось доказать.
Задача 3. Столбцы и строки клетчатой доски 100(100 пронумерованы последовательно числами от 1 до 100. Все клетки, у которых номера как строки, так и столбца не делятся на 3, вырезаны. На какое наименьшее количество клетчатых полосок ширины 1 можно разрезать оставшуюся часть?
Ответ. 1155. Решение. По условию из доски вырезано 342 прямоугольников (размера 2(2, 2(1, 1(1). Ясно, что каждая из вершин этих вырезанных прямоугольников, кроме вершин данного квадрата 100(100, служит вершиной для хотя бы одной из полосок. Поэтому количество полосок не меньше, чем (4(342–4)/4 = 1155. Пример с таким количеством полосок получится, если взять 33 вертикальные полоски высоты 100 и все горизонтальные полоски, на которые распалась оставшаяся часть.

Задача 4. Существует ли такой многочлен P(x, y) с вещественными коэффициентами, что многочлен P(x, y)2+1 делится на многочлен x2+y2+1?
Ответ. Нет. Решение. Предположим, что такой многочлен P(x, y) существует. Покажем, что можно выбрать P(x, y) так, что P(x, y) = Q(x)y+R(x) для некоторых многочленов Q(x), R(x). Для этого заметим, что y2k–(–x2–1)k делится на x2+y2+1, и мы можем заменить в P(x, y) любой одночлен вида y2kxn или y2k+1xm на (–x2–1)kxn или y(–x2–1)kxm соответственно. Тогда многочлен

(Q(x)y+R(x))2+1 = Q(x)2y2+2Q(x)R(x)y+R(x)2+1
делится на x2+y2+1. Заменив y2 на (–1–x2), получим Q(x)2(–1–x2)+R(x)2+1+2Q(x)R(x)y делится на x2+y2+1. Заметим, что в любом ненулевом многочлене, который делится на x2+y2+1, есть одночлен, в котором степень вхождения y хотя бы 2. Значит,
Q(x)2(–1–x2)+R(x)2+1+2Q(x)R(x)y = 0. (*)
Рассматривая члены, в которые входит y, получаем, что Q(x)R(x) = 0. Значит, либо Q(x) = 0, либо R(x) = 0. В первом случае из (*) получаем R(x)2+1 = 0, что невозможно. Во втором из (*) имеем
1–(1+x2)Q(x)2 = 0, что также невозможно. Противоречие.
Задача 5. Дано дерево T с n > 2 вершинами, в котором степени всех вершин меньше n–1. Пусть A — множество его висячих вершин. Добавим к дереву T рёбра некоторого цикла, проходящего по всем вершинам множества A ровно по одному разу и не проходящего через остальные вершины. Докажите, что вершины полученного графа можно правильно раскрасить в три цвета.
Решение. Выделим в дереве вершину, смежную с висячей, она не является висячей. Все смежные с ней висячие назовем особыми. Заметим, что не все висячие вершины являются особыми. Если из исходного дерева удалить выделенную вершину и все висячие, оно останется деревом, поэтому его можно раскрасить в два цвета (первый и второй). Выделенную вершину покрасим в третий цвет. Далее нам надо раскрасить все висячие вершины в три цвета. Будем красить их, обходя добавленный цикл. В нем найдется особая вершина, за которой идет не особая. Покрасим эту не особую вершину в третий цвет, а далее будем красить каждую следующую вершину в любой цвет, отличный от цвета предыдущей вершины и цвета вершины не из цикла, смежной с ней. В конце мы придем к самой первой особой вершине. Две из трех ее соседних вершин уже покрашены в третий цвет. Следовательно, можно подобрать ей цвет, отличный от цвета ее соседей.
Задача 6. Четырёхугольник ABCD описан около окружности ( с центром I. Лучи BA и CD пересекаются в точке E, а лучи DA и CB — в точке F. Центры описанных окружностей треугольников AIB, BIC, CID и DIA лежат на окружности (, а центры описанных окружностей треугольников AIE, EIC, CIF и FIA лежат на окружности (. Докажите, что центры окружностей (, ( и ( лежат на одной прямой.
Решение. В случае, когда I лежит на AC, картинка симметрична относительно AC, и утверждение задачи очевидно. Далее предполагаем, что I не лежит на AC.
Пусть K, L, M, N, P, Q — середины отрезков AI, BI, CI, DI, EI, FI, а la, lb, lc, ld, le, lf — серединные перпендикуляры к этим отрезкам соответственно. Тогда центры описанных окружностей треугольников AIB, BIC, CID, DIA — это точки Oab = la ( lb, Ocb = lb ( lc, Ocd = lc ( ld, Oad = ld ( la. Аналогично центры описанных окружностей треугольников AIE, EIC, CIF, FIA — это точки Oae = la ( le, Oce = lc ( le, Ocf = lc ( lf, Oaf = lf ( la.
Четырехугольник IKOadN — вписанный (так как IK ( OadK и IN ( OadN), откуда (IOadK = (INK, а так как AD || KN, то (INK = (IDA. Получаем (IOadK = (IDA. Аналогично получаем (IOcdM = (IDC. Но DI — биссектриса угла ADC, поэтому (IOadK = (IOcdM. Следовательно, прямоугольные треугольники IOadK и IOcdM подобны. Аналогично доказывается подобие пар треугольников IOabK и IOcbM, IOaeK и IOceM, IOafK и IOcfM. Это означает, что преобразование подобия s, переводящее треугольник IOadK в IOcdM, переводит точки Oae, Oad, Oab, Oaf в Oсe, Oсd, Oсb, Oсf соответственно.
Пусть O1 и O2 — центры окружностей ( и ( соответственно. Тогда проекции O1 и O2 на прямую la — середины Xa, Ya отрезков OabOad и OaeOaf соответственно, а проекции O1 и O2 на прямую lc — середины Xc, Yc отрезков OcbOcd и OceOcf соответственно. Подобие s переводит Xa, Ya в Xc, Yc соответственно. Случай Xa = K (( Xc = M) дает I = O1, и утверждение задачи очевидно. Иначе найдется коэффициент пропорциональности ( такой, что выполнены векторные равенства KYa = (KXa и MYc = (MXc. Построим точку O2' такую, что IO2' = (IO1. Из полученных векторных равенств вытекает, что при проектировании O2' на прямые la и lc получаются точки Ya, Yc. Таким же свойством обладает точка O2. Поскольку la не параллельна lc, имеем O2' = O2, тем самым O2 лежит на прямой IO1.
Задача 7. Последовательность задана соотношениями a1 = 7 и an+1 = an+НОД(n+1, an) при всех n ( 1. Докажите, что при любом n число an+1–an — либо простое, либо единица.
Решение. Положим vn = an–an–1. Докажем индукцией по n утверждение задачи вместе со следующим утверждением: если vn > 1, то an = 3n. При n ≤ 5 утверждение проверяется непосредственно: a1 = 7, a2 = 8, a3 = 9, a4 = 10, a5 = 15. Пусть теперь am = 3m при некотором m. Тогда am+i = 3m+i при i = 0, 1, ..., k, где k — наименьшее такое число, что НОД(m+k+1, 3m+k) > 1 (возможно, k = 0). Так как число 2m–1 нечётно, при любом i ≤ k имеем 
НОД(m+i+1, 3m+i) = НОД(m+i+1, 2m–1) = НОД(2(m+i+1), 2m–1) = НОД(2i+3, 2m–1).
Отсюда получаем, что 2k+3 — это наименьший простой делитель числа 2m–1. При этом vm+1 = ... = vm+k = 1, а число vm+k+1 = 2k+3 — простое. Наконец, am+k+1 = (3m+k)+(2k+3) = 3(m+k+1). Итак, утверждение индукции проверено для чисел n = m+1,...,m+k+1.
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Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. На доске в строку выписаны в некотором порядке все натуральные числа от 1 до 100. Между каждыми двумя соседними числами написали модуль их разности, после чего исходные числа стёрли. Эту операцию повторили 99 раз, и на доске осталось одно число. Найдите наибольшее возможное его значение.
Ответ. 98. Решение. После первой операции все числа не больше 99 и нет нулей. Поэтому после второй операции все числа не больше 98, и в дальнейшем это неравенство, очевидно, не нарушится. Пример на 98: 99, 98, …, 2, 1, 100 ( 1, 1, …, 1, 99 ( 0, 0, …, 0, 98.
Задача 2. Таня и Серёжа по очереди называют числа: первым ходом Таня называет 1 или 2, вторым ходом Серёжа называет 2 или 3, третьим Таня называет 3 или 4, ..., наконец, последним, 2013-м ходом Таня называет 2013 или 2014. Если сумма всех названных чисел кратна трём, выигрывает Таня, в противном случае выигрывает Серёжа. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ. Серёжа. Решение. В ответ на первый ход Тани — 1 или 2 по модулю 3, Серёже надо взять, соответственно, 0 или 2 по модулю 3 и получить в сумме этих двух ходов 1 по модулю 3. Вторым ходом Таня берёт 0 или 1 по модулю 3, а Серёжа, соответственно, 2 или 0 по модулю 3, и получает в сумме этих двух ходов 2 по модулю 3. Третьим ходом Таня берёт 2 или 0 по модулю 3, а Серёжа, соответственно, 1 или 0 по модулю 3, и получает в сумме этих двух ходов 0 по модулю 3. Всего за первые 6 ходов сумма названных чисел составит 1+2+0 = 0 по модулю 3. Затем Серёжа будет повторять описанное с периодом 6, и после 2012-го хода сумма всех названных чисел будет делиться на 3. 2013-м ходом Таня называет число, не делящееся на 3, и проигрывает.
Задача 3. Найдите все функции f: R ( R такие, что f(x)f(y)+f(x+y) = xy при всех вещественных x и y.

Ответ. f(x) = x–1; f(x) = –x–1. Решение. x = y = 0: f(0+0)+f(0)2 = 0 ( f(0)(1+f(0)) = 0 ( f(0) = 0 или f(0) = –1. Если f(0) = 0, то для любого x f(x)f(0)+f(x+0) = 0 ( f(x) = 0, но функция f(x) ( 0 не удовлетворяет уравнению из условия. Если f(0) = –1, то f(1)f(–1)+f(1+(–1)) = –1 ( f(1)f(–1) = 0 ( f(1) = 0 или f(–1) = 0. Если f(1) = 0, то для любого x f(x)f(1)+f(x+1) = x ( f(x+1) = x, откуда f(x) = x–1. Если f(–1) = 0, то для любого x f(x)f(–1)+f(x–1) = –x ( f(x–1) = –x, откуда f(x) = –x–1. Проверка показывает, что обе эти функции подходят.
Задача 4. Точка O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. Прямая BO пересекает сторону AC в точке B1, прямая CO пересекает сторону AB в точке C1. Прямая B1C1 пересекает описанную окружность треугольника ABC в точках P и Q. Докажите, что если AP = AQ, то AB = AC.
Решение. Пусть Q лежит на дуге AB, а P на дуге BC. Заметим, что дуги AP и AQ равны, поскольку они меньше 180( и их стягивают равные хорды. Тогда (APQ = (AQP = (ABP = (ACQ, как опирающиеся на равные дуги. Следовательно, треугольник AQB1 подобен треугольнику ACQ и треугольник APC1 подобен ABP по двум углам. Тогда |AB1||AC| = |AQ|2 = |AP|2 = |AC1||AB|, следовательно, четырехугольник BC1B1C вписанный. Но тогда (C1BB1 = (C1CB1. Из этого, учитывая, что (C1BB1 = 90(–(ACB и (C1CB1 = 90(–(ABC, получаем (ACB = (ABC, откуда и следует требуемое.
Задача 5. На доске написаны n ( 2 вещественных чисел x1, ... , xn. Каждым ходом разрешается стереть с доски какие-нибудь два числа a и b и написать вместо них число 
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. В результате таких действий на доске осталось одно число. Докажите, что если при другой последовательности действий на доске осталось бы одно число, оно было бы тем же самым.
Решение. Если применить нашу операцию к числам 1 и a ( 1 , получится число 1. Это значит, что количество единиц на доске не меняется. Поэтому, если их больше одной, одно число оставить не удастся, а если одна, то она и останется при любом допустимом порядке действий. Дальше будем считать, что среди исходных чиcел единиц нет.

Применим операцию к числам a и b .Пусть z = 
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. Тогда 1–z = 
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. Отметим, что это число не равно 0, так как исходные числа не равны 1. Значит, в процессе преобразований 1 не появится. Теперь заметим, что 
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. Следовательно, сумма величин вида 
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 по всем числам в любой момент процесса корректно определена и сохраняется, пусть она равна s. Пусть в результате получилось число c, тогда 
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 = s. Тогда s ( –1, так как c ( c–1. Следовательно, c = 
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 — единственное возможное значение последнего числа.
Задача 6. У Леши есть несколько непустых подмножеств конечного множества A. Если произвольно выбрать нечетное число Лешиных подмножеств, то обязательно найдется элемент, входящий в нечетное число выбранных. Докажите, что существует такое T ( A, что T имеет с каждым Лешиным подмножеством нечетное число общих элементов.
Решение. Назовем суммой множеств A1, ..., Ak множество B, состоящие из всех элементов, входящих в нечетное число множеств из A1, ..., Ak. Добавим в набор Леши все суммы нечетного числа его подмножеств. В результате мы получим семейство подмножеств F, которое содержит сумму любого нечетного числа своих подмножеств.
Рассмотрим минимальное подмножество T ( A, которое пересекает все подмножества из F (очевидно, такое есть). Предположим, что существует такое S ( F, что S ( T = {a1, ..., a2k}. Из минимальности T следует, что для каждого элемента ai существует такое подмножество Si ( F, что Si ( T = {ai}. Тогда сумма S' нечетного числа подмножеств S, S1, ..., S2k должна быть в F, но, очевидно, не пересекает T (каждый элемент ai принадлежит ровно двум слагаемым и потому не входит в S', все остальные элементы, входящие в состав слагаемых, не входят в T). Противоречие показывает, что T нам подходит.
Задача 7. Последовательность задана соотношениями a1 = 7 и an+1 = an+НОД(n+1, an) при всех n ( 1. Докажите, что при любом n число an+1–an — либо простое, либо единица.
Решение. Положим vn = an–an–1. Докажем индукцией по n утверждение задачи вместе со следующим утверждением: если vn > 1, то an = 3n. При n ( 5 утверждение проверяется непосредственно: a1 = 7, a2 = 8, a3 = 9, a4 = 10, a5 = 15. Пусть теперь am = 3m при некотором m. Тогда am+i = 3m+i при i = 0, 1, ..., k, где k — наименьшее такое число, что НОД(m+k+1, 3m+k) > 1 (возможно, k = 0). Так как число 2m–1 нечётно, при любом i имеем НОД(m+i+1, 3m+i) = НОД(m+i+1, 2m–1) = НОД(2(m+i+1), 2m–1) = НОД(2i+3, 2m–1); отсюда получаем, что 2k+3 — это наименьший простой делитель числа 2m–1. При этом vm+1 = ... = vm+k = 1, а число vm+k+1 = 2k+3 — простое. Наконец, am+k+1 = (3m+k)+(2k+3) = 3(m+k+1). Итак, утверждение индукции проверено для чисел n = m+1, ..., m+k+1.
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