Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Высшая лига.

1. Докажите, что сумма радиусов вневписанных окружностей треугольника не меньше, чем сумма длин его медиан. (Ф. Ивлев)
2. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1, BB1, CC1. Пусть CC2 — высота треугольника СA1B1, A0 — середина AA1. Докажите, что A0C2 = A0C1. (П. Кожевников)
3. Комплексное число z таково, что |z+1/z| < 
[image: image1.wmf]2

 и |z3+1/z3| < 
[image: image2.wmf]2

. Найдите наибольшее действительное (, для которого обязательно верно неравенство |z2+1/z2| ( (. (Пользователь seby97 на форуме MathLinks)
4. Найдите все пары многочленов P(x), Q(x) с действительными коэффициентами такие, что для бесконечного количества натуральных n выполняется равенство P(1)P(2)…P(n) = Q(n!). (Сообщил пользователь math1200 форума MathOverflow)
5. На плоскости дано конечное множество точек M, никакие три из которых не лежат на одной прямой, состоящее хотя бы из трёх точек. Рассматриваются все многоугольники, множество вершин которых совпадает с M. Верно ли, что объединение всех таких многоугольников обязательно совпадет с выпуклой оболочкой множества M? (П. Кожевников)
6. Вершины графа G не красятся правильным образом в k–1 цвет. Однако существует раскраска его вершин в k цветов, в которой для любого цвета c никакие две вершины, смежные с вершинами цвета c, не смежны между собой. Докажите, что в G хотя бы k(2k–1–1) вершин. (A. Gyárfás, T. Jensen, M. Stiebitz)
7. Доска m(n (числа m+1 и n+1 взаимно просты) покрашена шахматным образом. Во всех белых клетках расставлены числа. В чёрных клетках надо расставить мины (в каждую клетку — любое целое неотрицательное количество) так, чтобы количество мин в соседях каждой белой клетки было равно числу, записанному в ней. Докажите, что это можно сделать не более, чем одним способом. (Е. Лакштанов)
8. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1013 вопросов. (Р. Гимадеев)
9. Четырёхугольник ABCD описан около окружности (. Пусть I и J — центры окружностей, вписанных в треугольники ABC и ADC соответственно. Каждая из окружностей (B и (D проходит через точки A и C. Эти окружности касаются ( в точках K и L соответственно. Докажите, что точки I, J, K и L лежат на одной окружности или одной прямой. (Ф. Ивлев)
10. Для натуральных x1, ..., xn > 1 обозначим 
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. Пусть a1, ..., ak, b1 ,..., bn — натуральные числа, не меньшие 2, для которых [a1, ..., ak]+[b1 ,..., bn] > 1. Докажите, что найдутся такие натуральные p ≤ k и q ≤ n, что [a1, ..., ap]+[b1 ,..., bq] = 1. (А. Устинов, MathOverflow)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Первая лига, бой за 1 место.

1. Докажите, что сумма радиусов вневписанных окружностей треугольника не меньше, чем сумма длин его биссектрис. (Ф. Ивлев)
2. Биссектрисы CM и AN острых углов прямоугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Четырёхугольники AMIP и CNIQ — параллелограммы. Точки U и V — середины отрезков AC и PQ соответственно. Докажите, что прямая UV перпендикулярна AC. (Перу, 2011, 4 этап)
3. Ненулевые вещественные числа x, y удовлетворяют условию x3+y3+3x2y2 = x3y3. Найдите все значения, которые может принимать выражение 1/x+1/y. (Перу, 2012, 4 этап, уровень 3)
4. Найдите все пары многочленов P(x), Q(x) с целыми коэффициентами такие, что для всех натуральных n выполняется равенство P(1)P(2)…P(n) = Q(n!). (Сообщил пользователь math1200 форума MathOverflow)
5. На плоскости дано конечное множество точек M, никакие три из которых не лежат на одной прямой, состоящее хотя бы из трёх точек. Рассматриваются все многоугольники, множество вершин которых совпадает с M. Верно ли, что объединение всех таких многоугольников обязательно совпадет с выпуклой оболочкой множества M? (П. Кожевников)
6. Дан ориентированный граф. В каждой вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по–прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
7. Доска m(n (числа m+1 и n+1 взаимно просты) покрашена шахматным образом. Во всех белых клетках расставлены числа. В чёрных клетках надо расставить мины (в каждую клетку — любое целое неотрицательное количество) так, чтобы количество мин в соседях каждой белой клетки было равно числу, записанному в ней. Докажите, что это можно сделать не более, чем одним способом. (Е. Лакштанов)
8. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1024 вопроса. (Р. Гимадеев, упрощение)
9. Докажите, что если целые числа a, b, c удовлетворяют равенству
(a+3)2+(b+4)2–(c+5)2 = a2+b2–c2, то обе части равенства суть точные квадраты. (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1, BB1, CC1. Пусть CC2 — высота треугольника СA1B1, A0 — середина AA1. Докажите, что A0C2 = A0C1. (П. Кожевников)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Первая лига, бои за 3-6 места.

1. Докажите, что сумма радиусов вневписанных окружностей треугольника не меньше, чем сумма длин его высот. (Ф. Ивлев)
2. Биссектрисы CM и AN острых углов прямоугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Четырёхугольники AMIP и CNIQ — параллелограммы. Точки U и V — середины отрезков AC и PQ соответственно. Докажите, что прямая UV перпендикулярна AC. (Перу, 2011, 4 этап)
3. Ненулевые вещественные числа x, y удовлетворяют условию x3+y3+3x2y2 = x3y3. Найдите все значения, которые может принимать выражение 1/x+1/y. (Перу, 2012, 4 этап, уровень 3)
4. Найдите все пары многочленов P(x), Q(x) с целыми коэффициентами такие, что для всех натуральных n выполняется равенство P(1)P(2)…P(n) = Q(n!). (Сообщил пользователь math1200 форума MathOverflow)
5. На плоскости дано конечное множество точек M, никакие три из которых не лежат на одной прямой, состоящее хотя бы из трёх точек. Рассматриваются все многоугольники, множество вершин которых совпадает с M. Верно ли, что объединение всех таких многоугольников обязательно совпадет с выпуклой оболочкой множества M? (П. Кожевников)
6. Дан ориентированный граф. В каждой вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по–прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
7. Доска m(n (числа m+1 и n+1 взаимно просты) покрашена шахматным образом. Во всех белых клетках расставлены числа. В чёрных клетках надо расставить мины (в каждую клетку — любое целое неотрицательное количество) так, чтобы количество мин в соседях каждой белой клетки было равно числу, записанному в ней. Докажите, что это можно сделать не более, чем одним способом. (Е. Лакштанов)
8. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1500 вопросов. (Р. Гимадеев, упрощение)
9. Докажите, что если целые числа a, b, c удовлетворяют равенству
(a+3)2+(b+4)2–(c+5)2 = a2+b2–c2, то обе части равенства суть точные квадраты. (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1, BB1, CC1. Пусть CC2 — высота треугольника СA1B1, A0 — середина AA1. Докажите, что A0C2 = A0C1. (П. Кожевников)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Вторая лига, бой за 1 место.

1. Ненулевые вещественные числа x, y удовлетворяют условию x3+y3+3x2y2 = x3y3. Найдите все значения, которые может принимать выражение 1/x+1/y. (Перу, 2012, 4 этап, уровень 3)
2. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1500 вопросов. (Р. Гимадеев, упрощение)
3. Дан ориентированный граф. В каждой вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по-прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
4. Доска m(n (числа m+1 и n+1 взаимно просты) покрашена шахматным образом. Во всех белых клетках расставлены числа. В чёрных клетках надо расставить мины (в каждую клетку — любое целое неотрицательное количество) так, чтобы количество мин в соседях каждой белой клетки было равно числу, записанному в ней. Докажите, что это можно сделать не более, чем одним способом. (Е. Лакштанов)
5. На плоскости дано конечное множество точек M, никакие три из которых не лежат на одной прямой, состоящее хотя бы из трёх точек. Рассматриваются все многоугольники, множество вершин которых совпадает с M. Верно ли, что объединение таких многоугольников совпадает с пересечением всех выпуклых многоугольников, каждый из которых содержит все точки из M? (П. Кожевников)
6. По кругу расположены n луночек, одна из которых отмечена. Петя и Вася играют в следующую игру. В начале игры Вася кладет шарик в одну из луночек. Далее за каждый ход Петя называет натуральное число k (числа k могут отличаться на разных ходах), а Вася перемещает шарик из луночки, в которой он находится, на k луночек по часовой либо против часовой стрелки (по своему усмотрению). При каких n Петя может играть так, чтобы через несколько ходов шарик гарантированно попал в отмеченную луночку? (А. Толпыго)
7. В прямоугольнике 17(10 без наложений лежат несколько картонных треугольников периметра 2. Докажите, что эти треугольники можно без наложений разместить в прямоугольнике 9(20. (С. Волченков)
8. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота CD, H — ортоцентр, O — центр описанной окружности. Прямая CO пересекает отрезок AB в точке E; F — середина CE. Отрезки HO и FD пересекаются в точке P. Найдите OP/PH. (Албания, 2012)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Вторая лига.

1. Докажите, что если целые числа a, b, c удовлетворяют равенству
(a+3)2+(b+4)2–(c+5)2 = a2+b2–c2, то обе части равенства суть точные квадраты. (Польша, 2013/14, 1 тур)
2. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1999 вопросов. (Р. Гимадеев, упрощение)
3. Дан ориентированный граф. В каждой вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по-прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
4. На круговом автобусном маршруте длиной 36 км работают 12 автобусов. Они двигаются со скоростью 30 км/час по часовой стрелке с одинаковыми интервалами. Первый, третий и шестой автобусы одновременно сошли с маршрута и поехали на обед. Остальные могут временно увеличить или уменьшить скорость не более чем на 10 км/час. За какое наименьшее время автобусы могут восстановить движение с одинаковыми интервалами? (С. Волченков)
5. На плоскости дано конечное множество точек M, никакие три из которых не лежат на одной прямой, состоящее хотя бы из трёх точек. Рассматриваются все многоугольники, множество вершин которых совпадает с M. Верно ли, что объединение таких многоугольников совпадает с пересечением всех выпуклых многоугольников, каждый из которых содержит все точки из M? (П. Кожевников)
6. По кругу расположены n луночек, одна из которых отмечена. Петя и Вася играют в следующую игру. В начале игры Вася кладет шарик в одну из луночек. Далее за каждый ход Петя называет натуральное число k (числа k могут отличаться на разных ходах), а Вася перемещает шарик из луночки, в которой он находится, на k луночек по часовой либо против часовой стрелки (по своему усмотрению). При каких n Петя может играть так, чтобы через несколько ходов шарик гарантированно попал в отмеченную луночку? (А. Толпыго)
7. В прямоугольнике 17(10 без наложений лежат несколько картонных треугольников периметра 2. Докажите, что эти треугольники можно без наложений разместить в прямоугольнике 9(20. (С. Волченков)
8. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота CD, H — ортоцентр, O — центр описанной окружности. Прямая CO пересекает отрезок AB в точке E; F — середина CE. Отрезки HO и FD пересекаются в точке P. Найдите OP/PH. (Албания, 2012)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. Высшая юниорская лига. Бои за 1-6 места
1. Ненулевые вещественные числа x, y удовлетворяют условию x3+y3+3x2y2 = x3y3. Найдите все значения, которые может принимать выражение 1/x+1/y. (Перу, 2012, 4 этап, уровень 3)
2. Последовательность (xn) определена условиями x1 = 1, xn+1 = xn+[xn/n]+2. Найдите x2013. (Бразилия, отбор на Cono Sur, 2013)
3. Точка M — середина дуги AB окружности S. Точка P хорды AB отлична от её середины. Продолжение отрезка MP пересекает S в точке Q. Окружность S1 касается отрезков AP, MP и окружности S; окружность S2 касается отрезков BP, MP и окружности S. Общие внешние касательные к S1 и S2 пересекаются в точке C. Докажите, что (MQC = 90(. (Перу, 2012, 4 этап, уровень 3)
4. Докажите, что сумма радиусов вневписанных окружностей треугольника не меньше, чем сумма длин его биссектрис. (Ф. Ивлев)
5. По кругу расположены n луночек, одна из которых отмечена. Петя и Вася играют в следующую игру. В начале игры Вася кладет шарик в одну из луночек. Далее за каждый ход Петя называет натуральное число k (числа k могут отличаться на разных ходах), а Вася перемещает шарик из луночки, в которой он находится, на k луночек по часовой либо против часовой стрелки (по своему усмотрению). При каких n Петя может играть так, чтобы через несколько ходов шарик гарантированно попал в отмеченную луночку? (А. Толпыго)
6. Дан ориентированный граф. В каждой вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по–прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
7. Доска m(n (числа m+1 и n+1 взаимно просты) покрашена шахматным образом. Во всех белых клетках расставлены числа. В чёрных клетках надо расставить мины (в каждую клетку — любое целое неотрицательное количество) так, чтобы количество мин в соседях каждой белой клетки было равно числу, записанному в ней. Докажите, что это можно сделать не более, чем одним способом. (Е. Лакштанов)
8. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1024 вопроса. (Р. Гимадеев, упрощение)
9. Докажите, что если целые числа a, b, c удовлетворяют равенству
(a+3)2+(b+4)2–(c+5)2 = a2+b2–c2, то обе части равенства суть точные квадраты. (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. Биссектрисы CM и AN острых углов прямоугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Четырёхугольники AMIP и CNIQ — параллелограммы. Точки U и V — середины отрезков AC и PQ соответственно. Докажите, что прямая UV перпендикулярна AC. (Перу, 2011, 4 этап)
Семнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Сахареж, 1-8 ноября 2013 года

Четвёртый тур 07.11.13. 
Высшая юниорская лига, бой за 7 место.

Первая юниорская лига.

1. Положительные числа a и b удовлетворяют условиям a3 = a+1 и b6 = b+3a. Докажите, что a > b. (Форум oliforum)
2. Найдите все натуральные x, y и простые p такие, что x2–3xy+p2y2 = 12p. (Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
3. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота CD, H — ортоцентр, O — центр описанной окружности. Прямая CO пересекает отрезок AB в точке E; F — середина CE. Отрезки HO и FD пересекаются в точке P. Найдите OP/PH. (Албания, 2012)
4. По кругу расположены n луночек, одна из которых отмечена. Петя и Вася играют в следующую игру. В начале игры Вася кладет шарик в одну из луночек. Далее за каждый ход Петя называет натуральное число k (числа k могут отличаться на разных ходах), а Вася перемещает шарик из луночки, в которой он находится, на k луночек по часовой либо против часовой стрелки (по своему усмотрению). При каких n Петя может играть так, чтобы через несколько ходов шарик гарантированно попал в отмеченную луночку? (А. Толпыго)
5. Имеется 100 с виду одинаковых монет, среди которых заведомо есть фальшивые. Все настоящие монеты весят одинаково, все фальшивые тоже одинаково, но легче настоящих. Докажите, что за 51 взвешивание на весах с двумя чашками без гирь можно определить, сколько фальшивых монет среди этих ста. (Перу, 2004, 4 этап)
6. Дан ориентированный граф. В каждой его вершине число входящих в неё и исходящих из неё рёбер одинаково и не меньше двух (степени разных вершин при этом могут быть различными). Известно, что из любой вершины существует ориентированный путь до любой другой. Докажите, что из этого графа можно удалить все рёбра некоторого ориентированного цикла так, чтобы по-прежнему из любой вершины существовал ориентированный путь до любой другой. (Д. Карпов)
7. В прямоугольнике 2013(100 без наложений лежат несколько картонных треугольников периметра 2. Докажите, что эти треугольники можно без наложений разместить в прямоугольнике 1007(200. (С. Волченков)
8. Петя задумал слово длины 1000, состоящее только из букв a и b. Вася может спросить у Пети, является ли некоторое слово s подсловом задуманного слова, и получить честный ответ. Докажите, что Вася может гарантированно отгадать слово, придуманное Петей, за 1999 вопросов. (Р. Гимадеев, упрощение)
9. Докажите, что если целые числа a, b, c удовлетворяют равенству
(a+3)2+(b+4)2–(c+5)2 = a2+b2–c2, то обе части равенства суть точные квадраты. (Польша, 2013/14, 1 тур)
10. Биссектрисы CM и AN острых углов прямоугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Четырёхугольники AMIP и CNIQ — параллелограммы. Точки U и V — середины отрезков AC и PQ соответственно. Докажите, что прямая UV перпендикулярна AC. (Перу, 2011, 4 этап)
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