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КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 27.11.2023. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. На кинопросмотр пришли 2023 человека. После просмотра каждый поставит фильму одну из
оценок: 6, 7, 8, 9 или 10. Организаторы хотят составить из пришедших k пар так, чтобы в каждой
паре поставленные оценки отличались не более чем на 1 (один человек не может входить в несколько
пар). При каком наибольшем k организаторы смогут это сделать, вне зависимости от того, какие
оценки поставят пришедшие?
2. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC выбрали точки E, F и G соответственно так, что

отрезки AE, BF и CG пересекаются в точке D. Прямая, проходящая через середины сторон AB
и BC, пересекает прямую FG в точке X. Докажите, что одна из точек пересечения окружностей
(EFG) и (BXG) лежит на прямой BC.

3. Натуральные числа x, y, z и n таковы, что n = xy+yz+zx, а число (x+y)50+(y+z)50+(z+x)50

делится на n. Докажите, что существуют натуральные числа a, b и c, меньшие n, и такие, что число
a100 + b100 + c100 делится на n.
4. Пусть x и y — натуральные числа, причём y > 1. В компании любые два человека, знакомые

друг с другом, имеют ровно x общих знакомых в этой компании, а любые два человека, незнакомые
друг с другом — ровно y общих знакомых в этой компании. Докажите, что все люди в этой компании
имеют поровну знакомых в ней.
5. Для натурального числа m обозначим через φ(m) количество натуральных чисел, не превосходя-

щих m и взаимно простых с m, а через f(m) количество натуральных чисел x, не превосходящих m и
таких, что НОД(m,x) — либо единица, либо простое число. Докажите, что для любого натурального
n справедливо неравенство ∑

n
... d
f(d) ⩾ 2n− φ(n).

Сумма в левой части берётся по всем натуральным делителям d числа n.
6. Общие внешние касательные ℓ1 и ℓ2 к окружностям s1 и s2 пересекаются в точке K. Окружность
w проходит через точку K, касается окружностей s1 и s2 и повторно пересекает прямые ℓ1 и ℓ2 в
точках B и D. Касательные из точек B и D к s1, отличные от ℓ1 и ℓ2, пересекаются в точке A.
Касательные из точек B и D к s2, отличные от ℓ1 и ℓ2, пересекаются в точке C. Докажите, что
∠AKD = ∠CKB.
7. Действительные числа x1, x2, . . . , x100 и r таковы, что

x2
1 + . . .+ x2

100 = 1 и x1x2 + x2x3 + . . .+ x99x100 + x100x1 = r.

Докажите, что
x1x3 + x2x4 + . . .+ x98x100 + x99x1 + x100x2 ⩾ 2r2 − 1.

8. Инженеру выдают натуральное число n > 1 000 000. Он должен смастерить автомат, который,
если в него вложить карточку с последовательностью x1, x2, . . . , xn из нулей и единиц, выдаст дру-
гую карточку с последовательностью x2, x3, . . . , xn, y, где y — также ноль или единица. При этом
требуется, чтобы, начав с любой последовательности из n нулей и единиц, с помощью этого автома-
та можно было получить любую другую последовательность из n нулей и единиц. Инженер ленив
и хочет, чтобы приписываемый знак y зависел лишь от первого миллиона знаков x1, x2, . . . , x1 000 000.
При любом ли n > 1 000 000 у него получится создать такой автомат?


