
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Четвёртый тур 02.12.2023. Высшая лига, бой за 1 место.

1. Можно ли на плоскости отметить 18 точек и провести 18 прямых так, чтобы каждая отмеченная
точка лежала ровно на 4 проведённых прямых, а каждая проведённая прямая проходила ровно через
4 отмеченных точки?
2. Дано натуральное число n. Комплексные числа z1, z2, . . . , zn таковы, что
|z1|2 + |z2|2 + . . .+ |zn|2 ⩾ n. Найдите наименьшую возможную сумму квадратов модулей ко-
эффициентов многочлена f(x) = (x− z1)(x− z2) . . . (x− zn).

3. Есть несколько колб (возможно, разных объёмов) с попарно различными жидкостями; колбы
могут, но не обязаны быть заполнены целиком. Идеальной смесью назовем жидкость, в которой
смешаны все жидкости из изначальных колб в том соотношении, в котором они были в изначальных
колбах. Разрешается переливать жидкость из колбы в колбу, при этом жидкости в колбе, в которую
переливают, моментально перемешиваются, образуя однородную смесь. Переливать можно любой
объём, при котором никакая колба не переполняется. Докажите, что если можно получить хоть в
какой-то колбе хоть сколько-то идеальной смеси, то можно всю жидкость из всех колб превратить в
идеальную смесь.
4. Дано натуральное число n, дающее остаток 3 при делении на 4. Выясните, можно ли заполнить

таблицу 2n× 2n числами −1, 0 и 1 так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце было ровно n
нулей, и для любых двух разных строк таблицы (a1, a2, . . . , a2n) и (b1, b2, . . . , b2n) выполнено равенство
a1b1 + a2b2 + . . .+ a2nb2n = 0.
5. Даны натуральное число n и вещественное число a > 3. Пусть 1 = x0 < x1 < . . . < xn = an.

Докажите, что при некотором целом t, 0 ⩽ t ⩽ n− 1, выполнено неравенство
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6. Даны натуральные числа a > b > c > 1. В стране ab городов, расположенных в целых точках с
координатами (x, y), где 1 ⩽ x ⩽ a и 1 ⩽ y ⩽ b. Есть N компаний C1, C2, . . . , CN , у каждой из них
a офисов в городах — по одному в каждой вертикали. При этом у каждой компании есть по офису
в городах (1, 1) и (a, b), а ординаты офисов в любых соседних вертикалях отличаются не более чем
на 1. Наконец, при любом i в любой вертикали офисы компаний Ci и Ci+1 находятся либо в одном,
либо в соседних городах. Инспектор движется по прямой y = c. Сначала он выбирает произвольный
офис компании C1 на этой прямой. Далее, если он находится в офисе компании Ci, за один шаг
он может переместиться в офис одной из компаний Ci−1, Ci или Ci+1, находящийся в том же или
соседнем по горизонтали городе. Докажите, что он может посетить офисы всех N компаний.
7. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC (AB < AC), вписанном в окружность Ω,

точка H — ортоцентр, а точка K — основание биссектрисы угла A. Точка Q на Ω такова, что
∠AQK = 90◦. Описанная окружность треугольника AQH вторично пересекает прямые AC и AB в
точках Y и Z соответственно. Прямые BY и CZ пересекаются в точке T . Докажите, что TH ⊥ KA.
8. Найдите все пары функций f, g : (0, 1) → (0, 1), для которых неравенство g(x + y) − g(x) ⩾
⩾ min(y, f(x)) верно при всех x, y ∈ (0, 1), для которых x+ y < 1.
9. Каждый из n > 1 членов Союза писателей выбирает своего любимого писателя — тоже члена

Союза. При этом каждый писатель, которого кто-то выбрал любимым, выбирает любимым писа-
телем самого себя. Пусть f(n) — количество различных результатов выборов. Например, f(2) = 3.
Докажите, что максимальные степени двойки, которые делят числа f(n) и n− 1, равны.
10. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Точки IA, IB, IC , ID — центры вписанных окружностей

треугольников DAB, ABC, BCD, CDA соответственно. Докажите, что окружности с диаметрами
AIA, BIB, CIC , DID имеют радикальный центр.



Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Четвёртый тур 02.12.2023. Высшая лига, бои за 3–7 места; первая лига.

1. Можно ли на плоскости отметить 18 точек и провести 18 прямых так, чтобы каждая отмеченная
точка лежала ровно на 4 проведённых прямых, а каждая проведённая прямая проходила ровно через
4 отмеченных точки?
2. Дано натуральное число n. Сколько вещественных корней имеет уравнение xn+1 = (1−x)n(n+x)?

3. Есть несколько колб (возможно, разных объёмов) с попарно различными жидкостями; колбы
могут, но не обязаны быть заполнены целиком. Идеальной смесью назовем жидкость, в которой
смешаны все жидкости из изначальных колб в том соотношении, в котором они были в изначальных
колбах. Разрешается переливать жидкость из колбы в колбу, при этом жидкости в колбе, в которую
переливают, моментально перемешиваются, образуя однородную смесь. Переливать можно любой
объём, при котором никакая колба не переполняется. Докажите, что если можно получить хоть в
какой-то колбе хоть сколько-то идеальной смеси, то можно всю жидкость из всех колб превратить в
идеальную смесь.
4. Дано натуральное число n, дающее остаток 3 при делении на 4. Выясните, можно ли заполнить

таблицу 2n× 2n числами −1, 0 и 1 так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце было ровно n
нулей, и для любых двух разных строк таблицы (a1, a2, . . . , a2n) и (b1, b2, . . . , b2n) выполнено равенство
a1b1 + a2b2 + . . .+ a2nb2n = 0.
5. Положительные числа a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn таковы, что
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6. Дано дерево с 2023 вершинами. В каждой вершине лежит несколько монет. Алиса и Боб играют
в игру. Сначала Алиса ставит фишку в одну из вершин дерева и забирает себе оттуда все монеты.
Затем они по очереди, начиная с Боба, передвигают фишку в одну из соседних по ребру вершин, в
которой фишка ещё не бывала, и забирает оттуда все монеты. Игра заканчивается, когда очередной
игрок не может сделать ход. Всегда ли Алиса может действовать так, чтобы получить монет не
меньше, чем Боб?
7. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC (AB < AC), вписанном в окружность Ω,

точка H — ортоцентр, а точка K — основание биссектрисы угла A. Точка Q на Ω такова, что
∠AQK = 90◦. Описанная окружность треугольника AQH вторично пересекает прямые AC и AB в
точках Y и Z соответственно. Прямые BY и CZ пересекаются в точке T . Докажите, что TH ⊥ KA.
8. Даны натуральные числа n и b > 1. Для натурального числа m обозначим через f(m) коли-

чество ненулевых цифр в записи числа m в b-ичной системе счисления. Докажите, что существует
натуральное число k, кратное n, для которого f(k) = f(n) + 1.
9. Каждый из n > 1 членов Союза писателей выбирает своего любимого писателя — тоже члена

Союза. При этом каждый писатель, которого кто-то выбрал любимым, выбирает любимым писа-
телем самого себя. Пусть f(n) — количество различных результатов выборов. Например, f(2) = 3.
Докажите, что максимальные степени двойки, которые делят числа f(n) и n− 1, равны.
10. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Точки IA, IB, IC , ID — центры вписанных окружностей

треугольников DAB, ABC, BCD, CDA соответственно. Докажите, что окружности с диаметрами
AIA, BIB, CIC , DID имеют радикальный центр.


