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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 28.11.2023
ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Последовательность (xn) определена условиями x1 = 2, xn+1 =
xn(xn+n)

n+1 при n ⩾ 1. Докажите, что

n(n+ 1) >
(x1 + x2 + . . .+ xn)

2

xn+1
.

2. Сумма чисел x, y и z равна 1. Докажите, что если знаменатели не обращаются в ноль, то(
x− yz

x+ yz

)2

+

(
y − zx

y + zx

)2

+

(
z − xy

z + xy

)2

⩾
3

4
.

3. Равнобедренный треугольник ABC (AB = AC) вписан в окружность ω. Точка D на дуге AC окружности
ω, не содержащей точку B, такова, что DA ·BC = DC ·AB. Окружность ω1 проходит через C и D и касается
BC. Окружность ω2 проходит через A и D и касается CD. Точка X — вторая точка пересечения ω1 и ω2

(отличная от точки D). Пусть I — центр вписанной окружности ABC. Докажите, что точки B,C, I,X лежат
на одной окружности.
4. Для каких взаимно простых целых p и q, |p| ⩽ |q|, существуют такие чётные целые числа a0, a1, a2, . . . , an,

что
p

q
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

. . .+
1

an

?

5. В остроугольном треугольнике ABC AB — наименьшая сторона. Точка P на отрезке BC такова, что
∠APB = ∠BAC. Касательная к описанной окружности ABC в точке A пересекает описанную окружность
треугольника APB вторично в точке Q ̸= A. Прямая, проходящая через A параллельно BQ, пересекает отрезок
PQ в точке S. Докажите, что

1

AB
+

1

AC
>

1

CS
.

6. Бесконечная вправо и вниз таблица заполняется числами следующим образом: для каждого натурального
k в k-ю слева клетку верхней строки и в k-ю сверху клетку самого левого столбца ставится число k (в левой
верхней клетке стоит число 1). Остальные числа в таблице расставляются по следующему принципу: каждое
число равно произведению его соседа слева и соседа сверху. Докажите, что число, стоящее в пересечении 2n-й
строки и (2n−1 − 1)-го столбца, является точным квадратом.
7. Найдите все такие функции f : N → N, что при всех натуральных a и b, для которых f(a) ̸= b, число
f(a)2 + 2b+ 1− f(b)2 кратно f(a)− b.
8. Назовём ёжиком фигуру, состоящую из точки и двенадцати отрезков длины 1, выходящих из нее так,

что угол между любыми двумя соседними отрезками равен 30◦. В круге радиуса 10 расположено несколько
ёжиков, не имеющих общих точек. Докажите, что их не более 300.
9. Стороны прямоугольника 20 × 1000 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом некоторые

границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни одного клетчатого квад-
рата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное количество синих границ мог покрасить
Петя?
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по следующим

правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть любое количество
конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше Вася может съесть одну или
две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и т. д.). Проигрывает съевший последнюю
конфету. Кто выигрывает при правильной игре?
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1. Последовательность (xn) определена условиями x1 = 2, xn+1 =
xn(xn+n)

n+1 при n ⩾ 1. Докажите, что

n(n+ 1) >
(x1 + x2 + . . .+ xn)

2

xn+1
.

2. Положительные числа x, y и z удовлетворяют условиям x > yz, y > zx, z > xy и x+ y + z = 1. Докажите
неравенство (

x− yz

x+ yz

)2

+

(
y − zx

y + zx

)2

+

(
z − xy

z + xy

)2

< 1.

3. Равнобедренный треугольник ABC (AB = AC) вписан в окружность ω. Точка M — середина AC. Точка
D на дуге AC окружности ω, не содержащей точку B, такова, что ∠ABM = ∠DBC и ∠ADM = ∠BDC.
Окружность ω1 проходит через C и D и касается BC. Окружность ω2 проходит через A и D и касается CD.
Точка X — вторая точка пересечения ω1 и ω2 (отличная от точки D). Пусть I — центр вписанной окружности
ABC. Докажите, что точки B,C, I,X лежат на одной окружности.
4. Обозначим через d(n) количество натуральных делителей числа n. Натуральные числа a и b удовлетворяют

равенству 4a+ d(a) = 4b2 + 1. Найдите a и b.
5. В остроугольном треугольнике ABC AB — наименьшая сторона. Точка P на отрезке BC такова, что
∠APB = ∠BAC. Касательная к описанной окружности ABC в точке A пересекает описанную окружность
треугольника APB вторично в точке Q ̸= A. Прямая, проходящая через A параллельно BQ, пересекает отрезок
PQ в точке S. Докажите, что

1

AB
+

1

AC
>

1

CS
.

6. Бесконечная вправо и вниз таблица заполняется числами следующим образом: для каждого натурального
k в k-ю слева клетку верхней строки и в k-ю сверху клетку самого левого столбца ставится число k (в левой
верхней клетке стоит число 1). Остальные числа в таблице расставляются по следующему принципу: каждое
число равно произведению его соседа слева и соседа сверху. Докажите, что существует такое натуральное
число x, что число, стоящее на пересечении 60-й строки и 60-го столбца, равно 3600x59.
7. На доске написано 100 натуральных чисел. За один ход разрешается выбрать любые несколько чисел и

прибавить к каждому из них любое целое кратное количества выбранных на этом ходу чисел (возможно, к
разным числам прибавляются разные кратные). За какое наименьшее количество шагов можно гарантированно
сделать все числа равными 0?
8. Назовём ёжиком фигуру, состоящую из точки и двенадцати отрезков длины 1, выходящих из нее так,

что угол между любыми двумя соседними отрезками равен 30◦. В круге радиуса 10 расположено несколько
ёжиков, не имеющих общих точек. Докажите, что их не более 300.
9. Стороны прямоугольника 20×23 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом некоторые грани-

цы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни одного клетчатого квадрата,
у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное количество синих границ мог покрасить
Петя?
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по следующим

правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть любое количество
конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше Вася может съесть одну или
две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и т. д.). Проигрывает съевший последнюю
конфету. Кто выигрывает при правильной игре?
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 28.11.2023
ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Последовательность (xn) определена условиями x1 = 2, xn+1 =
xn(xn+n)

n+1 при n ⩾ 1. Докажите, что

n(n+ 1) >
(x1 + x2 + . . .+ xn)

2

xn+1
.

2. Докажите, что для любых вещественных чисел a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, принадлежащих отрезку [−1, 1],
имеет место неравенство

|a1 − b1|+ |a2 − b2|+ . . .+ |an − bn| ⩾ |a1a2 . . . an − b1b2 . . . bn|.

3. В треугольнике ABC AB < AC. Точка D на отрезке AC такова, что BD = CD. Прямая, параллельная
BD, пересекает отрезок BC в точке E и прямую AB в точке F . Отрезки AE и BD пересекаются в точке G.
Докажите, что ∠BCG = ∠BCF .
4. Обозначим через d(n) количество натуральных делителей числа n. Натуральные числа a и b удовлетворяют

равенству 4a+ d(a) = 4b2 + 1. Найдите a и b.
5. В остроугольном треугольнике ABC известны длины сторон AB = 5, BC = 6, AC = 7. Точка P на отрезке
BC такова, что ∠APB = ∠BAC. Касательная к описанной окружности ABC в точке A пересекает описанную
окружность треугольника APB вторично в точке Q ̸= A. Прямая, проходящая через A параллельно BQ,
пересекает отрезок PQ в точке S. Найдите длину отрезка CS.
6. Бесконечная вправо и вниз таблица заполняется числами следующим образом: для каждого натурального
k в k-ю слева клетку верхней строки и в k-ю сверху клетку самого левого столбца ставится число k (в левой
верхней клетке стоит число 1). Остальные числа в таблице расставляются по следующему принципу: каждое
число равно произведению его соседа слева и соседа сверху. Докажите, что существует такое натуральное
число x, что число, стоящее на пересечении 60-й строки и 60-го столбца, равно 3600x59.
7. На доске написано 100 натуральных чисел. За один ход разрешается выбрать любые несколько чисел и

прибавить к каждому из них любое целое кратное количества выбранных на этом ходу чисел (возможно, к
разным числам прибавляются разные кратные). Всегда ли можно за три хода сделать все числа на доске
равными 0?
8. Назовём ёжиком фигуру, состоящую из точки и двенадцати отрезков длины 1, выходящих из нее так,

что угол между любыми двумя соседними отрезками равен 30◦. В круге радиуса 10 расположено несколько
ёжиков, не имеющих общих точек. Докажите, что их не более 400.
9. Стороны прямоугольника 20×23 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом некоторые грани-

цы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни одного клетчатого квадрата,
у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное количество синих границ мог покрасить
Петя?
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по следующим

правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть любое количество
конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше Вася может съесть одну или
две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и т. д.). Проигрывает съевший последнюю
конфету. Кто выигрывает при правильной игре?
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 28.11.2023
ЮНИОРЫ, ТРЕТЬЯ ЛИГА

1. Последовательность (xn) определена условиями x1 = 2, xn+1 =
xn(xn+n)

n+1 при n ⩾ 1. Докажите, что

n(n+ 1) >
(x1 + x2 + . . .+ xn)

2

xn+1
.

2. Докажите, что для любых вещественных чисел a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, принадлежащих отрезку [−1, 1],
имеет место неравенство

|a1 − b1|+ |a2 − b2|+ . . .+ |an − bn| ⩾ |a1a2 . . . an − b1b2 . . . bn|.

3. В треугольнике ABC AB < AC. Точка D на отрезке AC такова, что BD = CD. Прямая, параллельная
BD, пересекает отрезок BC в точке E и прямую AB в точке F . Отрезки AE и BD пересекаются в точке G.
Докажите, что ∠BCG = ∠BCF .
4. Обозначим количество делителей натурального числа n за d(n). Натуральные числа разной четности a и b

удовлетворяют условию a+ d(a2 + 7) = b2 + 4. Найдите a и b.
5. В остроугольном треугольнике ABC известны длины сторон AB = 5, BC = 6, AC = 7. Точка P на отрезке
BC такова, что ∠APB = ∠BAC. Касательная к описанной окружности ABC в точке A пересекает описанную
окружность треугольника APB вторично в точке Q ̸= A. Прямая, проходящая через A параллельно BQ,
пересекает отрезок PQ в точке S. Найдите длину отрезка CS.
6. Бесконечная вправо и вниз таблица заполняется числами следующим образом: для каждого натурального
k в k-ю слева клетку верхней строки и в k-ю сверху клетку самого левого столбца ставится число k (в левой
верхней клетке стоит число 1). Остальные числа в таблице расставляются по следующему принципу: каждое
число равно произведению его соседа слева и соседа сверху. Можно ли в этой таблице (за исключением первой
строки и первого столбца) выбрать 10 чисел так, что ни одно из них не делится на другое?
7. На доске написано 100 натуральных чисел. За один ход разрешается выбрать любые несколько чисел и

прибавить к каждому из них любое целое кратное количества выбранных на этом ходу чисел (возможно, к
разным числам прибавляются разные кратные). Всегда ли можно за три хода сделать все числа на доске
равными 0?
8. Пусть n — натуральное число. Последовательность a1, a2, a3 . . . такова, что a1 = n и для каждого числа
k > 1 ak равно произведению цифр в числе ak−1. Пусть какое-то число последовательности равно 1. Докажите,
что тогда все цифры числа n равны 1.
9. Стороны прямоугольника 2 × 2023 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом некоторые

границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни одного клетчатого квад-
рата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное количество синих границ мог покрасить
Петя?
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по следующим

правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть любое количество
конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше Вася может съесть одну или
две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и т. д.). Проигрывает съевший последнюю
конфету. Кто выигрывает при правильной игре?


