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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 01.12.2023
ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Несколько клеток шахматной доски n×n окрашены в зеленый цвет. Ладья ходит исключительно по зеленым
клеткам и при каждом ходе меняет направление движения (т.е. чередует вертикальные и горизонтальные
ходы). Известно, что, с какой бы клетки она ни стартовала, она не вернётся на неё раньше, чем через семь
ходов. Докажите, что количество зеленых клеток меньше, чем 2n(1 + 3

√
n).

2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность Ω. Касательные к Ω в точках A и D пересекаются в точке P .
Серединный перпендикуляр к отрезку AB пересекает прямую, проходящую через P параллельно AB, в точке
X. Серединный перпендикуляр к отрезку CD пересекает прямую, проходящую через P параллельно CD, в
точке Y . Докажите, что точки A, X, Y , D лежат на одной окружности.
3. Найдите наименьшее значение выражения

ab+ 1

a+ b
+

bc+ 1

b+ c
+

ca+ 1

c+ a
,

для вещественных a, b и c, удовлетворяющих условиям a+ b+ c = −1 и abc ⩽ −3.
4. Дано натуральное n ⩾ 2. Пусть B1, B2, . . . , Bn – двухэлементные подмножества множества X. При ка-

ком наименьшем количестве элементов множества X в нем гарантированно существует подмножество из n
элементов, пересекающееся с каждым из Bi не более чем по одному элементу?
5. Найдите все функции f : R → R, такие что для любых вещественных x и y выполняется равенство

(f(x) + xy) · f(x− 3y) + (f(y) + xy) · f(3x− y) = (f(x+ y))2.

6. Дано натуральное число m. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, . . . обладает следующим
свойством: для любого конечного множества индексов S число

∏
k∈S

ak−1 — простое. Докажите, что среди чисел

a1, a2, a3, . . . лишь конечное число имеет менее m различных простых делителей.
7. Царь устраивает своему мудрецу испытание. Он завязал мудрецу глаза, выбрал натуральное n, нарисовал

клетчатую полоску 1 × n, расставил в ней числа от 1 до n в каком-то порядке, а в одну из клеток поставил
фишку. В начале каждого хода царь сообщает мудрецу, стоит ли фишка с краю. Если стоит, царь сообщает
мудрецу, на каком краю она стоит: на левом или на правом, и затем сдвигает её в соседнюю клетку, и ход
заканчивается. Если нет, мудрец говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту из
них, в которой стоит большее число, чем в другой, или в другую; царь это делает (не сообщая мудрецу, влево
или вправо сдвинулась фишка), и ход заканчивается. Цель мудреца — после серии таких ходов определить
число n. Может ли он это сделать?
8. Дано натуральное число n > 2. Набор нескольких (более одной) вершин правильного n-угольника назовём

равномерным, если между любыми двумя соседними вершинами набора лежит одно и то же количество вершин
n-угольника. Докажите, что можно покрасить некоторые вершины n-угольника в зелёный цвет так, чтобы
любой равномерный набор содержал чётное количество зелёных вершин.
9. Точки H и O — ортоцентр и центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На прямых
AB и BC выбраны точки P и Q соответственно так, что BP = CP и BQ = AQ. Отрезки PQ и AC пересекаются
в точке R. Докажите, что биссектриса угла между прямыми OH и BR образует угол 45◦ с биссектрисой угла
ABC.
10. Вещественное x ⩾ 1 и натуральное n таковы, что все числа [xn+1], [xn+2], . . . , [x4n] – точные квадраты.

Докажите, что [x] – также точный квадрат.
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1. В стране 100 городов и нет дорог. Веселый король хочет, чтобы из каждого города выходило нечетное число
дорог, а общее число дорог было чётным (каждая дорога соединяет два города). Сколькими способами можно
исполнить желание короля?
2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность Ω. Касательные к Ω в точках A и D пересекаются в точке P .

Серединный перпендикуляр к отрезку AB пересекает прямую, проходящую через P параллельно AB, в точке
X. Серединный перпендикуляр к отрезку CD пересекает прямую, проходящую через P параллельно CD, в
точке Y . Докажите, что точки A, X, Y , D лежат на одной окружности.
3. Найдите наименьшее значение выражения

ab+ 1

a+ b
+

bc+ 1

b+ c
+

ca+ 1

c+ a
,

для вещественных a, b и c, удовлетворяющих условиям a+ b+ c = −1 и abc ⩽ −3.
4. Дано натуральное n ⩾ 2. Пусть B1, B2, . . . , Bn – двухэлементные подмножества множества X. При ка-

ком наименьшем количестве элементов множества X в нем гарантированно существует подмножество из n
элементов, пересекающееся с каждым из Bi не более чем по одному элементу?
5. Найдите все тройки (x, y, z) вещественных чисел, удовлетворяющих равенствам:

x2 − yz = |y − z|+ 1,

y2 − zx = |z − x|+ 1,

z2 − xy = |x− y|+ 1.

6. Существует ли такой набор из 100 различных натуральных чисел, что сумма четвертых степеней любых
четырех чисел из этого набора делится на произведение этих четырех чисел?
7. Царь устраивает своему мудрецу испытание. Он завязал мудрецу глаза, выбрал натуральное n, нарисовал

клетчатую полоску 1 × n, расставил в ней числа от 1 до n в каком-то порядке, а в одну из клеток поставил
фишку. В начале каждого хода царь сообщает мудрецу, стоит ли фишка с краю. Если стоит, царь сообщает
мудрецу, на каком краю она стоит: на левом или на правом, и затем сдвигает её в соседнюю клетку, и ход
заканчивается. Если нет, мудрец говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту из
них, в которой стоит большее число, чем в другой, или в другую; царь это делает (не сообщая мудрецу, влево
или вправо сдвинулась фишка), и ход заканчивается. Цель мудреца — после серии таких ходов определить
число n. Может ли он это сделать?
8. Дано нечетное число n > 1. Набор нескольких вершин правильного n-угольника назовём равномерным, если

они образуют множество всех вершин правильного многоугольника. Докажите, что можно покрасить некото-
рые вершины n-угольника в зелёный цвет так, чтобы любой равномерный набор содержал чётное количество
зелёных вершин.
9. Дан правильный семнадцатиугольник площади 1. На продолжении стороны AB за точку A выбрана точка
X, а на продолжении стороны BC за точку B выбрана точка Y так, что AX = BY и XY = 11 ·AB. Найдите
площадь треугольника XY B.
10. Вещественное x ⩾ 1 и натуральное n таковы, что все числа [xn+1], [xn+2], . . . , [x4n] – точные квадраты.

Докажите, что [x] – также точный квадрат.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 01.12.2023
ЮНИОРЫ, ВТОРАЯ ЛИГА

1. В стране 100 городов и нет дорог. Веселый король хочет, чтобы из каждого города выходило нечетное число
дорог, а общее число дорог было чётным (каждая дорога соединяет два города). Сколькими способами можно
исполнить желание короля?
2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность Ω. Касательные к Ω в точках A и D пересекаются в точке P .

Серединный перпендикуляр к отрезку AB пересекает прямую, проходящую через P параллельно AB, в точке
X. Серединный перпендикуляр к отрезку CD пересекает прямую, проходящую через P параллельно CD, в
точке Y . Докажите, что точки A, X, Y , D лежат на одной окружности.
3. Найдите наименьшее значение выражения

ab+ 1

a+ b
+

bc+ 1

b+ c
+

ca+ 1

c+ a
,

для вещественных a, b и c, удовлетворяющих условиям a+ b+ c = −1 и abc ⩽ −3.
4. Дано натуральное n ⩾ 2. Пусть B1, B2, . . . , Bn – двухэлементные подмножества множества X. При ка-

ком наименьшем количестве элементов множества X в нем гарантированно существует подмножество из n
элементов, пересекающееся с каждым из Bi не более чем по одному элементу?
5. Найдите все тройки (x, y, z) вещественных чисел, удовлетворяющих равенствам:

x2 − yz = |y − z|+ 1,

y2 − zx = |z − x|+ 1,

z2 − xy = |x− y|+ 1.

6. Существует ли такой набор из 100 различных натуральных чисел, что сумма четвертых степеней любых
четырех чисел из этого набора делится на произведение этих четырех чисел?
7. Царь устраивает своему мудрецу испытание. Он завязал мудрецу глаза, выбрал натуральное n, нарисовал

клетчатую полоску 1 × n, расставил в ней числа от 1 до n в каком-то порядке, а в одну из клеток поставил
фишку. В начале каждого хода царь сообщает мудрецу, стоит ли фишка с краю. Если стоит, царь сообщает
мудрецу, на каком краю она стоит: на левом или на правом, и затем сдвигает её в соседнюю клетку, и ход
заканчивается. Если нет, мудрец говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту из
них, в которой стоит большее число, чем в другой, или в другую; царь это делает (не сообщая мудрецу, влево
или вправо сдвинулась фишка), и ход заканчивается. Цель мудреца — после серии таких ходов определить
число n. Может ли он это сделать?
8. Клетки доски 12× 12 покрашены шахматной раскраской. Доска разрезана на связные клетчатые фигуры

так, что в каждой фигуре клеток одного цвета вдвое меньше, чем клеток другого цвета. Какое наименьшее
количество частей могло получиться?
9. Дан правильный семнадцатиугольник площади 1. На продолжении стороны AB за точку A выбрана точка
X, а на продолжении стороны BC за точку B выбрана точка Y так, что AX = BY и XY = 11 ·AB. Найдите
площадь треугольника XY B.
10. Вещественное x ⩾ 1 таково, что все числа [x2], [x3], [x4] – точные квадраты. Докажите, что [x] – также

точный квадрат.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 01.12.2023
ЮНИОРЫ, ТРЕТЬЯ ЛИГА

1. В стране 100 городов и нет дорог. Веселый король хочет, чтобы из каждого города выходило нечетное число
дорог (каждая дорога соединяет два города). Докажите, что среди способов исполнить желание короля тех, в
которых общее количество дорог чётно, столько же, сколько и тех, в которых оно нечётно.
2. Четырехугольник ABCD вписан в окружность Ω. Касательные к Ω в точках A и D пересекаются в точке P .

Серединный перпендикуляр к отрезку AB пересекает прямую, проходящую через P параллельно AB, в точке
X. Серединный перпендикуляр к отрезку CD пересекает прямую, проходящую через P параллельно CD, в
точке Y . Докажите, что точки A, X, Y , D лежат на одной окружности.
3. Положительные числа a, b, c, d удовлетворяют условию (a + c)(b + d) = ac + bd. Найдите наименьшее

значение выражения
a

b
+

b

c
+

c

d
+

d

a
.

4. Дано натуральное n ⩾ 2. Пусть B1, B2, . . . , Bn – двухэлементные подмножества множества X. При ка-
ком наименьшем количестве элементов множества X в нем гарантированно существует подмножество из n
элементов, пересекающееся с каждым из Bi не более чем по одному элементу?
5. Найдите все тройки (x, y, z) вещественных чисел, удовлетворяющих равенствам:

x2 − yz = |y − z|+ 1,

y2 − zx = |z − x|+ 1,

z2 − xy = |x− y|+ 1.

6. Существует ли такой набор из 100 различных натуральных чисел, что сумма четвертых степеней любых
четырех чисел из этого набора делится на произведение этих четырех чисел?
7. Царь устраивает своему мудрецу испытание. Он завязал мудрецу глаза, выбрал натуральное n, нарисовал

клетчатую полоску 1 × n, расставил в ней числа от 1 до n в каком-то порядке, а в одну из клеток поставил
фишку. Считается, что мудрец прошел испытание, если фишка оказалась на любой из крайних клеток полоски
(царь сразу об этом объявит, как только это произойдет). Пока это не произошло, каждую минуту мудрец
говорит царю, в какую из двух соседних клеток сдвинуть фишку — в ту из них, в которой стоит большее
число, чем в другой, или в другую; и царь это делает (не сообщая мудрецу, влево или вправо сдвинулась
фишка). Как мудрецу действовать, чтобы гарантированно пройти испытание?
8. Клетки доски 12× 12 покрашены шахматной раскраской. Доска разрезана на связные клетчатые фигуры

так, что в каждой фигуре клеток одного цвета вдвое меньше, чем клеток другого цвета. Какое наименьшее
количество частей могло получиться?
9. Дан правильный семнадцатиугольник площади 1. На продолжении стороны AB за точку A выбрана точка
X, а на продолжении стороны BC за точку B выбрана точка Y так, что AX = BY и XY = 11 ·AB. Найдите
площадь треугольника XY B.
10. Вещественное x ⩾ 1 таково, что все числа [x2], [x3], [x4] – точные квадраты. Докажите, что [x] – также

точный квадрат.


