
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Четвёртый тур 02.12.2023. Вторая лига.

1. Будем говорить, что точка A(x, y) больше точки B(x′, y′), если x ⩾ x′ и y ⩾ y′. Если же x ⩽ x′

и y ⩽ y′, то будем говорить, что точка A меньше точки B. На координатной плоскости отметили
несколько точек, обе координаты которых являются натуральными числами, не превосходящими n.
Оказалось, что для каждой отмеченной точки количество точек, больших её, и количество точек,
меньших её, отличаются не более, чем на 1. Какое наибольшее количество точек может быть отме-
чено?
2. На плоскости отметили 10 красных, 10 синих и 10 зеленых точек, попарные расстояния между

которыми различны. Для каждой отмеченной точки P обозначим через f(P ) отмеченную точку,
для которой существует ровно одна отмеченная точка, расстояние от которой до точки P меньше
расстояния от f(P ) до точки P . Могло ли оказаться, что

• для каждой синей точки P точка f(P ) — красная;

• для каждой красной точки P точка f(P ) — зеленая;

• для каждой зеленой точки P точка f(P ) — синяя?

3. Дано дерево (связный граф без циклов), в каждой вершине которого лежит несколько монет.
Алиса и Боб играют в игру. Сначала Алиса ставит фишку в одну из вершин дерева и забирает себе
оттуда все монеты. Затем они по очереди (начинает Боб) передвигают фишку в одну из соседних по
ребру вершин, в которых фишка ещё не бывала, и забирают оттуда все монеты. Всегда ли Алиса
может действовать так, чтобы получить не меньше монет, чем Боб?
4. Существуют ли нечётные натуральные a, b, c такие, что a2b = b2a+ 1 + 7c2?
5. В треугольник ABC вписана окружность ω. Окружность ωA — вневписанная окружность ABC,

касающаяся стороны BC. Окружности γb и γc касаются ω и ωA внешним образом и проходят через B
и C соответственно. Окружности γb и γc пересекают прямую BC вторично в точках P и Q. Докажите,
что BP = CQ.
6. Существуют ли 1000 попарно непересекающихся арифметических прогрессий с натуральными

членами таких, что каждое натуральное число, большее 10100, содержится в одной из них, и каждая
прогрессия содержит хотя бы одно простое число, большее 1000?
7. Найдите все пары функций f, g : (0, 1) → (0, 1), для которых неравенство

g(x+ y)− g(x) ⩾ min(y, f(x))

верно при всех x, y ∈ (0, 1), для которых x+ y < 1.
8. Пятиугольник ABCDE вписан в окружность Ω. Прямая AD пересекает прямую CE в точке F . На

отрезке EF отмечена точка P . Описанная окружность треугольника AFP пересекает Ω в точках Q
и A, а также прямую AC в точках R и A. Прямая AD пересекает прямую BQ в точке S. Описанная
окружность треугольника DES пересекает прямую BQ в точках T и S, а прямую BD — в точках U
и D. Известно, что точки F , P , T и S лежат на одной окружности. Докажите, что точки P , T , R
и U лежат на одной окружности.
9. Для положительных чисел a, b, c выполняется условие a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что

a4 + 3ab3

a3 + 2b3
+

b4 + 3bc3

b3 + 2c3
+

c4 + 3ca3

c3 + 2a3
⩽ 4.

10. Костя и Саша раскладывают натуральное число n всевозможными способами в сумму несколь-
ких натуральных слагаемых, разложения, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различны-
ми. При этом Костя подбирает только такие разложения, где все слагаемые нечетны, а Саша — такие
разложения, в которых первое слагаемое строго больше второго, третье – строго больше четвертого,
пятое больше шестого и т.д. (в случае, когда число слагаемых оказалось нечетным, на последнее
слагаемое ограничений нет). У кого из мальчиков количество разложений будет больше?
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Четвёртый тур 02.12.2023. Третья лига.

1. Будем говорить, что точка A(x, y) больше точки B(x′, y′), если x ⩾ x′ и y ⩾ y′. Если же x ⩽ x′

и y ⩽ y′, то будем говорить, что точка A меньше точки B. На координатной плоскости отметили
несколько точек, обе координаты которых являются натуральными числами, не превосходящими n.
Оказалось, что для каждой отмеченной точки количество точек, больших её, и количество точек,
меньших её, отличаются не более, чем на 1. Какое наибольшее количество точек может быть отме-
чено?
2. Андрей хочет покрасить клетки бесконечной доски в несколько цветов так, чтобы в любом пря-

моугольнике 3 × 5 цвета не повторялись (прямоугольники можно поворачивать и переворачивать).
Какое наименьшее количество цветов ему понадобится?
3. Дано дерево (связный граф без циклов), в каждой вершине которого лежит несколько монет.

Алиса и Боб играют в игру. Сначала Алиса ставит фишку в одну из вершин дерева и забирает себе
оттуда все монеты. Затем они по очереди (начинает Боб) передвигают фишку в одну из соседних по
ребру вершин, в которых фишка ещё не бывала, и забирают оттуда все монеты. Всегда ли Алиса
может действовать так, чтобы получить не меньше монет, чем Боб?
4. Решите в натуральных числах уравнение 7x + 13y = 8z.
5. В треугольник ABC вписана окружность ω. Окружность ωA — вневписанная окружность ABC,

касающаяся стороны BC. Окружности γb и γc касаются ω и ωA внешним образом и проходят через B
и C соответственно. Окружности γb и γc пересекают прямую BC вторично в точках P и Q. Докажите,
что BP = CQ.
6. Существуют ли 1000 попарно непересекающихся арифметических прогрессий с натуральными

членами таких, что каждое натуральное число, большее 10100, содержится в одной из них, и каждая
прогрессия содержит хотя бы одно простое число, большее 1000?
7. Для попарно различных вещественных чисел a, b, c, d, e оказалось, что

ab+ b = ac+ a,
bc+ c = bd+ b,
cd+ d = ce+ c,
de+ e = da+ d.

Докажите, что abcde = 1.
8. Пятиугольник ABCDE вписан в окружность Ω. Прямая AD пересекает прямую CE в точке F . На

отрезке EF отмечена точка P . Описанная окружность треугольника AFP пересекает Ω в точках Q
и A, а также прямую AC в точках R и A. Прямая AD пересекает прямую BQ в точке S. Описанная
окружность треугольника DES пересекает прямую BQ в точках T и S, а прямую BD — в точках U
и D. Известно, что точки F , P , T и S лежат на одной окружности. Докажите, что точки P , T , R
и U лежат на одной окружности.
9. Для положительных чисел a, b, c выполняется условие a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что

a4 + 3ab3

a3 + 2b3
+

b4 + 3bc3

b3 + 2c3
+

c4 + 3ca3

c3 + 2a3
⩽ 4.

10. На плоскости отметили 10 красных, 10 синих и 10 зеленых точек, попарные расстояния между
которыми различны. Для каждой отмеченной точки P обозначим через f(P ) отмеченную точку,
для которой существует ровно одна отмеченная точка, расстояние от которой до точки P меньше
расстояния от f(P ) до точки P . Могло ли оказаться, что

• для каждой синей точки P точка f(P ) — красная;

• для каждой красной точки P точка f(P ) — зеленая;

• для каждой зеленой точки P точка f(P ) — синяя?


