
XXVI КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Псков, 26.11 – 03.12.2023

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 02.12.2023
ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1– 6 МЕСТА

1. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC (AB < AC), вписанном в окружность Ω, точка H
— ортоцентр, а точка K — основание биссектрисы угла A. Точка Q на Ω такова, что ∠AQK = 90◦. Описанная
окружность треугольника AQH пересекает AC и AB в точках Y и Z соответственно. Прямые Y Z и BC
пересекаются в точке P . Докажите, что PY/PZ = HC/HB.
2. Костя и Саша раскладывают натуральное число n всевозможными способами в сумму нескольких на-

туральных слагаемых (разложения, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными). При этом
Костя подбирает только такие разложения, где все слагаемые нечетны, а Саша — такие разложения, в кото-
рых первое слагаемое строго больше второго, третье – строго больше четвертого, пятое больше шестого и т.д.
(в случае, когда число слагаемых оказалось нечетным, на последнее слагаемое ограничений нет). У кого из
мальчиков количество разложений будет больше?
3. Дано нечетное число n. По кругу стоят n гномов, у которых в сумме 2n изумрудов. Каждую минуту каждый

гном решает начать новую жизнь и раздает все свои изумруды двум своим соседям: если у него четное число
изумрудов, он дает соседям поровну изумрудов, а если у него нечетное число изумрудов, то левому соседу он
дает на один изумруд больше, чем правому. Верно ли, что рано или поздно у всех окажется по два изумруда?
4. Дано натуральное число n ⩾ 2. Андрей хочет покрасить клетки бесконечной доски в несколько цветов

так, чтобы в любом клетчатом прямоугольнике n× (2n− 1) все цвета были различны (прямоугольники можно
поворачивать). Какое наименьшее количество цветов ему понадобится?
5. В треугольник ABC вписана окружность ω. Окружность ωA — вневписанная окружность ABC, касающаяся

стороны BC. Окружности γb и γc касаются ω и ωA внешним образом и проходят через B и C соответственно.
Окружности γb и γc пересекают прямую BC вторично в точках P и Q. Докажите, что BP = CQ.
6. Верно ли, что для любого 0◦ < α ⩽ 90◦ равносторонний треугольник можно разбить на треугольники, у

каждого из которых есть угол, равный α?
7. Дано дерево, в каждой вершине поставлено несколько монет. Алиса и Боб играют в игру. Сначала Алиса

ставит фишку в одну из вершин дерева и забирает себе оттуда все монеты. Затем они по очереди передвигают
фишку в одну из соседних по ребру вершин, в которых фишка ещё не бывала, и забирают оттуда все монеты.
Всегда ли Алиса может действовать так, чтобы получить монет не меньше, чем Боб?
8. Для положительных чисел a, b, c выполняется условие a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что

a4 + 3ab3

a3 + 2b3
+

b4 + 3bc3

b3 + 2c3
+

c4 + 3ca3

c3 + 2a3
⩽ 4.

9. Существуют ли 1000 попарно непересекающихся арифметических прогрессий с натуральными членами
таких, что каждое натуральное число, большее 10100, содержится в одной из них, и каждая из этих прогрессий
содержит хотя бы одно простое число, большее 1000?
10. Катя загадала многочлен и сообщила Серёже, что этот многочлен имеет вид f(x) = x3+px+ q, у него три

целых корня (не обязательно различных) и все эти корни по модулю меньше 3 ·2100. За один ход Серёжа может
назвать Кате любое вещественное число t, и Катя сообщит, является ли f(t) положительным, отрицательным
или нулем. Докажите, что за 201 ход Серёжа сможет угадать задуманный многочлен.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 2.12.2023
ЮНИОРЫ, ВЫСШАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 7 – 8 МЕСТА,

ПЕРВАЯ ЛИГА, БОИ ЗА 1 – 6 МЕСТА

1. В неравнобедренном остроугольном треугольнике ABC (AB < AC), вписанном в окружность Ω, точка H
— ортоцентр, а точка K — основание биссектрисы угла A. Точка Q на Ω такова, что ∠AQK = 90◦. Описанная
окружность треугольника AQH пересекает AC и AB в точках Y и Z соответственно. Прямые Y Z и BC
пересекаются в точке P . Докажите, что PY/PZ = HC/HB.
2. Костя и Саша раскладывают натуральное число n всевозможными способами в сумму нескольких на-

туральных слагаемых (разложения, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными). При этом
Костя подбирает только такие разложения, где все слагаемые нечетны, а Саша — такие разложения, в кото-
рых первое слагаемое строго больше второго, третье – строго больше четвертого, пятое больше шестого и т.д.
(в случае, когда число слагаемых оказалось нечетным, на последнее слагаемое ограничений нет). У кого из
мальчиков количество разложений будет больше?
3. По кругу стоят 2023 гнома, у каждого по 10 изумрудов. За один ход каждый гном раздаёт все свои изумруды

соседям. Будем говорить, что гном совершил коррупционную передачу, если все свои изумруды (ненулевое
количество) он передал одному из своих соседей. Через несколько ходов все изумруды скопились у одного
гнома. Могло ли оказаться, что коррупционных передач было не более 3000?
4. Дано натуральное число n ⩾ 2. Андрей хочет покрасить клетки бесконечной доски в несколько цветов

так, чтобы в любом клетчатом прямоугольнике n× (2n− 1) все цвета были различны (прямоугольники можно
поворачивать). Какое наименьшее количество цветов ему понадобится?
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD обозначим за S1, S2, S3, S4 площади треугольников, которые по-

лучаются если взять две подряд идущие вершины ABCD и середину противоположной стороны. Площадь
ABCD обозначим за S. Докажите, что если 16S1S2S3S4 = S4, то ABCD —параллелограмм.
6. Разрежьте равносторонний треугольник на треугольники, у каждого из которых есть угол, равный 26◦.
7. Дано дерево, в каждой вершине поставлено несколько монет. Алиса и Боб играют в игру. Сначала Алиса

ставит фишку в одну из вершин дерева и забирает себе оттуда все монеты. Затем они по очереди передвигают
фишку в одну из соседних по ребру вершин, в которых фишка ещё не бывала, и забирают оттуда все монеты.
Всегда ли Алиса может действовать так, чтобы получить монет не меньше, чем Боб?
8. Для положительных чисел a, b, c выполняется условие a2 + b2 + c2 = 3. Докажите, что

a4 + 3ab3

a3 + 2b3
+

b4 + 3bc3

b3 + 2c3
+

c4 + 3ca3

c3 + 2a3
⩽ 4.

9. Существуют ли 1000 попарно непересекающихся арифметических прогрессий с натуральными членами
таких, что каждое натуральное число, большее 10100, содержится в одной из них, и каждая из этих прогрессий
содержит хотя бы одно простое число, большее 1000?
10. Катя загадала многочлен и сообщила Серёже, что этот многочлен имеет вид f(x) = x3+px+ q, у него три

целых корня (не обязательно различных) и все эти корни по модулю меньше 3 ·2100. За один ход Серёжа может
назвать Кате любое вещественное число t, и Катя сообщит, является ли f(t) положительным, отрицательным
или нулем. Докажите, что за 201 ход Серёжа сможет угадать задуманный многочлен.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 02.12.2023
ЮНИОРЫ, ПЕРВАЯ ЛИГА, БОЙ ЗА 7 – 8 МЕСТА,

ВТОРАЯ ЛИГА

1. В неравнобедренном треугольнике ABC точка I — центр вписанной окружности, точка D — основание
биссектрисы из угла A. Точки E и F симметричны D относительно CI и BI соответственно. Описанные
окружности треугольников BFI и DEI пересекаются в точке P , а треугольников CEI и DFI — в точке Q.
Докажите, что PQ ⊥ BC.
2. Костя и Саша раскладывают натуральное число n всевозможными способами в сумму нескольких на-

туральных слагаемых (разложения, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными). При этом
Костя подбирает только такие разложения, где все слагаемые нечетны, а Саша — такие разложения, в кото-
рых первое слагаемое строго больше второго, третье – строго больше четвертого, пятое больше шестого и т.д.
(в случае, когда число слагаемых оказалось нечетным, на последнее слагаемое ограничений нет). У кого из
мальчиков количество разложений будет больше?
3. По кругу стоят 2023 гнома, у каждого по 10 изумрудов. За один ход каждый гном раздаёт все свои изумруды

соседям. Будем говорить, что гном совершил коррупционную передачу, если все свои изумруды (ненулевое
количество) он передал одному из своих соседей. Через несколько ходов все изумруды скопились у одного
гнома. Могло ли оказаться, что коррупционных передач было не более 3000?
4. Андрей хочет покрасить клетки бесконечной доски в несколько цветов так, чтобы в любом клетчатом пря-

моугольнике 3×5 все цвета были попарно различны (прямоугольники можно поворачивать). Какое наименьшее
количество цветов ему понадобится?
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD обозначим за S1, S2, S3, S4 площади треугольников, которые по-

лучаются если взять две подряд идущие вершины ABCD и середину противоположной стороны. Площадь
ABCD обозначим за S. Докажите, что если 16S1S2S3S4 = S4, то ABCD —параллелограмм.
6. Натуральное число называется сбалансированным, если количество простых чисел в его разложении на про-

стые множители равно количеству цифр в его десятичной записи. Например, 21 является сбалансированным,
а 63 — нет. Верно ли, что существует бесконечно много сбалансированных чисел?
7. Последовательность ненулевых целых чисел a1, a2, . . . такова, что если an = 2sk, где k – нечётное число,

то an+1 = 2s − k. Оказалось, что эта последовательность чисто периодическая. Докажите, что an+2 = an при
всех натуральных n.
8. Для какого наименьшего натурального числа n существуют вещественные числа x1, . . . , xn ∈ [1, 4], удовле-

творяющие неравенствам:

x1 + x2 + · · ·+ xn ⩾
7n

3
и

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn
⩾

2n

3
?

9. Решите в натуральных числах уравнение 7x + 13y = 8z.
10. Катя загадала многочлен и сообщила Серёже, что этот многочлен имеет вид f(x) = x3+px+ q, у него три

целых корня (не обязательно различных) и все эти корни по модулю меньше 3 ·2100. За один ход Серёжа может
назвать Кате любое вещественное число t, и Катя сообщит, является ли f(t) положительным, отрицательным
или нулем. Докажите, что за 201 ход Серёжа сможет угадать задуманный многочлен.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 02.12.2023
ЮНИОРЫ, ТРЕТЬЯ ЛИГА

1. В неравнобедренном треугольнике ABC точка I — центр вписанной окружности, точка D — основание
биссектрисы из угла A. Точки E и F симметричны D относительно CI и BI соответственно. Описанные
окружности треугольников BFI и DEI пересекаются в точке P , а треугольников CEI и DFI — в точке Q.
Докажите, что PQ ⊥ BC.
2. В однокруговом турнире по настольному теннису участвовало 2m− 1 спортсменов. По окончании турнира

теннисистов ранжировали по количеству побед, при этом теннисисты с одинаковым количеством побед были
упорядочены по алфавиту. Какое наибольшее число побед может быть у спортсмена, занявшего m-е место?
Ничьих в теннисе не бывает.
3. По кругу стоят 2023 гнома, у каждого по 10 изумрудов. За один ход каждый гном раздаёт все свои изумруды

соседям. Будем говорить, что гном совершил коррупционную передачу, если все свои изумруды (ненулевое
количество) он передал одному из своих соседей. Через несколько ходов все изумруды скопились у одного
гнома. Могло ли оказаться, что коррупционных передач было не более 3000?
4. Андрей хочет покрасить клетки бесконечной доски в несколько цветов так, чтобы в любом клетчатом пря-

моугольнике 3×5 все цвета были попарно различны (прямоугольники можно поворачивать). Какое наименьшее
количество цветов ему понадобится?
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD обозначим за S1, S2, S3, S4 площади треугольников, которые по-

лучаются если взять две подряд идущие вершины ABCD и середину противоположной стороны. Площадь
ABCD обозначим за S. Докажите, что если 16S1S2S3S4 = S4, то ABCD —параллелограмм.
6. Натуральное число называется сбалансированным, если количество простых чисел в его разложении на про-

стые множители равно количеству цифр в его десятичной записи. Например, 21 является сбалансированным,
а 63 — нет. Верно ли, что существует бесконечно много сбалансированных чисел?
7. Последовательность ненулевых целых чисел a1, a2, . . . такова, что если an = 2sk, где k – нечётное число,

то an+1 = 2s − k. Оказалось, что эта последовательность чисто периодическая. Докажите, что an+2 = an при
всех натуральных n.
8. Для какого наименьшего натурального числа n существуют вещественные числа x1, . . . , xn ∈ [1, 4], удовле-

творяющие неравенствам:

x1 + x2 + · · ·+ xn ⩾
3n
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9. Найдите все пары простых p и q таких, что обе суммы p3 + q2 и p2 + q3 являются полными квадратами.
10. Катя загадала многочлен и сообщила Серёже, что этот многочлен имеет вид f(x) = x3+px+ q, у него три

целых корня (не обязательно различных) и все эти корни по модулю меньше 3 ·2100. За один ход Серёжа может
назвать Кате любое вещественное число t, и Катя сообщит, является ли f(t) положительным, отрицательным
или нулем. Докажите, что за 201 ход Серёжа сможет угадать задуманный многочлен.


