
XXVI КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Псков, 26.11 – 03.12.2023
Решения командной олимпиады. Юниоры.

1. Вещественные числа x, y, z удовлетворяют неравенству (x+y+z)2 > 2(x2+y2+z2).
Докажите, что они либо все положительные, либо все отрицательные.

(Я.Шимша, Чехия, 2022-23, региональный этап, категория B)
Решение. Предположим противное. Тогда, не умаляя общности, x и y одного знака, а
z другого (если какое-то из чисел равно 0, будем в рамках этой задачи считать, что
оно обоих знаков одновременно). Тогда выражение в левой части исходного неравенства
не превосходит max((x + y)2, z2). Но (x + y)2 ⩽ 2(x2 + y2) (после раскрытия скобок
это равносильно неравенству о средних для двух чисел), что в свою очередь не больше
выражения в правой части исходного неравенства. И z2 тоже, очевидно, не превосходит
выражения в правой части неравенства — противоречие.
2. В равностороннем треугольнике ABC на сторонах BC,CA,AB отмечены точки
D,E, F соответственно так, что ∠ADE = ∠DEF = 60◦, и кроме того, BD : DC =
1 : 2. Найдите отношение AF : FB.

(Япония, предварительный этап, 2023)
Ответ. 7/20. Решение. Обозначим ∠BAD = α. Тогда ∠ADC = α + 60◦ как внешний в
треугольнике ABD. Отсюда ∠CDE = ∠ADC−∠ADE = α+60◦−60◦ = α. Аналогично
доказывается, что ∠AED = α+60◦, и что ∠AEF = α. Теперь можно заметить подобие
ABD ∼ DCE ∼ EAF по трем углам. Обозначим BD = x, тогда CD = 2x, AB =
BC = AC = 3x. Из подобия ABD ∼ DCE получаем AB : BD = DC : CE, т.е.
3x : x = 2x : CE, т.е. CE = 2x/3. Следовательно, AE = AC − CE = 3x− 2x/3 = 7x/3.
Наконец, из подобия ABD ∼ EAF получаем AE : AF = BA : BD, т.е. 7x/3AF = 3x/x,
т.е. AF = 7x/9, откуда FB = 3x − 7x/9 = 20x/9. Итого, ответ AF : FB = (7x/9) :
(20x/9) = 7/20.
3. Последовательность положительных чисел {an} определена условиями

a1 = 1 +
√
2 и (an − an−1)(an + an−1 − 2

√
n) = 2 при n ⩾ 2.

Найдите a2023.
(Олимпиада Юго-восточного Китая, 2022, модификация)

Ответ. a2023 =
√
2024+

√
2023. Решение. Покажем по индукции, что an =

√
n+ 1+

√
n.

База для n = 1 дана в условии. Переход. Пусть an−1 =
√
n +

√
n− 1, подставим это

значение для an−1 в условие:

2 = (an − an−1)(an + an−1 − 2
√
n) =

= (an −
√
n−

√
n− 1)(an −

√
n+

√
n− 1) =

= (an −
√
n)2 − (n− 1),

откуда an −
√
n = ±

√
n+ 1. Так как по условию an > 0, то an −

√
n =

√
n+ 1 и

an =
√
n+ 1 +

√
n.

4. В клетках таблицы n×n Вася хочет расставить крестики и нолики так, чтобы в
каждой строке и в каждом столбце был ровно один крестик и ровно один нолик. Ста-
вить два знака в одну клетку нельзя. Маша может разложить в некоторых клетках
бумажки с надписями «Сюда нельзя ставить крестик» и «Сюда нельзя ставить но-
лик». Две бумажки класть в одну клетку нельзя. При каком наименьшем k Маша



может так разложить не более, чем по k бумажек каждого из двух видов так, что-
бы Вася не смог расставить свои знаки, не нарушая машиных запретов?

(Швеция, 2023)
Ответ. k = n − 1. Решение. Покажем, что при k = n − 1 Маша может расположить
надписи так, чтобы Вася не смог расставить знаки. Пусть Маша выделит произвольную
строку a и столбец b, которые пересекаются в клетке A. Расположим во всех клетках
a, кроме A, надписи запрещающие крестик, а во всех клетках b, кроме A, надписи
запрещающие нолик. Тогда единственный крестик строки a может находиться только
в A, а единственнй номик строки b может так же находиться только в A. Так как в
каждой клетке может располагаться не более одного знака, то при таком расположении
надписей Вася не сможет расставить знаки.
Покажем, что при k ⩽ n−2 Вася сможет расположить знаки. Выполним диагональную
расскраску доски в n цветов. Так как k ⩽ n− 2, существует цвет c, на клетках которого
нет запрета на нолики. Поставим в каждую клетку цвета c по нолику. Далее среди
оставшихся n− 1 цветов выберем цвет d, на клетках которого нет запрета на крестики,
и поставим в каждую клетку цвета d по крестику.
5. Докажите, что для любого натурального числа n ⩾ 10 найдутся такое m и на-

туральные числа a1, a2, . . . , am, что n = a1 + a2 + . . .+ am и
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

am
будет

натуральным числом, не превосходящим трех.
(Монголия, 2023, II этап, 11-12 классы, небольшое усложнение)

Решение. Будем доказывать по индукции, что утверждение верно для любого n ̸= 7.
Покажем сначала, что если n = 2k + 2 и утверждение верно для k, то оно верно и для
n. Действительно, пусть k = a1 + a2 + . . . + am и s = 1

a1
+ 1

a2
+ . . . + 1

am
— натуральное

число, не превосходящее трех. Если s = 2, то n = 1 + 1 + 2a1 + 2a2 + . . . + 2am и
1
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1
1 +

1
2a1

+ 1
2a2

+ . . . + 1
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= 2 + s
2 = 3. Если s = 1 или s = 3, то n = 2 + 2a1 + 2a2 +

. . .+2am и 1
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1
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2 +

s
2 — натуральное число, не превосходящее двух.

Покажем далее, что если n = 2k + 9 и утверждение верно для k, то оно верно и для
n. Действительно, пусть k = a1 + a2 + . . . + am и s = 1

a1
+ 1

a2
+ . . . + 1

am
— натуральное

число, не превосходящее трех. Если s = 2, то n = 3 + 3 + 3 + 2a1 + 2a2 + . . . + 2am
и 1

3 + 1
3 + 1

3 + 1
2a1

+ 1
2a2

+ . . . + 1
2am

= 1 + s
2 = 2. Если s = 1 или s = 3, то n =

3 + 6 + 2a1 + 2a2 + . . . + 2am и 1
3 + 1

6 + 1
2a1

+ 1
2a2

+ . . . + 1
2am

= 1
2 + s

2 — натуральное
число, не превосходящее двух.

Проверим теперь базу индукции для n = 1, 2, 3, 5, 9, 16 и 23: 1 = 1, 2 = 1 + 1,
3 = 1 + 1 + 1, 5 = 2 + 2 + 1, 9 = 3 + 3 + 3, 16 = 4 + 4 + 4 + 4, а также для 23 =
2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 4 + 4, 1/2 + 1/2 + 1/2 + 1/3 + 1/3 + 1/3 + 1/4 + 1/4 = 3.

Остается доказать, что для любого n ̸= 7 можно совершить индукционный переход.
Для четных n мы можем совершить переход от числа (n− 2)/2, для нечетных от числа
(n − 9)/2. Если это число натуральное и не равно 7, то переход сделан. Остается два
случая. Первый: когда число, от которого мы собираемся делать переход, равно 7, т.е.
(n−2)/2 = 7 или (n−9)/2 = 7, а значит n = 16 или n = 23 — эти случаи включены в базу.
Второй случай: число, от которого делается переход, не положительно, что возможно
только для четных n ⩽ 2 и нечетных n ⩽ 9 (отличных от 7), а эти случаи тоже включены
в базу.
6. Окружность с центром I вписана в остроугольный треугольник ABC и касается



его стороны BC в точке D. Точка Z диаметрально противоположна точке A на
описанной окружности Ω треугольника ABC. Точка L на внутренней биссектрисе
угла BZC такова, что AL = LI, кроме того, точка L лежит внутри Ω. Точка M —
середина дуги BZC описанной окружности ABC, точка V — середина отрезка ID.
Докажите, что ∠IML = ∠DVM .

(Индия, отбор на ММО, 2023)
Решение. Заметим, что A, I,M — одна прямая, и что биссектриса угла BZC пересе-
кает описанную окружность ABC в точке, диаметрально противоположной точке M
(назовем ее S).

Докажем, что треугольники MIV и MSL подобны. Для этого заметим, что у этих
треугольников есть равные углы: ∠MIV = ∠MSL, поскольку у этих углов стороны
параллельны: IV ⊥ BC ⊥ SM , значит IV ∥ SM , а также IM ∥ SL. Наконец докажем,
что у этих треугольников равны отношения сторон: IV : IM = SL : SM . Обозначим
радиусы описанной и вписанной окружности ABC за R, r. Тогда искомое равенство
перепишется в виде (r/2) : IM = SL : (2R), что упрощается до IM · SL = Rr. Для
того, чтобы выразить SL, заметим, что ∠IAS = ∠ASL = 90◦ (это углы, опирающиеся
в Ω на диаметры). Если теперь продлить IL до пересечения с AS в точке P , то в
прямоугольном треугольнике API точка L на гипотенузе такова, что AL = LI, значит L
— середина IP , а SL∥AI, значит SL в нем — средняя линия, откуда SL = AI/2. Заменяя
в искомом равенстве SL на AI/2, нам остается доказать, что (AI/2) · IM = Rr, т.е.
AI · IM = 2Rr, иными словами, что степень точки I относительно Ω равна −2Rr. Этим
фактом можно пользоваться (он равносилен хорошо известной формуле OI2 = R2−2Rr
про расстояние между центрами описанной и вписанной окружностей), но мы все равно
его докажем. AI = r/ sin (α/2) из треугольника AIF , где F — проекция I на сторону
AC. IM — радиус окружности трезубца, поэтому равен IM = MC = 2R sin (α/2) из
равнобедренного треугольника OCM , где O — центр Ω. Перемножая два найденных
выражения для AI и IM , получаем требуемое.

Наконец, из подобия MIV ∼ MSL легко следует требуемое: ∠IML = 180◦−∠MLS =
180◦ − ∠MV I = ∠DVM .
7. Дано простое p > 2 и натуральные числа a, b, c, d, не кратные p, а также нату-

ральное M . Известно, что разность cak−dbk при некоторых целых неотрицательных
k делится на p, но ни при каких целых неотрицательных k не делится на pM . Дока-
жите, что при всех k, для которых cak−dbk кратно p, степень вхождения p в cak−dbk

одна и та же.
(США, предварительный отбор на ММО, 2014)

Решение. Предположим противное: максимальная степень вхождения p в число car−dbr

равна u, а в число cas − dbs не менее u + 1. Деля друг на друга сравнения car ≡ dbr

(mod pu) и cas ≡ dbs (mod pu), получаем a|r−s| ≡ b|r−s| (mod pu). С другой стороны,
a|r−s| ̸≡ b|r−s| (mod pu+1) (иначе умножением или делением из сравнения cas ≡ dbs

(mod pu+1) можно получить car ≡ dbr (mod pu+1)).
Итак, число k = |r − s| таково, что ak − bk содержит p ровно в u-й степени. Тогда

и для любого v > u существует такое ℓ, что aℓ − bℓ содержит p ровно в v-й степени:
действительно, если am = bm + tpz, где t не кратно p, то по формуле степени бинома
apm − bpm = tpz+1 + p2(p−1

2 t2p2z−1 + . . .) содержит p в степени z + 1.
Пусть теперь cas − dbs содержит p в максимально возможной степени v > u: cas ≡



dbs + hpv (mod pv+1), где h не кратно p. Подберём такое ℓ, что aℓ − bℓ содержит p ровно
в v-й степени: aℓ ≡ bℓ + jpv (mod pv+1), где j не кратно p. По формуле степени бинома
axℓ ≡ bxℓ + jxpv (mod pv+1) при любом натуральном x. Перемножая, получаем

cas+xℓ ≡ (dbs + hpv)(bxℓ + jxpv) ≡ dbs+xℓ + (h+ djx)pv (mod pv+1).

Так как dj не кратно p, можно подобрать x так, чтобы h+ djx делилось на pv+1, то есть
cas+xℓ − dbs+xℓ содержит p в степени выше v-й – противоречие.
8. В некоторой компании любые двое знакомых имеют ровно x общих знакомых, лю-

бые двое незнакомых имеют ровно y общих знакомых, Дима и Саша имеют не поровну
знакомых (x, y - натуральные числа). Найдите все пары (x, y), при которых так мо-
жет быть.

(Фольклор)
Ответ. (x, 1) для любого x. Решение. Рассмотрим пару знакомых человек: назовем их
u и v. В множестве членов компании, отличных от u и v, выделим три множества: A
— множество общих знакомых u и v; B — множество знакомых с v, но не с u; C —
множество знакомых с u, но не с v.

Если V1, V2 — два непересекающихся множества членов компании, то через e(V1) обо-
значаем количество пар знакомых в V1, через e(V1, V2) — количество пар знакомых, один
из которых в V1, а второй — в V2. Количество элементов множества M обозначаем через
|M |.

У каждого человека w ∈ A имеется ровно x − 1 знакомых в множестве A ∪ C (это
его общие знакомые с u, отличные от v). Просуммируем эти количества по всем w ∈
A. Получаем |A| · (x − 1) = 2e(A) + e(A,C) (здесь каждая пара знакомств внутри
A посчитана дважды, а каждое знакомство между A и C — один раз). Аналогично,
|A| · (x− 1) = 2e(A) + e(A,B). Поэтому e(A,B) = e(A,C).

Далее, каждый человек в B имеет y − 1 соседей в A ∪ C (это его общие знакомые
с u, кроме v); Суммируя эти количества, получаем (y − 1)|B| = e(A,B) + e(B,C).
Аналогично, (y − 1)|C| = e(A,C) + e(C,B). Поскольку e(A,B) = e(A,C) и e(B,C) =
e(C,B), мы приходим к выводу, что (y− 1)|B| = (y− 1)|C|, а тогда |B| = |C| или y = 1.

Если y > 1, то мы получили, что любые два знакомых человека имеют одинаковое
число знакомых. А поскольку любые два либо знакомы, либо имеют общего знакомого,
то такое невозможно, так как Дима и Саша имеют разное число знакомых.

Значит y = 1. Осталось показать, что такое действительно бывает. Рассмотрим ком-
панию из 2x+3 человек, выделим в ней две группы по x+1 человеку и пусть оставшийся
— Дима. Пусть Дима знаком со всеми, и внутри каждой из групп также все знакомы со
всеми. Тогда для любых двух незнакомых людей (это люди из разных групп) у них есть
единственный общий знакомый — Дима. У Димы с человеком из группы ровно x общих
знакомых — это остальные люди этой группы. У любых двух людей из одной группы x
общих знакомых — остальные люди этой группы и Дима. Также, Дима единственный,
кто знаком со всеми, значит у них с Сашей разное число знакомых.


