
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Решения задач командной олимпиады старшей группы.

1. На кинопросмотр пришли 2023 человека. После просмотра каждый поставит фильму одну из
оценок: 6, 7, 8, 9 или 10. Организаторы хотят составить из пришедших k пар так, чтобы в
каждой паре поставленные оценки отличались не более чем на 1 (один человек не может входить
в несколько пар). При каком наибольшем k организаторы смогут это сделать, вне зависимости
от того, какие оценки поставят пришедшие?

HMMT 2023, ноябрь
Ответ: 1010.
Решение. Вначале докажем, что 1010 пар всегда удастся составить. Будем составлять пары до

тех пора, пока получается. Предположим, что больше составить пару нельзя. Из оставшихся человек
не более одного поставил фильму 6 или 7, не более одного — 8 или 9, не более одного — 10: иначе
можно составить ещё одну пару. Значит осталось не более трёх человек, а пар составлено хотя бы
(2023− 3)/2 = 1010.

Теперь приведём пример, когда нельзя составить более 1010 пар. Пусть 2021 человек поставит
фильму 6, 1 человек — 8 и 1 человек — 10. Тогда в паре могут оказаться только люди, поставившие
фильму 6. Из них можно составить только 1010 пар.

2. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC выбрали точки E, F и G так, что отрезки
AE, BF и CG пересекаются в точке D. Прямая, проходящая через середины сторон AB и BC, пе-
ресекает прямую FG в точке X. Докажите, что одна из точек пересечения окружностей (EFG)
и (BXG) лежит на прямой BC.

И. Фролов
Решение. Докажем, что BX ∥ EF . Пусть M — середина BC. Предположим, что прямые GF и BC

пересекаются и обозначим точку их пересечения через O. Не умаляя общности, будем считать, что O
лежит на продолжении луча BC за точку C. Согласно теореме Фалеса нам достаточно доказать, что
BE/EO = XF/FO. С другой стороны, из параллельности средней линии XM стороне AC следует,
что XF/FO = MC/CO. Поэтому мы докажем, что BE/EO = MC/CO.

Из теоремы Чевы для треугольника ABC и точки D следует, что

BE

CE
=

BG

AG
· AF
CF

.

Из теоремы Менелая для треугольника ABC и прямой GF следует, что

BO

CO
=

BG

AG
· AF
CF

.

Таким образом, BE/CE = BO/CO. Пусть BE = x, CE = y, BO = kx, CO = ky. Заметим, что BC =
k(x− y) = x+ y. Тогда MC/CO = (x+ y)/(2ky), а BE/EO = x/((k + 1)y). Приравнивая, получаем,
что нам нужно доказать, что 2kx = (k + 1)(x+ y), а это равенство вытекает из k(x− y) = x+ y.

Если прямые GF и BC параллельны, то точки E и M совпадают. Тогда XF = MC = BE и
четырехугольник XBEF является параллелограммом. То есть, параллельность BX ∥ EF также
выполняется.

Пусть теперь (BXG)∩BC = {B, T}. Тогда ∠(FG;TG) = ∠(XG;TG) = ∠(XB;TB) = ∠(FE;TE),
то есть точка T лежит на окружности (EFG).

3. Натуральные числа x, y, z и n таковы, что n = xy+yz+zx, а число (x+y)50+(y+z)50+(z+x)50

делится на n. Докажите, что существуют натуральные числа a, b и c, меньшие n, и такие, что
число a100 + b100 + c100 делится на n.

И. Ефремов
Решение 1. Домножим выражение из условия на (xyz)100. Заметим, что

(xyz)50 · (x+ y)50 ≡ (xy)50 · (xz + yz)50 ≡ (xy)50 · (−xy)50 ≡ (xy)100 (mod n).



Аналогично (xyz)50 ·(y+z)50 ≡ (yz)100 (mod n) и (xyz)50 ·(z+x)50 ≡ (zx)100 (mod n). Тогда получаем,
что выражение (xy)100+(yz)100+(xz)100 делится на n. То есть достаточно взять a = xy, b = yz, c = zx.
Ясно, что эти числа меньше n.

Решение 2. Домножим выражение из условия на (x+ y)50. Заметим, что

(x+ y)50 · (x+ z)50 ≡ (x2 + xy + yz + zx)50 ≡ (x2)50 ≡ x100 (mod n).

Аналогично (x+ y)50 · (y+ z)50 ≡ y100 (mod n). Тогда получаем, что выражение (x+ y)100+x100+ y100

делится на n. То есть достаточно взять a = x+ y, b = x, c = y. Здесь ещё более ясно, что эти числа
меньше n.

4. Пусть x и y — натуральные числа, причём y > 1. В компании любые два человека, знакомые
друг с другом, имеют ровно x общих знакомых в этой компании, а любые два человека, незнакомые
друг с другом — ровно y > 1 общих знакомых в этой компании. Докажите, что все люди в этой
компании имеют поровну знакомых в ней.

Фольклор
Решение. Поскольку любые двое либо знакомы, либо имеют общего знакомого, достаточно дока-

зать, что любые двое знакомых (назовём их v, u) имеют поровну знакомых.
В множестве членов компании, отличных от u и v, выделим три множества: A — множество общих

знакомых u и v; B — множество знакомых с v, но не с u; C — множество знакомых с u, но не с v.
Если V1, V2 — два непересекающихся множества членов компании, то через e(V1) обозначаем ко-

личество пар знакомых в V1, через e(V1, V2) — количество пар знакомых, один из которых в V1, а
второй — в V2. Количество элементов множества M обозначаем через |M |.

У каждого человека w ∈ A имеется ровно x − 1 знакомых в множестве A ∪ C (это его общие
знакомые с u, отличные от v). Просуммируем эти количества по всем w ∈ A. Получаем |A| · (x−1) =
2e(A) + e(A,C) (здесь каждая пара знакомств внутри A посчитана дважды, а каждое знакомство
между A и C — один раз). Аналогично, |A| · (x− 1) = 2e(A) + e(A,B). Поэтому e(A,B) = e(A,C).

Далее, каждый человенк в B имеет y − 1 соседей в A ∪ C (это его общие знакомые с u, кроме
v); Суммируя эти количества, получаем (y − 1)|B| = e(A,B) + e(B,C). Аналогично, (y − 1)|C| =
e(A,C) + e(C,B). Поскольку e(A,B) = e(A,C) и e(B,C)| = e(C,B), мы приходим к выводу, что
(y− 1)|B| = (y− 1)|C|, а тогда |B| = |C| (здесь мы используем, что y > 1). Это и означает, что u и v
имеют поровну знакомых.

5. Для натурального числа m обозначим через φ(m) количество натуральных чисел, не превосхо-
дящих m и взаимно простых с m, а через f(m) количество натуральных чисел x, не превосходящих
m и таких, что НОД(m,x) — либо единица, либо простое число. Докажите, что для любого на-
турального n справедливо неравенство∑

n
... d

f(d) ⩾ 2n− φ(n).

Сумма в левой части берётся по всем натуральным делителям d числа n.
Форум Art of Problem Solving

Решение. Пусть каждый делитель d числа n подарит по яблоку каждому числу вида a/d, где
1 ⩽ a ⩽ d и НОД(a, d) — либо единица, либо простое число; всего делитель d подарит f(d) яблок.
Помимо этого, пусть число n подарит грушу каждому числу вида a/n, где 1 ⩽ a ⩽ n и НОД(a, n) = 1;
всего n подарит φ(n) груш. Общее число подаренных фруктов равно φ(n) +

∑
n
... d f(d), и нам надо

доказать, что это количество не меньше 2n. Это будет следовать из того, что каждое из n чисел вида
r = b/n, где 1 ⩽ b ⩽ n, получило в подарок хотя бы два фрукта. Докажем этот факт.

Если b и n взаимно просты, число r получило яблоко и грушу от числа n. В противном случае
дробь r = b/n сократима до r = b1/d, где d < n — делитель числа n и НОД(b1, d) = 1. Пусть p —
простой делитель числа n/d. Тогда pd — также делитель числа n, и число r = b1/d = (b1p)/(dp)
получало яблоки от чисел d и dp, что завершает доказательство.

6. Общие внешние касательные ℓ1 и ℓ2 к окружностям s1 и s2 пересекаются в точке K. Окруж-
ность w проходит через точку K, касается окружностей s1 и s2 и повторно пересекает прямые



ℓ1 и ℓ2 в точках B и D. Касательные из точек B и D к s1, отличные от ℓ1 и ℓ2, пересекаются
в точке A. Касательные из точек B и D к s2, отличные от ℓ1 и ℓ2, пересекаются в точке C.
Докажите, что ∠AKD = ∠CKB.

Д. Бродский, модернизировано
Решение 1. Не умаляя общности будем считать, что s1 лежит внутри w, а s2 — снаружи. Окруж-

ности s1 и s2 известны как полувписанная и полувневписанная окружности треугольника KBD.
Пусть O1 и O2 — их центры, и пусть s1 касается KB и KD в точках D1 и B1, а s2 — в точках D2 и
B2 соответственно. Как известно, середина B1D1 — это центр I вписанной окружности треугольника
KBD, а середина B2D2 — центр J его вневписанной окружности (касающейся отрезка BD). Пусть
r1 и r2 — радиусы этих окружностей; из гомотетии в точке K получаем, что O1I/O2J = r1/r2.

Пусть B1D1 и B2D2 пересекают BD в точках N1 и N2 соответственно. Пусть L = KJ ∩BD. Тогда
треугольники LIN1 и LJN2 подобны (их соответственные стороны параллельны), и коэффициент их
подобия равен отношению высот из точек I и J , то есть r1/r2. Отсюда IN1/JN2 = r1/r2 = O1I/O2J .
Значит, прямоугольные треугольники O1IN1 и O2JN2 также подобны, поэтому ∠KO1N1 = ∠KO2N2.

Пусть AB и AD касаются s1 в точках Ab и Ad соответственно. По теореме Ньютона, прямые AbAd,
B1D1 и BD пересекаются в одной точке, то есть AbAd проходит через N1. Поскольку прямые B1D1

и AbAd — поляры точек K и A относительно s1, точка N1 — полюс прямой KA относительно s1,
откуда KA ⊥ O1N1. Аналогично получаем, что KC ⊥ O2N2. Теперь из доказанного выше вытекает,
что ∠AKI = ∠CKJ , что равносильно требуемому.

Решение 2. Как известно, направление луча из вершины угла однозначно задаётся отношением
синусов углов, образованных им со сторонами угла. Поэтому для решения задачи достаточно дока-
зать, что sin∠AKD/ sin∠AKB = sin∠CKB/ sin∠CKD. Пусть AK и BD пересекаются в точке X.
Заметим, что

sin∠AKD

sin∠AKB
=

XD

XB
· KB

KD
.

Пусть s1 касается прямых KB и KD в точках D1 и B1 соответственно. Как известно, в описанном
четырехугольнике ABKD выполнено равенство XD/XB = DB1/BD1.

Пусть полувписанная окружность s1 касается w в точке A′. Еще один известный факт: A′D1 —
биссектриса угла BA′K, а A′B1 — биссектриса угла DA′K. Отсюда получаем

DB1

BD1

=
DB1

B1K
· D1K

BD1

=
A′D

A′K
· A

′K

A′B
=

A′D

A′B

и, следовательно,
sin∠AKD

sin∠AKB
=

A′D

A′B
· KB

KD
.

Так как при композиции инверсии с центром в точке K и симметрии относительно биссектрисы угла
BKD, меняющей местами точки B и D, окружность s1 переходит во вневписанную окружность σ1

треугольника BKD, то точка A′ переходит при таком преобразовании в точку касания σ1 с отрезком
BD. Обозначим эту точку через T . Из вышесказанного следует, что треугольники BTK и A′DK, а
также треугольники DTK и A′BK подобны. Тогда

A′D

A′B
· KB

KD
=

A′D

KD
· KB

A′B
=

BT

TK
· TK
TD

=
BT

TD
.

Рассуждая аналогично, получаем, что

sin∠CKB

sin∠CKD
=

DS

SB
,

где S — точка касания вписанной окружности треугольника BKD с отрезком BD. Осталось заме-
тить, что точки S и T симметричны относительно середины BD, откуда BT/TD = DS/SB.

7. Действительные числа x1, x2, . . . , x100 и r таковы, что

x2
1 + . . .+ x2

100 = 1 и x1x2 + x2x3 + . . .+ x99x100 + x100x1 = r.



Докажите, что
x1x3 + x2x4 + . . .+ x98x100 + x99x1 + x100x2 ⩾ 2r2 − 1.

N. Safaei
Решение 1. Пусть n = 100. Далее будем считать, что xn+k = xk.
Для k = 0, 1, 2 определим Mk =

∑n−1
i=0 xixi+k. Тогда M0 = 1,M1 = r, и нам надо определить M2.

Заметим, что

n−1∑
k=0

(xk−1 + xk+1 − 2rxk)
2 =

n−1∑
k=0

(x2
k−1 + x2

k+1 + 4r2x2
k − 4rxk−1xk − 4rxkxk+1 + 2xk−1xk+1) =

= (4r2 + 2)M0 − 8rM1 + 2M2 ⩾ 0.

Следовательно, M2 ⩾ 4rM1 − (2r2 + 1)M0 = 2r2 − 1.
Решение 2. В решении для векторов u и v выражение u·v обозначает их скалярное произведение,

|u| — длину u. Рассмотрим три вектора u1 = (x1, x2, . . . , x99, x100), u2 = (x2, x3, . . . , x100, x1) и u3 =
(x3, x4, . . . , x1, x2) в стомерном пространстве R100. Из условия следует, что |u1| = |u2| = |u3| = 1,
u1 ·u2 = u2 ·u3 = x1x2+x2x3+. . .+x100x1 = r, а также x1x3+x2x4+. . .+x98x100+x99x1+x100x2 = u1 ·u3.
Так как скалярное произведение векторов равно произведению их длин на косинус угла между
ними, то cos(∠(u1, u2)) = cos(∠(u2, u3)), откуда ∠(u1, u2) = ∠(u2, u3) = α, причём cos(α) = r. Если
α ⩽ 90◦, то по неравенству треугольника для плоских углов трёхгранного угла ∠(u1, u3) ⩽ 2α, откуда
u1 · u3 = cos(∠(u1, u3)) ⩾ cos(2α) = 2 cos2(α) − 1 = 2r2 − 1. Если же α > 90◦, то поскольку сумма
плоских углов трёхгранного угла не превосходит 360◦, то ∠(u1, u3) ⩽ 360◦ − 2α, откуда u1 · u3 =
cos(∠(u1, u3)) ⩾ cos(2α) = 2 cos2(α)− 1 = 2r2 − 1.

8. Инженеру выдают натуральное число n > 1 000 000. Он должен смастерить автомат, ко-
торый, если в него вложить карточку с последовательностью x1, x2, . . . , xn из нулей и единиц,
выдаст другую карточку с последовательностью x2, x3, . . . , xn, y, где y — также ноль или единица.
При этом требуется, чтобы, начав с любой последовательности из нулей и единиц, с помощью
этого автомата можно было получить любую другую последовательность из n нулей и единиц.
Инженер ленив и хочет, чтобы приписываемый знак y зависел лишь от первого миллиона знаков
x1, x2, . . . , x1 000 000. При любом ли n > 1 000 000 у него получится создать такой автомат?

D. van der Zypen, И. Богданов

Ответ: Нет, не при любом.
Решение. Положим c = 1000 000. Покажем, что при n = c+(2c)! у инженера не получится сделать

нужный автомат.
Предположим, что у него это удалось. Обозначим через f(x1, x2, . . . , xc) тот знак y, который ав-

томат пишет в конце, если последовательность на вложенной карточке начинается с x1, x2, . . . , xc.
Запишем бесконечную последовательность P из нулей и единиц следующим образом. В начале на-
пишем произвольные c знаков. Далее на каждом шаге, если последовательность заканчивается на
x1, x2, . . . , xc, припишем в её конец f(x1, x2, . . . , xc).

Любые c подряд идущих знаков последовательности P задают однозначно все последующие зна-
ки. Значит, она периодична (возможно, с предпериодом), и в пределах периода все «куски» длины
c различны. Поэтому длина периода k не превосходит 2c, то есть число k делит K = (2c)!. Отбросив
несколько первых членов, будем считать, что P периодична без предпериода, и обозначим её члены
через p1, p2, . . . .

Поскольку n = c+K и последовательность K-периодична, имеем

f(pi, pi+1, . . . , pi+c−1) = f(pi+n−c, pi+n−c+1, . . . , pi+n−1) = pi+n.

Значит, если вложить в автомат карточку с последовательностью (pi, pi+1, . . . , pi+n−1), он удалит
первый символ и допишет в конец pi+n, получив последовательность (pi+1, pi+2, . . . , pi+n). Итак, если
стартовать с карточки (p1, p2, . . . , pn), то автомат всегда будет выдавать последовательности вида
(pi, pi+1, . . . , pi+n−1), а количество различных таких последовательностей не более k ⩽ 2c < 2n. Значит,
этот автомат не годится.


