
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Первый тур 28.11.2023. Высшая лига.

1. Найдите все многочлены P (x, y) с целыми коэффициентами такие, что

P (x, y)P (z, t) = P (xz − yt, xt+ yz).

2. Для попадания в книгу рекордов Гиннесса фирма готовит гигантскую пиццу. Эту пиццу надо
будет разделить между едоками, но неизвестно, сколько их будет — 999 999, 1 000 000 или 1 000 001.
Можно ли разрезать пиццу на 2 004 000 кусков так, чтобы в каждом из трёх случаев суметь раздать
все куски едокам, чтобы каждый получил куски одного и того же суммарного веса?
3. Докажите, что существует прямоугольный параллелепипед объёма 1/6, которым можно накрыть

любую ломаную единичной длины в пространстве. Параллелепипед можно сдвигать и поворачивать.
4. Сумма комплексных чисел a, b, c, d равна 0, а их модули не превосходят 1. Докажите, что

|a3 + b3 + c3 + d3| ⩽ 3.

5. Найдите количество натуральных чисел d < 20232023, взаимно простых с 2023, для которых
существуют такие чётные целые числа a1, a2, . . . , an, что

d
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1
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1
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.

6. Стороны клетчатого прямоугольника 20×1000 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим
цветом некоторые границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что в прямоугольнике
не содержится ни одного клетчатого квадрата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее
возможное количество синих границ мог покрасить Петя?
7. Пусть f(n)/g(n) — несократимая дробь, равная 1 + 1/1! + 1/2! + · · ·+ 1/n!. Существует ли такое

натуральное n > 1000, что g(n) > n0,99n?
8. В остроугольном треугольнике ABC проведена биссектриса AL, около этого треугольника опи-

сана окружность ω. Окружность γ, построенная на отрезке AL как на диаметре, пересекает окруж-
ность ω в точке D, а стороны AB и AC — в точках E и F соответственно. На меньшей дуге AB
окружности ω отмечена точка X, а на меньшей дуге AC — точка Y , причем AX = AE = AY .
Докажите, что прямые DL, EX и FY пересекаются в одной точке.
9. В окружность вписаны два четырехугольника ABCD и EFGH. Известно, что любая точка

плоскости P , удовлетворяющая условию AP ·CP = BP ·DP , удовлетворяет также условию EP ·GP =
= FP ·HP . Докажите, что середины диагоналей четырехугольников ABCD и EFGH лежат на одной
окружности.
10. В компании n2 + 1 сотрудник (n > 1 — натуральное число). Каждый, кроме директора, имеет

ровно одного начальника и называется его (и только его) подчинённым, а у директора начальни-
ка нет. Назовём вертикалью цепочку, начинающуюся с сотрудника, переходящую каждый раз от
подчинённого к начальнику, и заканчивающуюся директором; известно, что с каждого сотрудника
начинается вертикаль. В процессе реорганизации надо уволить несколько (возможно, ни одного) со-
трудников так, чтобы вместе с любым сотрудником оставалась и вся его вертикаль, и выполнялось
хотя бы одно из условий: (1) в оставшейся компании у каждого не более двух подчинённых, или
(2) в оставшейся компании любая вертикаль содержит не более 2 log2 n начальников, имеющих хотя
бы двух подчинённых. Докажите, что можно произвести такое увольнение, оставив хотя бы n + 1
сотрудников.



Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Первый тур 28.11.2023. Первая лига.

1. Найдите все многочлены P (x, y) с целыми коэффициентами такие, что

P (x, y)P (z, t) = P (xz − yt, xt+ yz).

2. Для попадания в книгу рекордов Гиннесса фирма готовит гигантскую пиццу. Эту пиццу надо
будет разделить между едоками, но неизвестно, сколько их будет — 999 999, 1 000 000 или 1 000 001.
Можно ли разрезать пиццу на 2 004 000 кусков так, чтобы в каждом из трёх случаев суметь раздать
все куски едокам, чтобы каждый получил куски одного и того же суммарного веса?
3. Докажите, что существует прямоугольный параллелепипед объёма 1/6, которым можно накрыть

любую ломаную единичной длины в пространстве. Параллелепипед можно сдвигать и поворачивать.
4. Сумма комплексных чисел a, b, c, d равна 0, а их модули не превосходят 1. Докажите, что

|a3 + b3 + c3 + d3| ⩽ 3.

5. Найдите количество натуральных чисел d < 20232023, взаимно простых с 2023, для которых
существуют такие чётные целые числа a1, a2, . . . , an, что
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6. Стороны клетчатого прямоугольника 20×1000 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим
цветом некоторые границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что в прямоугольнике
не содержится ни одного клетчатого квадрата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее
возможное количество синих границ мог покрасить Петя?
7. Пусть P (x) = x2 + bx + 1, где b — целое неотрицательное число. Последовательность (xn) опре-

делена условиями: x0 = 0 и xn+1 = P (xn) при n ⩾ 0. Для каких b найдётся такое натуральное число
k > 1, что xk делится на k?
8. В остроугольном треугольнике ABC проведена биссектриса AL, около этого треугольника опи-

сана окружность ω. Окружность γ, построенная на отрезке AL как на диаметре, пересекает окруж-
ность ω в точке D, а стороны AB и AC — в точках E и F соответственно. На меньшей дуге AB
окружности ω отмечена точка X, а на меньшей дуге AC — точка Y , причем AX = AE = AY .
Докажите, что прямые DL, EX и FY пересекаются в одной точке.
9. В окружность вписаны два четырехугольника ABCD и EFGH. Известно, что любая точка

плоскости P , удовлетворяющая условию AP ·CP = BP ·DP , удовлетворяет также условию EP ·GP =
= FP ·HP . Докажите, что середины диагоналей четырехугольников ABCD и EFGH лежат на одной
окружности.
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по

следующим правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть
любое количество конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше
Вася может съесть одну или две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и
т. д.). Проигрывает съевший последнюю конфету. Кто выигрывает при правильной игре?


