
Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Первый тур 28.11.2023. Вторая лига.

1. Стороны прямоугольника 20 × 1000 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом
некоторые границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни
одного клетчатого квадрата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное ко-
личество синих границ мог покрасить Петя?
2. Даны положительные числа a1, a2, a3, . . . , a101. Для каждого натурального k = 1, 2, 3, . . . , 101

рассмотрим многочлен Pk(x) = a100+kx
100 + 100a99+kx

99 + a98+kx
98 + . . .+ a1+kx+ ak (нумерация цик-

лическая). Может ли каждый из многочленов P1(x), P2(x), . . . , P101(x) иметь ровно 100 вещественных
корней (не обязательно различных)?
3. По кругу расставлены числа 1, 2, 3, . . . , 2n в некотором порядке. Для каждого натурального

числа 1 ⩽ i ⩽ 2n обозначим через A(i) количество чисел, меньших i, среди n− 1 числа, следующих
за i по часовой стрелке, через B(i) — количество чисел, меньших i, среди n − 1 числа, следующих
за i против часовой стрелки. Назовем расстановку интересной, если A(k) = B(k) для всех 1 ⩽
k ⩽ 2n. Найдите количество интересных расстановок. Расстановки, отличающиеся поворотами и
симметриями, считаются различными.
4. Равнобедренный треугольник ABC, в котором AB = AC, вписан в окружность ω. Точка D на

отрезке BC такова, что BD ̸= DC. Луч AD пересекает ω в точках A и E. Точка F выбрана на ω так,
что ∠DFE = 90◦. Прямая FE пересекает лучи AB и AC в точках X и Y соответственно. Докажите,
что ∠XDE = ∠EDY .
5. Натуральные числа a, b и c взаимно просты в совокупности. Оказалось, что существует треуголь-

ник ABC с длинами сторон a, b и c такой, что ∠A = 3∠B. Докажите, что хотя бы одно из чисел a,
b и c является кубом натурального числа.

6. Обозначим через Z[
√
3] = {a + b

√
3 | a, b ∈ Z}. Для x, y ∈ Z[

√
3] будем говорить, что x делится

на y, если существует z ∈ Z[
√
3] такое, что x = y · z. Верно ли, что для любого простого числа p

существует такое натуральное n, что (2 +
√
3)n − 1 делится на p+ 0 ·

√
3?

7. В Волшебной стране 100 городов. Некоторые из них соединены беспосадочными двухсторонними
авиалиниями. Назовем город A достойным внимания, если при любой нумерации городов Волшебной
страны числами 1, 2, . . . , 100 найдется город с номером m, до которого из A можно добраться ровно
за m перелётов. Например, в маршруте A − B − A − B − A − B ровно 5 перелётов. Оказалось, что
в Волшебной стране есть ровно k городов, достойных внимания. Докажите, что города Волшебной
страны можно разбить на k+2 провинции так, чтобы авиалинии соединяли только города из разных
провинций.
8. На стороне AD выпуклого четырехугольника ABCD существует единственная точка M такая,

что √
SABM +

√
SCDM =

√
SABCD.

Докажите, что AB ∥ CD.

9. Докажите, что существует прямоугольный параллелепипед объёма 1/6, которым можно накрыть
любую ломаную единичной длины в пространстве. Параллелепипед можно сдвигать и поворачивать.
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по

следующим правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть
любое количество конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше
Вася может съесть одну или две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и
т. д.). Проигрывает съевший последнюю конфету. Кто выигрывает при правильной игре?



Двадцать шестой математический турнир старшеклассников «Кубок памяти А.Н.Колмогорова»
Псков, 26 ноября–3 декабря 2023 года

Первый тур 28.11.2023. Третья лига.

1. Стороны прямоугольника 20×23 покрашены в красный цвет. Петя покрасил синим цветом неко-
торые границы между клетками этого прямоугольника. Оказалось, что на плоскости нет ни одного
клетчатого квадрата, у которого все стороны покрашены. Какое наибольшее возможное количество
синих границ мог покрасить Петя?

2. Даны положительные числа a, b, c. Может ли каждый из трехчленов ax2+
3

2
bx+ c, bx2+

3

2
cx+ a,

cx2 +
3

2
ax+ b иметь по два вещественных корня (не обязательно различных)?

3. По кругу расставлены числа 1, 2, 3, . . . , 2n в некотором порядке. Для каждого натурального
числа 1 ⩽ i ⩽ 2n обозначим через A(i) количество чисел, меньших i, среди n− 1 числа, следующих
за i по часовой стрелке, через B(i) — количество чисел, меньших i, среди n − 1 числа, следующих
за i против часовой стрелки. Назовем расстановку интересной, если A(k) = B(k) для всех 1 ⩽
k ⩽ 2n. Найдите количество интересных расстановок. Расстановки, отличающиеся поворотами и
симметриями, считаются различными.
4. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Лучи AB и DC пересекаются в точке E, а лучи DA и
CB — в точке F . Точки M , N , K и L — середины сторон AB, BC, CD и DA соответственно. Прямые
EN и FM пересекаются в точке X, а прямые EL и FK — в точке Y . Оказалось, что ∠EXF = 120◦.
Найдите градусную меру угла EY F .
5. Натуральные числа a, b и c взаимно просты в совокупности. Оказалось, что существует треуголь-

ник ABC с длинами сторон a, b и c такой, что ∠A = 3∠B. Докажите, что хотя бы одно из чисел a,
b и c является кубом натурального числа.
6. Найдите все простые числа p и q такие, что число pq−1 − qp−1 является степенью двойки.
7. В Волшебной стране 100 городов. Некоторые из них соединены беспосадочными двухсторонними

авиалиниями. Назовем город A достойным внимания, если при любой нумерации городов Волшеб-
ной страны числами 1, 2, . . . , 100 найдется город с номером m, до которого из A можно добраться
ровно за m перелётов. Например, в маршруте A − B − A − B − A − B ровно 5 перелётов. Оказа-
лось, что в Волшебной стране нет городов, достойных внимания. Докажите, что города Волшебной
страны можно разбить на две провинции так, чтобы авиалинии соединяли только города из разных
провинций.
8. На стороне AD выпуклого четырехугольника ABCD существует единственная точка M такая,

что √
SABM +

√
SCDM =

√
SABCD.

Докажите, что AB ∥ CD.

9. Докажите, что существует прямоугольник, площадь которого равна 1/2, которым можно накрыть
любую ломаную единичной длины на плоскости. Прямоугольник можно сдвигать и поворачивать.
10. На столе лежит 2023 конфеты. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Играют по

следующим правилам: если сейчас n-й по счету ход, то ходящий в данный момент игрок может съесть
любое количество конфет от одной до n (т.е. Петя первым своим ходом съедает одну конфету, дальше
Вася может съесть одну или две конфеты, затем Петя может съесть одну, две или три конфеты и
т. д.). Проигрывает съевший последнюю конфету. Кто выигрывает при правильной игре?


