
XXVI КУБОК ПАМЯТИ А.Н.КОЛМОГОРОВА. Псков, 26.11 – 03.12.2023
Решения личной олимпиады. Юниоры.

1. Бесконечное координатное море ограничено береговой линией x+y = n, где n — на-
туральное. В точке (0, 0) находится кораблик, который за один ход может проплыть
расстояние 1 вверх или вправо. В k точках с целыми координатами установлены ми-
ны. Известно, однако, что кораблик может доплыть до берега, не подорвавшись. До-
кажите, что он может сделать это не менее, чем 2n−k способами.

(США, предварительный отбор на ММО, 2021 )
Решение. Докажем требуемое индукцией по n + k (база n + k = 1 проверяется лег-
ко). Рассмотрим произвольный путь от (0, 0) до береговой линии (не умаляя общности,
он проходит через (1, 0)). Если есть хотя бы одна мина в точках вида (0, t), то можно
выкинуть эту мину и сделать индукционный переход, стартовав в точке (1, 0), рассмат-
ривая пути длины n − 1 и k − 1 мину — это даст требуемую оценку. Если же мин в
точках вида (0, t) нет, то есть хотя бы один путь, проходящий через точку (0, 1) (верти-
кальный). В этом случае по индукционному предположению через точки (0, 1) и (1, 0)
проходит хотя бы по 2n−1−k путей, и все эти пути различны, значит всего путей не менее
2 · 2n−k−1 = 2n−k.
2. Вещественные числа x и y удовлетворяют условию

x · 4
x − 2y

4x + 2y
= y · 4

y − 2x

4y + 2x
.

Докажите, что |x| = |y|.
(Польша, 1 тур, 2023)

Решение. Домножив на знаменатели и приведя подобные, получаем

x(4x+y − 2x+y + 23x − 23y) = y(4x+y − 2x+y + 23y − 23x).

Перенеся часть слагаемых в противоположную сторону, разложим на множители:

(x− y)(4x+y − 2x+y) = (x+ y)(23y − 23x).

Остается заметить, что если x ̸= ±y, то все скобки ненулевые, и при этом (x − y) и
(23y − 23x) разного знака, а (4x+y − 2x+y) и (x+ y) одного знака — что невозможно, если
произведения соответствующих скобок равны.
3. В вершинах правильного 2023-угольника расставлены попарно различные положи-

тельные числа. За одну операцию разрешается поменять два числа a и b местами,
если сумма двух наиболее удаленных от a чисел равна сумме двух наиболее удаленных
от b чисел, и при этом a и b не являются наиболее удаленными друг от друга. До-
кажите, что при помощи таких операций нельзя переставить два числа в соседних
вершинах так, чтобы все остальные числа оказались на своих исходных местах.

(И. Ефремов)
Решение. Инвариант: сумма произведений чисел на длинных диагоналях. При наших
операциях эта сумма, очевидно, не меняется. Если в результате два соседних числа x и
y поменялись местами, то пусть наиболее удаленные от x это a и b, а от y — b и c. Тогда
xa+ xb+ yb+ yc = ya+ yb+ xb+ xc, откуда (x− y)(a− c) = 0, что невозможно.
4. В выпуклом пятиугольнике ABCDE диагонали BD и CE равны и пересекаются

в точке X. Известно, что ∠BXE = 2∠BCA = 2∠EDA. Докажите, что ∠BXE =
∠ABC + ∠AED.



(Д.Ширяев)
Решение. Проведем биссектрису угла BXE. Она пересечет либо отрезок CA, либо отре-
зок DA — не умаляя общности, CA в точке A′. Ясно, что BCXA′ вписанный. Пересечем
CX вторично с описанной окружностью A′XD в точке E ′. Тогда треугольники A′BD и
A′CE ′ подобны по свойству поворотной гомотетии с центром в A′, переводящей окруж-
ность (A′BCX) в окружность (A′XDE ′), а значит эти треугольники равны, поскольку
в них равны высоты из точки A′ (по свойству биссектрисы). Тогда BD = CE ′ = CE,
значит E = E ′, а тогда A′ = A, ABC ∼ ADE по двойственности поворотной гомотетии,
и значит ∠ABC = ∠ACB = ∠ADE = ∠AED, откуда следует требуемое.

Замечание. Из того, что CE ′ = CE нельзя сразу сделать вывод, что E = E ′: нужно
сначала обосновать, почему лучи CE и CE ′ сонаправлены. Для этого можно например
сказать, что A′BD и A′CE ′ не только подобны, но еще и одинаково ориентированы (в си-
лу все той же поворотной гомотетии). Значит A′CE и A′CE ′ одинаково ориентированы,
откуда следует требуемое.
5. Какие целые числа можно бесконечным числом способов представить в виде суммы

трёх целых чисел x + y + z так, что xyz – квадрат нечётного числа, но ни одно из
чисел |x|, |y|, |z| квадратом не является?

(Фольклор)
Ответ. Все числа, дающие остаток 3 при делении на 4.
Решение. Пусть n представимо в виде суммы трёх чисел x, y, z таких, что xyz – квадрат,
и каждое из которых содержит хотя бы одно простое число в нечётной степени. Запишем
x = abu2, y = bcv2, z = caw2, где u2, v2 и w2 – наибольшие квадраты, на которые
делятся x, y и z, а |a|, |b, |c| – произведения простых, входящих в первых степенях в
x и y, y и z, z и x соответственно. Очевидно, все числа a, b, c, u, v, w нечётны. Тогда
n ≡ abu2 + bcv2 + caw2 ≡ ab + bc + ca ≡ 3 (mod 4) (последнее сравнение проще всего
установить перебором вариантов, учитывая, что каждое из чисел a, b и c сравнимо по
модулю 4 с 1 или −1).

Обратно, пусть n ≡ 3 (mod 4). Для любого нечётного c число n+ c2 кратно 4. Пред-
ставим это число в виде произведения двух чётных множителей: n+c2 = 2s ·2t. Полагая
a = 2s− c, b = 2t− c, находим n+ c2 = (a+ c)(b+ c), откуда n = ab+ bc+ ac. Осталось
доказать, что в бесконечном количестве случаев ни одно из чисел |ab|, |bc|, |ca| не будет
квадратом. Можно, например, взять s = 1, t = n+c2

4 . Тогда a = 2− c, b = n+c2

2 − c. Числа
a и c взаимно просты всегда (если c нечётно), b взаимно просто с c, если (n, c) = 1,
наконец, 2b = n + c2 − 2c ≡ n (mod c − 2) взаимно просто с 2 − c, если (n, c − 2) = 1.
Выбирая c так, чтобы числа c и c− 2 были взаимно просты с n и не являлись точными
квадратами, получим бесконечно много примеров.
6. Дан полный двудольный граф, в одной его доле km вершин, в другой kn вершин

(k,m, n — натуральные числа). Ребра графа покрашены в k цветов. Докажите, что
можно выбрать цвет так, что найдется компонента связности этого цвета, содер-
жащая не менее m+ n вершин.

(Dragomir Grozev, Bulgarian autumn competition 2023)
Решение. По принципу Дирихле есть цвет, встречающийся хотя бы km · kn/k = kmn
раз: оставим только ребра этого цвета (далее будем работать только с этим графом G),
и докажем что в нем найдется нужная компонента связности.

Назовем доли A и B, выберем произвольное ребро ab ∈ E(G), где a ∈ A, b ∈ B.



Если deg(a) + deg(b) ⩾ m + n, то требуемая компонента нашлась. В противном слу-
чае, для любого ребра ab ∈ E(G) выполняется неравенство deg(a) + deg(b) < m + n.
Просуммируем это неравенство по всем ребрам ab ∈ E(G), получим∑

ab∈E(G)

(deg(a) + deg(b)) < |E| · (m+ n).

С другой стороны, сумму в левой части можно оценить так:

∑
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∑
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deg(a)2 +
∑
b∈B

deg(b)2 ⩾

(∑
a∈A

deg(a)
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=
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+
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(
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+
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)
= |E|(m+ n).

7. Пусть (an) и (bn) – последовательности вещественных чисел такие, что a0 > 1/2,
an+1 ⩾ an и bn+1 = an(bn + bn+2) при всех целых неотрицательных n. Докажите, что
найдется такое число C, что |bn| < C для любого n ∈ N.

(Румыния, отбор на ММО, 2015)
Решение. Перепишем равенство из условия как

b2k+2 − b2k =
(bk+1 − bk)

2 − (bk+2 − bk+1)
2

2ak − 1
,

для целого неотрицательного k. И просумируем для всех k от 0 до n− 2 для какого то
n.

b2n+b2n−1−b21−b20 =
(b1 − b0)

2

2a0 − 1
−

n−3∑
k=0

(
1

2ak − 1
− 1

2ak+1 − 1

)
·(bk+2−bk+1)

2−(bn − bn−1)
2

2an−2 − 1
⩽

(b1 − b0)
2

2a0 − 1
,

так как ak образуют неубывающую последовательность чисел превосходящих 1/2. По-
этому b2n ⩽ b2n + b2n−1 ⩽ b20 + b21 + (b1 − b0)

2/(2a0 − 1), из чего и следует искомое.


