Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Первый тур 4.12.2000. Высшая лига.

1. При некотором натуральном k > 1 нашлись взаимно-простые числа a и b, a>b, что ak – bk есть степень a – b. Чему могло равняться a–b? (С.А. Злобин)
2. Для положительных чисел x,y,z выполняется равенство 
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 Докажите, что  (С.А. Злобин)
3. В компании у каждых двух людей ровно пять общих знакомых. Докажите, что количество знакомств (пар знакомых) кратно трем. (Ю.М. Лифшиц)
4. Докажите, что поверхность кубика нельзя оклеить в один слой без пропусков 23 одинаковыми прямоугольниками. Перегибать прямоугольники разрешается по линиям, параллельным сторонам. (С.Г. Волченков)
5. Различные простые числа p и q таковы, что при некотором целом k > 2 число р2+kpq+q2 – точный квадрат. Докажите, что (р–2)(q–2) ( k+2. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов)
6. У каждого из двух равных правильных додекаэдров отметили по 9 вершин. Докажите, что первый додекаэдр можно так совместить со вторым, чтобы по крайней пять его отмеченных вершин совпали с отмеченными вершинами второго. (С.Г. Волченков)
7. А1, В1 и С1 – проекции точки Р, лежащей внутри остроугольного треугольника АВС, на стороны ВС, СА  и АВ соответственно. Прямая А1С1 пересекает прямую АС в точке K. Описанная окружность треугольника А1В1С1 вторично пересекает сторону АС в точке L. Докажите, что KP(BL. (Д. Джукич)
8. На съезде учителей делегаты сидели в 50 рядов по 100 человек (расположенных в виде прямоугольника). Ни у одного из делегатов нет в карманах долларов и рублей одновременно. Каждый делегат выяснил, что у всех его соседей справа, слева, спереди и сзади в сумме столько же рублей, сколько и долларов. Докажите, что у каждого делегата в карманах нет ни долларов, ни рублей. (Р. Садыков, Д. Шаповалов)
9. Через центр окружности ( с центром О проведены 7 прямых. В каждый из 14 углов, на которые они разбивают плоскость, вписано по окружности так, что каждая окружность касается сторон своего угла в точках, лежащих на окружности (. Обозначим эти точки А1, …, А14 (в том порядке, в котором они идут на окружности по часовой стрелке). На лучах ОАi (i = 1, 2,…, 14) выбраны точки Вi, лежащие вне окружности (, таким образом, что отрезки В1В2, В2В3, …, В13В14 касаются окружностей, вписанных в соответствующие углы. Докажите, что отрезок В14В1 тоже касается окружности, вписанной в свой угол. (Д. Джукич)
10. Какое максимальное число действительных решений может иметь уравнение 
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, если известно, что множество его решений в действительных числах конечно? (А.Я. Белов)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Первый тур 4.12.2000. Первая лига.

1. Известно, что при некотором натуральном n число 5n+3n+1 – простое. Докажите, что n делится на 12. (Эстония 1998)
2. Конь стоит в левой нижней клетке шахматной доски 100(100. Двое по очереди передвигают его, стараясь попасть в правую верхнюю клетку. При этом первый может делать одновременно от одного до n обычных шахматных ходов конем, а второй – от одного до m ходов. При каких m и n, не превосходящих 40, первый может выиграть независимо от игры второго? (С.Г. Волченков)
3. В компании у каждых двух людей ровно пять общих знакомых. Докажите, что количество знакомств (пар знакомых) кратно трем. (Ю.М. Лифшиц)
4. У каждой из двух равных 100-угольных правильных призм отметили по 50 вершин. Докажите, что первую призму можно так совместить со второй, чтобы по крайней 13 его отмеченных вершин совпали с отмеченными вершинами второго. (С.Г. Волченков)
5. Различные простые числа p и q таковы, что при некотором целом k > 2 число р2+kpq+q2 – точный квадрат. Докажите, что (р–2)(q–2) ( k+2. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов)
6. O – центр описанной окружности треугольника ABC; лучи AO и CO вторично пересекают описанную окружность соответственно в точках D и E таких, что 
[image: image4.wmf]DAB

DEC

Ð

=

Ð

 и 
[image: image5.wmf].

ECB

ED

А

Ð

=

Ð

 Докажите, что треугольник ABC равносторонний. (А.В. Пастор)
7. А1, В1 и С1 – проекции точки Р, лежащей внутри остроугольного треугольника АВС, на стороны ВС, СА  и АВ соответственно. Прямая А1С1 пересекает прямую АС в точке K. Описанная окружность треугольника А1В1С1 вторично пересекает сторону АС в точке L. Докажите, что KP(BL. (Д. Джукич)
8. На съезде учителей делегаты сидели в 50 рядов по 100 человек (расположенных в виде прямоугольника). Ни у одного из делегатов нет в карманах долларов и рублей одновременно. Каждый делегат выяснил, что у всех его соседей справа, слева, спереди и сзади в сумме столько же рублей, сколько и долларов. Докажите, что у каждого делегата в карманах нет ни долларов, ни рублей. (Р. Садыков, Д. Шаповалов)
9. В однокруговом турнире шесть участников покинули соревнования после шестого тура. В итоге в турнире было сыграно 67 игр. Докажите, что хотя бы двое из выбывших не сыграли между собой. (К.А. Кноп)
10. Какое максимальное число действительных решений может иметь уравнение
а1|x–b1| + а2|x–b2| + а3|x–b3| = 0, если известно, что множество его решений в действительных числах конечно? (А.Я. Белов)

Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Первый тур 4.12.2000. Вторая лига.

1. Докажите, что у каждого многогранника можно выбрать три пары ребер так, чтобы ребра в каждой паре скрещивались. (И.С. Рубанов)
2. На катетах АС, ВС и гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС выбрали соответственно точки К, L и М так, что углы АМК и LМВ равны. Докажите, что КМ + LМ ( АВ. (А. Кислицын)
3. Докажите, что число 8n+2n+1 ни при каком натуральном n не является квадратом натурального числа. (Югославская олимпиада, 1998)
4. Докажите, что при любых действительных а и b хотя бы одно из двух уравнений x4+(a–2)x2–bx+1 = 0 и x4+(b–2)x2–ax+1 = 0 имеет решение. (Ф.Л. Бахарев)
5. Кроме привычной нам температурной шкалы Цельсия есть температурная шкала Фаренгейта. Повышение температуры на 1 градус Цельсия означает ее повышение на 1,8 градуса Фаренгейта. Известно, что 10( по Цельсию и 50( по Фаренгейту – одна и та же температура. Какая температура выражается одинаковым числом градусов и по Цельсию, и по Фаренгейту? (Фольклор)
6. В однокруговом турнире два участника покинули соревнования после пятого тура. В итоге в турнире было сыграно 38 игр. Успели ли эти двое сыграть между собой? (Болгария, 1982)
7. Найдите все решения ребуса 
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, где одинаковыми буквами обозначены одинаковые цифры, а разными – разные. (И.С. Рубанов)
8. Король стоит на поле a1 шахматной доски. Двое по очереди передвигают его, стараясь попасть на клетку h8. При этом тот, кто ходит первым, может делать одновременно не более двух, а его партнер – не более трех обычных шахматных ходов королем. Кто выиграет при правильной игре? (С.Г. Волченков)
9. Коровы пасутся на лугу, на котором трава достигла определенной высоты и продолжает расти непрерывно. 15 коров могут съесть траву с трех соток за 4 дня, а 32 коровы могут съесть траву с четырех соток за 2 дня. Сколько коров нужно, чтобы съесть всю траву на площади 6 соток за 3 дня? (Англия, 1968)
10. Для произвольных положительных чисел a, b и c докажите неравенство:
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 (В.В. Замятин)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Первый тур 4.12.2000. Высшая юниорская лига.

1. В выпуклом многоугольнике А1А2…Аn на стороне А1А2 выбрана точка В1, на стороне А2А3 – точка В2, …, на стороне АnА1 – точка Вn таким образом, что 
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 и многоугольники А1А2…Аn и В1В2…Вn подобны. Докажите, что многоугольник А1А2…Аn – правильный. (И.И. Богданов)
2. Каково наименьшее возможное число ребер в графе со 100 вершинами, среди любых 11 вершин которого найдется одна, соединенная с остальными 10 из них? (Р. Федоров)
3. На съезде учителей математики делегаты сидели в 50 рядов по 100 человек (расположенных в виде прямоугольника). Ни у одного из делегатов нет в карманах долларов и рублей одновременно. Каждый делегат выяснил, что у всех его соседей справа, слева, спереди и сзади в сумме столько же рублей, сколько и долларов. Докажите, что у каждого делегата в карманах нет ни долларов, ни рублей. (Р. Садыков, Д. Шаповалов)
4. Известно, что при некотором натуральном n число 5n+3n+1 – простое. Докажите, что n делится на 12. (Эстония 1998)
5. А1, В1 и С1 – проекции точки Р, лежащей внутри остроугольного треугольника АВС, на стороны ВС, СА  и АВ соответственно. Прямая А1С1 пересекает прямую АС в точке K. Описанная окружность треугольника А1В1С1 вторично пересекает сторону АС в точке L. Докажите, что KP(BL. (Д. Джукич)
6. Конь стоит в левой нижней клетке шахматной доски 100(100. Двое по очереди передвигают его, стараясь попасть в правую верхнюю клетку. При этом первый может делать одновременно от одного до n обычных шахматных ходов конем, а второй – от одного до m ходов. При каких m и n, не превосходящих 40, первый может выиграть независимо от игры второго? (С.Г. Волченков)
7. Коровы пасутся на лугу, на котором трава достигла определенной высоты и продолжает расти непрерывно. 15 коров могут съесть траву с трех соток за 4 дня, а 32 коровы могут съесть траву с четырех соток за 2 дня. Сколько коров нужно, чтобы съесть всю траву на площади 6 соток за 3 дня? (Англия, 1968)
8. Какое максимальное число действительных решений может иметь уравнение
а1|x–b1| + а2|x–b2| + а3|x–b3| = 0, если известно, что множество его решений в действительных числах конечно? (А.Я. Белов)
9. Различные простые числа p и q таковы, что при некотором целом k > 2 число р2+kpq+q2 – точный квадрат. Докажите, что (р–2)(q–2) ( k+2. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов)
10. Для положительных чисел a, b и c докажите неравенство:
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 (В.В. Замятин)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Первый тур 4.12.2000. Первая юниорская лига.

1. В треугольнике А1А2А3 на стороне А1А2 выбрана точка В1, на стороне А2А3 – точка В2, на стороне А3А1 – точка В3 таким образом, что 
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 и треугольники А1А2А3 и В1В2В3 подобны. Докажите, что треугольник А1А2А3 – правильный. (И.И. Богданов)
2. В однокруговом турнире два участника покинули соревнования после пятого тура. В итоге в турнире было сыграно 38 игр. Успели ли эти двое сыграть между собой? (Болгария, 1982)
3. Известно, что при некотором натуральном n число 5n+3n+1 – простое. Докажите, что n делится на 12. (Эстония 1998)
4. Король стоит на поле a1 шахматной доски. Двое по очереди передвигают его, стараясь попасть на клетку h8. При этом первый может делать одновременно от одного до n обычных шахматных ходов королем, а второй – от одного до m ходов. При каких m и n первый может выиграть независимо от игры второго? (С.Г. Волченков)
5. Коровы пасутся на лугу, на котором трава достигла определенной высоты и продолжает расти непрерывно. 15 коров могут съесть траву с трех соток за 4 дня, а 32 коровы могут съесть траву с четырех соток за 2 дня. Сколько коров нужно, чтобы съесть всю траву на площади 6 соток за 3 дня? (Англия, 1968)
6. O – центр описанной окружности треугольника ABC; лучи AO и CO вторично пересекают описанную окружность соответственно в точках D и E таких, что 
[image: image11.wmf]DAB

DEC

Ð

=

Ð

 и 
[image: image12.wmf].

ECB

ED

А

Ð

=

Ð

 Докажите, что треугольник ABC равносторонний. (А.В. Пастор)
7. Найдите все решения ребуса 
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. Одинаковыми буквами обозначены одинаковые цифры, разными – разные. (Югославия 1998)
8. Для положительных чисел a, b и c докажите неравенство:
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 (В.В. Замятин)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Второй тур 5.12.2000. Высшая лига.

1. Сколько существует операций (, заданных на множестве {1, 2, …, 101} и обладающих следующими свойствами: 1) а(а = а  2) (a(b)((c(d) = a(d? (М. Митрофанов)
2. Касательная в точке А к описанной окружности треугольника АВС пересекает продолжение средней линии треугольника, параллельной стороне ВС, в точке A’. Точки В’ и С’ определяются аналогично. Докажите, что точки A’, B’, C’ лежат на одной прямой, перпендикулярной прямой Эйлера треугольника. (Ф.В. Петров)
3. В связном графе 2n вершин, степень каждой вершины равна трем. Докажите, что количество способов раскрасить ребра этого графа в три цвета так, чтобы в каждой вершине сходились ребра разных цветов не превосходит 3(2n . (Д.В. Карпов, А.В. Пастор)
4. Для каких натуральных N найдутся такие натуральные x, y, z, что (x+y+z)2 = Nxyz? (Вьетнамские олимпиады).
5. Двое играют в крестики-нолики на бесконечной клетчатой полосе. Первый ходит одним крестиком, второй – сотней ноликов. Цель крестиков – получить три крестика, один из которых стоит точно посередине между двумя другими, цель ноликов – помешать крестикам. Какого минимального числа ходов достаточно для выигрыша крестиков? (А.Я. Канель-Белов)
6. Найдите все непрерывные функции f: R ( R, которые при всех действительных х удовлетворяют уравнению f(f(x)) = f(x) + 2x. (И. Воронович)
7. Q(x) – многочлен ненулевой степени с целыми коэффициентами, который не раскладывается в произведение многочленов ненулевой степени с рациональными коэффициентами. Докажите, что найдутся такие натуральное число n и простое число р, что число Q(n) делится на р, но не делится на р2. (А.Я. Белов)
8. В пятиугольнике ABCDE AB = BC и (A = (C = 90(. Точка F на стороне ED такова, что 
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Докажите, что (ACF=(ABE. (Польские олимпиады)
9. Ограда замка (в плане) имеет форму многоугольника со стенами-сторонами. В каждой вершине стоит по стражнику, причем каждый из стражников может дойти до какого-нибудь другого стражника, не выходя за пределы замка и пройдя менее 100 метров. Докажите, что в замке есть стена короче 100 метров. (А.В. Шаповалов)
10. Пусть n ( 2 – натуральное число. Докажите, что 
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 (Канадская олимпиада)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Второй тур 5.12.2000. Первая лига.

1. Операция ( определена на множестве целых чисел и для любых целых чисел a, b, c удовлетворяет следующим условиям: 
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 Найдите 12(18. (Ю. Лифшиц)
2. На доске написаны нули и единицы. Разрешается проделывать такую операцию: несколько (может быть ни одного) идущих подряд слева нулей заменить на единицы, а следующую за ними цифру заменить на противоположную (1 на 0, а 0 – на 1). За какое наименьшее количество таких операций из 20 единиц можно получить одни нули? (А.Я. Белов-Канель)
3. В некотором государстве 4n аэропортов, из каждого аэропорта выходит ровно 3 авиалинии (авиалиния соединяет два аэропорта). Из любого аэропорта можно долететь до любого другого (возможно, с пересадками). Пусть К – количество способов продать все авиалинии трем авиакомпаниям таким образом, чтобы из каждого аэропорта выходили три авиалинии разных авиакомпаний. Докажите, что К ( 3(23n. (Д.В. Карпов)
4. Про натуральные числа х, у и z известно, что (z+1)x2+x = zy2+y. Докажите, что у–х – точный квадрат. (Одна из зарубежных олимпиад + жюри)
5. Докажите, что отношение периметра описанного четырехугольника к сумме его диагоналей не меньше, чем 
[image: image18.wmf]2

. (В.В. Замятин)
6. Найдите все такие многочлены P(x) с целыми коэффициентами, что P(n–1) + P(n+1) делится на P(n) для бесконечного множества натуральных n. (С.Л. Берлов)
7. На доске написано натуральное число n. Двое играют в следующую игру. За один ход можно либо заменить написанное на доске число на любой его делитель, не равный ему, либо вычесть из написанного на доске числа не равный ему делитель. Проигрывает игрок, написавший 1. При каких n игрок, ходящий первым, сможет обеспечить себе победу независимо от игры второго игрока. (А. В. Пастор)
8. В пятиугольнике ABCDE AB=BC и (A=(C=90(. Точка F на стороне ED такова, что 
[image: image19.wmf].
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Докажите, что (ACF=(ABE. (Польские олимпиады)
9. Ограда замка (в плане) имеет форму многоугольника со стенами-сторонами. В каждой вершине стоит по стражнику, причем каждый из стражников может дойти до какого-нибудь другого стражника, не выходя за ограду и пройдя менее 100 метров. Докажите, что в замке есть стена короче 100 метров. (А.В. Шаповалов)
10. Пусть n ( 2 – натуральное число. Докажите, что 
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 (Канадская олимпиада)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Второй тур 5.12.2000. Вторая лига.

1. Отрезок железной дороги между городами A и K имеет длину 56 км. Поезд делает на нем 9 промежуточных остановок – на станциях B, C, D, E, F, G, H, I и J. Известно, что .длина любых двух соседних участков дороги не превосходит 12 км, а длина любых трех подряд идущих участков дороги не меньше 17 км. Найдите расстояние между станциями B и G. (Швеция, 1993)
2..Докажите, что сумма квадратов всех делителей натурального числа n не может равняться (n+1)2. (Cловения, 1994)
3. Таблица m(n (m, n ( 3) заполнена числами так, что числа в каждом столбце образуют арифметическую прогрессию. Какие-то две строки этой таблицы также являются арифметическими прогрессиями. Докажите, что и в остальных строках таблицы тоже записаны арифметические прогрессии. (Ю. Лифшиц)
4.. Решите в натуральных числах уравнение 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image22.wmf] (Австрия-Польша, 1990, вариация)
5. Решите уравнение
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(К.А. Кноп)
6. Восемь шахматистов сыграли турнир в один круг. Известно, что в любой тройке шахматистов были двое, сыгравшие между собой вничью. Какое наименьшее число ничьих могло быть в этом турнире? (А.К. Толпыго) 

7. В квадрат вписан четырехугольник (на каждой стороне квадрата по одной вершине четырехугольника), в который в свою очередь вписали квадрат (также на каждой стороне четырехугольника по одной вершине квадрата). Могло ли так получиться, что у четырехугольника все стороны попарно различны? (В.В. Замятин, С.Г. Волченков, П.А Кожевников.)
8. В вершинах квадрата помещены 4 компьютера, соединенных со своими соседями по сторонам квадрата. В начальный момент на каждый компьютер пришло по важной новости (на каждый – своя). Каждую секунду компьютер может или передавать все известные ему новости на соседний компьютер, или принимать соответствующую информацию с соседнего компьютера, или бездействовать. Каким образом за наименьшее время все компьютеры могут получить все имеющиеся в системе новости? (С.Г. Волченков)
9. Василий Иванович и Петька взяли в плен 999 белогвардейцев и принялись их допрашивать. Известно, что любой белогвардеец «расколется» после 9 заданных вопросов (но не раньше!), а «расколовшего» (то есть задавшего девятый вопрос) его героя гражданской войны наградят орденом. Допрос происходит следующим образом. Сначала Василий Иванович выбирает любого еще «нерасколовшегося» белогвардейца и задает ему вопрос, потом то же самое делает Петька, затем – снова Василий Иванович, и т.д. Какое наибольшее количество орденов может обеспечить себе легендарный комдив? (Одесский фестиваль, 2000)
10. На стороне BC треугольника ABC выбрана такая точка D, что биссектрисы углов ACB и ADB пересекаются на стороне AB. Докажите, что точка, симметричная D относительно прямой AB, лежит на прямой AC. (Одесский фестиваль, 2000)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Второй тур 5.12.2000. Высшая юниорская лига.

1 Операция ( определена на множестве целых чисел и для любых целых чисел a, b, c удовлетворяет следующим условиям: 
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 Найдите 2000(2067. (Ю. Лифшиц)
2. Точки K и M – середины диагоналей вписанного четырехугольника ABCD, а точки L и N – середины сторон BC и AD, соответственно. Описанная окружность треугольника KLM пересекает второй раз сторону BC в точке L(, а описанная окружность треугольника KMN пересекает вторично сторону AD в точке N(. Докажите, что прямая KM делит отрезок L(N( пополам. (С.Л. Берлов)
3. Последовательность задана условиями a1=1; an=an-1–n если an-1>n, в противном случае an=an-1+n. Найдите наименьший номер n такой, что an=2000. (Монгольская олимпиада)
4. Пусть n ( 2 – натуральное число. Докажите, что 
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 (Канадская олимпиада)
5. Найдите все такие многочлены P(x) с целыми коэффициентами, что P(n–1) + P(n+1) делится на P(n) для бесконечного множества натуральных n. (С.Л. Берлов)
6. Двое играют в крестики-нолики на бесконечной клетчатой полосе. Первый ходит одним крестиком, второй – сотней ноликов. Цель крестиков – получить три крестика, один из которых стоит точно посередине между двумя другими, цель ноликов – помешать крестикам. Какого минимального числа ходов достаточно для выигрыша крестиков? (А.Я. Канель-Белов)
7. В связном графе 4n вершин, степень каждой вершины равна трем. Докажите, что количество способов раскрасить ребра этого графа в три цвета так, чтобы в каждой вершине сходились ребра разных цветов, не превосходит 3(23n. (Д.В. Карпов)
8. В пятиугольнике ABCDE AB=BC и (A=(C=90(. Точка F на стороне ED такова, что 
[image: image26.wmf].
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 Докажите, что (ACF=(ABE. (Польские олимпиады)
9. На доске написаны нули и единицы. Разрешается проделывать такую операцию: несколько (может быть ни одного) идущих подряд слева нулей заменить на единицы, а следующую за ними цифру заменить на противоположную (1 на 0, а 0 – на 1). За какое наименьшее количество таких операций из 20 единиц можно получить одни нули? (А.Я. Белов-Канель)
10. Докажите, что сумма квадратов всех делителей натурального числа n не может равняться (n+1)2. (Словения, 1994)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Второй тур 5.12.2000. Первая юниорская лига.

1. Имеются четыре компьютера, соединенных в сеть, каждый с каждым. За одну секунду любой из компьютеров может переслать всю имеющуюся в нем информацию в любой другой компьютер. При этом он может либо только посылать информацию одному, либо только принимать информацию от одного компьютера. Каким образом за наименьшее время все компьютеры могут получить всю имеющуюся в системе информацию? (С.Г. Волченков)
2. Последовательность задана условиями a1=1; an=an-1-n если an-1>n, в противном случае an=an-1+n. Найдите a2000. (Монгольская олимпиада)
3. На доске написано натуральное число n. Двое играют в следующую игру. За один ход можно либо заменить написанное на доске число на любой его делитель, не равный ему, либо вычесть из написанного на доске числа не равный ему делитель. Проигрывает игрок, написавший 1. При каких n игрок, ходящий первым, сможет обеспечить себе победу независимо от игры второго игрока. (А. В. Пастор)
4. В квадрат вписан четырехугольник (на каждой стороне квадрата по одной вершине четырехугольника), в который в свою очередь вписали квадрат (также на каждой стороне четырехугольника по одной вершине квадрата). Могло ли так получиться, что у четырехугольника все стороны попарно различны? (В.В. Замятин, С.Г. Волченков, П.А Кожевников.)
5. С последовательностью из нулей и единиц разрешается проделывать такую операцию: несколько (может быть ни одного) идущих подряд с начала последовательности нулей заменить на единицы, а следующий за ними знак заменить на противоположный. За какое наименьшее количество таких операций из 20 единиц можно получить одни нули? (А.Я. Белов-Канель)
6. В стране Элении n жителей. Они объединяются в кружки по интересам. В каждом кружке ровно три человека, при этом любые двое одновременно состоят ровно в одном кружке. Докажите, что n при делении на 6 дает остаток 1, либо 3. (Польские олимпиады)
7. Докажите, что сумма квадратов всех делителей натурального числа n не может равняться (n+1)2. (Cловения, 1994)
8. На сторонах AB, BC, CD и CA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M и N соответственно. Докажите, что окружности, описанные около треугольников NAK, KBL, LCM и MDK, покрывают весь четырехугольник. (П.А.Кожевников)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Третий тур 7.12.2000. Высшая лига.

1. На окружности отмечены 2n точек так, что никакие три хорды с концами в этих точках не пересекаются в одной точке, лежащей внутри окружности. Разобьем отмеченные точки на n пар, и в каждой паре соединим точки отрезком. Число точек пересечения проведенных n отрезков назовем характеристикой разбиения. Найдите среднее арифметическое характеристик по всем разбиениям. (Сообщил И. Богданов)
2. В лагерь приехали m мальчиков и d девочек. Каждая девочка знакома не более, чем с 10 мальчиками, а каждый мальчик – не менее, чем с одной девочкой. Оказалось, что у каждого мальчика больше знакомых девочек, чем у любой знакомой с ним девочки – знакомых мальчиков. Докажите, что
d ( 1,1m. (Д.В. Карпов)
3. Точки бесконечной полоски ширины 1 раскрашены в два цвета. Докажите, что можно выбрать один из цветов так, что для любого положительного числа r найдутся две точки этого цвета на расстоянии r. (А.Я. Канель-Белов)
4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку B проведена прямая l, вторично пересекающая окружности S1 и S2 в точках С и D соответственно. Точка K на окружности S2 такова, что прямые CA и AK перпендикулярны. Точка L на окружности S1 такова, что прямые DA и AL перпендикулярны. Точка P симметрична точке A относительно прямой l. Докажите, что точки A, K, L и P лежат на одной окружности. (Д. Джукич) 
5. N компьютеров соединены в сеть, каждый с каждым. В начальный момент на два компьютера пришло по важной новости (на каждый – своя). Каждую секунду компьютер может находиться ровно в одном из трех состояний: или передавать все известные ему новости на другой компьютер (ровно один!), или принимать соответствующую информацию с другого компьютера (ровно с одного!), или бездействовать. Известно, что за k секунд обе новости стали известны всем компьютерам. При каком наибольшем N это возможно? (С.Г. Волченков, И.И. Богданов, Г.Р. Челноков)
6 Докажите, что неравенство 
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7. Даны натуральное число k и многочлены R(x) и S(x) с целыми коэффициентами. Известно, что при любом целом x число R(S(x)) – x делится на k. Докажите, что число S(R(x)) – x тоже делится на k при любом целом x. (И.И. Богданов)
8. В пространстве даны 2n лучей, исходящих из одной точки. Докажите, что сумма величин всех плоских углов, образованных этими лучами, не превосходит (n2. (Ф.В. Петров, Е.А. Сопкина)
9. Дана последовательность {an}, определенная при всех целых n ( 0 и удовлетворяющая условиям а0 = 1, 1<a1<2, аn+1 = 
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. Обязательно ли эта последовательность является ограниченной? (К.Н. Игнатьев)
10. Различные рациональные числа a и b таковы, что (a–b)4 = a3 – b3. Докажите, что число 9a–1 есть куб рационального числа. (Д. Джукич)
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“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Третий тур 7.12.2000. Первая лига.

1. На окружности отмечены 2n точек так, что никакие три хорды с концами в этих точках не пересекаются в одной точке, лежащей внутри окружности. Разобьем отмеченные точки на n пар, и в каждой паре соединим точки отрезком. Число точек пересечения проведенных n отрезков назовем характеристикой разбиения. Найдите среднее арифметическое характеристик по всем разбиениям. (Сообщил И. Богданов)
2. В лагерь приехали m мальчиков и d девочек. Каждая девочка знакома не более, чем с 10 мальчиками, а каждый мальчик – не менее, чем с одной девочкой. Оказалось, что у каждого мальчика больше знакомых девочек, чем у любой знакомой с ним девочки – знакомых мальчиков. Докажите, что d ( 1,1m. (Д.В. Карпов)
3. Точки бесконечной полоски ширины 1 раскрашены в два цвета. Докажите, что для любого положительного числа r найдутся две точки одного цвета на расстоянии r. (А.Я. Канель-Белов)
4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку B проведена прямая l, вторично пересекающая окружности S1 и S2 в точках С и D соответственно. Точка K на окружности S2 такова, что прямые CA и AK перпендикулярны. Точка L на окружности S1 такова, что прямые DA и AL перпендикулярны. Точка P симметрична точке A относительно прямой l. Докажите, что точки A, K, L и P лежат на одной окружности. (Д. Джукич)
5. В арифметической прогрессии, состоящей из натуральных чисел, есть член, десятичная запись которого содержит ровно две единицы (и, возможно, какие-то другие цифры). Докажите, что в ней есть член, десятичная запись которого содержит ровно 2000 единиц (и, возможно, какие-то другие цифры). (А.С. Голованов)
6. Докажите, что неравенство 
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7. Даны натуральное число k и многочлены R(x) и S(x) с целыми коэффициентами. Известно, что при любом целом x число R(S(x)) – x делится на k. Докажите, что число S(R(x)) – x тоже делится на k при любом целом x. (И.И. Богданов)
8. Из точки Р в пространстве проведены лучи k, l и m. На луче k взята точка А. Докажите, что найдется единственная пара точек В(l и С(m, для которых выполнены равенства PA+AB = PC+CB и PВ+BС = PА+АC. (Польские олимпиады)
9. Известно, что 3a+2b+3c = 0. Докажите, что уравнение ax3+bx+c = 0 имеет хотя бы один корень на интервале (0,3). (К.А. Кноп)
10. Различные натуральные числа a и b таковы, что (a–b)4 = a3 – b3. Докажите, что число 9a–1 есть куб натурального числа. (Д. Джукич)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Третий тур 7.12.2000. Вторая лига.

1. В ромбе ABCD угол B равен 60(. Через точку D проведена прямая l, пересекающая прямые AB и BC в точках E и F соответственно. Прямые AF и CE пересекаются в точке M. Докажите, что угол между прямыми AM и CM не зависит от выбора прямой l. (К.А. Кноп)
2. Решите уравнение 
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 в целых числах. (Вьетнам)
3. Известно, что 3a+2b+3c = 0. Докажите, что уравнение ax3+bx+c = 0 имеет хотя бы один корень на интервале (0,3). (К.А. Кноп)
4. Барон Мюнхгаузен утверждает, что он умеет расставить на доске 8(8 стандартный комплект кораблей морского боя (1 четырехклеточный, 2 трехклеточных, 3 двухклеточных, 4 одноклеточных, корабли не касаются друг друга даже углами) так, что в каких-то пяти строчках корабли занимают ровно по 4 клетки (а остальные три строчки свободны от кораблей). Не хвастает ли барон? (К.А. Кноп)
5. Автомобиль едет со скоростью 90 км/ч под гору, 72 км/ч по ровной местности и 60 км/ч вверх. Известно, что дорогу из города A в город B этот автомобиль преодолевает за 5 часов, а на обратный путь тратит 4 часа. Найдите расстояние от A до B.(Фольклор)

6. Найдите все натуральные числа n, сумма цифр которых равна 2002 – n. (Фольклор)
7. Точки бесконечной полоски ширины 1 раскрашены в два цвета. Докажите, что для любого положительного числа r найдутся две точки одинакового цвета на расстоянии r. (А.Я. Канель-Белов)
8. Приведите пример четырнадцатигранника, каждая грань которого – либо квадрат, либо правильный треугольник? (Д.А. Крамаренко)
9. В пространстве даны 2000 черных точек, никакие четыре из которых не лежат в одной плоскости. Некоторые из точек соединены стрелками. Известно, что нет пути, идущего по стрелкам и проходящего через все точки (даже если можно проходить через одну точку несколько раз). Докажите, что часть точек (не меньше одной, но не все) можно перекрасить в синий цвет так, чтобы никакая стрелочка не вела из синей точки в черную. (Белоруссия, 1992)
10. Двое игроков по очереди ставят по одной фишке на клетки доски 1999(2001. Игрок может ставить фишку на свободную клетку, если все соседние с ней (по стороне) клетки свободны или если хотя бы на одной из соседних клеток уже стоит фишка, поставленная соперником. Проигрывает тот игрок, который не сможет сделать очередного хода. Кто выигрывает при правильной игре? (Белоруссия, 1992)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Третий тур 7.12.2000. Высшая юниорская лига.

1. Известно, что 3a+2b+3c = 0. Докажите, что уравнение ax3+bx+c=0 имеет хотя бы один корень на интервале (0,3). (К.А. Кноп)
2. На окружности отмечены 2n точек так, что никакие три хорды с концами в этих точках не пересекаются в одной точке, лежащей внутри окружности. Разобьем отмеченные точки на n пар, и в каждой паре соединим точки отрезком. Число точек пересечения проведенных n отрезков назовем характеристикой разбиения. Найдите среднее арифметическое характеристик по всем разбиениям. (Сообщил И. Богданов)
3. В лагерь приехали m мальчиков и d девочек. Каждая девочка знакома не более, чем с 10 мальчиками, а каждый мальчик – не менее, чем с одной девочкой. Оказалось, что у каждого мальчика больше знакомых девочек, чем у любой знакомой с ним девочки – знакомых мальчиков. Докажите, что d ( 1,1m. (Д.В. Карпов)
4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку B проведена прямая l, вторично пересекающая окружности S1 и S2 в точках С и D соответственно. Точка K на окружности S2 такова, что прямые CA и AK перпендикулярны. Точка L на окружности S1 такова, что прямые DA и AL перпендикулярны. Точка P симметрична точке A относительно прямой l. Докажите, что точки A, K, L и P лежат на одной окружности. (Д. Джукич)
5. В вершинах куба записаны числа (в каждой – по одному). Каждую секунду каждое число заменяется на среднее арифметическое своих соседей. В какой-то момент все числа оказались равны исходным. Верно ли, что исходные числа равны между собой? (А.Я. Белов)
6. Даны натуральное число k и многочлены R(x) и S(x) с целыми коэффициентами. Известно, что при любом целом x число R(S(x)) – x делится на k. Докажите, что число S(R(x)) – x тоже делится на k при любом целом x. (И.И. Богданов)
7. Различные натуральные числа a и b таковы, что (a–b)4 = a3 – b3. Докажите, что число 9a–1 есть куб натурального числа. (Д. Джукич)
8. Назовем лесенкой фигуру, сложенную из 12 кубиков с ребром 1, как показано на рисунке. Найдите все натуральные n, при которых куб с ребром n можно разрезать на лесенки с ребрами, параллельными ребрам куба. (Л. Шорт)
9. Точки бесконечной полоски ширины 1 раскрашены в два цвета. Докажите, что можно выбрать один из этих цветов так, что для любого положительного числа r найдутся две точки этого цвета на расстоянии r. (А.Я. Канель-Белов)
10. В арифметической прогрессии, состоящей из натуральных чисел, есть член, десятичная запись которого содержит ровно две единицы (и, возможно, какие-то другие цифры). Докажите, что в ней есть член, десятичная запись которого содержит ровно 2000 единиц (и, возможно, какие-то другие цифры). (А.С. Голованов)

Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Третий тур 7.12.2000. Первая юниорская лига.

1. Докажите, что для любого натурального a>2 существует такое простое p, что a3+1 делится на p, но при этом a+1 не делится на p. (Ш. Леман)
2. В вершинах куба записаны числа (в каждой – по одному). Каждую секунду каждое число заменяется на среднее арифметическое своих соседей. В какой-то момент все числа оказались равны исходным. Верно ли, что исходные числа равны между собой? (А.Я. Белов)
3. На какое максимальное количество частей могут разбить плоскость n лучей? (А.Я. Белов)
4. Точки бесконечной полоски ширины 1 раскрашены в два цвета. Докажите, что найдутся две точки одинакового цвета на расстоянии 2000. (А.Я. Белов)
5. Автомобиль едет со скоростью 90 км/ч под гору, 72 км/ч по ровной местности и 60 км/ч вверх. Известно, что дорогу из города A в город B этот автомобиль преодолевает за 5 часов, а на обратный путь тратит 4 часа. Найдите расстояние от A до B..(Фольклор)
6. На окружности отмечены 2000 точек так, что никакие три хорды с концами в этих точках не пересекаются в одной точке, лежащей внутри окружности. Разобьем отмеченные точки на 1000 пар и в каждой паре соединим точки отрезком. Число точек пересечения проведенных 1000 отрезков назовем характеристикой разбиения. Найдите среднее арифметическое характеристик по всем разбиениям. (Предложил И.И. Богданов)
7. В ромбе ABCD угол B равен 60(. Через точку D проведена прямая l, пересекающая прямые AB и BC в точках E и F соответственно. Прямые AF и CE пересекаются в точке M. Докажите, что угол между прямыми AM и CM не зависит от выбора прямой l. (Предложил К.А. Кноп)
8. В арифметической прогрессии, состоящей из натуральных чисел, есть член, десятичная запись которого содержит ровно две единицы (и, возможно, какие-то другие цифры). Докажите, что в ней есть член, десятичная запись которого содержит ровно 2000 единиц (и, возможно, какие-то другие цифры). (А.С. Голованов)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Блицбой 7.12.2000 (за 1-2 места в подгруппе). Первая юниорская лига.

1. Пусть а, b и с – положительные числа, а2 +b2+c2 = 1. Докажите, что b(a+c) ( 

.




2. В выпуклом четырехугольнике  ABCD  A1A2, E1E2  и  D1D2 – серединные перпендикуляры к сторонам  AB, BC  и  CD соответственно, причем точки  A2, E2  и  D2 делят отрезок  AD  на четыре равные части (см. рис.). Докажите, что  AD((BC.

3. На листе бумаги нарисован клетчатый квадрат 10(10. Двое по очереди делают ходы. Первый каждым своим ходом рисует клетчатый прямоугольник площадью в 20 клеток, все стороны которого лежат внутри или на сторонах исходного квадрата. Эти прямоугольники могут пересекаться, но не могут совпадать. Второй каждым своим ходом отмечает крестиком одну из клеток только что нарисованного прямоугольника, причем нельзя отмечать клетку, уже отмеченную ранее. Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода без нарушения правил. Кто из игроков выигрывает при правильной игре и как ему для этого надо играть?

4. Выпуклый 101-угольник разрезали на многоугольные куски, проведя разрезы по всем диагоналям. Какое наибольшее число сторон может иметь такой кусок?

5. Докажите, что при любом натуральном n>10 можно разбить все целые числа от 1 до n на две группы так, чтобы  сумма всех чисел одной группы равнялась произведению всех чисел другой?

6. Есть три сосуда 3 л, 4 л и 5 л без делений, кран с водой, раковина и 3 л сиропа в самом маленьком сосуде. Можно ли с помощью переливаний получить 6 л смеси воды с сиропом  так, чтобы  в каждом сосуде воды и сиропа было поровну?

Примечание. Для блиц-боя из заголовка хватило двух первых задач. По задачам 3-6 состоялся блиц-бой за 1-2 места в высшей юниорской лиге после того, как финальный бой Челябинск – Харьков завершился вничью. Победил Челябинск (2:0).
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Высшая лига. Бои за 1–4 места.

1. Назовем разбиение клетчатой доски 200(200 на доминошки (то есть прямоугольники из двух клеток) удачным, если любое разбиение этой доски на доминошки имеет с данным четное число общих доминошек. Сколько существует удачных разбиений? (Е. Черепанов, Р. Садыков)
2. В вершинах правильного 101-угольника расставлены единицы. За один ход разрешается выбрать четыре подряд стоящие числа, вычесть по 1 из двух средних и прибавить по 1 к двум крайним. Можно ли не более чем за 10000 таких ходов получить расстановку, в которой все числа, кроме одного, равны нулю? (С.Л. Берлов, С.В. Иванов)
3. Для положительных a1, a2, …, an докажите неравенство 
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, где S = a1+a2+…+an. (А.И. Храбров)
4. В графе существует остовное дерево ровно с n висячими вершинами и остовное дерево ровно с m висячими вершинами, n ( k ( m. Докажите, что в этом графе существует остовное дерево ровно с k висячими вершинами. (S. Schuster)
5. На окружности S выбраны точки A и B. Точка C – середина одной из дуг AB, а D – некоторая точка отрезка AB. Окружность S1 касается отрезков BD (в точке B1), CD и окружности S. Окружность S2 касается продолжения отрезка AB за точку B (в точке B2), окружности S (в точке K) и продолжения отрезка CD за точку D. Доказать, что (B1KB2 – прямой. (П. Кожевников)
6. Сколько существует натуральных решений уравнения 
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7. Выпуклый многогранник M с n вершинами находится внутри куба с ребром 1. Все грани M – треугольники. Докажите, что существует тетраэдр объема не больше 
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 с вершинами в вершинах многогранника M. (Ф.В. Петров)
8. В последовательности натуральных чисел (xn), n(1, выполняется соотношение xn+1 = k((xn), где ((m) обозначает количество натуральных чисел, не превосходящих m и взаимно простых с m. Найдите все такие натуральные k>1, что при любом натуральном x1>1 последовательность (xn) ограничена. (Вьетнам)
9. Окружность проходит через вершины A и C остроугольного треугольника ABC и пересекает стороны AB и BC в точках D и E. Точки D1 и E1 симметричны точкам D и E соответственно относительно основания высоты треугольника, опущенной на сторону AC. Прямые CD1 и AE1 пересекаются в точке K. Докажите, что (AKC = (ABC. (C.Л. Берлов)
10. Найдите все функции 
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такие, что f(x2+y2)=xf(x)+yf(y). (Здесь N0 – множество целых неотрицательных чисел.)(Нидерланды)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Высшая лига. Бои за 5–8 места.

1. Назовем разбиение клетчатой доски 200(200 на доминошки (то есть прямоугольники из двух клеток) удачным, если любое разбиение этой доски на доминошки имеет с данным четное число общих доминошек. Сколько существует удачных разбиений? (Е. Черепанов, Р. Садыков)
2. В вершинах правильного 101-угольника расставлены единицы. За один ход разрешается выбрать четыре подряд стоящие числа, вычесть по 1 из двух средних и прибавить по 1 к двум крайним. Можно ли не более чем за 10000 таких ходов получить расстановку, в которой все числа, кроме одного, равны нулю? (С.Л. Берлов, С.В. Иванов)
3. На сторонах треугольника ABC как на основаниях построены вовне равнобедренные треугольники ABC1, BCA1, CAB1 с углом 120 градусов при вершине. Докажите, что периметр треугольника A1 B1 C1 не больше периметра треугольника ABC. (Д.А. Крамаренко)
4. В компании из 200 человек любых пятерых можно посадить за круглый стол так, чтобы каждый из них сидел между двух знакомых (предполагается, что если A знаком с B, то B знаком с A). Какое наименьшее число пар знакомых может быть в этой компании? (Д.А. Крамаренко)
5. Верно ли, что при любом натуральном n и любых натуральных a1, a2,…, an множество натуральных чисел можно разбить на n+1 непересекающееся подмножество таким образом, что если 
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 хотя бы для одного 1(i(n, то числа k и m лежат в разных подмножествах. (А.И. Храбров)
6. Известно, что a, b, c – целые числа, по модулю меньшие 1000000. Докажите, что уравнение ax+by+cz = 0 имеет хотя бы два решения в целых числах, по модулю не превосходящих 2000. (А.Я. Белов-Канель)
7. Последовательность задана соотношениями
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Докажите, что все ее члены – натуральные числа. (К.А. Кноп)
8. В последовательности натуральных чисел (xn), n(1, выполняется соотношение xn+1 = k((xn), где ((m) обозначает количество натуральных чисел, не превосходящих m и взаимно простых с m. Найдите все такие натуральные k>1, что при любом натуральном x1>1 последовательность (xn) ограничена. (Вьетнам)
9. Окружность проходит через вершины A и C остроугольного треугольника ABC и пересекает стороны AB и BC в точках D и E соответственно. Точки D1 и E1 симметричны точкам D и E соответственно относительно основания высоты треугольника, опущенной на сторону AC. Прямые CD1 и AE1 пересекаются в точке K. Докажите, что (AKC = (ABC. (C.Л. Берлов)
10. Найдите все функции 
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такие, что f(x2+y2)=xf(x)+yf(y). (Здесь N0 – множество целых неотрицательных чисел.) (Нидерланды)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Первая лига.

1. Назовем разбиение клетчатой доски 200(200 на доминошки (то есть прямоугольники из двух клеток) удачным, если любое разбиение этой доски на доминошки имеет с данным четное число общих доминошек. Сколько существует удачных разбиений? (Е. Черепанов, Р. Садыков)
2. В вершинах правильного 101-угольника расставлены единицы. За один ход разрешается выбрать четыре подряд стоящие числа, вычесть по 1 из двух средних и прибавить по 1 к двум крайним. Можно ли не более чем за 1800 таких ходов получить расстановку, в которой все числа, кроме одного, равны нулю? (С.Л. Берлов, С.В. Иванов)
3. На сторонах треугольника ABC как на основаниях построены вовне равнобедренные треугольники ABC1, BCA1, CAB1 с углом 120 градусов при вершине. Докажите, что периметр треугольника A1 B1 C1 не больше периметра треугольника ABC. (Д.А. Крамаренко)
4. В компании из 200 человек любых пятерых можно посадить за круглый стол так, чтобы каждый из них сидел между двух знакомых (предполагается, что если A знаком с B, то B знаком с A). Какое наименьшее число пар знакомых может быть в этой компании? (Д.А. Крамаренко)
5. Верно ли, что при любом натуральном n и любых натуральных a1, a2,…, an множество натуральных чисел можно разбить на n+1 непересекающееся подмножество таким образом, что если 
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 хотя бы для одного 1(i(n, то числа k и m лежат в разных подмножествах. (А.И. Храбров)
6. Известно, что a, b, c – целые числа, по модулю меньшие 1000000. Докажите, что уравнение ax+by+cz = 0 имеет хотя бы два решения в целых числах, по модулю не превосходящих 2000. (А.Я. Белов-Канель)
7. Последовательность задана соотношениями
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Докажите, что все ее члены – натуральные числа. (К.А. Кноп)
8. Докажите, что при любом натуральном x1>1 последовательность натуральных чисел (xn), удовлетворяющая условию xn+1 = 5((xn), неограничена. (((m) обозначает количество натуральных чисел, не превосходящих m и взаимно простых с m.) (Вьетнам+жюри)
9. Окружность проходит через вершины A и C остроугольного треугольника ABC и пересекает стороны AB и BC в точках D и E соответственно. Точки D1 и E1 симметричны точкам D и E соответственно относительно основания высоты треугольника, опущенной на сторону AC. Прямые CD1 и AE1 пересекаются в точке K. Докажите, что (AKC = (ABC. (C.Л. Берлов)
10. Дана функция 
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такая, что f(x2+y2)=xf(x)+yf(y) и f(1)=1 (здесь N0 – множество целых неотрицательных чисел).Чему может быть равно f(6)? (Требуется указать все варианты.)  (Нидерланды)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Вторая лига.

1. Докажите, что у каждого многогранника можно покрасить две грани в красный цвет, а две другие – в синий так, чтобы у красных граней было поровну сторон, и у синих – тоже. (С.Г. Волченков)
2. Строки таблицы 2000(2000 занумерованы различными натуральными числами (не обязательно идущими подряд). Столбцы этой таблицы занумерованы теми же числами. В каждой клетке таблицы записана разность номеров ее строки и столбца. Докажите, что чисел, делящихся на 3, в таблице больше, чем чисел, дающих при делении на 3 остаток 1. (И.С. Рубанов, С.Б. Тихомиров)
3. Даны 12 палочек, каждая из которых имеет длину 1. Как разрезать их на 39 частей, из которых затем удастся составить 13 равных прямоугольных треугольников (должны быть использованы все получившиеся части)? (IMTS, round 25 + жюри)
4. В строку выписан 1000000 целых чисел (не обязательно последовательных). Можно выбрать любые 2000 подряд стоящих чисел и изменить каждое из них на 1 (некоторые уменьшить на 1, а некоторые – увеличить на 1). Всегда ли несколькими такими операциями можно получить строку из одних нулей? (С.Л. Берлов)
5. АМ – медиана треугольника АВС, MD и ME – биссектрисы треугольников ВМА и СМА соответственно. Найдите отношение MD/ME, если (АМВ = (. (И.И. Богданов)
6. В компании из 200 человек любых пятерых можно посадить за круглый стол так, чтобы каждый из них сидел между двух знакомых (предполагается, что если A знаком с B, то B знаком с A). Какое наименьшее число пар знакомых может быть в этой компании? (Д.А. Крамаренко)
7. Можно ли тремя прямолинейными разрезами разделить круг на 7 частей равной площади? (Н.С. Келлин)
8. Можно ли расставить в ряд натуральные числа от 1 до 97 (каждое по одному разу) в таком порядке, чтобы любые два соседних числа отличались ровно на 7 или на 9?

9. Биссектрисы внутренних углов выпуклого четырехугольника ограничивают параллелограмм. Докажите, что исходный четырехугольник – тоже параллелограмм. (И.С. Рубанов)
10. Бывают моменты, когда стрелки часов направлены вдоль одной прямой. Могут ли две такие прямые быть перпендикулярными? (И.С. Рубанов)
Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Высшая юниорская лига.

1. Назовем разбиение клетчатой доски 2000(2000 на доминошки (то есть прямоугольники из двух клеток) удачным, если любое разбиение этой доски на доминошки имеет с данным четное число общих доминошек. Сколько существует удачных разбиений? (Е. Черепанов, Р. Садыков)
2. Последовательность задана соотношениями
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Докажите, что все ее члены – натуральные числа. (К.А. Кноп) 

3. На окружности с центром в точке O даны точки A и B (не диаметрально противоположные). Через середину хорды AB проведена прямая, перпендикулярная AO и пересекающая окружность в точках K и N. Проведена прямая l, касающаяся  окружности в точке B. Докажите, что окружность, описанная около треугольника KON, касается прямой l. (Кожевников П.А.)
4. Кузнечик прыгает по точкам интервала (0;1) по следующему правилу: из точки x он может прыгнуть либо в точку 
[image: image46.wmf]3

x

, либо в точку 
[image: image47.wmf]3

1

1

x

-

-

. Докажите, что можно покрасить конечное количество отрезков суммарной длины не более 
[image: image48.wmf]2000
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 в красный цвет так, что независимо от начальной точки и направлений прыжков кузнечик рано или поздно попадет в красную точку. (А.Я. Белов) 
5. На сторонах треугольника ABC как на основаниях построены вовне равнобедренные треугольники ABC1, BCA1, CAB1 с углом 120 градусов при вершине. Докажите, что периметр треугольника A1 B1 C1 не больше периметра треугольника ABC. (Д.А. Крамаренко)
6. Докажите, что для любого многочлена P(x) с действительными коэффициентами существует такой многочлен Q(x) (также с действительными коэффициентами), что P(x) = Q(x+1) –Q(x) для любого x. (Фольклор)
7. Известно, что a, b, c – целые числа, по модулю меньшие 1000000. Докажите, что уравнение ax+by+cz = 0 имеет хотя бы два решения в целых числах, по модулю меньших 2000. (А.Я. Белов)
8. В компании из 200 человек любых пятерых можно посадить за круглый стол так, чтобы каждый из них сидел между двух знакомых (предполагается, что если A знаком с B, то B знаком с A). Какое наименьшее число пар знакомых может быть в этой компании? (Д.А. Крамаренко)
9. Назовем клетчатый куб N(N(N хорошо упакованным ладьями, если в нем расставлены N2 ладей, не бьющих друг друга. Дан хорошо упакованный ладьями куб со стороной 2n. Рассмотрим семейство кубов со сторонами 1, 2, 3,…, 2n, отложенных от одной из его вершин. Докажите, что количество хорошо упакованных ладьями кубов среди них не превосходит n+1. (А.Я.Белов)
10. Даны 12 палочек одинаковой длины. Можно ли распилить их на 39 частей, из которых затем удастся составить 13 равных прямоугольных треугольников (должны быть использованы все получившиеся части)?

Четвертый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Санкт-Петербург, 1–8 декабря 2000 года

Четвертый тур 8.12.2000. Первая юниорская лига.

1. В компании из 200 человек любых пятерых можно посадить за круглый стол так, чтобы каждый из них сидел между двух знакомых (предполагается, что если A знаком с B, то B знаком с A). Какое наименьшее число пар знакомых может быть в этой компании? (Д.А. Крамаренко)
2. Докажите, что три прямые не могут разделить круг на семь равновеликих частей. (Н.С. Келлин)
3. Для некоторого набора положительных чисел a1, a2, …, a25 в таблице 25(25 расставлены числа так, что на пересечении i-го столбца и j-ой строки стоит aiaj. Таблицу разбивают на 25 квадратов размера 5(5. Докажите, что для одной из двух диагоналей таблицы сумма чисел в квадратах, идущих вдоль нее, не меньше четверти суммы чисел во всех оставшихся квадратах. (А.Я. Белов)
4. Даны 12 палочек одинаковой длины. Можно ли распилить их на 39 частей, из которых затем удастся составить 13 равных прямоугольных треугольников (должны быть использованы все получившиеся части)?

5. На полке стоит Большая Советская Энциклопудия из 44 томов в каком-то порядке. За одну операцию разрешается переставить два соседних тома. Найти наименьшее N такое, что за N операций заведомо можно расставить тома в правильном порядке. (Фольклор)
6. Назовем разбиение клетчатой доски 2000(2000 на доминошки (то есть прямоугольники из двух клеток) удачным, если любое разбиение этой доски на доминошки имеет с данным четное число общих доминошек. Сколько существует удачных разбиений? (Е. Черепанов, Р. Садыков) 

7. Можно ли расставить в ряд натуральные числа от 1 до 97 (каждое по одному разу) в таком порядке, чтобы любые два соседних числа отличались ровно на 7 или на 9?

8. На сторонах треугольника ABC как на основаниях построены вовне равнобедренные треугольники ABC1, BCA1, CAB1 с углом 120 градусов при вершине. Докажите, что периметр треугольника A1 B1 C1 не больше периметра треугольника ABC. 
(Д.А. Крамаренко)
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