Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.02. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно вдвое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть 20 пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков в подарок ослику Иа, так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если 12 горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько 7 горшков с правильным? (Олимпиада г. Минска)
2. В ряд выписаны натуральные числа от 1 до 100 в некотором порядке. Какое наименьшее значение может принимать максимальная сумма десяти чисел, стоящих подряд? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
3. Решите в целых числах уравнение x2 + y2 = 2(x+y) + xy. (Crux 1997)
4. Tочка P лежит внутри треугольника ABC. Треугольник BCD построен наружу таким образом, что (BCD = (ACP и (CBD = (ABC. Докажите, что если SPBDC = SABC, то треугольники ACP и BCD подобны. (Crux 1997)
5. Произведение положительных чисел a, b, c и d равно 1. Докажите, что
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. (А.И. Храбров, Туймаада-2002)
6. Даны четыре окружности с центрами A,B,C и D, попарно касающиеся друг друга внешним образом, причем окружности с центрами A и D касаются в точке F, a окружности с центрами B и C касаются в точке L. Прямая FL вторично пересекает окружность с центром A в точке G. Докажите, что AG(BC.(Ф.Л. Бахарев)
7. Бесконечная арифметическая прогрессия, состоящая из натуральных чисел, содержит квадрат натурального числа и куб натурального числа. Докажите, что она содержит шестую степень натурального числа. (A.C. Голованов)
8. Степени всех вершин графа G меньше 
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 (где n > 2), причем среди любых n + 1 вершин есть две несмежных. Назовем блоком множество из n попарно смежных вершин графа G. Известно, что любые два блока имеют общую вершину. Докажите, что все блоки имеют общую вершину. (C.Л. Берлов)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.12.02. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно вдвое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть 20 пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков в подарок ослику Иа, так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если 12 горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько 7 горшков с правильным? (Олимпиада г. Минска)
2. Серединный перпендикуляр к стороне ВС вписанного четырехугольника ABCD проходит через середину стороны AD. Докажите, что середина стороны AD равноудалена от середин дуг АВ и CD. (С.Л. Берлов)
3. Решите в целых числах уравнение x2 + y2 = 2(x+y) + xy. (Crux 1997)
4. В ряд выписаны натуральные числа от 1 до 100 в некотором порядке. Какое наименьшее значение может принимать максимальная сумма десяти чисел, стоящих подряд? (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Натуральные числа S, p и q таковы, что S ( 0 (mod q), S ( 1 (mod p), q > p и S ( pq. Докажите, что 
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 (Румынский отбор на международную олимпиаду, 1986)
6. Tочка P лежит внутри треугольника ABC. Треугольник BCD построен наружу таким образом, что (BCD = (ACP и (CBD = (ABC. Докажите, что если SPBDC = SABC, то треугольники ACP и BCD подобны. (Crux 1997)
7. Рассмотрим на плоскости множество M, состоящее из всех точек с натуральными координатами. Каждую точку P(a,b) из M соединим отрезком с каждой из точек множества M, находящейся на прямой x = a+b над биссектрисой первого координатного угла, т.е. с точками множества {(a+b,c) | c(N, c > a+b}. Докажите, что при любой раскраске точек из M в конечное число цветов найдутся две точки одного цвета, соединенные отрезком. (Румынский отбор на международную олимпиаду)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Устная личная олимпиада 3.12.02.

8-9 классы. Довывод.

1. У пятизначного числа вычеркнули третью цифру. Полученное число оказалось делителем исходного. Найдите все такие пятизначные числа. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 1981)
2. Под тасовкой колоды карт мы понимаем следующее: несколько карт берутся с верха колоды и вставляются – без изменения порядка, но не обязательно подряд – в оставшуюся часть колоды. Докажите, что в колоде из 2n карт можно n тасовками изменить порядок карт на противоположный. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
3. Внутри треугольника ABC отмечена точка P такая, что 
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 Докажите, что 
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4. Даны положительные числа a, b, c и d такие, что ac = bd. Докажите неравенство 
[image: image6.wmf]).
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 (С.Л. Берлов) 

Вывод

5. Ребра полного графа с n вершинами покрашены в несколько цветов, причем цветов не менее, чем n. Докажите, что есть три вершины, все ребра между которыми покрашены в различные цвета. (П.А. Кожевников)
6. O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На меньшей дуге AC этой окружности выбрана точка D. На сторонах AB и BC лежат точки P и Q соответственно такие, что (ADP=(OBC и (CDQ=(OBA. Докажите, что (DPQ=(DOC. (Crux 1997)
7. В квадрате 1(1 отмечено 9 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется два треугольника с вершинами в этих точках площади не более 
[image: image7.wmf]8

1

 каждый. (фольклор)
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Устная личная олимпиада 3.12.02.

10-11 классы. Довывод.

1. Докажите, что ни для какого натурального n число 
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 не является квадратом натурального числа. Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x.(Közepiskolai Matematikai Lapok) 
2. Под тасовкой колоды карт мы понимаем следующее: несколько карт берутся с верха колоды и вставляются – без изменения порядка, но не обязательно подряд – в оставшуюся часть колоды. Докажите, что в колоде из 2n карт можно n тасовками изменить порядок карт на противоположный. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
3. Даны положительные числа a, b, c и d такие, что ac = bd. Докажите неравенство 
[image: image9.wmf]).
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 (С.Л. Берлов) 
4. O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На меньшей дуге AC этой окружности выбрана точка D. На сторонах AB и BC лежат точки P и Q соответственно такие, что (ADP=(OBC и (CDQ=(OBA. Докажите, что (DPQ=(DOC. (Crux 1997)
Вывод

5. Ребра полного графа с n вершинами покрашены в несколько цветов таким образом, что каждый цвет встречается не более n – 2 раз. Докажите, что есть три вершины, все ребра между которыми покрашены в различные цвета.(AMM) 
6. Натуральное число n > 10 таково, что одно из чисел n и n + 1 – простое. Докажите, что целое число, ближайшее к 
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, нечетно. (Югославская олимпиада 1998)
7. Внутри квадрата 1(1 отмечена 101 точка, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что какие-то три из них образуют треугольник площади меньше 
[image: image11.wmf].
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Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Решения задач командной олимпиады

8-9 классы

Задача 1. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно вдвое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть 20 пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков в подарок ослику Иа, так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если 12 горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько 7 горшков с правильным?

Ответ: 5.  Решение. Опустошив 12 горшков с неправильным и 6 горшков с правильным медом, получим, что горшок с правильным медом и 6 пустых горшков стоят столько же, сколько 12 пустых горшков. Значит, горшок правильного меда (без стоимости посуды) стоит, как 5 пустых горшков, а горшок неправильного – как 2,5 пустых горшка, т.е., горшок с правильным медом стоит, как 6 пустых горшков, а горшок неправильного – как 3,5 пустых горшка. Короткий перебор показывает, что единственный способ обменять 20 пустых горшков на горшки с медом – взять 4 горшка с неправильным медом и 1 горшок – с правильным. Отсюда – ответ.

Задача 2. Серединный перпендикуляр к стороне ВС вписанного четырехугольника ABCD проходит через середину стороны AD. Докажите, что середина стороны AD равноудалена от середин дуг АВ и CD. 

Решение. Серединный перпендикуляр d к хорде ВС проходит через центр окружности. Если хорда AD не проходит через центр окружности, она, как и хорда ВС, перпендикулярна к прямой d. В этом случае дуги АВ и CD симметричны относительно d, и их середины равноудалены от любой точки этой прямой, в том числе и от середины отрезка AD. Если же AD – диаметр окружности, то его середина – ее центр, и он равноудален от любых двух точек окружности.

Задача 3. Решите в целых числах уравнение x2 + y2 = 2(x+y) + xy.

Ответ: (0, 0); (0, 2); (2, 0); (2, 4); (4, 2); (4, 4).  

Первое решение. Перепишем уравнение в виде x2 – (2+у)х – 2у + y2 = 0. Если рассмотреть последнее, как квадратное уравнение относительно х, его дискриминант будет равен (2+у)2+8у–4y2 = –3y2 +12у + 4. Нетрудно убедиться, что у неравенства –3y2 +12у + 4 > 0 есть только пять целочисленных решений: 0, 1, 2, 3, 4. Поскольку исходное уравнение не меняется при перестановке х и у, число х тоже не меньше 0 и не больше 4. Поскольку х и у должны быть четными (иначе левая и правая части исходного уравнения будут иметь разную четность), для каждого из них остается по три возможных значения: 0, 2 и 4. Перебирая их комбинации, находим ответ. 

Второе решение. Перепишем уравнение в виде (x – у)2 + (x – 2)2 +(y – 2)2 = 8.  Число 8 единственным образом представляется в виде суммы трех квадратов: 8 = 0 + 4 + 4,  т.е. числа x – у,  x – 2  и  y – 2  могут принимать только значения 0 и (2, т.е. x и y принимают значения 0, 2 или 4. Отсюда получаем ответ.

Задача 4. В ряд выписаны натуральные числа от 1 до 100 в некотором порядке. Какое наименьшее значение может принимать максимальная сумма десяти чисел, стоящих подряд?
Ответ: 505  Решение. Сумма всех чисел от 1 до 100 равна 5050. Разбив их на десятки, видим, что сумма хотя бы в одном из них должна быть не меньше, чем 505. Один из примеров, когда максимальная сумма равна 505, таков: 100, 1, 90, 11, 80, 21, 70, 31, 60, 41, 99, 2, 89, 12, 79, 22, 69, 32, 59, 42, 98, 3, …, 61, 40, 51, 50.

Задача 5. Натуральные числа S, p и q таковы, что S ( 0 (mod q), S ( 1 (mod p), q > p и S ( pq. Докажите, что 
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Решение. Пусть  S = xq = 1 + yp.  Тогда  x ( p,  а надо доказать, что  x ( p – 
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Задача 6. Tочка P лежит внутри треугольника ABC. Треугольник BCD построен наружу таким образом, что (BCD = (ACP и (CBD = (ABC. Докажите, что если SPBDC = SABC, то треугольники ACP и BCD подобны.
Решение. Рассмотрим на стороне точку E, симметричную D относительно прямой BC. Имеем SACE = SABC – = SBCE = SPBDC – SBCD = SPCB. В силу равенства углов ACE и PCB  CA(CE = CP(CB, т.е.  CA:CP = CB:CE = CB:CD, и треугольники ACP и BCD подобны по первому признаку.

Задача 7. Рассмотрим на плоскости множество M, состоящее из всех точек с натуральными координатами. Каждую точку P(a,b) из M соединим отрезком с каждой из точек множества M, находящейся на прямой x = a+b над биссектрисой первого координатного угла, т.е. с точками множества {(a+b,c) | c(N, c > a+b}. Докажите, что при любой раскраске точек из M в конечное число цветов найдутся две точки одного цвета, соединенные отрезком.

Решение. Раскрасим точки множества М в конечное число цветов. Условия а+b = n, a, b ( 0 на координаты точки P(a,b) задают при каждом натуральном n отрезок с концами на координатных осях, перпендикулярный биссектрисе первого координатного угла. Для каждого такого отрезка рассмотрим набор цветов, в которые раскрашены лежащие на нем точки с натуральными координатами. Поскольку наборов цветов конечное число, среди них найдется такой, который соответствует бесконечному числу отрезков а+b = n1, а+b = n2, …, а+b = nk, … (назовем входящие в него цвета цветов и раскрашенные в них отрезки отмеченными). Если нет двух точек одного цвета, соединенных отрезком описанного в условии задачи вида, на лучах всех прямых вида х = nk, лежащих выше биссектрисы первого координатного угла, нет точек, покрашенных в отмеченные цвета. Но луч х = nk пересекается с отмеченными отрезками а+b = ni при всех достаточно больших ni. Противоречие.

10-11 классы

Задача 1. См. задачу 1 для 8-9 классов.

Задача 2. См. задачу 4 для 8-9 классов.

Задача 3. См. задачу 3 для 8-9 классов.

Задача 4. См. задачу 6 для 8-9 классов.

Задача 5. Произведение положительных чисел a, b, c и d равно 1. Докажите, что
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Решение. Мы будем пользоваться известным неравенством  
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 (оно быстро сводится к неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим). Имеем:
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Задача 6. Даны четыре окружности с центрами A,B,C и D, попарно касающиеся друг друга внешним образом, причем окружности с центрами A и D касаются в точке F, a окружности с центрами B и C касаются в точке L. Прямая FL вторично пересекает окружность с центром A в точке G. Докажите, что AG(BC.
Решение. Обозначим окружности с центрами A,B,C и D через SA,SB,SC и SD соответственно. Рассмотрим инверсию с центром в точке L относительно окружности перпендикулярной SA. При этом окружности SB и SC перейдут в касательные lB и lC к окружности SA, перпендикулярные прямой BC. Окружность SD перейдет в окружность, касающуюся  прямых lB и lC, а также окружности SA, то есть в окружность равную SA. При этом точка касания F перешла во вторую точку пересечения прямой LF с окружностью SA, то есть в точку G. Значит образ окружности SD касается окружности SA в точке G, поэтому GA параллельна lB и lC то есть перпендикулярна прямой BC.

Задача 7. Бесконечная арифметическая прогрессия, состоящая из натуральных чисел, содержит квадрат натурального числа и куб натурального числа. Докажите, что она содержит шестую степень натурального числа.
Решение. Пусть члены нашей прогрессии имеют вид a+nd со всевозможными натуральными n. Тогда условие задачи принимает следующий вид: если сравнения x2 ( a (mod d) и x3 ( a (mod d) разрешимы, то разрешимо и сравнение x6 ( a (mod d). Это последнее утверждение в силу китайской теоремы об остатках достаточно доказать для случая, когда d = pk – степень простого числа. Теперь разберем следующие три возможности. 

1. a не кратно p. Тогда, если x и y таковы, что x2 ( a (mod d) и y3 ( a (mod d), то существует z, удовлетворяющее линейному сравнению zy ( x (mod d). Для этого z имеем z6a2 ( z6y6 ( x6 ( a3 (mod d), и, так как a взаимно просто с p, z6 ( a (mod d). 

2. a кратно p, но не кратно d. Тогда во все члены прогрессии p входит с тем же показателем m, что и в a. Из условия следует, что m кратно 2 и 3, а, значит, и 6. Разделив все члены прогрессии на pm (отчего шестые степени не перестанут быть шестыми степенями), мы попадем в условия случая 1. 

3. a кратно d. Сравнение x3 ( a ( 0 (mod d), очевидно, разрешимо. 

Таким образом, утверждение задачи доказано. 

Задача 8. Степени всех вершин графа G не превосходят 
[image: image25.wmf]1
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 (где n > 2), причем среди любых n + 1 вершин есть две несмежных. Назовем блоком множество из n попарно смежных вершин графа G. Известно, что любые два блока имеют общую вершину. Докажите, что все блоки имеют общую вершину.
Решение. Лемма 1. (В.Л. Дольников). В графе 2n–1 вершин. Оказалось, что после выкидывания любой вершины графа найдется полный подграф с n вершинами. Тогда в исходном графе найдется полный подграф с n+1 вершиной.

Доказательство. Пусть утверждение леммы неверно. Будем считать n наименьшим натуральным числом, для которого существует граф, не удовлетворяющий условию задачи. Рассмотрим граф H, дополнительный к графу из условия. Рассмотрим любой пустой подграф графа H с n вершинами, множество его вершин обозначим через X, а множество остальных вершин через Y. Назовем подмножество Y плохим, если количество вершин в нем больше количества вершин в X, смежных хотя бы с одной вершиной из этого подмножества. Обозначим через A максимальное плохое подмножество (оно может быть и пустым), пусть оно содержит k вершин, тогда в Y\A нет плохих подмножеств, поэтому, в силу леммы Холла, каждой вершине Y\A можно сопоставить смежную с ней вершину X таким образом, чтобы все эти  вершины были различны и не смежны с вершинами из Y\A. Множество не сопоставленных вершин X обозначим через B. Рассмотрим граф H', образованный вершинами A(B и ребрами графа H, соединяющими эти вершины. Заметим, что при выкидывании любой вершины H' в графе H должен был найтись пустой подграф с n вершинами, но в него могло входить не более, чем n–k–1 вершина из (X(Y)\(A(B), следовательно, остальные k+1 вершин должны быть из A(B, поэтому в H' после выкидывания любой вершины найдется пустой подграф с k+1 вершинами, но тогда, в силу минимальности n либо в H' найдется пустой подграф с k+2 вершинами, либо k = n. В первом случае, добавляя к вершинам этого подграфа вершины из X\B, получим пустой подграф с n+1 вершинами, во втором – выкинем вершину из X, несмежную ни с одной вершиной Y, найдем пустой подграф H с n вершинами и добавим к нему эту вершину, получим пустой подграф H с n+1 вершинами. Полученное противоречие доказывает утверждение леммы. 

Обозначим через k разность максимальной степени графа и n. Из условия следует, что 2k+2(n.

Лемма 2. Пусть L – пересечение нескольких блоков графа G, причем L непусто. Тогда L содержит не менее n–k–1 вершин. 

Доказательство. Пусть T – объединение всех блоков, содержащих L. Тогда |T| ( n+k+1, поскольку любая вершина из L смежна с любой вершиной из T. Ясно, что любой блок, содержащий L, имеет не менее n–|L| вершин в T\L. Пусть |L|<n–k–1. Заметим, что при выкидывании любой вершины из T\L найдется блок, содержащий L, но не содержащий выкинутой вершины (поскольку L – пересечение всех блоков, содержащих L). Но в T\L нет подграфов, содержащих более n–|L| вершин (иначе объединение такого подграфа с L будет полным подграфом графа G, содержащим более n вершин). Тогда T\L содержит не менее 2(n–|L|) вершин в силу леммы 1. Следовательно, 2(n–|L|) ( |T\L| ( n+k+1–|L|, откуда |L| ( n–k–1. Лемма доказана.

Завершение доказательства. Рассмотрим любой блок. Назовем его H. Рассмотрим пересечение всех блоков, имеющих непустое пересечение с H (включая H). Будем добавлять эти блоки по одному и следить за пересечением. До тех пор, пока оно непусто, оно содержит не менее n–k–1 вершин, в силу леммы 2. Но тогда следующий добавляемый подграф должен иметь не менее n–k–1 общих вершин с H (в силу леммы 2), но 2(n–k–1) > n (по условию n > 2(k+1)), следовательно новый блок имеет непустое пересечение с пересечением старых.
Шестой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Пермь, 1–8 декабря 2002 года

Решения задач личной олимпиады

8-9 классы

Задача 1. У пятизначного числа вычеркнули третью цифру. Полученное число оказалось делителем исходного. Найдите все такие пятизначные числа.
Ответ: Все пятизначные числа, делящиеся на 1000. Решение. Пусть 
[image: image26.wmf]abcde

 – искомое пятизначное число (здесь разные буквы могут означать и одинаковые цифры). По условию оно делится на 
[image: image27.wmf]abde

. Но на 
[image: image28.wmf]abde

 делится и число 
[image: image29.wmf]0
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, а, значит, и разность 
[image: image30.wmf]abcde

– 
[image: image31.wmf]0

abdе

. Но эта разность по модулю меньше 1000. Значит она равна 0, то есть c = d = e = 0. Получается, что надо найти все пятизначные числа вида 
[image: image32.wmf]000
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, делящиеся на 
[image: image33.wmf]00

ab

. Но таковы все числа такого вида. Отсюда – ответ.

Задача 2. Под тасовкой колоды карт мы понимаем следующее: несколько карт берутся с верха колоды и вставляются – без изменения порядка, но не обязательно подряд – в оставшуюся часть колоды. Докажите, что в колоде из 2n карт можно n тасовками изменить порядок карт на противоположный.
Решение. Назовем прорезанием тасовку, при которой берется верхняя половина колоды и ее карты вставляются по одной между картами нижней половины (например, колода 12345678 после прорезания превращается в колоду 51627384). Покажем индукцией по n, что n выполненных подряд прорезаний изменят порядок карт в колоде из 2n карт на противоположный. Для n = 1 это очевидно. Допустим, это уже доказано для n = k. Возьмем колоду из 2n+1 карт и покрасим первые 2n ее карт в синий, а остальные карты – в красный цвет. После первого прорезания красные и синие карты будут чередоваться, причем красные карты будут идти в прежнем порядке и синие – тоже. Каждое из оставшихся n прорезаний будет менять порядок красных карт так же, как соответствующее прорезание колоды из 2n красных карт. То же верно и для синих карт. Стало быть, по предположению индукции, после n+1 прорезания порядок красных карт изменится на противоположный, как и порядок синих. Осталось заметить, что верхняя красная карта после первого прорезания окажется на втором месте в колоде, после второго – на третьем, после третьего – на пятом, …, после (n+1)-го – на 2n+1-ом месте, то есть после n+1 прорезания верхняя половина колоды состоит из синих карт, а нижняя – из красных.

Задача 3. Внутри треугольника ABC отмечена точка P такая, что 
[image: image34.wmf](
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 Докажите, что 
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Решение. Из равенства углов 
[image: image36.wmf]PCB
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следует, что точки А и С расположены на двух симметричных дугах, концы которых  совпадают с концами отрезка ВР. Продлим отрезки АР и СР до пересечения с этими дугами в точках Е и F соответственно. 

Из равенства 
[image: image37.wmf](
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следует равенство 


[image: image38.wmf].
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Из равенства вписанных углов 
[image: image39.wmf]ВFР
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следует параллельность отрезков ВЕ и СР и отрезков ВF и АР. Получили две равнобедренные трапеции СРВЕ и ВРАF. В равнобедренных трапециях диагонали равны, поэтому РС+АВ = СF и АР+ВС = АЕ. Осталось доказать пропорцию 
[image: image40.wmf]АЕ
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. Но это следует из подобия равнобедренных треугольников АВЕ и СВF.

Задача 4. Даны положительные числа a, b, c и d такие, что ac = bd. Докажите неравенство 
[image: image41.wmf]).
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Решение. Ввиду однородности неравенства можно считать, что  ac = bd. = 1. Тогда оно принимает вид 

(a + b)(c + d)(a + d)(b + c) ( 4(a + c)(b + d)   (   (ad + bc + 2)(ab + cd + 2) ( 4(ab + bc + ad + cd)   (   (ad + bc – 2)(ab + cd – 2) ( 0. Последнее неравенство очевидно, так как  ad + bc = 
[image: image42.wmf]ad
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 ( 2  и, аналогично, ab + cd ( 2.

Задача 5. Ребра полного графа с n вершинами покрашены в несколько цветов причем цветов не менее, чем n. Докажите, что есть три вершины, все ребра между которыми покрашены в различные цвета.
Первое решение. Достаточно доказать, что найдется цикл из ребер разного цвета (разноцветный цикл). В самом, деле, пусть мы нашли цикл A1A2…AkA1, ребра A1A2, A2A3,…,AkA1 которого покрашены в различные цвета 1,2,…,k. Если k=3, то задача решена. Пусть k>3. Рассмотрим ребро AkA2. Если оно покрашено в цвет, отличный от цветов k и 1, то AkA1A2 - искомый разноцветный треугольник. Если ребро AkA2 покрашено в цвет k или 1, то мы получаем разноцветный цикл A2A3…Ak длины k-1. Так, уменьшая длину разноцветного цикла, мы придем к случаю разноцветного треугольника.

Для того, чтобы показать, что имеется разноцветный цикл, оставим в графе по одному ребру каждого цвета, остальные ребра сотрем. Остался граф на n вершинах с n ребрами. Далее, будем выбрасывать по одной вершине степени меньше двух вместе с выходящими ребрами. В конце концов останется граф на m вершинах с не менее, чем m ребрами, степень каждой вершины которого не меньше двух. Выберем вершину и пойдем из нее по ребрам, каждый раз входя в очередную вершину и выходя из нее по различным ребрам. Когда первый раз придем в вершину, в которой уже были, получим цикл.

Второе решение. Применим индукцию по n. При n=3 утверждение задачи очевидно. Пусть утверждение задачи верно для n=k. Докажем его для n=k+1. Выберем некоторую вершину A. Пусть Г – полный граф на k вершинах, полученный стиранием вершины A вместе с выходящими из нее ребрами. Если его ребра раскрашены не меньше, чем в k цветов, то задача решена по предположению индукции. Иначе найдутся два ребра AB и AC, выходящих из вершины A, покрашенные в два цвета, в которые не окрашено ни одно ребро графа Г. Но тогда треугольник ABC разноцветный, поскольку ребро BC принадлежит графу Г.

Задача 6. O — центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На меньшей дуге AC этой окружности выбрана точка D. На сторонах AB и BC лежат точки P и Q соответственно такие, что (ADP = (OBC и (CDQ = (OBA. Докажите, что (DPQ = (DOC.

Решение. Докажем сначала, что точка B является центром вневписанной окружности треугольника PDQ. Действительно, (АВС = 180( – (ADC = 180( – ((ADP+(CDQ+(PDQ) = 180( – ((CBO+(ABO+(PDQ) = 180( – (ABC – (PDQ, откуда (АВС = 90( – (PDQ/2. Далее, (PDВ = (ADB – (ADP = (ACB – (OCB = (ACO. Аналогично, (QDB = (CAO.

Поскольку на биссектрисе угла PDQ существует единственная точка В, для которой (PВQ = 90( – (PDQ/2 и лежащая по разные стороны от прямой PQ с точкой D, а центр вневписанной окружности треугольника PDQ также обладает всеми этими свойствами, он совпадает с точкой В.

Из очевидного равенства (ВОС = 2(BDC следует, что 180( – 2(ОВC = 2(ВDC,
90( – (ОВC = (ВDC, 180( – (ВDC = 90(+ (OВC, (BCD + (BDC = 90(+ (ADP,
(180(–(DAP) + (DBC = 90( + (180(–(DAP –(APD), (DBC = 90( – (APD, (DOC = 180( –((APD + (BPQ) = (DPQ.

Задача 7. В квадрате 1(1 отмечено 9 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется два треугольника с вершинами в этих точках площади не более 1/8 каждый.
Решение. Разобьем квадрат на четыре горизонтальные полоски 0,25(1. По принципу Дирихле в какую-то полоску попадет хотя бы три точки. Треугольник с вершинами в этих точках имеет площадь не более половины площади полоски, т.е. не более1/8. Если в эту полоску попадут четыре точки или в какую-то другую полоску попадут три точки, то и второй нужный треугольник будет найден. Пусть во все остальные полоски попадут по две точки.

Теперь разобьем квадрат на четыре вертикальные полоски. Аналогично, только в одну из них может попасть три точки, а в остальные ( по две. Если это другие, чем ранее найденные точки, то задача решена. Пусть это те же точки. В этом случае три точки попали в один из 16 квадратиков, на которые горизонтальные и вертикальные полоски разбивают исходный квадрат. Нетрудно убедиться, что какие-то две из этих точек, а также любая точка, лежащая в соседней горизонтальной (а также и вертикальной) полоске, образуют еще один треугольник требуемой площади.

10-11 классы

Задача 1. Докажите, что ни для какого натурального n число 
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 не является квадратом натурального числа. Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x.
Решение.  
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Поскольку  
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 < 2(n +1) + (2n + 1),  т.е. 
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 = 4n + 2.  Как известно, квадрат не может давать остаток 2 при делении на 4.

Задача 2. См. задачу 2 для 8-9 классов.

Задача 3. См. задачу 4 для 8-9 классов.

Задача 4. См. задачу 6 для 8-9 классов.

Задача 5. Ребра полного графа с n вершинами покрашены в несколько цветов таким образом, что каждый цвет встречается не более n – 2 раз. Докажите, что есть три вершины, все ребра между которыми покрашены в различные цвета.
Решение 1. Предположим противное, пусть в любом треугольнике есть два одноцветных ребра. Рассмотрим вершину, из которой выходит наибольшее количество ребер одного цвета (или любую из них, если таких несколько). Пусть это вершина A, и она соединена ребрами цвета 1 с вершинами В1,…Bk.. Поскольку k ( n (1, то остались еще вершины Ck+1,…Cn(1, каждая из которых соединена с вершиной A ребром какого-то другого цвета. Рассмотрим вершину Ci, пусть она соединена с A ребром цвета i. Тогда Сi должна быть соединена с каждой из вершин В1,…Bk либо ребром цвета 1, либо ребром цвета i (иначе будет треугольник с разноцветными сторонами). Если все эти k ребер окрашены в цвет i, то всего из вершины Ci выходит k+1 ребро цвета i, что противоречит выбору вершины A и цвета 1. Следовательно, хотя бы одно из этих ребер окрашено в цвет 1. Таким образом, из каждой вершины Ck+1,…Cn(1 выходит хотя бы одно ребро цвета 1, и всего мы имеем n (1 ребро цвета 1, что противоречит условию. Следовательно, обязательно найдутся три вершины, все три ребра между которыми покрашены в разные цвета. 

Решение 2. Пусть в любом треугольнике есть два одноцветных ребра. Так как ребер любого цвета не более n(2, то они образуют несвязный граф на данных нам n вершинах. Для каждого цвета такой граф распадается хотя бы на две компоненты связности. Среди всех таких компонент связности (для всех цветов) найдем наибольшую по количеству вершин компоненты связности F (пусть ее ребра окрашены в цвет 1). Очевидно, существует вершина A, не вошедшая в F. Рассмотрим любую вершину B1 из F, она соединена с B ребром не цвета 1, пусть это ребро цвета 2. Если вершина B2 из F  соединена с B1 ребром цвета 1, то A также соединена с B ребром цвета 2 (иначе будет треугольник AB1B2 будет иметь разноцветными ребрами). Такими же рассуждениями мы получим, что A соединена со всеми вершинами компоненты связности F ребрами цвета 2, но тогда существует компонента связности цвета 2, содержащая все вершины из F и вершину A. Противоречие с максимальностью компоненты связности F. 
Задача 6. Натуральное число n > 10 таково, что одно из чисел n и n + 1 – простое. Докажите, что ближайшее целое число к 
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Решение. Рассмотрим два случая.

1) Пусть n — простое число. В этом случае по теореме Вильсона (n (1)! ( (1 (mod n), а так как число n +1 — составное, то (n (1)! делится на n +1. Таким образом, (n (1)!+n+1 делится на n2+ n. Нетрудно заметить, что 
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 при n>10 — четное число, следовательно, число 
[image: image52.wmf]1

1

!

)

1

(

+

+

+

-

n

n

n

— нечетно, но тогда и 
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— нечетно, а именно это число является ближайшим целым к 
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2) Пусть n+1 — простое число. В этом случае из теоремы Вильсона очевидно следует, что (n (1)! ( 1 (mod n+1), а так как число n — составное, то (n (1)! делится на n. Таким образом, (n (1)! +n делится на n2+ n. Нетрудно заметить, что 
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 при n>10 — четное число, следовательно, число 
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— нечетно а именно это число является ближайшим целым к 
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Задача 7. Внутри квадрата 1(1 отмечена 101 точка, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что какие-то три из них образуют треугольник площади меньше 
[image: image59.wmf].
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Решение. Рассмотрим выпуклую оболочку этих точек. Мы разберем два случая — когда в ней не более 20 вершин, и когда этих вершин хотя бы 21.

1) Пусть в выпуклой оболочке k( 20 вершин, тогда внутри расположено 101( k  точек. Построим триангуляцию нашего множества точек. Подсчетом углов нетрудно убедиться, что этих треугольников ровно 200 ( k ( 180. (Около каждой внутренней точки углы треугольника образуют полный угол в 360(, а вершины оболочки добавляют еще 180(((k(2).) Поскольку выпуклая оболочка является выпуклым k-угольником, целиком лежащем внутри квадрата, его площадь менее 1, следовательно, один из треугольников разбиения имеет площадь менее 
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2) Пусть в выпуклой оболочке k( 20 вершин, в этом случае мы будем рассматривать лишь треугольники, образованные тройками последовательных вершин этого выпуклого k-угольника. Обозначим через a1, a2,…, ak его стороны в порядке следования, а через (1, (2,…, (n – углы, внешние к углам между сторонами ai, и aj. Тогда 
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 Предположим, что все площади 
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 Перемножив эти неравенства, мы получим цепочку неравенств 
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откуда при извлечением корня k степени и домножением на знаменатель мы можем получить неверное неравенство 213 ( k3< 16(90(2(. Противоречие, завершающее решение задачи.
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