Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Суперлига.

1. Прямоугольник a(b (a ( b) со сторонами, идущими по линиям сетки из единичных квадратов, разрезан на треугольники площади 1/2 с вершинами в узлах. Докажите, что среди них не меньше 2a прямоугольных. (Кюршак 1995, №1)
2. У Феди есть несвязный граф. Он всеми возможными способами удалил из этого графа по одной вершине и каждый из полученных графов нарисовал на отдельном листочке бумаги, после чего все эти листочки отдал Диме. Докажите, что Дима с помощью этих листочков может восстановить исходный граф. (Д.В. Карпов, по мотивам гипотезы Улама)
3. Действительные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют равенствам (a+b+c)(x+y+z) = 3 и (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) = 4. Докажите, что ax+by+cz ( 0. (Заочный конкурс В. Ворнику, 2003)
4. n — натуральное число. Найдите наименьшее значение многочлена
x2n+2x2n-1+3x2n–2+…+(2n+1–k)xk+…+2nx+(2n+1). (Кюршак 1993, №3)
5. Докажите, что числитель суммы 
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, представленной в виде несократимой дроби, является составным числом. (Польский отбор — 2003)
6. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3). 
7. Найдите все такие функции f: [0;1] ( [0;1], что f(2x–f(x)) = x для всех x ( [0;1]. (Zwardon-2002)
8. Окружности (1 и (2 пересекаются в точках A и B. Прямая, отличная от AB, пересекает окружность (1 в точках C и D, окружность (2 в точках E и F, а прямую AB — в точке P, лежащей на отрезке AB. Докажите, что прямая, проходящая через центры окружностей, описанных около треугольников ACE и BDF, проходит через точку P. (Zwardon-2002, матбой N1, задача 3)
9. Точка M — середина стороны BC остроугольного треугольника ABC. Окружность (, построенная на отрезке AM, как на диаметре, пересекает стороны AB и AC в точках D и E соответственно. Касательные к окружности ( в точках D и E пересекаются в точке P. Докажите, что PB = PC. (Zwardon-2001, индивид. 18)
10. Докажите, что при каждом положительном (>0 существуют такие натуральные x и y, что y3 < x2 < y3+( y. (Польский отбор — 2001)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Высшая лига.

1. n — нечетное число. Вершины выпуклого n-угольника раскрашены в несколько цветов так, что каждые две соседние вершины — разного цвета. Докажите, что этот n-угольник можно разбить на треугольники непересекающимися диагоналями, ни у одной из которых концы не окрашены одинаково. (Kurszak-1978, №2)
2. У Феди есть несвязный граф. Он всеми возможными способами удалил из этого графа по одной вершине и каждый из полученных графов нарисовал на отдельном листочке бумаги, после чего все эти листочки отдал Диме. Докажите, что Дима с помощью этих листочков может восстановить исходный граф. (Д.В. Карпов, по мотивам гипотезы Улама)
3. Действительные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют равенствам (a+b+c)(x+y+z) = 3 и (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) = 4. Докажите, что ax+by+cz ( 0. (Заочный конкурс В. Ворнику, 2003)
4. n — натуральное число. Найдите наименьшее значение многочлена
x2n+2x2n-1+3x2n–2+…+(2n+1–k)xk+…+2nx+(2n+1). (Кюршак 1993, №3)
5. Докажите, что числитель суммы 
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, представленной в виде несократимой дроби, является составным числом. (Польский отбор — 2003)
6. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3). 
7. Найдите все такие функции f: [0;1] ( [0;1], что f(2x–f(x)) = x для всех x ( [0;1]. (Zwardon-2002)
8. Окружности (1 и (2 пересекаются в точках A и B. Прямая, отличная от AB, пересекает окружность (1 в точках C и D, окружность (2 в точках E и F, а прямую AB — в точке P, лежащей на отрезке AB. Докажите, что прямая, проходящая через центры окружностей, описанных около треугольников ACE и BDF, проходит через точку P. (Zwardon-2002, матбой N1, задача 3)
9. Точка M — середина стороны BC остроугольного треугольника ABC. Окружность (, построенная на отрезке AM, как на диаметре, пересекает стороны AB и AC в точках D и E соответственно. Касательные к окружности ( в точках D и E пересекаются в точке P. Докажите, что PB = PC. (Zwardon-2001, индивид. 18)
10. Для каждого натурального k обозначим r(k) произведение всех различных простых делителей k (а r(1) положим равным 1). Докажите, что в последовательности, заданной произвольным натуральным первым членом и условием an+1 = an+r(an), встретится сколь угодно много последовательных членов, образующих арифметическую прогрессию. (Монголия-2000)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Первая лига.

1. n — нечетное число. Вершины выпуклого n-угольника раскрашены в несколько цветов так, что каждые две соседние вершины — разного цвета. Докажите, что этот n-угольник можно разбить на треугольники непересекающимися диагоналями, ни у одной из которых концы не окрашены одинаково. (Kurszak-1978, №2)
2. У Феди есть несколько коробочек, в которых лежат шарики. Он по очереди вынимает из коробочек по одному шарику, записывает на отдельном листочке набор чисел — количество шариков, оставшихся в каждой коробочке, если там что-то осталось (не уточняя, какое число какой коробочке соответствует), после чего возвращает шарик на место. Вынув каждый шарик по одному разу, он отдает все листочки Диме. Докажите, что Дима сможет определить, сколько шариков лежит в каждой коробочке. (Д.В. Карпов)
3. Действительные числа a, b, x, y, удовлетворяют равенствам (a+b)(x+y) = 1 и (a2+b2)(x2+y2) = 1. Докажите, что ax+by ( 0. (Заочный конкурс В. Ворнику, 2003 — в упрощенном виде)
4. n — натуральное число. Найдите наименьшее значение многочлена
x2n+2x2n-1+3x2n–2+…+(2n+1–k)xk+…+2nx+(2n+1). (Кюршак 1993, №3)
5. p — простое число. Решите в натуральных числах уравнение 
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. (Олимпиада республики Сербской, 2001)
6. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3). 
7. Найдите все такие функции f: [0;1] ( [0;1], что f(2x–f(x)) = x для всех x ( [0;1]. (Zwardon-2002)
8. Окружности (1 и (2 пересекаются в точках A и B. Прямая, отличная от AB, пересекает окружность (1 в точках C и D, окружность (2 в точках E и F, а прямую AB — в точке P, лежащей на отрезке AB. Докажите, что прямая, проходящая через центры окружностей, описанных около треугольников ACE и BDF, проходит через точку P. (Zwardon-2002, матбой N1, задача 3)
9. Точка M — середина стороны BC остроугольного треугольника ABC. Окружность (, построенная на отрезке AM, как на диаметре, пересекает стороны AB и AC в точках D и E соответственно. Касательные к окружности ( в точках D и E пересекаются в точке P. Докажите, что PB = PC. (Zwardon-2001, индивид. 18)
10. Для каждого натурального k обозначим r(k) произведение всех различных простых делителей k (а r(1) положим равным 1). Докажите, что в последовательности, заданной произвольным натуральным первым членом и условием an+1 = an+r(an), встретится сколь угодно много последовательных членов, образующих арифметическую прогрессию. (Монголия-2000)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Вторая лига.

1. Три окружности имеют общую хорду АВ. Через точку А проведена прямая, которая пересекает данные окружности в точках X, Y, Z так, что точка Y лежит между точками X и Z. Доказать, что отношение XY:YZ не зависит от того, какую прямую мы проводили через точку А. (Канадские олимпиады)
2. При каких целых значениях параметра m многочлен х4–(2m+4)х2+(m–2)2 раскладывается в произведение двух многочленов меньшей степени с целыми коэффициентами? (Putnam)
3. Выпуклый шестиугольник называется унидиагональным, если среди его диагоналей найдутся четыре диагонали длины 1, причём среди концов этих диагоналей встречаются все вершины шестиугольника. Доказать, что можно построить унидиагональный шестиугольник любой площади от 0 до 1. (Латиноамериканские олимпиады)
4. Действительные числа a, b, x, y, удовлетворяют равенствам (a+b)(x+y) = 1 и (a2+b2)(x2+y2) = 1. Докажите, что ax+by ( 0. (Заочный конкурс В. Ворнику, 2003 — в упрощенном виде)
5. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3).

6. На сфере выбраны пять точек. Докажите, что существует полусфера, содержащая не менее четырёх из них (точки, принадлежащие граничной окружности полусферы, считаются принадлежащими этой полусфере). (Putnam)
7. При каком наименьшем n любое n-элементное подмножество множества {1,2,3,...,600} содержит три попарно взаимно простых числа? (Балканиада-1992)
8. Сколько решений уравнения 
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 лежит на интервале (0, 2()? (Киевские математические олимпиады)
9. Грани 27 единичных кубиков покрашены в белый, красный и синий цвета. Известно, что из этих кубиков можно сложить куб, вся «внешность» которого будет белой, можно сложить куб с красной внешностью и можно сложить куб с синей внешностью. Докажите, что число граней белого цвета равно числу красных граней. (USAMTS 2003)
10. Двое играют в такую игру. Вначале имеются четыре пустых коробки. Ход состоит в том, что игрок кладёт по рублю в три произвольно выбранных коробки. Победителем считается тот, после ход которого в одной из коробок впервые окажется 100 рублей. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр? (И.С. Рубанов)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Высшая юниорская лига.

1. n — нечетное число. Вершины выпуклого n-угольника раскрашены в несколько цветов так, что каждые две соседние вершины — разного цвета. Докажите, что этот n-угольник можно разбить на треугольники непересекающимися диагоналями, ни у одной из которых концы не окрашены одинаково. (Kurszak-1978, №2)
2. При каких целых значениях параметра m многочлен х4–(2m+4)х2+(m–2)2 раскладывается в произведение двух многочленов меньшей степени с целыми коэффициентами? (Putnam)
3. Выпуклый шестиугольник называется унидиагональным, если среди его диагоналей найдутся четыре диагонали длины 1, причём среди концов этих диагоналей встречаются все вершины шестиугольника. Докажите, что можно построить унидиагональный шестиугольник любой площади от 0 до 1. (Латиноамериканские олимпиады)
4. У Феди есть несколько коробочек, в которых лежат шарики. Он по очереди вынимает из коробочек по одному шарику, записывает на отдельном листочке набор чисел — количество шариков, оставшихся в каждой коробочке, если там что-то осталось (не уточняя, какое число какой коробочке соответствует), после чего возвращает шарик на место. Вынув каждый шарик по одному разу, он отдает все листочки Диме. Докажите, что Дима сможет определить, сколько шариков лежит в каждой коробочке. (Д.В. Карпов)
5. Действительные числа a, b, x, y, удовлетворяют равенствам (a+b)(x+y) = 1 и (a2+b2)(x2+y2) = 1. Докажите, что ax+by ( 0. (Заочный конкурс В. Ворнику, 2003 — в упрощенном виде)
6. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3).
7. При каком наименьшем n любое n-элементное подмножество множества {1,2,3,...,600} содержит три попарно взаимно простых числа? (Балканиада-1992)
8. Окружности (1 и (2 пересекаются в точках A и B. Прямая, отличная от AB, пересекает окружность (1 в точках C и D, окружность (2 в точках E и F, а прямую AB — в точке P, лежащей на отрезке AB. Докажите, что прямая, проходящая через центры окружностей, описанных около треугольников ACE и BDF, проходит через точку P. (Zwardon-2002, матбой N1, задача 3)
9. Дано n3 единичных кубиков. При каком наибольшем k грани этих кубиков можно покрасить в k цветов так, чтобы для любого цвета из этих кубиков можно было сложить куб, вся «внешность» которого окрашена в этот цвет. (Жюри)
10. Дан клетчатый прямоугольник размером 2(3. Двое по очереди делают ходы, состоящие в том, что игрок кладёт по рублю в три произвольно выбранные клетки, образующие «уголок». Победителем считается тот, после хода которого в одной из клеток впервые окажется 101 рубль. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр? (И.С. Рубанов)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Первая юниорская лига.

1. Три окружности имеют общую хорду АВ. Через точку А проведена прямая, которая пересекает данные окружности в точках X, Y, Z так, что точка Y лежит между точками X и Z. Доказать, что отношение XY:YZ не зависит от того, какую прямую мы проводили через точку А. (Канадские олимпиады)
2. При каких целых значениях параметра m многочлен х4–(2m+4)х2+(m–2)2 раскладывается в произведение двух многочленов меньшей степени с целыми коэффициентами? (Putnam) 
3. Выпуклый шестиугольник называется унидиагональным, если среди его диагоналей найдутся четыре диагонали длины 1, причём среди концов этих диагоналей встречаются все вершины шестиугольника. Доказать, что можно построить унидиагональный шестиугольник любой площади от 0 до 1. (Латиноамериканские олимпиады)
4. У Феди есть несколько коробочек, в которых лежат шарики. Он по очереди вынимает из коробочек по одному шарику, записывает на отдельном листочке набор чисел — количество шариков, оставшихся в каждой коробочке, если там что-то осталось (не уточняя, какое число какой коробочке соответствует), после чего возвращает шарик на место. Вынув каждый шарик по одному разу, он отдает все листочки Диме. Докажите, что Дима сможет определить, сколько шариков лежит в каждой коробочке. (С.Г. Волченков по мотивам Д.В. Карпова)
5. Стандартная парабола — это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3).
6. Пересечением трех полос на плоскости является пятиугольник. Докажите, что найдутся две его стороны, сумма длин которых больше суммы длин трёх остальных сторон. (жюри по мотивам Г. Гальперина)
7. При каком наименьшем n любое n-элементное подмножество множества {1,2,3,...,600} содержит три попарно взаимно простых числа? (Балканиада-1992)
8. Вершины выпуклого 15-угольника раскрашены в несколько цветов так, что каждые две соседние вершины – разного цвета. Докажите, что этот n-угольник можно разбить на треугольники непересекающимися диагоналями, ни у одной из которых концы не окрашены одинаково. (Kurszak-1978, №2)
9. Дано 27 единичных кубиков. При каком наибольшем k грани этих кубиков можно покрасить в k цветов так, чтобы для любого цвета из этих кубиков можно было сложить куб, вся «внешность» которого окрашена в этот цвет. (Жюри)
10. Двое играют в такую игру. Вначале имеются четыре пустых коробки. Ход состоит в том, что игрок кладёт по рублю в три произвольно выбранных коробки. Победителем считается тот, после хода которого в одной из коробок впервые окажется 100 рублей. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр? (И.С. Рубанов)
 Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Первый тур. 3.11.03. Третья лига. Вторая юниорская лига.

1. Три окружности имеют общую хорду АВ. Через точку А проведена прямая, которая пересекает данные окружности в точках X, Y, Z так, что точка Y лежит между точками X и Z. Доказать, что отношение XY:YZ не зависит от того, какую прямую мы проводили через точку А. (Канадские олимпиады) С
2. Дано 27 единичных кубиков. При каком наибольшем k грани этих кубиков можно покрасить в k цветов так, чтобы для любого цвета из этих кубиков можно было сложить куб, вся «внешность» которого окрашена в этот цвет.
3. Двое играют в такую игру. Вначале имеются четыре пустых коробки. Ход состоит в том, что игрок кладёт по рублю в три произвольно выбранных коробки. Победителем считается тот, после хода которого в одной из коробок впервые окажется 100 рублей. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр? (И.С. Рубанов)
4. У Феди есть несколько коробочек, в которых лежат шарики. Он по очереди вынимает из коробочек по одному шарику, записывает на отдельном листочке набор чисел — количество шариков, оставшихся в каждой коробочке, если там что-то осталось (не уточняя, какое число какой коробочке соответствует), после чего возвращает шарик на место. Вынув каждый шарик по одному разу, он отдает все листочки Диме. Докажите, что Дима сможет определить, сколько шариков лежит в каждой коробочке. (С.Г. Волченков по мотивам Д.В. Карпова)
5. Стандартная парабола— это график квадратного трехчлена y = x2+ax+b. Три стандартные параболы с вершинами V1, V2, V3 попарно пересекаются в точках A1, A2, A3. Обозначим через s(A) точку, симметричную точке A относительно оси абсцисс. Докажите, что стандартные параболы с вершинами s(A1), s(A2), s(A3) попарно пересекаются в точках s(V1), s(V2), s(V3).
6. Пересечением трех полос на плоскости является пятиугольник. Докажите, что найдутся две его соседних стороны, сумма длин которых больше суммы длин трёх остальных сторон. (жюри по мотивам Г. Гальперина)
7. При каком наименьшем n любое n-элементное подмножество множества {1,2,3,...,18} содержит три попарно взаимно простых числа? (Балканиада-1992) Т
8. Вершины выпуклого 15-угольника раскрашены в три цвета так, что каждые две соседние вершины – разного цвета. Докажите, что этот n-угольник можно разбить на треугольники непересекающимися диагоналями, ни у одной из которых концы не окрашены одинаково. (Kurszak-1978, №2)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Суперлига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
[image: image5.wmf]3

 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. Гриша задумал 2003 натуральных числа. Владислав за ход выбирает 7-элементное подмножество (отличное от выбранных ранее), и Гриша сообщает ему четность суммы этих семи чисел. Известно, что после N вопросов Владислав еще не может определить четность суммы всех чисел. Каково максимальное возможное значение N? (И.И. Богданов, Г. Р. Челноков)
3. Для положительных чисел a1,…,an  докажите неравенство 
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4. Дан четырехугольник ABCD. Рассмотрим множество таких точек P, что их проекции на стороны ABCD лежат на одной окружности. Докажите, что центры всех таких окружностей лежат на одной прямой. (А. Заславский, Д. Гринберг)
5. В Уставе строевой службы Трансмутании записано, в каком порядке по росту должен быть на параде выстроен взвод из 100 солдат (например, первым должен стоять 3-й по росту, вторым – 25-й и т. д.). Сколькими способами можно выстроить взвод из 101 солдата так, чтобы какие-то 100 из них (не обязательно подряд) оказались выстроенными согласно Уставу? (И.И. Богданов, Г. Р. Челноков)
6. Пусть A — конечное множество натуральных чисел. Докажите, что существует конечное множество натуральных чисел B ( A такое, что 
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7. Треугольники ABC и A’B’C’ таковы, что AB||A’B’, BC||B’C’, CA||C’A’. За TAC’ обозначим точку пересечения прямых AB и B’C’, за TCA’ обозначим точку пересечения прямых CB и B’A’, аналогично определим точки TBA’, TAB’ , TCB’, TBC’. Докажите, что если точки TAC’, TCA’, TBA’, TAB’, TCB’, TBC’ лежат на одной окружности, то центр этой окружности лежит на одной прямой с центрами описанных окружностей треугольников ABC и A’B’C’.

8. Найдите наибольшее n, для которого существуют целые такие x, y1, y2, …, yn, что 
(x+1)2+y12 = (x+2)2+y22 = … = (x+n)2+yn2.

9. Шоколадку ломают на кусочки. Каждый раз самый большой кусок (или один из самых больших, если их несколько) ломают на куски, каждый из которых составляет не более половины от исходного. Докажите, что после k шагов все куски будут составлять не более 
[image: image8.wmf]2
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 исходной шоколадки. (Laslo Lovasz)
10. Найдите все такие функции f: R+ ( R+, что f(x) + f(y) + f(xy) = f(x+y) + f(x)f(y) для любых положительных x и y.
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Высшая лига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
[image: image9.wmf]3

 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. Найдите минимальное N такое, что для любых различных чисел a1, b1, c1, …, aN, bN, cN среди 3N сумм вида ai+bi, bi+ci, ci+ai найдется по крайней мере 100 различных чисел.

3. Вещественные числа 
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Докажите, что
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4. Внутри тетраэдра ABCD лежат две точки X и Y такие, что произведение расстояний от X и Y до каждой из граней одно и то же. Докажите, что основания всех восьми перпендикуляров из точек X и Y на грани тетраэдра лежат на одной сфере. (А.А. Заславский)
5. В Уставе строевой службы Трансмутании записано, в каком порядке по росту должен быть на параде выстроен взвод из 100 солдат (например, первым должен стоять 3-й по росту, вторым – 25-й и т. д.). Сколькими способами можно выстроить взвод из 101 солдата так, чтобы какие-то 100 из них (не обязательно подряд) оказались выстроенными согласно Уставу? (И.И. Богданов, Г. Р. Челноков)
6. Пусть A — конечное множество натуральных чисел. Докажите, что существует конечное множество натуральных чисел B ( A такое, что 
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7. Треугольники ABC и A’B’C’ таковы, что AB||A’B’, BC||B’C’, CA||C’A’. За TAC’ обозначим точку пересечения прямых AB и B’C’, за TCA’ обозначим точку пересечения прямых CB и B’A’, аналогично определим точки TBA’, TAB’ , TCB’, TBC’. Докажите, что если точки TAC’, TCA’, TBA’, TAB’, TCB’, TBC’ лежат на одной окружности, то центр этой окружности лежит на одной прямой с центрами описанных окружностей треугольников ABC и A’B’C’.

8. Найдите наибольшее n, для которого существуют целые такие x, y1, y2, …, yn, что 
(x+1)2+y12 = (x+2)2+y22 = … = (x+n)2+yn2.

9. Шоколадку ломают на кусочки. Каждый раз самый большой кусок (или один из самых больших, если их несколько) ломают на куски, каждый из которых составляет не более половины от исходного. Докажите, что после k шагов все куски будут составлять не более 
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 исходной шоколадки. (Laslo Lovasz)
10. Найдите все такие функции f: Q+ ( Q+, что f(x) + f(y) + f(xy) = f(x+y) + f(x)f(y) для любых положительных x и y.
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Первая лига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
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 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. Положительные числа p и q удовлетворяют соотношению 
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3. Найдите все такие функции f: Q+ ( Q+, что f(x) + f(y) + f(xy) = f(x+y) + f(x)f(y) для любых положительных x и y.
4. Внутри тетраэдра ABCD лежат две точки X и Y такие, что произведение расстояний от X и Y до каждой из граней одно и то же. Докажите, что основания всех восьми перпендикуляров из точек X и Y на грани тетраэдра лежат на одной сфере. (А.А. Заславский)
5. Во взводе 101 солдат. Сколькими способами можно выстроить этот взвод в шеренгу так, чтобы какие-то 100 солдат (не обязательно стоящие подряд) оказались выстроенными по росту? (И.И. Богданов, Г. Р. Челноков)
6. Пусть A — конечное множество натуральных чисел. Докажите, что существует конечное множество натуральных чисел B ( A такое, что 
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7. Треугольники ABC и A’B’C’ таковы, что AB||A’B’, BC||B’C’, CA||C’A’. За TAC’ обозначим точку пересечения прямых AB и B’C’, за TCA’ обозначим точку пересечения прямых CB и B’A’, аналогично определим точки TBA’, TAB’ , TCB’, TBC’. Докажите, что если точки TAC’, TCA’, TBA’, TAB’, TCB’, TBC’ лежат на одной окружности, то центр этой окружности лежит на одной прямой с центрами описанных окружностей треугольников ABC и A’B’C’.

8. Найдите наибольшее n, для которого существуют целые такие x, y1, y2, …, yn, что 
(x+1)2+y12 = (x+2)2+y22 = … = (x+n)2+yn2.

9. Шоколадку ломают на кусочки. Каждый раз самый большой кусок (или один из самых больших, если их несколько) ломают на куски, каждый из которых составляет не более половины от исходного. Докажите, что после k шагов все куски будут составлять не более 
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 исходной шоколадки. 
10. Решите уравнение nFnFn+1 = (Fn+2–1)2, где F1 = F2 = 1 и Fn+2 = Fn+1+Fn при всех натуральных n.
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Вторая лига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
[image: image22.wmf]3

 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. Имеет ли решение в положительных числах следующая система уравнений?
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3. Последовательность определена рекуррентными соотношениями a0 = 0, a1 = 1, a2 = 1, an+2+an–1 = 2(an+1+an).Докажите, что все члены последовательности – точные квадраты. 

4. Стороны острого угла с вершиной А касаются некоторой окружности в точках В и С. На отрезке АВ взята точка D так, что середина Р отрезка DC лежит на окружности. Прямая АР вторично пересекает окружность в точке Q. Докажите, что отрезки BQ и DC параллельны.

5. Можно ли построить описанный многоугольник, стороны которого, взятые в произвольном порядке (не обязательно подряд), имеют длины 1, 2, 3, …, 2003?

6. Найдите все нечётные числа n, обладающие следующим свойством: если для некоторых натуральных чисел a и b число a2b+1 делится на n, то и число a2+b делится на n. 

7. По кругу написаны крестики и нолики: всего N знаков. Разрешается выбрать любой крестик и заменить его на нолик, а два соседних с ним знака заменить при этом на противоположные. При каких N можно, делая так много раз, получить все нолики, если изначально стоял один крестик и N–1 ноликов? 

8. В каждой клетке квадрата 9×9 поставлена одна из отличных от нуля  цифр так, что каждая цифра встречается в девяти клетках, и разность между любыми двумя цифрами, стоящими в одном столбце, не превосходит 3. Обозначим через S наименьшую из девяти сумм чисел, стоящих в одном столбце. Найти наибольшее возможное значение величины S при всевозможных расстановках цифр.

9. В остроугольном треугольнике АВС медиана АМ равна высоте ВН, причём (МАВ = (НВС. Доказать, что треугольник АВС равносторонний.

10. Двое игроков по очереди называют натуральные числа, причём следующее число должно быть строго меньше предыдущего, но не меньше половины предыдущего. Проигрывает тот, кто будет вынужден назвать число 1. Первым ходом первый игрок назвал 2003. Кто имеет выигрышную стратегию в этой игре? (Дэвид Грабинер, USAMTS 2003).

Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Высшая юниорская лига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
[image: image24.wmf]3

 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. В остроугольном треугольнике АВС медиана АМ равна высоте ВН, причём (МАВ = (НВС. Доказать, что треугольник АВС равносторонний.
3. Положительные числа p и q удовлетворяют соотношению 
[image: image25.wmf]11
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4. Стороны острого угла с вершиной А касаются некоторой окружности в точках В и С. На отрезке АВ взята точка D так, что середина Р отрезка DC лежит на окружности. Прямая АР вторично пересекает окружность в точке Q. Докажите, что отрезки BQ и DC параллельны.
5. Обозначим через f(n) общее число нулей в десятичной записи всех чисел от 1 до n. Например, f(9) = 0, f(10) = 1, f(100) = 11. Найдите f(10100).

6. Найдите все нечётные числа n, обладающие следующим свойством: если для некоторых натуральных чисел a и b число a2b+1 делится на n, то и число a2+b делится на n.
7. По кругу написаны крестики и нолики: всего N знаков. Разрешается выбрать любой крестик и заменить его на нолик, а два соседних с ним знака заменить при этом на противоположные. При каких N можно, делая так много раз, получить все нолики, если изначально стоял один крестик и N–1 ноликов? 

8. В каждой клетке квадрата 9×9 поставлена одна из отличных от нуля цифр так, что каждая цифра встречается в девяти клетках, и разность между любыми двумя цифрами, стоящими в одном столбце, не превосходит 3. Обозначим через S наименьшую из девяти сумм чисел, стоящих в одном столбце. Найти наибольшее возможное значение величины S при всевозможных расстановках цифр.
9. Шоколадку ломают на кусочки. Каждый раз самый большой кусок (или один из самых больших, если их несколько) ломают на куски, каждый из которых составляет не более половины от исходного. Докажите, что после k шагов все куски будут составлять не более 
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 исходной шоколадки. 
10. Найдите наибольшее n, для которого существуют целые такие x, y1, y2, …, yn, что 
(x+1)2+y12 = (x+2)2+y22 = … = (x+n)2+yn2.

Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Первая юниорская лига.

1. На плоскости дано множество, содержащее n точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 1 друг от друга. Докажите, что в этом множестве можно выбрать подмножество, содержащее не менее n/7 точек, любые две из которых находятся на расстоянии не менее 
[image: image28.wmf]3

 друг от друга. (Канадская национальная олимпиада -2003)
2. Обозначим через f(n) общее число нулей в десятичной записи всех чисел от 1 до n. Например, f(9) = 0, f(10) = 1, f(100) = 11. Найдите f(10100).
3. Число 28 возвели в 2003-ю степень. Можно ли в получившемся числе изменить ровно одну цифру так, чтобы оно стало простым?

4. Двое игроков по очереди называют натуральные числа, причём следующее число должно быть строго меньше предыдущего, но не меньше половины предыдущего. Проигрывает тот, кто будет вынужден назвать число 1. Первым ходом первый игрок назвал 2003. Кто имеет выигрышную стратегию в этой игре?
5. По кругу написаны крестики и нолики: всего N штук. Разрешается выбрать любой крестик и заменить его на нолик, а два соседних с ним знака заменить при этом на противоположные. При каких N, делая так много раз, можно получить N ноликов, если изначально стоял один крестик и N–1 нолик? 

6. В каждой клетке квадрата 9×9 поставлена одна из отличных от нуля цифр так, что каждая цифра встречается в девяти клетках, и разность между любыми двумя цифрами, стоящими в одном столбце, не превосходит 3. Обозначим через S наименьшую из девяти сумм чисел, стоящих в одном столбце. Найти наибольшее возможное значение величины S при всевозможных расстановках цифр.
7. В остроугольном треугольнике АВС медиана АМ равна высоте ВН, причём (МАВ = (НВС. Доказать, что треугольник АВС равносторонний.
8.Найдите наибольшее n, для которого существуют целые такие x, y1, y2, …, yn, что 
(x+1)2+y12 = (x+2)2+y22 = … = (x+n)2+yn2.

9. Стороны острого угла с вершиной А касаются некоторой окружности в точках В и С. На отрезке АВ взята точка D так, что середина Р отрезка DC лежит на окружности. Прямая АР вторично пересекает окружность в точке Q. Докажите, что отрезки BQ и DC параллельны.

10. Последовательность натуральных чисел задана следующим образом: a1=2, 
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1

1

nnn

aaa

+

=-+

, 
[image: image30.wmf]n

Î

¥

. Докажите, что 
[image: image31.wmf]122003

...

NNN

N

aaa

éù

éùéù

+++<

êú

êúêú

ëûëû

ëû

 для каждого натурального N ([…] – целая часть числа).

Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Второй тур. 4.11.03. Третья лига. Вторая юниорская лига. 
1. Набор из 100 чисел таков, что ровно 1000 попарных произведений отрицательны. Сколько нулевых чисел в этом наборе?
2. Обозначим через f(n) общее число единиц в десятичной записи всех чисел от 1 до n. Например, f(9) = 0, f(10) = 1, f(100) = 11. Найдите f(10100).
3. Число 28 возвели в 2003-ю степень. Можно ли в получившемся числе изменить ровно одну цифру так, чтобы оно стало простым?

4. Двое игроков по очереди называют натуральные числа, причём следующее число должно быть строго меньше предыдущего, но не меньше половины предыдущего. Проигрывает тот, кто будет вынужден назвать число 1. Первым ходом первый игрок назвал 2003. Кто имеет выигрышную стратегию в этой игре?
5. По кругу написаны крестики и нолики: всего 2003 штук. Разрешается выбрать любой крестик и заменить его на нолик, а два соседних с ним знака заменить при этом на противоположные. Можно ли, делая так много раз, получить 2003 ноликов, если изначально стоял один крестик и 2002 ноликов? 

6. В каждой клетке квадрата 9×9 поставлена одна из ненулевых цифр так, что каждая цифра встречается 9 раз, а разность между любыми двумя цифрами, стоящими в одном столбце, не превосходит 1. Обозначим через Si сумму чисел в i-м столбце, а через Smin – наименьшее из Si. Найдите наибольшее возможное значение Smin при всевозможных расстановках цифр.
7. В остроугольном треугольнике АВС медиана АМ равна высоте ВН, причём (МАВ = (НВС. Доказать, что треугольник АВС равносторонний.
8. Можно ли построить описанный 2003-угольник, стороны которого, взятые в некотором порядке (не обязательно подряд) имеют длины 1, 2, 3, …, 2003?
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Суперлига.

1. Докажите, что если в выпуклом n-угольнике проведены все диагонали, кроме n–3, то из проведенных диагоналей можно выбрать n–3 диагонали, не пересекающихся во внутренних точках. (Kürszak, 1994)
2. Существуют ли 1000 таких точек на плоскости, что по крайней мере 6000 попарных расстояний между ними равны? (Baltic way 2003)
3. Среди попарных разностей элементов множества A ( {1,2,…,n} содержатся все числа 0, 1, …, n–1. Докажите, что существует такое A с 
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 элементами и выясните, всегда ли возможно найти такое A с 
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4. Дан граф на n вершинах. Докажите, что все его ребра можно разбить на не более чем n2/4 множеств, каждое из которых состоит из одного ребра или является треугольником. (Богданов, Карпов)
5. Многочлен f(x) нечетной степени n с действительными коэффициентами не имеет общих действительных корней с многочленом g(x) = x2–x–1 и удовлетворяет условию f(x2–1) = f(x)f(–x). Докажите, что у него не более n–2 действительных корней. (Заочный конкурс В.Ворнику, 2003)
6. Внутри треугольника ABC выбрана точка D такая, что (DAB = (DBC. Биссектриса угла B пересекает отрезок AD в точке E, а отрезок CE пересекает прямую BD в точке K. Наконец, биссектриса угла ADK пересекает отрезок AC в точке F. Докажите, что FK||AB. (С.Л. Берлов)
7. Пусть x, y, z — положительные числа, причем xyz = 1. Докажите, что
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 (Baltic way 2003)
8. Можно ли покрасить все натуральные числа в четыре цвета так, чтобы для любых чисел a, b, c и d одного цвета 3а–2b ( 2с–3d? (Baltic way 2003)
9. Пусть ap — коэффициент при xp многочлена (x2+x+1)p. Докажите, что ap ( 1 (mod p2). (Közepiskolai Matematikai Lapok)
10. Стороны треугольника ABC видны под равными углами из точки F внутри треугольника. Прямые BF и CF пересекают стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Докажите, что AB+AC ( 4DE. (Short-list 2002 г.)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Высшая лига.

1. Докажите, что если в выпуклом n-угольнике проведены все диагонали, кроме n–3, то из проведенных диагоналей можно выбрать n–3 диагонали, не пересекающихся во внутренних точках. (Kürszak, 1994)
2. Существуют ли 1000 таких точек на плоскости, что по крайней мере 6000 попарных расстояний между ними равны? (Baltic way 2003)
3. Тормоз Вася задумал натуральное число, не превосходящее 144. Он умеет отвечать на вопросы вида "верно ли, что задуманное число меньше данного n", но, к сожалению, на каждый вопрос, кроме последнего, отвечает только после того, как задан следующий (а на последний — подумав полчасика). Можно ли угадать Васино число, задав 10 вопросов? (Baltic way 2003, с изменением формулировки)
4. Дан граф на n вершинах. Докажите, что все его ребра можно разбить на не более чем n2/4 множеств, каждое из которых состоит из одного ребра или является треугольником. (Богданов, Карпов)
5. Многочлен f(x) нечетной степени n с действительными коэффициентами не имеет общих действительных корней с многочленом g(x) = x2–x–1 и удовлетворяет условию f(x2–1) = f(x)f(–x). Докажите, что у него не более n–2 действительных корней. (Заочный конкурс В.Ворнику, 2003)
6. Внутри треугольника ABC выбрана точка D такая, что (DAB = (DBC. Биссектриса угла B пересекает отрезок AD в точке E, а отрезок CE пересекает прямую BD в точке K. Наконец, биссектриса угла ADK пересекает отрезок AC в точке F. Докажите, что FK||AB. (С.Л. Берлов)
7. Пусть x, y, z — положительные числа, причем xyz = 1. Докажите, что
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 (Baltic way 2003)
8. Можно ли покрасить все натуральные числа в четыре цвета так, чтобы для любых чисел a, b, c и d одного цвета 3а–2b ( 2с–3d? (Baltic way 2003)
9. Для натурального x через ((x) обозначается сумма всех натуральных делителей x, включая 1 и само это число. Докажите, что если ((n)+((3n) = ((4n), то число n четно. (К.А. Кноп)
10. Стороны треугольника ABC видны под равными углами из точки F внутри треугольника. Прямые BF и CF пересекают стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Докажите, что AB+AC ( 4DE. (Short-list 2002 г.)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Первая лига.

1. Существуют ли 1000 таких точек на плоскости, что по крайней мере 6000 попарных расстояний между ними равны? (Baltic way 2003)
2. Тормоз Вася задумал натуральное число, не превосходящее 144. Он умеет отвечать на вопросы вида "верно ли, что задуманное число меньше данного n", но, к сожалению, на каждый вопрос, кроме последнего, отвечает только после того, как задан следующий (а на последний — подумав полчасика). Можно ли угадать Васино число, задав 10 вопросов? (Baltic way 2003, с изменением формулировки)
3. Дан граф на n вершинах. Докажите, что все его ребра можно разбить на не более чем n2/4 множеств, каждое из которых состоит из одного ребра или является треугольником. (Богданов, Карпов)
4. Многочлен f(x) нечетной степени n с действительными коэффициентами не имеет общих действительных корней с многочленом g(x) = x2–x–1 и удовлетворяет условию f(x2–1) = f(x)f(–x). Докажите, что у него не более n–2 действительных корней. (Заочный конкурс В.Ворнику, 2003)
5. На сторонах произвольного треугольника АВС во внешнюю сторону построены правильные треугольники AMB, BNC и CKA. Через середины отрезков MN, NK и KM проведены прямые, перпендикулярные прямым AC, AB и BC соответственно. Докажите, что эти три перпендикуляра пересекаются в одной точке. (Baltic way 2003)
6. Пусть x, y, z — положительные числа, причем xyz = 1. Докажите, что
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 (Baltic way 2003)
7. Докажите, что если сумма кубов двух натуральных чисел — точный квадрат, то сумма этих чисел не может равняться произведению двух различных простых чисел. (Baltic way 2003)
8. Дана функция f: N(N ( N, не принимающая ни одно значение более 2003 раз. Докажите, что cуществуют натуральные m и n, для которых f(mn) > mn. (Baltic way 2003, материалы жюри)
9. Для натурального x через ((x) обозначается сумма всех натуральных делителей x, включая 1 и само это число. Докажите, что если ((n)+((3n) = ((4n), то число n четно. (К.А. Кноп)
10. Стороны треугольника ABC видны под равными углами из точки F внутри треугольника. Прямые BF и CF пересекают стороны AC и AB в точках D и E соответственно. Докажите, что AB+AC ( 4DE. (Short-list 2002 г.)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Вторая лига.

1. Точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах ВС, АС и АВ треугольника АВС соответственно. При этом АВ1 = С1В1 и ВА1 = С1А1. Пусть D — точка, симметричная С1 относительно прямой А1В1 (D и С не совпадают). Докажите, что прямая CD перпендикулярна прямой, проходящей через центры описанных окружностей треугольников АВС и А1В1С. (Болгарские математические олимпиады)
2. Подмножество множества Sn = {1,2,...,n} назовём хорошим, если среднее арифметическое всех его элементов — целое число. Для любого n > 1 обозначим через Tn количество хороших подмножеств в Sn. Может ли при каком-нибудь n выполняться равенство Tn–n = 2003? (Putnam-2002)
3. Натуральные числа a и b подобраны так, что их сумма есть произведение двух различных простых чисел. Докажите, что сумма их кубов не может быть точным квадратом. (Baltic Way-2003)
4. Докажите, что существует натуральное число, запись которого имеет вид 
[image: image37.wmf]xyx

 в системах счисления с основаниями b, b+1, b+2 при некотором натуральном b. (К.А.Кноп  по мотивам Putnam-2002)
5. В прямоугольнике со сторонами 1 и 2 на большей стороне CD взята точка K. Из вершин С и D на прямые ВK и АK опущены перпендикуляры CF и DE соответственно. Докажите, что точки K, E, F и середина стороны АВ лежат на одной окружности. (Baltic way-2003)
6. Множество на плоскости, содержащее ровно 2003 точки, называется густым, если из любых 17 точек некоторые 11 точек можно накрыть кругом диаметра 1. Каким наименьшим числом кругов диаметра 2 можно накрыть любое густое множество точек? (Болгарские математические олимпиады)
7. Пусть х – неизвестное натуральное число, для которого выполнено неравенство х ≤ 144. Разрешается задать 10 вопросов типа «Верно ли, что х ≤ а?». Но ответ на каждый вопрос кроме последнего мы получаем только после того, когда задан следующий. Ответ на десятый вопрос мы получаем немедленно. Можно ли найти х, действуя таким образом? (Baltic Way-2003)
8. Пусть x, y, z — положительные числа, причем xyz = 1. Докажите, что
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 (Baltic way 2003)
9. При каких N правильный N-угольник можно вписать в правильный треугольник (так, чтобы все вершины N-угольника лежали на сторонах правильного треугольника)?

10. Докажите, что для любого действительного корня уравнения х3+px+q = 0 выполняется неравенство 4qx ( p2. (Baltic way 2003)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Высшая юниорская лига.

1. Докажите, что для любого действительного корня уравнения х3+px+q = 0 выполняется неравенство 4qx ( p2. (Baltic way 2003)
2. Дан квадрат ABCD. М — внутренняя точка отрезка ВС, N — внутренняя точка отрезка СD. Известно, что (MAN = 45(. Докажите, что центр описанной окружности треугольника AMN лежит на прямой АС. (Baltic way 2003)
3. Пусть x, y, z — положительные числа, причем xyz = 1. Докажите, что
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 (Baltic way 2003)
4. Существуют ли 1000 таких точек на плоскости, что по крайней мере 6000 попарных расстояний между ними равны? (Baltic way 2003)
5. Среди попарных разностей множества A 
[image: image40.wmf]Ì

 {1,2,...,n} содержатся все числа 1,2,...,n-1. Докажите, что возможно найти такое множество A, содержащее 2
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6. В выпуклом n-угольнике n-3 диагонали окрашены красным, остальные – синие. Докажите, что можно выбрать n-3 синих диагоналей, попарно непересекающихся во внутренних точках.
7. На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки M и N соответственно. Отрезки AN и CM пересекаются в точке P. Известно, что (APB = (CPB = 120(. Докажите, что MN
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8. Пусть х – неизвестное натуральное число, для которого выполнено неравенство х ≤ 144. Разрешается задать 10 вопросов типа «Верно ли, что х ≤ а?». Но ответ на каждый вопрос кроме последнего мы получаем только после того, когда задан следующий. Ответ на десятый вопрос мы получаем немедленно. Можно ли найти х, действуя таким образом? (Baltic Way-2003)
9. Натуральные числа a и b подобраны так, что их сумма есть произведение двух различных простых чисел. Докажите, что сумма их кубов не может быть точным квадратом. (Baltic Way-2003)
10. В каждой точке с натуральными координатами записано натуральное число, причем каждое число встречается не более, чем в 2003 точках. Докажите, что найдется точка (m,n), в которой записано число, большее mn. (по мотивам Baltic Way-2003)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Первая юниорская лига.

1. Точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах ВС, АС и АВ треугольника АВС соответственно. При этом АВ1=С1В1 и ВА1=С1А1. Пусть D – точка, симметричная С1 относительно прямой А1В1 (D и С не совпадают). Докажите, что прямая CD перпендикулярна прямой, проходящей через центры описанных около треугольников АВС и А1В1С окружностей. (Болгарские математические олимпиады)
2. Подмножество множества Sn = {1,2,...,n} назовём хорошим, если среднее арифметическое всех его элементов – целое число. Для любого n > 1 обозначим через Tn количество хороших подмножеств в Sn. Может ли при каком-нибудь n выполняться равенство Tn–n = 2003? (Putnam-2002)
3. Натуральные числа a и b подобраны так, что их сумма есть произведение двух различных простых чисел. Доказать, что сумма их кубов не может быть точным квадратом. (Baltic Way-2003)
4. Докажите, что существует натуральное число, запись которого имеет вид 
[image: image44.wmf]xyx

 в системах счисления с основаниями b, b+1, b+2 при некотором натуральном b. (К.А.Кноп  по мотивам Putnam-2002)
5. В прямоугольнике со сторонами 1 и 2 на большей стороне CD взята точка K. Из вершин С и D на прямые ВK и АK опущены перпендикуляры CF и DE соответственно. Докажите, что точки K, E, F и середина стороны АВ лежат на одной окружности. (Baltic way-2003)
6. При каких N существует правильный N-угольник, вписанный в квадрат?
7. Обозначим через s(k) сумму всех натуральных делителей числа k, включая само это число. Известно, что s(N)+s(3N)=s(4N). Докажите, что число N чётное. (К.А.Кноп)
8. Натуральные числа от 1 до 99 разбиты на тройки так, что суммы чисел в каждой тройке одинаковы. Докажите, что произведение чисел хотя бы в одной из этих троек меньше 5555.
9. Некто задумал натуральное число n ( 144. Разрешается задать ему 10 вопросов вида «верно ли, что n < a?». Загадавший дает ответы с задержкой: ответ на каждый вопрос, кроме последнего, следует лишь после того, как задан следующий вопрос. Ответ на последний вопрос дается сразу. Как отгадать число n? (Baltic Way 2003)
10. Докажите, что для любого действительного корня уравнения х3+px+q = 0 выполняется неравенство 4qx ( p2. (Baltic Way 2003)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Третий тур. 6.11.03. Третья лига. Вторая юниорская лига.

1. Точки А1, В1 и С1 лежат на сторонах ВС, АС и АВ треугольника АВС соответственно. При этом АВ1=С1В1 и ВА1=С1А1. Пусть D – точка, симметричная С1 относительно прямой А1В1 (D и С не совпадают). Докажите, что прямая CD перпендикулярна прямой, проходящей через центры описанных около треугольников АВС и А1В1С окружностей. (Болгарские математические олимпиады)
2. Подмножество множества Sn = {1,2,...,n} назовём хорошим, если среднее арифметическое всех его элементов – целое число. Для любого n > 1 обозначим через Tn количество хороших подмножеств в Sn. Может ли при каком-нибудь n выполняться равенство Tn–n = 2003? (Putnam-2002)
3. Натуральные числа a и b подобраны так, что их сумма есть произведение двух различных простых чисел. Доказать, что сумма их кубов не может быть точным квадратом. (Baltic Way-2003)
4. Докажите, что существует натуральное число, запись которого имеет вид 
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 в системах счисления с тремя различными основаниями. (К.А.Кноп  по мотивам Putnam-2002)
5. В прямоугольнике со сторонами 1 и 2 на большей стороне CD взята точка K. Из вершин С и D на прямые ВK и АK опущены перпендикуляры CF и DE соответственно. Докажите, что точки K, E, F и середина стороны АВ лежат на одной окружности. (Baltic way-2003)

6. Натуральные числа от 1 до 99 разбиты на тройки так, что суммы чисел в каждой тройке одинаковы. Докажите, что произведение чисел хотя бы в одной из этих троек меньше 5555. (К.А.Кноп)
7. Обозначим через s(k) сумму всех натуральных делителей числа k, включая само это число. Известно, что s(N)+s(3N)=s(4N). Докажите, что число N чётное. (К.А.Кноп)
8. При каких N существует правильный N-угольник, вписанный в правильный треугольник? (Е.Куликов)
9. Некто задумал натуральное число n ( 144. Разрешается задать ему 10 вопросов вида «верно ли, что n < a?». Загадавший дает ответы с задержкой: ответ на каждый вопрос, кроме последнего, следует лишь после того, как задан следующий вопрос. Ответ на последний вопрос дается сразу. Как отгадать число n? (Baltic Way 2003)
10. Докажите, что для любого действительного корня уравнения х3+px+q = 0 выполняется неравенство 4qx ( p2. (Baltic Way 2003)
6.11.03. блиц-бой для второй лиги

1. Можно ли, используя каждую из десяти цифр ровно один раз, написать несколько чисел, сумма которых составляет 2003? 

Ответ: нет, так как такая сумма обязательно будет делиться на 9.

2. Расстояние от пункта А до пункта В составляет 90 километров. Мотоцикл проходит за 1 минуту один километр. Автомобиль проезжает 1 километр на полминуты быстрее, а велосипедист на полминуты медленнее, чем мотоцикл. На сколько велосипед будет отставать от мотоцикла в тот момент, когда автомобиль пройдёт всю дистанцию, если все транспортные средства выходят из пункта А одновременно?

Ответ: на 15 километров.

3. Взяли целые числа от одного до ста включительно. Некоторые написали синими чернилами, а остальные красными. Если сложить два разных числа одного цвета и получится число, не превосходящее 100, то оно того же цвета, что и слагаемые. Сколько синих чисел может быть среди написанных?

Ответ: 0,1, 99, 100.

4. В (АВС (ВС=a, CA=b, AB=c) проведена медиана CМ1, в (ВСМ1 – медиана М1М2, в (СМ1М2 – медиана М2М3, в ( М1М2М3 – медиана М3М4 и т.д. Чему равна длина отрезка М101М102?

5. Города АВС связаны авиарейсами. Между любыми двумя городами есть хотя бы один авиарейс и все рейсы двусторонние (если можно долететь из А в В, то этим же рейсом можно долететь из В в А). Кроме того известно, что общее число способов добраться из пункта А в пункт С (включая маршруты с пересадкой в В) равно 11, а общее число способов добраться из пункта А в пункт В (включая маршруты с пересадкой в С) равно 13. Сколько существует беспосадочных рейсов между этими городами? 

Ответ: 10.

6. Мать, её брат, её сын и её дочь играют в бейсбол. В этой четвёрке близнец худшего подающего имеет пол, противоположный  полу лучшего подающего. Кроме того известно, что худший подающий и лучший подающий – лица одного возраста. Кто лучший подающий?

Ответ: брат или сын.

7. Как  раскрасить плоскость в 9 цветов так, чтобы любые две точки, находящиеся на расстоянии 1 метр, были раскрашены в разные цвета?

	1
	2
	3

	4
	5
	6

	7
	8
	9


РЕШЕНИЕ. Разобьём плоскость на квадраты со стороной 3, а каждый квадрат, в свою очередь,  разобьём на 9 маленьких одинаковых квадратиков. Затем покрасим плоскость следующим образом. 

Ясно, что расстояние между точками одного цвета не может находиться в интервале 
[image: image46.wmf])
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. Если взять вместо квадратов со стороной 3 квадраты со стороной 2, то одноцветные точки не смогут находиться на расстоянии 1.

8. В параллелограмме АВСD стороны АВ = 4, ВС = 7. Биссектрисы АK и ВМ углов параллелограмма пересекаются в точке О (точки K и M принадлежат сторонам ВС и АD соответственно). Найдите отношение площади пятиугольника ОКСDM к площади треугольника ОАВ (рис. 6).
Ответ: 4.

9. Найти все решения в натуральных числах уравнения 
[image: image47.wmf]13
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Ответ: (13,13) и (7,91).
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Суперлига.

1. Пусть a1, b1, a2, b2, …, an, bn, …— бесконечная последовательность целых чисел, где никакое число не встречается дважды и an+bn = n при всех n. Докажите, что в последовательности a1/1, b1/1, a2/2, b2/2, …, an/n, bn/n, … бесконечно много чисел, больших 1,7. (Downgrade задачи В.Ворнику)
2. Дан клетчатый квадрат, сторона которого содержит n узлов. Невозвратным путем называется путь по ребрам, пересечение которого с любой горизонталью или вертикалью есть отрезок, точка или пустое множество. Каким наименьшим количеством невозвратных путей можно покрыть все вершины? (И.Пушкарев, И.Богданов, Г.Челноков)
3. Прямая пересекает три высоты тетраэдра. Доказать, что она пересекает четвертую высоту (или параллельна ей). (А.А. Заславский)
4. Сколько существует перестановок ( множества {1,2,…,2n} таких, что для каждого четного k выполнено неравенство |((k)–k| ( 1? (Румынские олимпиады, 2003)
5. На вписанной окружности описанного четырехугольника ABCD взята точка P. Известно, что основания перпендикуляров, опущенных из P на стороны ABCD, лежат на одной окружности. Докажите, что центр вписанной окружности равноудален от прямых AP и CP. (М.Дубашинский)
6. Для какого наименьшего N из любых N целых точек на плоскости можно выбрать восемь точек, центр тяжести которых тоже есть целая точка? (Baltic Way-2003)
7. Докажите, что уравнение 
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abcabcabc

+++=

++

 имеет бесконечно много решений в натуральных числах. (Shortlist MMO, 2002)
8. Дан связный граф, который остается связным при удалении любой вершины. Известно, что в нем есть треугольник. В каждой вершине, кроме одной, стоит по фишке (все фишки различны). Разрешается передвинуть фишку из вершины, соседней с пустой, в пустую. Докажите, что такими действиями из любой конфигурации фишек можно получить любую. (М.Мазин)
9. Окружности ω1 и ω2 касаются друг друга. Окружность ω1 касается сторон AB, BC и CD четырехугольника ABCD, а окружность ω2 касается сторон AB, CD и AD. Докажите, что AB+CD ≤  2(BC+AD). (С.Иванов, Shortlist Baltic Way-2003)
10. Докажите неравенство для положительных a, b, c: 
[image: image49.wmf]222
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Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Высшая лига.

1. Пусть a1, b1, a2, b2, …, an, bn, …— бесконечная последовательность целых чисел, где никакое число не встречается дважды и an+bn = n при всех n. Докажите, что в последовательности a1/1, b1/1, a2/2, b2/2, …, an/n, bn/n, … бесконечно много чисел, больших 8/5. (Downgrade задачи В.Ворнику)
2. Если к сумме всех натуральных делителей натурального числа n, исключая само n, прибавить количество этих делителей, то получится n. Докажите, что число n — удвоенный квадрат. (Baltic way 2003)
3. Пусть n ( 2 — натуральное число, d — его натуральный делитель, а x1, x2, …, xn — действительные числа, сумма которых равна 0. Докажите, что можно по крайней мере 
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4. Сколько существует перестановок ( множества {1,2,…,2n} таких, что для каждого четного k выполнено неравенство |((k)–k| ( 1? (Румынские олимпиады, 2003)
5. В треугольнике ABC точка M – точка пересечения медиан. Через O1, O2, O3 обозначены центры окружностей, описанных около треугольников AMB, BMC, CMA. Докажите, что M – точка пересечения симедиан треугольника O1O2O3. (Симедианой треугольника называется прямая, симметричная медиане относительно соответствующей биссектрисы.)
6. Для какого наименьшего N из любых N целых точек на плоскости можно выбрать восемь точек, центр тяжести которых тоже есть целая точка? (Baltic Way-2003)
7. Докажите, что уравнение 
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 имеет бесконечно много решений в натуральных числах. (Shortlist MMO, 2002)
8. Дан связный граф, который остается связным при удалении любой вершины. Известно, что в нем есть треугольник. В каждой вершине, кроме одной, стоит по фишке (все фишки различны). Разрешается передвинуть фишку из вершины, соседней с пустой, в пустую. Докажите, что такими действиями из любой конфигурации фишек можно получить любую. (М.Мазин)
9. Окружности ω1 и ω2 касаются друг друга. Окружность ω1 касается сторон AB, BC и CD четырехугольника ABCD, а окружность ω2 касается сторон AB, CD и AD. Докажите, что AB+CD ≤  2(BC+AD). (С.Иванов, Shortlist Baltic Way-2003)
10. Докажите неравенство для положительных a, b, c: 
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Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Первая лига.

1. Пусть a1, b1, a2, b2, …, an, bn, …— бесконечная последовательность целых чисел, где никакое число не встречается дважды и an+bn = n при всех n. Докажите, что в последовательности a1/1, b1/1, a2/2, b2/2, …, an/n, bn/n, … бесконечно много чисел, больших 7/5. (Downgrade задачи В.Ворнику)
2. Все вершины правильного 2003-угольника окрашены в 40 цветов. Докажите, что найдется либо равнобедренный треугольник, либо равнобокая трапеция с вершинами одного цвета. (С.Л. Берлов)
3. Найдите все такие пары функций 
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[image: image56.wmf]()()0.

xfyygx

×+×=
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4. Если к сумме всех натуральных делителей натурального числа n, исключая само n, прибавить количество этих делителей, то получится n. Докажите, что число n — удвоенный квадрат. (Baltic way 2003)
5. В треугольнике ABC точка M – точка пересечения медиан. Через O1, O2, O3 обозначены центры окружностей, описанных около треугольников AMB, BMC, CMA. Докажите, что M – точка пересечения симедиан треугольника O1O2O3. (Симедианой треугольника называется прямая, симметричная медиане относительно соответствующей биссектрисы.)
6. Целой точкой на плоскости называется точка, обе координаты которой — целые числа. Центроидом нескольких точек плоскости называется точка, координатами которой являются средние арифметические соответствующих координат данных точек. Для какого наименьшего N из любых N целых точек на плоскости можно выбрать восемь, центроид которых тоже есть целая точка? (Baltic Way-2003)
7. Пусть n ( 2 — натуральное число, d — его натуральный делитель, а x1, x2, …, xn — действительные числа, сумма которых равна 0. Докажите, что можно по крайней мере 
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8. Дан связный граф, который остается связным при удалении любой вершины. Известно, что в нем есть три попарно соединенные вершины. В каждой вершине, кроме одной, стоит по фишке (все фишки различны). Разрешается передвинуть фишку из вершины, соседней с пустой, в пустую. Докажите, что такими действиями из любой конфигурации фишек можно получить любую. (М.Мазин)
9. Окружности ω1 и ω2 касаются друг друга. Окружность ω1 касается сторон AB, BC и CD четырехугольника ABCD, а окружность ω2 касается сторон AB, CD и AD. Докажите, что AB+CD ≤ 2(BC+AD). (С.Иванов, Shortlist Baltic Way-2003)
10. Докажите неравенство для положительных a, b, c: 
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Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Вторая лига.

1. Все вершины правильного 11-угольника окрашены в 3 цвета. Докажите, что найдется либо равнобедренный треугольник, либо равнобокая трапеция с вершинами одного цвета. (С.Л. Берлов)
2. Диагонали выпуклого шестиугольника делят каждый его угол на 4 равные части. Докажите, что этот шестиугольник — правильный. (С.Л. Берлов по мотивам Crux)
3. Окружности ω1 и ω2 касаются друг друга. Окружность ω1 касается сторон AB, BC и CD четырехугольника ABCD, а окружность ω2 касается сторон AB, CD и AD. Докажите, что AB+CD ≤  2(BC+AD). (С.Иванов, Shortlist Baltic Way-2003)
4. Последовательность 
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. Существует ли такое положительное 
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, что все члены этой последовательности различны? (Shortlist Baltic Way-2003)
5. a и b – натуральные числа, разность которых является простым числом, а произведение — точным квадратом. Докажите, что 2a+2b–1 также является точным квадратом. (С.Л. Берлов по мотивам Baltic Way-2003)
6. Для какого наименьшего N из любых N различных точек c целыми координатами на плоскости можно выбрать 4 точки, центр тяжести которых тоже есть целая точка? (Baltic Way-2003)
7. Пусть n ( 2 – натуральное число, d — его натуральный делитель, а x1, x2, …, xn –действительные числа, сумма которых равна 0. Докажите, что можно по крайней мере 
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8. На каждой клетке доски 2003
[image: image68.wmf]´

2003 лежит по 11 монет. Можно за одну операцию взять любой прямоугольник 1
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3 и с двух его клеток убрать по одной монете, а еще с одной – одну или три. Можно ли при помощи таких операций убрать все монеты с доски? (Shortlist Baltic Way-2003)
9. Найдите все пары функций 
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10. Докажите неравенство для положительных a, b, c: 
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Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Высшая юниорская лига.

1. Пусть a1, b1, a2, b2, …, an, bn, …— бесконечная последовательность целых чисел, где никакое число не встречается дважды и an+bn = n при всех n. Докажите, что в последовательности a1/1, b1/1, a2/2, b2/2, …, an/n, bn/n, … бесконечно много чисел, больших 7/5. (Downgrade задачи В.Ворнику)
2. Все вершины правильного 2003-угольника окрашены в 40 цветов. Докажите, что найдется либо равнобедренный треугольник, либо равнобокая трапеция с вершинами одного цвета. (С.Л. Берлов)
3. Какое наименьшее число вершин может иметь выпуклый многогранник, ровно три грани которого являются пятиугольниками? (USAMTS 2003)
4. Если к сумме всех натуральных делителей натурального числа n, исключая само n, прибавить количество этих делителей, то получится n. Докажите, что число n — удвоенный квадрат. (Baltic way 2003)
5. В треугольнике ABC точка M – точка пересечения медиан. Через O1, O2, O3 обозначены центры окружностей, описанных около треугольников AMB, BMC, CMA. Докажите, что M – точка пересечения симедиан треугольника O1O2O3. (Симедианой треугольника называется прямая, симметричная медиане относительно соответствующей биссектрисы.)
6. Целой точкой на плоскости называется точка, обе координаты которой — целые числа. Центроидом нескольких точек плоскости называется точка, координатами которой являются средние арифметические соответствующих координат данных точек. Для какого наименьшего N из любых N целых точек на плоскости можно выбрать четыре, центроид которых тоже есть целая точка? (Baltic Way-2003)
7. Пусть n ( 2 — натуральное число, d — его натуральный делитель, а x1, x2, …, xn — действительные числа, сумма которых равна 0. Докажите, что можно по крайней мере 
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8. В городе 10 улиц идут с севера на юг, а 11 – с запада на восток, образуя 110 перекрестков. По распоряжению мэра любой автобусный маршрут в городе может идти не более чем в двух направлениях (восток–юг, восток–север, запад–юг или запад–север). Можно ли семью автобусными маршрутами соединить все перекрестки в городе? (По мотивам И. Пушкарева, И. Богданова, Г  Челнокова)
9. Найдите наименьшее S, для которого существует треугольник площади S, которым можно покрыть любой треугольник с двумя сторонами, не превосходящими 1.(С.Волченков)
10. Докажите неравенство для положительных a, b, c: 
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Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Первая юниорская лига.

1. Какое наименьшее число вершин может иметь выпуклый многогранник, ровно три грани которого являются пятиугольниками? (USAMTS 2003)
2. Длины сторон выпуклого пятиугольника ABCDE равны (в некотором порядке) 1, 2, 3, 4 и 5. Пусть F, G, H и I – середины сторон AB, BC, CD и DE соответственно. Пусть X – середина FH, а Y – середина GI. Известно, что длина XY – целое число. Найдите все возможные значения длины стороны AE.

3. В городе 10 улиц идут с севера на юг, а 11 – с запада на восток, образуя 110 перекрестков. По распоряжению мэра любой автобусный маршрут в городе может идти не более чем в двух направлениях (восток–юг, восток–север, запад–юг или запад–север). Можно ли семью автобусными маршрутами соединить все перекрестки в городе? (По мотивам И. Пушкарева, И. Богданова, Г  Челнокова)
4. Найдите треугольник наименьшей площади, которым можно покрыть любой треугольник с двумя сторонами, не превосходящими 1.

5. a и b – натуральные числа, разность которых является простым числом, а произведение – точным квадратом. Докажите, что 2a+2b–1 также является точным квадратом.
6. Можно ли квадратную таблицу 2003(2003 заполнить попарно различными натуральными числами так, чтобы сумма чисел в любом квадрате 3(3 была одной и той же? (В.Н. Замков)
7. Пусть X — такое подмножество множества {1, 2, …, 10000}, что произведение любых двух его различных элементов ему не принадлежит. Какое наибольшее количество элементов может быть в подмножестве X? (Baltic Way 2003)
8. В коробке 2003 конфеты. Двое по очереди вынимают их из коробки. Первый вынимает одну конфету. После этого, если какой-то игрок вынул k конфет, то следующим ходом его противник имеет право вынуть от 1 до k+1 конфет. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто из игроков может выиграть независимо от игры соперника? (Е. Куликов)
9. Диагонали каждого угла выпуклого шестиугольника делят этот угол на 4 равные части. Докажите, что шестиугольник – правильный.

10. В «пифагоровых» треугольниках со сторонами 5, 12, 13 и 7, 24, 25 гипотенуза больше одного из катетов на 1. Докажите, что существует бесконечное множество пифагоровых треугольников, обладающих таким же свойством, у которых гипотенуза – точный квадрат. (Н.Б. Васильев)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Бой Москва 2Ш-9-2 – Екатеринбург-9-II.

1. Какое наименьшее число вершин может иметь выпуклый многогранник, ровно три грани которого являются пятиугольниками? (USAMTS 2003)
2. Длины сторон выпуклого пятиугольника ABCDE равны (в некотором порядке) 1, 2, 3, 4 и 5. Пусть F, G, H и I – середины сторон AB, BC, CD и DE соответственно. Пусть X – середина FH, а Y – середина GI. Известно, что длина XY – целое число. Найдите все возможные значения длины стороны AE.

3. В городе 10 улиц идут с севера на юг, а 11 – с запада на восток, образуя 110 перекрестков. По распоряжению мэра любой автобусный маршрут в городе может идти не более чем в двух направлениях (восток–юг, восток–север, запад–юг или запад–север). Можно ли семью автобусными маршрутами соединить все перекрестки в городе? (По мотивам И. Пушкарева, И. Богданова, Г  Челнокова)
4. Найдите треугольник наименьшей площади, которым можно покрыть любой треугольник с двумя сторонами, не превосходящими 1.

5. a и b – натуральные числа, разность которых является простым числом, а произведение – точным квадратом. Докажите, что 2a+2b–1 также является точным квадратом.
6. Можно ли квадратную таблицу 2003(2003 заполнить попарно различными натуральными числами так, чтобы сумма чисел в любом квадрате 3(3 была одной и той же? (В.Н. Замков)
7. Пусть X — такое подмножество множества {1, 2, …, 10000}, что произведение любых двух его различных элементов ему не принадлежит. Какое наибольшее количество элементов может быть в подмножестве X? (Baltic Way 2003)
8. В коробке 2003 конфеты. Двое по очереди вынимают их из коробки. Первый вынимает одну конфету. После этого, если какой-то игрок вынул k конфет, то следующим ходом его противник имеет право вынуть от 1 до k+1 конфет. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто из игроков может выиграть независимо от игры соперника? (Е. Куликов)
9. Диагонали каждого угла выпуклого шестиугольника делят этот угол на 4 равные части. Докажите, что шестиугольник – правильный.

10. В «пифагоровых» треугольниках со сторонами 5, 12, 13 и 7, 24, 25 гипотенуза больше одного из катетов на 1. Докажите, что существует бесконечное множество пифагоровых треугольников, обладающих таким же свойством, у которых гипотенуза – точный квадрат. (Н.Б. Васильев)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Четвёртый тур. 7.11.03. Третья лига. Вторая юниорская лига.

1. Какое наименьшее число вершин может иметь выпуклый многогранник, ровно три грани которого являются пятиугольниками? (USAMTS 2003)
2. Диагонали каждого угла выпуклого шестиугольника делят этот угол на 4 равные части. Докажите, что шестиугольник – правильный.

3. В городе 10 улиц идут с севера на юг, а 11 – с запада на восток, образуя 110 перекрестков. По распоряжению мэра любой автобусный маршрут в городе может идти не более чем в двух направлениях (восток–юг, восток–север, запад–юг или запад–север). Можно ли семью автобусными маршрутами соединить все перекрестки в городе? (По мотивам И. Пушкарева, И. Богданова, Г  Челнокова)
4. В «пифагоровых» треугольниках со сторонами 5, 12, 13 и 7, 24, 25 гипотенуза больше одного из катетов на 1. Докажите, что существует бесконечное множество пифагоровых треугольников, обладающих таким же свойством. (Н.Б. Васильев)
5. a и b – натуральные числа, разность которых является простым числом, а произведение – точным квадратом. Докажите, что 2a+2b–1 также является точным квадратом.
6. Можно ли квадратную таблицу 2003(2003 заполнить попарно различными натуральными числами так, чтобы сумма чисел в любом квадрате 2(2 была одной и той же? (В.Н. Замков)
7. Пусть X — такое подмножество множества {1, 2, …, 100}, что произведение любых двух его различных элементов ему не принадлежит. Какое наибольшее количество элементов может быть в подмножестве X? (Baltic Way 2003)
8. В коробке 2003 конфеты. Двое по очереди вынимают их из коробки. Первый вынимает одну конфету. После этого, если какой-то игрок вынул k конфет, то следующим ходом его противник имеет право вынуть от 1 до k+1 конфет. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто из игроков может выиграть независимо от игры соперника? (Е. Куликов)
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