Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.03. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. а) (3 балла) Каждый из двух квадратных трехчленов имеет корни. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, не имеющим корней?

б) (4 балла) Каждый из двух квадратных трехчленов не имеет корней. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, имеющим два корня? (Фольклор)
2. По кругу стоят несколько человек. Каждый из них — рыцарь, всегда говорящий правду, или лжец, который всегда лжет. Каждый из стоящих сказал: «Один из моих соседей тяжелее меня, а другой — легче меня». Известно, что веса любых двух людей различны. Может ли среди стоящих быть ровно 2003 лжеца? (И.С. Рубанов)
3. Докажите, что в любом треугольнике a(hb+hc) + b(ha+hc) + c(ha+hb) ( 12S. 

4. Найдите все такие многочлены p(x) с коэффициентом 1 при старшем члене, что
(x–8)p(2x) = 8(x–1)p(x). (по мотивам Ирландии-97)
5. Натуральные числа a1, …, ak, ни одно из которых не делит произведение остальных, лежат на промежутке [2, n]. Докажите, что k не превосходит количества простых чисел на промежутке [2, n]. (Прислал Ф. Ванхове)
6. Сколько существует таких функций f: N ( N, что при всех n(N f(n) > 1 и f(n+3)f(n+2) = f(n+1) + f(n) + 36? (Олимпиада Сербии 2001 года)
7. ABCD — выпуклый четырехугольник, AB и CD не параллельны. Окружность, проходящая через A и B, касается отрезка CD в точке M; окружность, проходящая через C и D, касается отрезка AB в точке N. Докажите, что общая хорда этих окружностей делит MN пополам если и только если AD || BC. (Югославские отборы)
8. В стране 100 городов, некоторые пары городов соединены дорогой с односторонним движением. Известно, что из любого города можно доехать до любого другого, но при закрытии любой дороги это условие нарушается. Какое наибольшее число дорог может быть в этой стране? (Любые два города соединены не более чем одной дорогой.) (Д.В. Карпов)
9. Докажите для положительных x, y, z неравенство
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. (Румынский заочный конкурс решения задач 2002 г.)
10. Для каких натуральных n существует такая перестановка (a1, …, an) первых n натуральных чисел, что ak+1 ( 2ak (mod n) или ak+1 ( 2ak–1 (mod n) при всех k ≤ n? (Мы считаем, как обычно, что an+1 = a1.) (В. Ворнику, по мотивам задачи С6 из short-листа 2002 года)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.03. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. а) (3 балла) Каждый из двух квадратных трехчленов имеет корни. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, не имеющим корней?

б) (4 балла) Каждый из двух квадратных трехчленов не имеет корней. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, имеющим два корня? (Фольклор)
2. По кругу стоят несколько человек. Каждый из них — рыцарь, всегда говорящий правду, или лжец, который всегда лжет. Каждый из стоящих сказал: «Один из моих соседей тяжелее меня, а другой — легче меня». Известно, что веса любых двух людей различны. Может ли среди стоящих быть ровно 2003 лжеца? (И.С. Рубанов)
3. В 50-метровом бассейне тренируются два пловца. Они стартуют одновременно, в одном направлении по соседним дорожкам, и плывут с постоянными, но различными скоростями. Доплыв до бортика, пловец сразу поворачивает и плывет назад, а проплыв километр — заканчивает тренировку и уходит в раздевалку. Сколько раз за время тренировки пловцы встретились, если известно, что у бортика они не встречались ни разу? (Если один пловец догнал другого, это тоже считается встречей.) (И.С. Рубанов)
4. Найдите все такие многочлены p(x) с коэффициентом 1 при старшем члене, что
(x–8)p(2x) = 8(x–1)p(x). (по мотивам Ирландии-97)
5. Натуральные числа a1, …, ak, ни одно из которых не делит произведение остальных, лежат на промежутке [2, n]. Докажите, что k не превосходит количества простых чисел на промежутке [2, n]. (Прислал Ф. Ванхове)
6. Положительные числа x, y, z таковы, что х2+y2+z2 ( 3. Докажите, что 
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7. ABCD — выпуклый четырехугольник, AB и CD не параллельны. Окружность, проходящая через A и B, касается отрезка CD в точке M; окружность, проходящая через C и D, касается отрезка AB в точке N. Докажите, что общая хорда этих окружностей делит MN пополам если и только если AD || BC. (Югославские отборы)
8. В стране 100 городов, некоторые пары городов соединены дорогой с односторонним движением. Известно, что из любого города можно доехать до любого другого, но при закрытии любой дороги это условие нарушается. Какое наибольшее число дорог может быть в этой стране? (Любые два города соединены не более, чем одной дорогой.) (Д.В. Карпов)
Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Решения задач командной олимпиады

Юниоры

Задача 1. а) Каждый из двух квадратных трехчленов имеет корни. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, не имеющим корней?
б) Каждый из двух квадратных трехчленов не имеет корней. Может ли их сумма быть квадратным трехчленом, имеющим два корня?
Решение. В обоих случаях это возможно. В задаче а) примером могут служить трехчлены х2–3х+1 и х2+3х+1, в задаче б) — трехчлены 2х2–4х+1 и –х2+4х+1.
Задача 2. По кругу стоят несколько человек. Каждый из них — рыцарь, всегда говорящий правду, или лжец, который всегда лжет. Каждый из стоящих сказал: «Один из моих соседей тяжелее меня, а другой — легче меня». Известно, что веса любых двух людей различны. Может ли среди стоящих быть ровно 2003 лжеца?
Ответ. Нет. Решение. Лжецы, очевидно, те, у кого оба соседа легче них (назовем таких лжецов толстыми), или оба соседа тяжелее них (назовем таких лжецов тонкими). Нетрудно видеть, что если двигаться по кругу, то толстые и тонкие лжецы будут чередоваться. Поэтому тех и других должно быть поровну, а всех лжецов вместе — четное число.
Задача 3. В 50-метровом бассейне тренируются два пловца. Они стартуют одновременно, в одном направлении по соседним дорожкам, и плывут с постоянными, но различными скоростями. Доплыв до бортика, пловец сразу поворачивает и плывет назад, а проплыв километр — заканчивает тренировку и уходит в раздевалку. Сколько раз за время тренировки пловцы встретились, если известно, что у бортика они не встречались ни разу? (Если один пловец догнал другого, это тоже считается встречей.)
Решение. Назовем того пловца, скорость которого выше, быстрым, а другого пловца — медленным. Очевидно, быстрый пловец закончит тренировку раньше медленного. Всякий раз, когда быстрый пловец проплывает от бортика до бортика, он ровно один раз встречается с медленным, потому что вначале медленный пловец находится между быстрым и тем бортиком, к которому быстрый плывет, а в конце — между быстрым и исходным его бортиком. Исключение составляют первые 50 м, когда медленный сзади быстрого с самого начала. Поскольку за тренировку каждый пловец проплывает дорожку 20 раз, произойдет 19 встреч.
Задача 4. Найдите все такие многочлены p(x) с коэффициентом 1 при старшем члене, что (x–8)p(2x) = 8(x–1)p(x).
Решение. Подставляя в равенство из условия задачи х = 1, получаем, что p(2) = 0. Подставляя в него х = 2, получаем, что p(4) = 0. Наконец, подставляя х = 8, получаем, что p(8) = 0. Таким образом, числа 2, 4 и 8 — корни многочлена p(x). Заметим теперь, что коэффициент при старшем члене многочлена p(2x) в 2n раз больше коэффициента при старшем члене многочлена p(x), где n — степень многочлена p(x). В нашем случае из условия видно, что 2n = 8, то есть n = 3. Значит 2, 4 и 8 — все корни многочлена p(x), то есть он по теореме Безу равен (х–2)(х–4)(х–8) = х3–14х2+56х–64.
Примечание. Приведенное решение использует теорему Безу и тот факт, что число корней многочлена не превосходит его степени. Но коэффициенты многочлена можно решить и не опираясь на эти утверждения: достаточно записать его в виде х3+ах2+bх+c, подставить в равенство из условия, приравнять коэффициенты при одинаковых степенях х слева и справа и решить получившуюся систему трех уравнений с тремя неизвестными.
Задача 5. Натуральные числа a1, …, ak, ни одно из которых не делит произведение остальных, лежат на промежутке [2, n]. Докажите, что k не превосходит количества простых чисел на промежутке [2, n].
Решение. Сопоставим каждому простому числу p из промежутка [2, n] то из чисел a1, …, ak, в разложение которого на простые множители число p входит в наибольшей степени (если таких чисел несколько, выберем из них любое). Если число k больше количества простых чисел на промежутке [2, n], найдется число ai, которому никакого простого числа не сопоставлено. Поскольку все его простые множители лежат на промежутке [2, n], оно делит произведение остальных данных чисел, ибо всякий простой множитель входит в его разложение в степени не большей, чем в то из остальных, которому это простое число сопоставлено.
Задача 6. Положительные числа x, y, z таковы, что х2+y2+z2 ( 3. Докажите, что 
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Решение. Как известно, для любого положительного а выполнено неравенство а+1/а ( 2. Поэтому х2+y2+z2+1/х2+1/y2+1/z2 ( 6, откуда 1/х2+1/y2+1/z2 ( 3 ( х2+y2+z2 (*). Кроме того, (х2+y2)/2 ( xy, (х2+z2)/2 ( xz, (y2+z2)/2 ( yz, откуда xy+xz+yz ( х2+y2+z2 ( 3 и, значит, 1/xy+1/xz+1/yz ( 3 ( xy+xz+yz  (**). Возводя неравенство 1/x+1/y+1/z (x+y+z в квадрат, получим равносильное неравенство 1/х2+1/y2+1/z2+2/xy+2/xz+2/yz ( х2+y2+z2+2xy+2xz+2yz, которое очевидным образом вытекает из неравенств (*) и (**).
Задача 7. ABCD — выпуклый четырехугольник, AB и CD не параллельны. Окружность, проходящая через A и B, касается отрезка CD в точке M; окружность, проходящая через C и D, касается отрезка AB в точке N. Докажите, что общая хорда этих окружностей делит MN пополам если и только если AD || BC.
Решение. Степенью точки X относительно окружности ( будем называть произведение XA(XB отрезков секущей AB, проходящей через X, взятое со знаком +, если точка X лежит вне ( и со знаком – в противном случае. Хорошо известно, что степень точки не зависит от выбора секущей и для точки X вне ( равна квадрату отрезка касательной из X к (. Радикальной осью двух пересекающихся окружностей будем называть прямую, содержащую их общую хорду. Хорошо известно, что радикальная ось есть множество точек плоскости, степени которых относительно двух окружностей равны.

Пусть прямая MN пересекает одну из наших окружностей — (1 — в точках M и K, а вторую — (2 — в точках N и L. Середину MN обозначим через F. Принадлежность F общей хорде (радикальной оси) (1 и (2 равносильна равенству степеней точки F относительно (1 и (2: FM(FK=FN(FL ( FL=FK ( ML=NK ( ML(MN=NK(NM ( MC(MD=NB(NA. 

Пусть прямые AB и CD пересекаются в точке P. Обозначим PA=a, PB=b, PC=c, PD=d. По теореме о степени точки будут выполняться равенства PM2=ab, PN2=cd. Значит, равенство MC(MD=NB(NA переписывается в виде (PM–c)(PM–d) = (PN–a)(PN–b) ( (c+d)PM = (a+b)PN ( ab(c+d)2 = d(a+b)2 ( (ac–bd)(ad–bc) = 0.
Равенство нулю первого сомножителя означает параллельность AD и BC, второго — параллельность AC и BD (очевидно, невозможную). Таким образом, принадлежность точки F радикальной оси окружностей (1 и (2 равносильна параллельности AD и BC, что и требовалось доказать.
Задача 8. В стране 100 городов, некоторые пары городов соединены дорогой с односторонним движением. Известно, что из любого города можно доехать до любого другого, но при закрытии любой дороги это условие нарушается. Какое наибольшее число дорог может быть в этой стране? (Любые два города соединены не более, чем одной дорогой.)
Ответ. 197. Решение. Построим ориентированный граф, вершины которого соответствуют городам, а ребра — дорогам (направление ребра будет соответствовать направлению дороги). Любые две вершины соединены не более, чем одним ориентированным ребром. Полученный граф будет связным (из любой вершины можно попасть в любую другую), но при удалении любого ребра связность теряется.

Построим пример такого графа со 197 ребрами. Он будет состоять из вершин A, B, C1, …, C98, и ребер A → C, а также C → Bi и Bi → A для всех i. Нетрудно проверить, что этот граф подходит.

Докажем лемму: если в связном ориентированном графе k вершин и хотя бы 2k–1 ребро (причем некоторые пары вершин могут быть соединены ребрами в обоих направлениях), то одно из ребер можно удалить без потери связности.

Доказательство. Рассмотрим  в нашем графе произвольную вершину A. Нетрудно понять, что достаточно отметить в графе k–1 ребро, чтобы только по отмеченным вершинам можно было бы добраться из A  до любой другой вершины. Аналогично, можно отметить в графе еще k–1 ребро так, чтобы по отмеченным вершинам можно было бы добраться из  любой другой вершины до A. В графе должны остаться неотмеченные ребра – любое из них можно удалить без потери связности. Лемма доказана.
Перейдем к доказательству утверждения задачи. Из связности графа следует, что в нем есть  (ориентированный) цикл С1 → С2 →…→ Сm → С1. Понятно, что m ≥ 3 и нет никаких ребер между входящими в цикл вершинами, кроме ребер самого цикла (иначе такое ребро можно удалить без потери связности). Также отметим, что из любой не входящей в цикл вершины A существует не более одного ребра, выходящего к вершинам цикла (если таких ребер хотя бы два, то одно из них можно удалить без потери связности). Аналогично, существует не более одного ребра, выходящего из вершин цикла в A.

Заменим все вершины цикла на одну вершину C и для любой другой вершины A проведем ребро A → C, если существует одно из ребер A → Ci и ребро С → А, если существует одно из ребер Ci→A. Получится новый связный ориентированный графG’, в котором ровно на m ребер меньше, чем в исходном графе и удаление любого ребра нарушает связность. (Однако, в этом графе возможно наличие двух ребер разного направления между двумя вершинами.) В графе G’ ровно 100–m+1 вершина и, по доказанному выше утверждению, не более 2(100–m+1)–2 = 200–2m ребер. Следовательно, в исходном графе было не более, чем 200–m ≤ 200–3 = 197 ребер.
Сеньоры

Задача 1. См. задачу 1 для 8-9 классов.

Задача 2. См. задачу 2 для 8-9 классов.

Задача 3. Докажите, что в любом треугольнике a(hb+hc) + b(ha+hc) + c(ha+hb) ( 12S.
Решение. Разделив обе части данного неравенства на 2S, после простых преобразований получаем равносильное ему неравенство hb/ha+ hc/ha+ ha/hb+ hc/hb+ ha/hc+ hb/hc ( 6, которое верно, поскольку, 
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Задача 4. См. задачу 4 для 8-9 классов.

Задача 5. См. задачу 5 для 8-9 классов.

Задача 6. Сколько существует таких функций f: N ( N, что при всех n(N f(n) > 1 и f(n+3)f(n+2) = f(n+1) + f(n) + 36?
Ответ. Две. Решение. Заметим, что 
[image: image6.wmf]4232
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. Поскольку an+3>1, получаем |an+4– an+2| < |an+2– an|, если an+2– an ≠ 0; если же an+2–an = 0, то и an+4–an+2 = 0. Пусть |a3–a1| = N1. Тогда |a2N+3– a2N+1| ( |a2N+1– a2N–1|–1 ( … ( |a3–a1|–N = 0, т. е. при всех n > N выполняется равенство a2n+1–a2n–1 = 0, т. е. a2n+1 = a2n–1. Аналогично, при всех n > N2 = |a2– a4| выполняется равенство a2n+2 = a2n. Таким образом, начиная с некоторого места, последовательность выглядит так: a, b, a, b, … Из условия получаем ab = a+b+36, т. е. (a–1)(b–1) = 37. Тогда один из множителей равен 37, а другой 1, поскольку a, b>1. Иначе говоря, {a, b} =  {2, 38}. Таким образом, начиная с некоторого номера последовательность выглядит как …,2, 38, 2, 38, 2, 38, … Однако, согласно условию, 
[image: image7.wmf]321
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, т. е. an однозначно выражается через последующие три члена. Поэтому последовательность с самого начала выглядит как 2, 38, 2, 38, … либо 38, 2, 38, 2, …
Задача 7. См. задачу 7 для 8-9 классов.
Задача 8. См. задачу 8 для 8-9 классов.

Задача 9. Докажите для положительных x, y, z неравенство
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Решение 1.
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Решение 2. Произведя замену 
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+=

, 
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, 
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, мы получим, что для чисел a, b, c, являющихся сторонами треугольника, нужно доказать неравенство
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или 
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. Три члена последнего неравенства — удвоенные длины медиан треугольника со сторонами a, b, c, и таким образом, истинная подоплека задачи – в том, что, как известно, из медиан любого треугольника тоже можно составить треугольник.
Задача 10. Для каких натуральных n существует такая перестановка (a1, …, an) первых n натуральных чисел, что ak+1 ( 2ak (mod n) или ak+1 ( 2ak–1 (mod n) при всех k ≤ n? (Мы считаем, как обычно, что an+1 = a1.)
Ответ: при всех четных n (и при n=1). Решение. Назовем число b потомком числа a, если оно может стоять после b в перестановке, удовлетворяющей условию задачи (то есть, если b ( 2a (mod n) или b ( 2a-1 (mod n)), и предком a, если a — его потомок. 

Пусть теперь n=2k+1 — нечетное число, большее 1. Тогда и у числа 1, и у числа n есть единственный предок, отличный от самих этих чисел — число k+1. Это значит, что при n(1 в нашей перестановке и перед числом 1, и перед числом n должно стоять число k+1, что, разумеется, невозможно. Для n=1 единственно возможная перестановка условию задачи удовлетворяет. 

Для разбора случая, когда n=2k четно, заметим сначала, что если число a имеет двух потомков, то другой предок обоих этих потомков — одно и то же число a', отличающееся от a на k. 

Докажем, что все числа от 1 до n можно разбить на циклы, то есть непересекающиеся последовательности чисел, в которых каждое число, кроме первого, является потомком предыдущего, а первое — потомком последнего. Для этого начнем с числа 1 и будем приписывать после каждого числа его ранее не выписанного потомка, пока существует такая возможность. Полученная последовательность завершится предком числа 1. Действительно, если она заканчивается некоторым числом a, среди потомков которого нет 1, то оба потомка a уже выписаны, и перед ними обоими должно было стоять a', что невозможно. Если в полученном цикле оказались не все числа от 1 до n, возьмем любое ранее не выписанное число и построим цикл, начав с него и действуя аналогичным образом. В результате этой деятельности все числа от 1 до n будут разбиты на циклы. Если цикл всего один, требуемая перестановка построена. Если же циклов больше одного, возьмем наименьшее число r, не содержащееся в цикле A, начинающемся с 1. Меньший из двух предков r — обозначим его m — содержится в этом цикле, а больший — обозначим его M — в цикле B, содержащем r. Тогда между числами цикла A можно следующим образом вставить все числа цикла B: после m поставить r и все числа цикла B в том порядке, в каком они идут в B (последним окажется M), а после M — число, стоявшее после m в цикле A. 

Число циклов уменьшилось на 1. Повторяя при необходимости эту процедуру, мы объединим в один цикл все числа, получив требуемую перестановку.
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