VII Кубок памяти А.Н.Колмогорова.   1 ноября 2003 года.
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ КАРУСЕЛИ.
Исходные задачи старшей группы.

1. Дана последовательность: Х1=1, Х2=2, а Хn+2=Хn+1–Хn при любом натуральном n.  Чему равен  Х2003?
Решение:  Заметим, что последовательность периодическая с периодом длины 6: 1, 2, 1, –1, –2, –1, таким образом, на 2003-м месте оказывается число (–2).
2. Сколько чисел вида z=((x–1+y–1)2–(x–1–y–1)2)–1 надо сложить, чтобы получить произведение xy?
Решение:  Преобразуя число z, обнаружим, что оно равно xy/4, следовательно, надо сложить 4 числа.
3. По кругу расставлен набор из  n>5 чисел. Известно, что сумма любых трёх подряд идущих чисел не превосходит 3, а сумма любых пяти подряд идущих чисел не превосходит 5. Найдите все такие наборы, когда сумма всех чисел равна n.
Решение: обозначим сумму всех чисел как S. Сумма любых трёх подряд идущих чисел не превосходит 3, поэтому после суммирования всех  n таких неравенств мы получим 3S≤3n, но S=n, следовательно, сумма любых трёх подряд идущих чисел равна 3. Аналогично докажем, что сумма любых пяти подряд идущих чисел равна 5. Тогда сумма любых двух подряд идущих чисел равна 2, а каждое число равно 1. Таким образом, условию удовлетворяет только набор из n единиц.
4. Найдите наибольшее натуральное число, делящееся на 30 и имеющее ровно 105 различных натуральных делителей.
Решение:   из условия следует, что в разложении на простые множители у нашего числа N присутствуют 2, 3 и 5. Тогда N=2a(3b(5c(... . Любой делитель числа N содержит те же простые множители, но, возможно, в меньших степенях, и соответственно для каждого простого числа количество вариантов степени на 1 больше его степени в разложении. Т.о. всего получается (a+1)(b+1)(c+1)…=105 делителей. Поскольку 105=3(5(7 и число 105 нельзя представить в виде произведения более трёх натуральных чисел, больших 1, то у искомого числа N не может быть более трёх простых множителей. Значит,  у N в разложении присутствуют только 2, 3 и 5, которые имеют степени 2, 4 и 6. Из 6 возможных вариантов выбираем самое большое число   22(34(56=5062500.
5. Велосипедист проехал 96 км на 2 ч быстрее, чем предполагал. При этом за каждый час он проезжал на 1 км больше, чем предполагал проезжать за 1 ч 15 мин. С какой скоростью он ехал?

Решение:  составив систему уравнений и решив её, получим  16 км/ч.
6. Квадрат 3(3 по линиям сетки режется на несколько (не менее двух) различных прямоугольников. Сколько различных наборов прямоугольников можно получить?
Решение:   рассмотрев наибольший по площади прямоугольник, получим несколько случаев: 1). 2×3, 1×3;  2). 2×3, 1×2, 1×1;  3). 2×2, 1×3, 1×2. Т.о., всего существует 3 набора. 
7. Найдите минимально возможную длину гипотенузы, если наименьший катет равен 7.
Решение:  
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, и при этом такая по длине (
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7

) гипотенуза будет в равнобедренном прямоугольном треугольнике.

8. Из числа 123456789 вычёркивается минимальное количество цифр так, чтобы оставшееся число делилось на 8. Какое число останется после вычёркивания цифр?

Решение:  цифру 9 надо обязательно вычеркнуть, а если не вычеркнуть цифры 7 и 8, то по признаку делимости число не разделится на 4, и значит, на 8. Таким образом, надо вычеркнуть ещё хотя бы 1 цифру, а именно, 7, что и даст кратное восьми число 1234568.
9. Чему равен 9-й общий член двух арифметических прогрессий  2, 9, 16, … и 3, 7, 11, …?
Решение:  первым членом новой общей арифметической прогрессии будет число 23, разность будет равна 7×4=28, следовательно, 9-й общий член равен 23+28×8=247.
10. Каково минимальное количество людей в компании, где их можно пронумеровать последовательными натуральными числами, начиная с 1, так, что у номера 1 –  один друг в компании, а у любого другого номера количество друзей больше одного и является делителем номера человека?
Решение:  т.к. у последнего номера (N) количество друзей меньше его номера, то N больше 1 и не является простым числом, следовательно, не меньше 4, а пример для 4 человек (имеющих соответственно по порядку номеров 1, 2, 3 и 2 друзей) строится.
11. У Пети 44 монеты и он хочет разложить их по карманам так, чтобы в них было разное количество монет. При каком наибольшем количестве карманов он это сможет сделать?
Решение:  если бы количество карманов было не менее 10, то для выполнения условия Пете необходимо бы было иметь не менее 0+1+2+3+4+5+6+7+8+9=45 монет, а их всего 44, значит, надо не более 9 карманов, при этом для 9 карманов пример раскладывания монет есть, например, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 16.
12. Представьте 100 в виде 4 таких слагаемых, что если к первому из них прибавить 4, от второго отнять 4, третье умножить на 4, а четвёртое разделить на 4, то все результаты будут равны.
Решение:  составляем уравнение и находим, что 100=12+20+4+64.
13. Найдите сумму первых 13-ти членов арифметической прогрессии, если 7-й член прогрессии равен 13.
Решение:  т.к. 7-й член является по значения средним среди 13-ти членов, то в силу свойств арифметической прогрессии эта сумма равна 13×13=169.
14. Найдите наименьшее натуральное число, которое получается выписыванием друг за другом 14 различных натуральных чисел.
Решение:  т.к. однозначных натуральных чисел в нашем числе не более 9-ти, то придётся использовать ещё не менее 5-ти многозначных чисел, следовательно, в числе не менее 19-ти знаков, при этом 19 знаков может быть только при наличии 9-ти однозначных и 5-ти двузначных, при этом минимальное такое число будет равно  1011112131423456789.
Зачётные задачи старшей группы.

1. Сколько решений имеет ребус 7 – Й = К(У(Б(О(К ?  (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)
Решение:  если 7–Й≠0, то произведение справа не меньше 2×3×4=24, чему левая часть равняться не может, значит, Й=7, а одна из цифр справа равна 0. Всего таких вариантов 4×8×7×6=1344, т.к. нулём может быть любая из четырёх букв К, У, Б, О, а трём оставшимся буквам значения выбираются среди остальных 8 цифр (исключая, 0 и 7).
2. В вершинах и центре правильного восьмиугольника расставляют числа от 1 до 9 (каждое по разу) так, чтобы сумма чисел  по всем большим диагоналям была одна и та же. Какие значения может принимать число в центре?
Решение:  т.к. все цифры, кроме центральной, должны разбиться на 4 пары с одинаковой суммой, то такое возможно только при наличии в центре цифр 1, 5 или 9. Примеры очевидным образом строятся.
3. Сколько существует 2003-значных чисел, в которых каждое двузначное число, образованное соседними цифрами, делится на 17 или на 23?
Решение:  соседние цифры должны образовывать одно из следующих чисел – 17, 34, 51, 68, 85, 23, 46, 69, 92. Заметим, что если записать соответствующие связи, начиная с последней цифры, то образуется следующая последовательность    …234692346923468517. Таким образом, у нас будет получаться одно из девяти чисел, каждое из которых однозначно восстанавливается с конца по последней цифре, а таких вариантов – 9  (на конце может стоять любая цифра от 1 до 9).
4. Найдите все натуральные N такие, что произведение N первых факториалов 
(1!×2!×3!×…×(N–1)!×N!) оканчивается ровно на N нулей.
Решение:  количество нулей на конце числа зависит от количества двоек и пятёрок в разложении на простые множители, но пятёрок будет заведомо меньше, при этом, если N≤4, то пятёрок в разложении вообще нет, при N≤9 их будет на 4 меньше нужного количества, при 10≤N≤12 эта разность уменьшается на каждом шаге на 1, при N=13 в разложении пятёрок будет ровно 13, а затем их количество будет на каждом шаге возрастать не менее, чем на 2 (т. к. в каждом следующем факториале всегда будут присутствовать множители 5 и 10), и всегда будет больше N. 
5. Найдите множество значений выражения 
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 при условии, что x, y и z – положительные числа, произведение которых равно 1.
Решение:  При y=x, z=1/x2, x(+∞ рассматриваемое выражение стремится к +∞ , а при x(0 – к нулю. Ввиду положительности и непрерывности нашей функции множество её значений при указанных в условии ограничениях есть  (0; +().
6. В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов А и В пересекаются в середине стороны CD, а угол C равен 70(. Найдите  угол D.
Решение:  разберём три случая . 1). ВС||AD, тогда угол D равен 110(.  2). Лучи ВС и AD пересекаются в точке М, тогда в треугольнике АВМ середина стороны CD (точка О)  является точкой пересечения биссектрис, а отрезок МО будет одновременно и биссектрисой, и медианой треугольника CDМ, т.е. треугольник CDМ – равнобедренный. При этом в нём (MCD=(MDC=180(–70(=110(, что невозможно.

3). Лучи СВ и DA пересекаются в точке К. Тогда через точку О пройдёт и биссектриса (CKD, т.к. точка О окажется центром вневписанной окружности треугольника ABK. В  треугольнике CDK  отрезок СО будет одновременно и  биссектрисой, и медианой, значит, он – равнобедренный, а  (КCD=(КDC=70(.  Таким образом, нужный нам угол D принимает два значения – 70( и 110(. Заметим, что для обоих возможных случаев примеры строятся.
7. Найдите наибольшее  натуральное число из различных цифр, у которого в любой паре соседних цифр одна цифра делится на другую.
Решение:  т. к. больше 10-ти цифр в числе быть не может, а для 10-ти пример есть, то он строится естественным образом по свойствам делимости и выбору на каждом шаге максимально возможной подходящей цифры из остающихся. Получим число 9362841705.
8. Найдите наименьшее десятизначное число, у которого в любой паре соседних цифр одна цифра делится на другую.
Решение:  выбирая на каждом шаге минимально возможную цифру, получим число 1010101010.
9. Площадь трапеции равна 2, а сумма длин диагоналей равна 4. Какие значения может принимать высота трапеции?
Решение:  если d1 и d2 – длины диагоналей, ( – угол между ними, то площадь трапеции равна 
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 (пользуемся неравенством Коши). Т.к. площадь в точности равна 2, то в приведённом неравенстве имеет место равенство, откуда находим d1=d2=2, sin(=1, (=90(. Таким образом, высота является одновременно высотой в треугольнике, две стороны которого равны d1 и d2, а угол между ними равен 90(, т.е. она равна 
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.
10. Сколькими способами сто миллионов можно представить в виде произведения двух целых чисел, в каждом из которых не было бы ни одного нуля?

Решение:  в разложении на простые множители имеются только 2 и 5, но они не могут присутствовать в одном числе одновременно, иначе, оно оканчивается на ноль. Значит, подходит только вариант с учётом знаков 28(58, но 58=390625, что не удовлетворяет условию. Следовательно, нет  ни одного способа.
11. Укажите минимальное возможное значение шестизначного числа 
[image: image6.wmf]МОСКВА

, если известно, что 6((П+Е+Р+М+Ь)=7((М+О+С+К+В+А). (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)
Решение:  в ребусе используются все 10 цифр, поэтому если М+О+С+К+В+А=S, то П+Е+Р+М+Ь=0+1+2+…+9–S+M=45–S+М. Уравнение примет вид 6(45–S+М)=7S,откуда 6(45+M)=13S. В силу взаимной простоты 6 и 13 получаем, что 45+М делится на 13, тогда М=7, а S=24. Подставляя далее слева направо минимально возможные цифры, обнаружим, что минимальная  
[image: image7.wmf]МОСКВА

=701259.
12. В однокруговом шахматном турнире участвует 18 шахматистов. У скольких из них по окончании турнира могло оказаться ровно 2 очка?  (победа – 1 очко, ничья – ½ очка, поражение – 0)

Решение:  пусть всего N таких шахматистов, тогда только в играх между собой они уже наберут N(N–1)/2 очков. Значит,  N(N–1)/2 ≤2N, откуда находим, что N≤5. При этом для любого из этих вариантов (от 0 до 5 шахматистов) строится пример нужного распределения очков.
13. Сколько существует семизначных чисел, в которых каждая цифра, кроме последней, делится на следующую за ней справа цифру?
Решение:  рассмотрим все наборы различных цифр, удовлетворяющих условию (а цифры в наборе идут в невозрастающем порядке): 1). Все цифры равны – 9 вариантов (кроме цифры 0).   2). Две различные цифры  - 14 вариантов (2…1, 3…1, …, 9…1, 4…2, 6…2, 8…2, 6…3, 9…3, 8…4), в каждом из которых переход к другой цифре может быть в любом из шести промежутков среди семи цифр. Всего 14(6=84 числа.   3). Три различных цифры – 7 вариантов (4…2…1, 6…2…1, 8…2…1,  6…3…1, 9…3…1, 8…4…1, 8…4…2), в каждом из которых переход к новой цифре в двух промежутках из шести. Всего 
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чисел.  4). Четыре различных цифры – 1 вариант (8…4…2…1). Всего 
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чисел. Таким образом, условию задачи удовлетворяют 9+84+105+20=218 чисел.
14. Вершины вписанного четырёхугольника ABCD разбивают окружность на 4 дуги, величины которых образуют арифметическую прогрессию (если их разместить по возрастанию). Какие значения может принимать (АВС?
Решение:  пусть 2d – разность этой арифметической прогрессии, тогда величины дуг можно считать равными  a-3d, a–d, a+d, a+3d. Вся сумма равна 360(, значит, а=90(, a–3d>0. Тогда d<30(, а сам (АВС (как вписанный в окружность) равен полусумме каких-то двух из данных дуг, т.е. 30(<(ABC<150(.
15. В каждой вершине тетраэдра написано число. На каждом ребре написана сумма чисел, стоящих на его концах. Известно, что сумма чисел на ребрах равна 6, а сумма их квадратов равна 12. Чему равна сумма их кубов?

Решение:  пусть в вершинах тетраэдра стоят числа х1, х2, х3, х4. Из условия задачи получаем следующие уравнения: (х1+х2)+(х1+х3)+…+(х3+х4)=6 и  (х1+х2)2+(х1+х3)2+…+(х3+х4)2=12. Из первого уравнения находим х1+х2+х3+х4=2. Второе уравнение преобразуется к виду (х1+х2+х3+х4)2+2(х12+х22+х32+х42)=12, откуда находим  х12+х22+х32+х42=4. Тогда нужная нам сумма кубов   (х1+х2)3+(х1+х3)3+…+(х3+х4)3=3(х1+х2+х3+х4)(х12+х22+х32+х42)=3(2(4=24.
Комментарий:  ответ в этой задачи можно получить из «тестовых» соображений, если интуитивно чувствовать, что ответ единственный. Взяв несколько подходящих наборов чисел  в вершинах (например, 2, 0, 0, 0  или 1, 1, 1, –1), можно увидеть, что сумма кубов одна и та же – 24, а дальше рискуем и пишем ответ, который оказывается верным. Вот такое своеобразие «тестовой» математики.
16. Найдите расстояние между графиками функций  y=e2003x  и  
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Решение:  заметим, что заданные графики расположены симметрично относительно прямой y=x, поэтому расстояние между ними равно удвоенному минимуму расстояния от точек одного из них, например, графика функции y=e2003x, до прямой  y=x, т.е. 
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. Так как  e2003x>x при всех действительных x, то нужный минимум достигается в точке x0= –(ln2003)/2003 и равен (1+ln2003)/2003. Значит, расстояние между графиками равно   
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17. В четырёхзначном числе каждую цифру увеличили на 1 или на 5, в результате чего оно увеличилось в четыре раза. Каким могло быть исходное число?
Решение:  пусть x – исходное число. Увеличив каждую цифру на 1 или 5, к числу  x прибавили некоторое четырёхзначное число из единиц и пятёрок. Т.к. получили 4x, то прибавленное число равно 3x, оно делится на 3 и не меньше 3000. Из признака делимости на 3 следует, что в записи числа две 1 и две 5, а из условия 3x≥3000 – что его первая цифра равна 5. Таким образом, остаются лишь три варианта для числа 3x – 5511, 5151, 5115. Соответственно, x= 1837, 1717, 1705. Подходит лишь второй вариант – 1717.
18. Найдите максимум выражения (a–c)(f–d)+(c–e)(b–d) при условии, что a2–4a+b2–2b+2=0,
 c2–4c+d2–2d+2=0, e2–4e+f2–2f+2=0.

Решение:  уравнение x2–4x+y2 –2y+2=0  задаёт на плоскости OXY окружность радиуса 
[image: image13.wmf]3

: 
(x–2)2+(y–1)2=3. Таким образом, точки А(a, b), B=(c, d), C=(e, f) лежат на этой окружности.  Данное в задаче выражение имеет следующий геометрический смысл, связанный с векторным и скалярным произведениями, а также  и  площадью треугольника. F=|(a–c)(f–d)+(c–e)(b–d)|=mod
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(f–d; c–e) перпендикулярен 
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( e–c; f–d). Функция F принимает максимальное значение при равностороннем треугольнике АВС, вписанном в данную окружность. Предположим противное.  Пусть, например, АВ<ВС. Но тогда точку В можно немного сдвинуть по окружности так, что высота треугольника, опущенная на сторону АС, увеличится и, тем самым, увеличится F. Сделаем сначала треугольник равнобедренным. Если центр окружности О(2;1) не принадлежит треугольнику, то сдвинем основание, увеличив высоту, так что О попадёт в треугольник. Затем предложенным выше преобразованием будет делать, не уменьшая F, дуги  равными 120(. Таким образом, максимум F достигается на равностороннем треугольнике  и станет равным 
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19. Закончите фразу: «Натуральное число А, являющееся квадратом некоторого числа В, может оканчиваться на цифры …».
Решение:  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (любая цифра), т.к. некоторого – не значит целого.
20. При каких положительных a неравенство ax(ax справедливо для всех x>0?

Решение:  Заметим, что графики функций ax  и ax всегда пересекаются в точке А(1; а). Неравенство выполняется при всех положительных x, если в точке А прямая y=ax касается графика функции y=ax. Приравнивая производные, находим a(lna=a, т.е. а=е.
Исходные задачи младшей группы.

1–6, 9, 11-14. см. исходные задачи старшей группы.
7. см. 8 (исход старших).
8. Шахматисты в турнире сыграли 224 партии. Каждые двое сыграли друг с другом одно и тоже число партий. Сколько всего шахматистов?
Решение:  если N шахматистов сыграли по К партий, то всего было сыграно N(N–1)K/2 партий. Приравнивая к числу 224, получи уравнение в натуральных числах  N(N–1)K=448, где N≥2. Среди делителей числа 448 есть две пары  отличающихся на 1 (1 и 2, 7 и 8). Поэтому, могло быть либо 2, либо 8 шахматистов.
10. В клетчатом квадрате 8×8 проведена главная диагональ. Сколько всего различных треугольников, стороны которых идут по линиям получившейся сетки?
Решение:  треугольники среди своих вершин имеют две на этой главной диагонали, а любые два узла из этих девяти дают по два нужных треугольника и всего треугольников 
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Зачётные задачи младшей группы.

1-15, 17, 19. см. зачётные задачи старшей группы.

16. см. 10 (исход старших).
18. Координаты точек А(a; b), B(c; d), C(e; f) удовлетворяют равенствам a2–4a+b2–2b+2=0, c2–4c+d2–2d+2=0, e2–4e+f2–2f+2=0. Какую наибольшую площадь может иметь треугольник АВС?
Решение:  см. решение задачи 18 у старших. Но в отличие от той задачи здесь речь идёт о самой площади треугольника, которая равна 
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20. см. 7 (исход старших).
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