Седьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Москва, 1–8 ноября 2003 года

Устная личная олимпиада 8.11.03

Юниоры. Довывод.

1. В восьми корзинах лежали яблоки трех сортов: антоновка, джонатан и ранет, причем в каждой корзине — яблоки только одного сорта. В первой корзине лежали 20 яблок, во второй — 26, в третьей — 28, в четвертой — 32, в пятой — 36, в шестой — 40, в седьмой — 43, в восьмой — 47. После того, как продали корзину ранета, его осталось вдвое больше, чем антоновки, но вдвое меньше, чем джонатана. В каких корзинах лежала антоновка, а в каких — ранет? (И.С. Рубанов, по мотивам задачи с Екатеринбургской городской олимпиады)

2. Весом натурального числа k назовем число 2k+1. Характеристикой конечного множества натуральных чисел назовем произведение весов его элементов. Докажите, что характеристики двух различных множеств различны. (Shortlist Baltic way - 2003)
3. На вписанной окружности равностороннего треугольника ABC взята точка P. Отрезок AP пересекает вписанную окружность второй раз в точке Q, причем AQ = QP. Найдите (BPC. (Crux)
4. Действительные a, b, c таковы, что a2+ b2+ c2=1. Докажите, что
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5. На плоскости даны n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что их можно покрасить в два цвета так, что в любой полуплоскости, содержащей хотя бы три отмеченные точки, найдутся точки обоих цветов. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
Вывод

6. Ребра полного графа на N вершинах покрашены в красный и черный цвет. При каком наименьшем N в этом графе обязательно найдется либо m красных ребер без общих концов, либо n черных ребер без общих концов? (Asian Pacific Math. Olymp. 2003)
7. Дан треугольник ABC. Серединный перпендикуляр к AC пересекает сторону BC в точке D. Прямая, параллельная AD, пересекает сторону AC в точке E, а прямую AB в точке F. Отрезки BE и AD пересекаются в точке G. Докажите, что AC — биссектриса угла FCG.(Болгария-2003)
8. k — натуральное число. Последовательность {an} задана условиями a1 = k+1, an+1 = 
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 при всех n ( 1. Докажите, что любые два различных члена этой последовательности взаимно просты. (Польша, 2002)
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Сеньоры. Довывод.

1. В восьми корзинах лежали яблоки трех сортов: антоновка, джонатан и ранет, причем в каждой корзине – яблоки только одного сорта. В первой корзине лежали 20 яблок, во второй – 26, в третьей – 28, в четвертой – 32, в пятой – 36, в шестой – 40, в седьмой – 43, в восьмой – 47. После того, как продали корзину ранета, его осталось вдвое больше, чем антоновки, но вдвое меньше, чем джонатана. В каких корзинах лежала антоновка, а в каких – ранет? (И.С. Рубанов, по мотивам задачи с Екатеринбургской городской олимпиады)

2. Весом натурального числа k назовем число 2k+1. Характеристикой конечного множества натуральных чисел назовем произведение весов его элементов. Докажите, что характеристики двух различных множеств различны. (Shortlist Baltic way - 2003)
3. На вписанной окружности равностороннего треугольника ABC взята точка P. Отрезок AP пересекает вписанную окружность второй раз в точке Q, причем AQ = QP. Найдите (BPC. (Crux)
4. На плоскости даны n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что их можно покрасить в два цвета так, что в любой полуплоскости, содержащей хотя бы три отмеченные точки, найдутся точки обоих цветов. (Közepiskolai Matematikai Lapok)
5. Любой коэффициент многочленов P(x) и Q(x) равен 1 или 2003, причем P(x) делится на Q(x). Степени P(x) и Q(x) равны p и q, соответственно. Докажите, что p+1 делится на q+1. (Румынский отбор 2003)
Вывод

6. Ребра полного графа на N вершинах покрашены в красный и черный цвет. При каком наименьшем N в этом графе обязательно найдется либо m красных ребер без общих концов, либо n черных ребер без общих концов? (Asian Pacific Math. Olymp. 2003)
7. Треугольники ABC и A1B1C1 симметричны относительно общего центра вписанной окружности. Три параллельные прямые, проходящие через точки A1, B1, C1, пересекают, соответственно, прямые BC, CA, AB в точках X, Y, Z. Докажите, что точки X, Y, Z лежат на одной прямой, касающейся общей вписанной окружности. (А.А. Заславский)
8. {xi} — возрастающая последовательность положительных чисел, удовлетворяющая неравенству xn+k ( xn + xk при всех натуральных n и k. Докажите, что при любом натуральном n выполнено неравенство 
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