Восьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.04. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Дана дробь 
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 (в числителе записаны подряд все натуральные числа от 1 до 1001, а в знаменателе ( подряд все натуральные числа от 2004 до 1003). Найдите все числа х, обладающие следующим свойством: если прибавить х к числителю и знаменателю данной дроби, то получится дробь 
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2. Существуют ли такие 2004 квадратных трехчлена, что сумма всех 2004 трехчленов имеет корни, а сумма любого меньшего числа этих трехчленов корней не имеет? 

3. Докажите, что для любых вещественных a, b, c и d выполняется неравенство (a+b+c+d)2 ( 3(a2+b2+c2+d2)+6ab. 

4. На стороне АВ треугольника АВС выбрана точка D так, что AB = 4AD. Для некоторой точки Р, лежащей на дуге АСВ описанной окружности треугольника АВС, выполнено равенство: (ADP = (ACB. Докажите, что PB = 2PD.

5. Пусть p(x) = 2x3–3x2+1. Докажите, что среди чисел p(3), p(4), …, p(2004) квадратов целых чисел столько же, сколько среди чисел p(3)–1, p(4)–1, …, p(2004)–1. 
6. Функция f: [0;1] ( R такова, что f(1/n) = (–1)n при n = 1, 2, ... . Докажите, что не существует возрастающих функций g: [0;1] ( R, h: ( R, для которых f = g–h. 

7. Пусть p — простое число, a и n — натуральные числа такие, что 
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. Каким может быть количество натуральных делителей числа na?

8. Точка O — центр описанной окружности равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AB и CD. Точки K, L, M, N лежат соответственно на сторонах AB, BC, CD, DA, причем четырехугольник KLMN — ромб. Докажите, что точка O лежит на прямой KM.
9. Назовем ребро графа важным, если при его удалении увеличивается размер максимального пустого подграфа. Докажите, что если два важных ребра имеют общую вершину, то в графе есть нечетный цикл.

10. Некоторые из вершин клеток клетчатого квадрата n(n окрашены так, что на границе каждого квадрата, состоящего из этих клеток, имеется окрашенная точка. Пусть l(n) — наименьшее количество точек, которые нужно окрасить для выполнения этого условия. Докажите, что 
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Восьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.04. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Можно ли раскрасить клетки доски 5(5 в три цвета так, чтобы все клетки, кроме угловых, имели соседей всех трех цветов?

2. Дана дробь 
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...

20042003

10001001

...

12345

 (в числителе записаны подряд все натуральные числа от 1 до 1001, а в знаменателе ( подряд все натуральные числа от 2004 до 1003). Найдите все числа х, обладающие следующим свойством: если прибавить х к числителю и знаменателю данной дроби, то получится дробь, равная 
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3. В каждом классе школы процент отличниц среди девочек выше, чем процент отличников среди мальчиков. Верно ли, что во всей школе процент отличниц среди девочек выше, чем процент отличников среди мальчиков?

4. На стороне АВ треугольника АВС выбрана точка D так, что AB = 4AD. Для некоторой точки Р, лежащей на описанной окружности треугольника АВС, выполнено равенство: (ADP = (ACB. Докажите, что PB = 2PD.
5. Найдите все непустые конечные множества S натуральных чисел, таких, что 
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для любой пары 
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 (m и n не обязательно различны).
6. Докажите, что для любых вещественных a, b, c и d выполняется неравенство (a+b+c+d)2 ( 3(a2+b2+c2+d2)+6ab.

7. Пусть p(x) = 2x3–3x2+1. Докажите, что среди чисел p(3), p(4), …, p(2004) квадратов целых чисел столько же, сколько среди чисел p(3)–1, p(4)–1, …, p(2004)–1.

8. Точка O — центр описанной окружности равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AB и CD. Точки K, L, M, N лежат соответственно на сторонах AB, BC, CD, DA, причем четырехугольник KLMN — ромб. Докажите, что точка O лежит на прямой KM.

Восьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.04. ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. Дана дробь 
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 (в числителе записаны подряд все натуральные числа от 1 до 1001, а в знаменателе ( подряд все натуральные числа от 2004 до 1003). Найдите все числа х, обладающие следующим свойством: если прибавить х к числителю и знаменателю данной дроби, то получится дробь 
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(Жюри)
Ответ: 0,1002. Решение. Чтобы убедиться, что число 0,1002 подходит, достаточно прибавить его к числителю и знаменателю данной дроби, а потом умножить получившиеся числитель и знаменатель на 10000. Чтобы убедиться, что ответ единственен, достаточно заметить, что он может быть получен, как корень линейного уравнения (a+x)d = (b+x)c, где a и b ( числитель и знаменатель исходной дроби, а c и d ( числитель и знаменатель дроби, которую надо получить.
2. Существуют ли такие 2004 квадратных трехчлена, что сумма всех 2004 трехчленов имеет корни, а сумма любого меньшего числа этих трехчленов корней не имеет? (И.С. Рубанов)
Ответ: Да. Решение. Годятся, например, трехчлены P1(x) = x2+1, …, P2003(x) = x2+2003, P2004(x) = –2002,5x2–(3,5+3+4+…+2003).

3. Докажите, что для любых вещественных a, b, c и d выполняется неравенство (a+b+c+d)2 ( 3(a2+b2+c2+d2)+6ab. (Польша 50)
Решение. Обозначим сумму a+b через e. Тогда неравенство из условия приобретет вид (e+c+d)2 ( 3(e2+c2+d2), что равносильно неравенству между средним арифметическим и средним квадратическим для трёх чисел.
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4. На стороне АВ треугольника АВС выбрана точка D так, что AB = 4AD. Для некоторой точки Р, лежащей на дуге АСВ описанной окружности треугольника АВС, выполнено равенство: (ADP = (ACB. Докажите, что PB = 2PD.
(Балканиада 2003)

Решение. Проведём отрезок АР. Углы АРВ и С опираются на одну дугу, поэтому равны углы АРВ и АDР, а треугольники ВАР и РАD подобны. Тогда имеем пропорцию 
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 и АР = 2АD. Из подобия тех же треугольников следует 
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5. Пусть p(x) = 2x3–3x2+1. Докажите, что среди чисел p(3), p(4), …, p(2004) квадратов целых чисел столько же, сколько среди чисел p(3)–1, p(4)–1, …, p(2004)–1. (Румыния 99)
Решение. Заметим, что p(x) = (x–1)2(2x+1), а p(x)–1 = x2(2x–3). Таким образом, при целом x число p(x) является квадратом целого тогда и только тогда, когда квадратом целого является число 2x+1, а число p(x)–1 — тогда и только тогда, когда квадратом целого является число 2x–3. Первых столько же, сколько нечетных квадратов на отрезке натурального ряда от 7 до 4009, вторых столько же, сколько нечетных квадратов на отрезке натурального ряда от 3 до 4005. Поскольку нечетных квадратов на этих двух отрезках поровну, первых столько же, сколько вторых.

6. Функция f: [0;1] ( R такова, что f(1/n) = (–1)n при n = 1, 2, ... . Докажите, что не существует возрастающих функций g: [0;1] ( R, h: ( R, для которых f = g–h. 

(Польша/98-99, второй тур, N1.)
Решение. Предположим, что требуемые функции существуют. Заметим, что 
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. Поэтому

при любом n 
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, что невозможно.
7. Пусть p — простое число, a и n — натуральные числа такие, что 
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. Каким может быть количество натуральных делителей числа na?

(iran 2003)
Ответ: 3 или 4. Решение. Уравнение из условия можно переписать в виде 
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(*). Отсюда понятно, что а четно (иначе сумма в левой части нечетна), то есть исходное уравнение приводится к виду 
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. Поскольку pk(1 делится на p(1, pk+1 ( степень двойки, причем при n ( 3 pk+1 ( 4. Но тогда число pk(1 = (pk+1) ( 2 не делится на 4, что возможно только при pk(1 = p (1, то есть при k = 1. Таким образом, наше уравнение при n ( 3 приводится к виду p+1 = 2n ( p = 2n(1, откуда следует, что число n ( простое (иначе 2n(1 раскладывается на множители), а p > 3. В этом случае (например, при p = 7) число n нечетно, и потому число na = 2n имеет 4 делителя. Если n = 2, то из (*) следует, что p = 3. В этом случае число na = 4 имеет 3 делителя. Случай n = 1, как легко видеть, невозможен.
8. Точка O — центр описанной окружности равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AB и CD. Точки K, L, M, N лежат соответственно на сторонах AB, BC, CD, DA, причем четырехугольник KLMN — ромб. Докажите, что точка O лежит на прямой KM. (Польша 2003-04)
[image: image28.emf] 

Решение. Пусть О — центр описанной окружности трапеции, а Т — точка пересечения диагоналей ромба. Поскольку TM = TK, точка Т лежит на средней линии PQ трапеции. Не умаляя общности можно считать, что точки О и N лежат по разные стороны от прямой PQ. Рассмотрим точку T’ ( P пересечения описанной окружности треугольника OPN с прямой PQ (случай P = N тривиален). Обозначим через L’ точку пересечения прямых NT’ и ВС. Поскольку (OQL’ = (OPN = (OT’N = (OT’L’ = 90(, то точки O, T’, Q, L’ лежат на окружности с диаметром OL’. Заметим, что (OL’N = (OQP = (OQP = (ONT. Поэтому OL’ = ON, откуда NT’ = T’L’. Заметим теперь, что NT = TL. Поэтому T’ = T, откуда и вытекает утверждение задачи.
9. Назовем ребро графа важным, если при его удалении увеличивается размер максимального пустого подграфа. Докажите, что если два важных ребра имеют общую вершину, то в графе есть нечетный цикл. (Хартман)
Решение. Пусть данные важные ребра – ab и ac, а максимальный размер пустого подграфа – k. Тогда есть такие множества вершин B и C мощности k+1 каждое, что ab и ac соответственно являются в них единственными ребрами. Выкинем из графа все вершины, кроме B ( С, от этого условие не изменится. После этого все вершины множества B ( C, кроме вершины a, ни с какой вершиной не соединены. Поэтому их тоже можно выбросить, после чего как k, так и количества элементов в B и C уменьшатся на одну и ту же величину. После этого у нас остался граф на 2k+1 вершине; если в нем нет нечетного цикла, то он двудольный, тогда в нем есть пустой подграф на k+1 вершине, что не так. Следовательно, нечетный цикл есть.
10. Некоторые из вершин клеток клетчатого квадрата n(n окрашены так, что на границе каждого квадрата, состоящего из этих клеток, имеется окрашенная точка. Пусть l(n) — наименьшее количество точек, которые нужно окрасить для выполнения этого условия. Докажите, что 
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Решение. Пусть l точек покрашены согласно условию. Заметим, что одна из четырех вершин каждой клетки покрашена. Обозначим через A1, A2, A3, A4 соответственно количества клеток с 1, 2, 3, 4 окрашенными вершинами. Имеем A1+A2+A3+A4 = n2 и A1+2A2+3A3+4A4 ( 4l (суммарное количество окрашенных вершин во всех клетках не превосходит учетверенного количества окрашенных вершин, так как каждая точка является вершиной не более чем четырех клеток). Отсюда 2A2+3A3+4A4 ( 4l(n2. Заметим, что если A ( внутренняя (не лежащая на границе квадрата) окрашенная точка, то в одной из четырех клеток, для которых A является вершиной, покрашена еще хотя бы одна точка (так как на границе квадрата с центром в точке A и стороной 2 покрашена хотя бы одна точка). Выберем произвольно одну из них, скажем, B, и проведем направленную дугу из A в B, лежащую целиком в одной из клеток. Поступим так для каждой внутренней окрашенной точки. Так как внутренних покрашенных точек не меньше, чем l(4n (граничных точек всего 4n), получаем, что количество N нарисованных дуг не меньше, чем l(4n. С другой стороны, в каждой клетке нарисовано не больше дуг, чем окрашено вершин у этой клетки. Отсюда l(4n ( N ( 2A2+3A3+4A4 ( 2(A2+2A3+3A4) ( 2(l(4n2), откуда 2n2(4n ( 7l, стало быть l/n2 ≥ 2/7(1/n.
Чтобы завершить решение, достаточно построить пример, показывающий, что при сколь угодно больших n отношение l(n)/n2 может быть сколь угодно близко к 2/7. Он показан на рисунке справа (легко проверить, что на каждой горизонтальной линии сетки из любых семи подряд идущих узлов отмечены ровно два).
Восьмой международный математический турнир старшеклассников “Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

КОМАНДНАЯ ОЛИМПИАДА 2.11.04. ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. Можно ли раскрасить клетки доски 5(5 в три цвета так, чтобы все клетки, кроме угловых, имели соседей всех трех цветов?

Ответ. Да, можно.

2. Дана дробь 
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 (в числителе записаны подряд все натуральные числа от 1 до 1001, а в знаменателе ( подряд все натуральные числа от 2004 до 1003). Найдите все числа х, обладающие следующим свойством: если прибавить х к числителю и знаменателю данной дроби, то получится дробь, равная 
[image: image21.wmf]02
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Ответ: 0,1002. Решение. Чтобы убедиться, что число 0,1002 подходит, достаточно прибавить его к числителю и знаменателю данной дроби, а потом умножить получившиеся числитель и знаменатель на 10000. Чтобы убедиться, что ответ единственен, достаточно заметить, что он может быть получен, как корень линейного уравнения (a+x)d = (b+x)c, где a и b ( числитель и знаменатель исходной дроби, а c и d ( числитель и знаменатель дроби, которую надо получить.

3. В каждом классе школы процент отличниц среди девочек выше, чем процент отличников среди мальчиков. Верно ли, что во всей школе процент отличниц среди девочек выше, чем процент отличников среди мальчиков? (Фольклор)
Ответ: неверно. Решение. Пусть в школе два класса, в одном 29 мальчиков и одна девочка, при этом 28 из 29 мальчиков - отличники, и девочка тоже отличница. В другом классе 15 девочек и 15 мальчиков, при этом имеется ровно одна девочка-отличница, а отличников-мальчиков нет вообще. Всего в этой школе доля девочек-отличниц - 2/16, а мальчиков-отличников - 28/44. 
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4. На стороне АВ треугольника АВС выбрана точка D так, что AB = 4AD. Для некоторой точки Р, лежащей на описанной окружности треугольника АВС, выполнено равенство: (ADP = (ACB. Докажите, что PB = 2PD. (Балканиада 2003)
Решение. Проведём отрезок АР. Углы АРВ и С опираются на одну дугу, поэтому равны углы АРВ и АDР, а треугольники ВАР и РАD подобны. Тогда имеем пропорцию 
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 и АР = 2АD. Из подобия тех же треугольников следует 
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 и PB = 2PD.

5. Найдите все непустые конечные множества S натуральных чисел, таких, что 
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для любой пары 
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 (m и n не обязательно различны).

Решение. S={2}. Если m=n, то получаем, что 
[image: image26.wmf]S
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. Если S содержит нечетное число a, то оно содержит и 2+a, так как НОД(a,2) = 1, а это значит, что S бесконечно. Противоречие. Если же b ( минимальное четное число, входящее в S и отличное от 2, то S содержит меньшее число (b+2)/2, которое не может быть четным в силу предположения о минимальности b. Снова противоречие. Следовательно, S не содержит чисел, отличных от 2.

6. Докажите, что для любых вещественных a, b, c и d выполняется неравенство (a+b+c+d)2 ( 3(a2+b2+c2+d2)+6ab. (Польша 50)
Решение. Обозначим сумму a+b через e. Тогда неравенство из условия приобретет вид (e+c+d)2 ( 3(e2+c2+d2), что равносильно неравенству между средним арифметическим и средним квадратическим для трёх чисел.

7. Пусть p(x) = 2x3–3x2+1. Докажите, что среди чисел p(3), p(4), …, p(2004) квадратов целых чисел столько же, сколько среди чисел p(3)–1, p(4)–1, …, p(2004)–1. (Румыния 99)
Решение. Заметим, что p(x) = (x–1)2(2x+1), а p(x)–1 = x2(2x–3). Таким образом, при целом x число p(x) является квадратом целого тогда и только тогда, когда квадратом целого является число 2x+1, а число p(x)–1 — тогда и только тогда, когда квадратом целого является число 2x–3. Первых столько же, сколько нечетных квадратов на отрезке натурального ряда от 7 до 4009, вторых столько же, сколько нечетных квадратов на отрезке натурального ряда от 3 до 4005. Поскольку нечетных квадратов на этих двух отрезках поровну, первых столько же, сколько вторых.

8. Точка O — центр описанной окружности равнобедренной трапеции ABCD с основаниями AB и CD. Точки K, L, M, N лежат соответственно на сторонах AB, BC, CD, DA, причем четырехугольник KLMN — ромб. Докажите, что точка O лежит на прямой KM. (Польша 2003-04)
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Решение. Пусть О — центр описанной окружности трапеции, а Т — точка пересечения диагоналей ромба. Поскольку TM = TK, точка Т лежит на средней линии PQ трапеции. Не умаляя общности можно считать, что точки О и N лежат по разные стороны от прямой PQ. Рассмотрим точку T’ ( P пересечения описанной окружности треугольника OPN с прямой PQ (случай P = N тривиален). Обозначим через L’ точку пересечения прямых NT’ и ВС. Поскольку (OQL’ = (OPN = (OT’N = (OT’L’ = 90(, то точки O, T’, Q, L’ лежат на окружности с диаметром OL’. Заметим, что (OL’N = (OQP = (OQP = (ONT. Поэтому OL’ = ON, откуда NT’ = T’L’. Заметим теперь, что NT = TL. Поэтому T’ = T, откуда и вытекает утверждение задачи.
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