Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Высшая лига.


1. Найдите все вещественные a, для которых существует ровно одна функция f: R( R, удовлетворяющая соотношению f(x2+y+f(y)) = (f(x))2 + ay для любых x и y. (Вьетнамский отбор на ММО, 2004)
2. В остроугольном треугольнике ABC отрезок CD — высота. Через середину M стороны AB проведена прямая, пересекающая лучи CA и CB в точках K и L таких, что CK = CL. Точка S — центр описанной окружности треугольника CKL. Докажите, что SD = SM. (Польша 2002-03)
3. Обозначим f(n) количество способов расставить плюсы и минусы вместо звездочек в записи *1*2*…*n так, чтобы результат оказался равен 0. Докажите, что f(n) < 2n/n. (по мотивам: Румыния, 2002)
Решение. Назовем расстановку плюсов и минусов вместо звездочек конфигурацией, а если значение получившегося выражения равно 0 ( нулевой конфигурацией. Две конфигурации, отличающиеся только одним знаком, назовем соседними. Нетрудно убедиться, что конфигурация, соседняя с нулевой ( всегда ненулевая, и никакая конфигурация не может быть соседней с двумя различными нулевыми. Поэтому нулевые конфигурации составляют не больше, чем  1/(n+1)-ую часть от всех конфигураций, которых как раз 2n.
4. Докажите неравенство 
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 для любых положительных a, b, c с суммой 1. (К.Харази)
Решение. Положим 
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5. Можно ли разбить множество натуральных чисел на два множества A и B так, чтобы каждое число представлялось в виде суммы двух различных элементов A и в виде суммы двух различных элементов B одним и тем же числом способов? (Putnam-2003) 

Ответ: Да. Решение. Будем называть числа из А красными, а числа из В ( синими. Построим множества А и В по индукции. Покрасим 1 в красный цвет. Если числа от 1 до 2n уже покрашены, то каждое из чисел k от 2n+1 до 2n+1 покрасим в цвет, противоположный цвету числа k(2n (получается известная последовательность Морса). Рассмотрим сумму одноцветных чисел a и b > а, где 2n(1 < b ( 2n. Она равна сумме чисел a’ = b ( 2n(1 и b’ = а+2n(1, имеющих противоположный цвет. Легко видеть, что так получается биекция между парами красных и парами синих чисел, сохраняющая сумму чисел в паре.
6. В пространстве дано n прямых. Докажите, что из них можно выбрать не менее7n/24 прямых, среди которых нет перпендикулярных. (Ф. Петров)
Решение. Не умаляя общности, можно считать, что все прямые проходят через начало координат О. Для каждой прямой l обозначим через A(l) множество точек X единичной сферы, для которых меньший из углов между прямыми OX и l меньше (/4. Нетрудно показать, что площадь S0 «шапочки» A(l) равна S(1(1/
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), где S ( площадь единичной сферы. По принципу Дирихле отсюда следует, что на единичной сфере найдется точка X, принадлежащая не менее чем n(1(1/
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) различным «шапочкам». Из неравенства треугольника для трехгранного угла следует, что угол между любыми двумя такими прямыми меньше (/2. Осталось заметить, что 1(1/
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 ( 7/24.
7. Четырехугольник ABCD вписан в окружность с центром O. Прямые AB и CD пересекаются в точке P. Прямая PO пересекает AC и BD в точках E и F соответственно. Пусть Q ( такая точка, что QE перпендикулярно AC и QF перпендикулярно BD. Докажите, что треугольники QAC и QBD равновелики. (MOP-2004)
8. Решите в натуральных числах уравнение k2+2 = 3n. (Д. Джукич)
Ответ: k = 1, n = 1 или k = 5, n = 3. Решение. Ясно, что n нечетно (иначе 2 = (3n/2(k)( 3n/2+k), что невозможно). Пусть n = 2x+1. Тогда 3(3x)2(k2 = 2. Положим 3x = m и изучим структуру решений получившегося уравнения 3m2(k2 = 2 (*). Положим m0 = 1, k0= 1. Заметим, что если (k,m) ( решение (*), то и (k’, m’) = (2k+3m, 2m+k) ( тоже решение (*). Так получаем решения (m1 = 3, k1= 5), (m2 = 11, k2= 19) и т.д. «Обратным ходом» нетрудно доказать, что построенная так последовательность содержит все решения уравнения (*). Осталось найти все i, при которых mi ( степень тройки m0 = 1, m1 = 3 ( подходят. Далее, m4 = 153 ( первое mi, кратное 9, при этом k4 = 265. Положим z = 265 и выпишем продолжение нашей последовательности по модулю 153: (0,z) ( z(1,2) ( z(4,7) ( z(15,26) ( z(56,97) = 56z(1,(1) ( 56z(3,5) ( 56z(11,19) ( 56z(41,71) ( 56z(0,z) = (0, 56z2). Далее будет то же с заменой z на 56z2.Отсюда мы видим, что если mi делится на 9, т о делится и на 153, то есть не является степенью тройки.
9. Пусть n ( a1 > a2 > … > ak ( натуральные числа такие, что НОК(ai, aj) ( n при любых i и j. Докажите, что iai ( n при всех i. (Naoki Sato)
Решение. Имеем: 
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. Ясно, что если a < b, то 
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10. В сильно связном ориентированном графе любые две вершины соединены не более чем одним ребром и из каждой вершины выходит хотя бы два ребра. Докажите, что можно удалить вершину (вместе со всеми входящими в нее и выходящими из нее ребрами) без потери сильной связности. (Д. Карпов) 
Решение. Предположим, что при удалении любой вершины граф G распадается по крайней мере на две компоненты сильной связности. Пусть вершина а такова, что одна из компонент сильной связности K графа G(а ( максимальная (по всем графам, получаемым из G удалением одной вершины). Очевидно, в графе G есть путь из K до а. Если в этот путь не вошла какая-то вершина b из G\K, то при ее удалении образуется компонента ильной связности, содержащая K и а ( противоречие. Значит, в этом пути есть все не вошедшие в K вершины графа, то есть их хотя бы две. Пусть c и d ( первые две вершины этого пути. Тогда из с выходит еще одно ребро, которое, очевидно, ведет не в d. Понятно, что при удалении d образуется компонента сильной связности, содержащая K и с. Противоречие.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Первая лига.

1. Найдите все функции f: N ( Z такие, что для любых взаимно простых x и y f(x+y) = f(x+1)+f(y+1). (Австрия-Польша/2004)
2. В остроугольном треугольнике ABC отрезок CD — высота. Через середину M стороны AB проведена прямая, пересекающая лучи CA и CB в точках K и L таких, что CK = CL. Точка S — центр описанной окружности треугольника CKL. Докажите, что SD = SM. (Польша 2002-03)
Решение. Обозначим через X, Y и Z середины отрезков MD, CK, CL соответственно. Достаточно доказать, что серединные перпендикуляры к этим отрезкам пересекаются в одной точке. По теореме Карно это равносильно равенству YC2+ZB2+XA2 = YA2+ZC2+XB2 или, учитывая, что YC = ZC, равенству ZB2+XA2 = YA2+XB2. Имеем: AK = AM(sin(KMA/sin(MKA = BM(sin(BML/sin(MLB = LB. Не умаляя общности, можно считать, что точка K лежит на отрезке СА, а точка L ( вне отрезка СВ. Тогда CA(AK = CB+BL. Значит, AK = BL = (СА(СВ)/2. Поэтому YA2(ZB2 = (KA+CA)2/4((CB(LB)2/4 = (CA2(CB2)/4+(CA+CB)AK/2 = (CA2(CB2)/2. Также имеем XA2(XB2 = (MA+DA)2/4(()2/4 = (DA2(DB2)/4+(DA(DB)AM/2 = (DA2(DB2)/4 + (DB+DB)(DB(DB)/4 = (DA2(DB2)/2 = (CA2(CB2)/2.
3. Обозначим f(n) количество способов расставить плюсы и минусы вместо звездочек в записи *1*2*…*n так, чтобы результат оказался равен 0. Докажите, что f(n) < 2n/n. (по мотивам: Румыния, 2002)
Решение. Назовем расстановку плюсов и минусов вместо звездочек конфигурацией, а если значение получившегося выражения равно 0 ( нулевой конфигурацией. Две конфигурации, отличающиеся только одним знаком, назовем соседними. Нетрудно убедиться, что конфигурация, соседняя с нулевой ( всегда ненулевая, и никакая конфигурация не может быть соседней с двумя различными нулевыми. Поэтому нулевые конфигурации составляют не больше, чем  1/(n+1)-ую часть от всех конфигураций, которых как раз 2n.
4. Найдите максимум выражения 
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, если x, y и z ( числа, не меньшие единицы. (Klamkin's quickies)
Решение. При x = y = z = 1 выражение равно 1. Покажем, что больше оно быть не может. Заметим, что y(1+z+x) = y+yz+yx ( y+z+x, потому что x, y, z ( 1. Заменив знаменатели всех дробей из условия на x+y+z, мы не уменьшим данное там выражение, а оно после этого станет равным 1.

5. Можно ли разбить множество натуральных чисел на два множества A и B так, чтобы каждое число представлялось в виде суммы двух различных элементов A и в виде суммы двух различных элементов B одним и тем же числом способов? (Putnam-2003) 

Ответ: Да. Решение. Будем называть числа из А красными, а числа из В ( синими. Построим множества А и В по индукции. Покрасим 1 в красный цвет. Если числа от 1 до 2n уже покрашены, то каждое из чисел k от 2n+1 до 2n+1 покрасим в цвет, противоположный цвету числа k(2n (получается известная последовательность Морса). Рассмотрим сумму одноцветных чисел a и b > а, где 2n(1 < b ( 2n. Она равна сумме чисел a’ = b ( 2n(1 и b’ = а+2n(1, имеющих противоположный цвет. Легко видеть, что так получается биекция между парами красных и парами синих чисел, сохраняющая сумму чисел в паре.

6. Множество S состоит из 2004 точек плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Обозначим через L множество всех прямых, проходящих хотя бы через две точки из S. Докажите, что точки S можно раскрасить в один или два цвета так, что для любых двух точек P, Q ( S количество прямых из L, пересекающих отрезок PQ и не проходящих через его концы, нечетно тогда и только тогда, когда P и Q одного цвета. (APMO 2004, ML4826)
7. H ( ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Точки M и N ( середины отрезков BH и AC. Докажите, что биссектрисы углов BAH и BCH пересекаются на прямой MN. (Болгария)
8. Сколькими способами число 
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 можно представить в виде произведения двух чисел вида 
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Решение. 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]37
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; 37(1+k+n)=kn; (k(37)(n(37) = 37(38. Следовательно, вопрос сводится к тому, сколькими способами произведение 2(19(37 раскладывается в произведение двух чисел, не равных 37? Таких способов 4 ( возможны четыре пары положительных множителей (а для отрицательных множителей хотя бы одно из чисел k, n получаются неположительными).
9. Пусть n ( a1 > a2 > … > ak ( натуральные числа такие, что НОК(ai, aj) ( n при любых i и j. Докажите, что iai ( n при всех i. (Naoki Sato)
Решение. Имеем: 
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. Ясно, что если a < b, то 
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10. В сильно связном ориентированном графе любые две вершины соединены не более чем одним ребром и из каждой вершины выходит хотя бы два ребра. Докажите, что можно удалить вершину (вместе со всеми входящими в нее и выходящими из нее ребрами) без потери сильной связности. (Д. Карпов) 
Решение. Предположим, что при удалении любой вершины граф G распадается по крайней мере на две компоненты сильной связности. Пусть вершина а такова, что одна из компонент сильной связности K графа G(а ( максимальная (по всем графам, получаемым из G удалением одной вершины). Очевидно, в графе G есть путь из K до а. Если в этот путь не вошла какая-то вершина b из G\K, то при ее удалении образуется компонента ильной связности, содержащая K и а ( противоречие. Значит, в этом пути есть все не вошедшие в K вершины графа, то есть их хотя бы две. Пусть c и d ( первые две вершины этого пути. Тогда из с выходит еще одно ребро, которое, очевидно, ведет не в d. Понятно, что при удалении d образуется компонента сильной связности, содержащая K и с. Противоречие.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Вторая лига.
1. На сторонах AB, BC, CD, DA ромба ABCD выбраны соответственно точки E, F, G, H так, что отрезки EF и GH касаются окружности, вписанной в ромб. Докажите, что отрезки EH и FG параллельны. (Бразилия-2003)

[image: image74.jpg]¥



Решение. Пусть O ( центр вписанной окружности. Сначала покажем, что AE·CF = AO2. Пусть (AOE = θ. Если OX ( перпендикуляр из O к AB, то (AOX = (B/2, (XOE = θ(B/2. Если EF касается вписанной окружности в точке Y, то (EOY = (XOE, поэтому
(BEF = 2(θ(B/2) = 2θ(B. Отсюда (BFE = 180o(2θ, (CFE = 2θ, (CFO = θ. Мы получили, что (AOE = (CFO. Но (EAO = (OCF, поэтому треугольники AOE и CFO подобныr. Значит, AE/AO = CO/CF, и AE·CF = AO2. Аналогично, AH·CG = AO2. Поэтому AH/AE = CF/CG. Отсюда AHE и CFG ( подобны. Поэтому (AEH = (CGF, откуда EH и FG параллельны.
2. Докажите, что любые два натуральных числа m,n, большие 2, можно связать цепочкой натуральных чисел так, чтобы произведение любых двух соседних чисел цепочки делилось на их сумму. (USAMO 2002, задача B2)
Решение. Назовем два натуральных числа соседними, если их произведение делится на их сумму. Лемма 1. n и n(n–1) ( соседние. Лемма 2. 2n и n(n–2) ( соседние. Лемма 3. Если m и n соседние, то km и kn также соседние при всех натуральных k. Лемма 4. n(n–1)(n–2)(n–3) и 2(n–1)(n–2) ( соседние. Теперь выписываем цепочку из соседних чисел: n, n(n–1), n(n–1)(n–2), n(n–1)(n–2)(n–3), 2(n–1)(n–2), 2(n–1), (n–1)(n–3), (n–1)(n–2)(n–3), (n–1)(n–2), n–1. Мы связали цепочкой любое число n с числом n–1, при этом все числа в цепочке натуральные при n>3. Следовательно, можно построить цепочку от любого такого числа к любому другому. Осталось связать число 3 с любым из остальных чисел. Например, с 6.
3. Игрок имеет на руках 2004 синих карточек, 1004 красных карточек и 3004 белых карточек. Он их выкладывает по очереди на стол, записывая на них числа по следующему правилу: 1) когда выкладывается синяя карточка, на нее вписывается количество белых карточек, оставшихся на руках; 2) когда выкладывается белая карточка, на нее записывается удвоенное число оставшихся красных карточек; 3) когда выкладывается красная карточка, на нее записывается утроенное число оставшихся синих карточек. Так он выкладывает все имевшиеся у него карточки. Чему равна наименьшая возможная сумма выписанных чисел? (USAMO 2000, задача А3)
Ответ: 6 020 016. Решение. Не имеет смысла выкладывать красную карточку непосредственно перед синей, поскольку если их переставить, можно уменьшить сумму на 3. Аналогично нет смысла ходить синей карточкой перед белой, а белой перед красной. Предположим, что в оптимальной стратегии после выкладывания c синих карточек, k красных и b белых снова начинают выкладываться c' синих карточек. Рассмотрим другую стратегию: c(1 синих, k красных, b белых, c'+1 синих. Очевидно, что результат увеличился на 3k и уменьшился на b. Если 3k=b, то это тоже оптимальная стратегия, в противном случае одна из стратегий (с+с'), k, b, 0 и 0, k, b, (c+c') даст меньшую сумму. Аналогично можно показать, что в оптимальной последовательности можно предположить отсутствие двух разных групп красных карточек и двух разных групп белых карточек. Таким образом, минимальный результат достигается для одной из трех последовательностей: (2004 синих, 1004 красных, 3004 белых), (1004 красных, 3004 белых, 2004 синих), (3004 белых, 2004 синих, 1004 красных). Лучший равен произведению 2004(3004.
4. Существуют ли такие многочлены a(x), b(x), c(y), d(y), для которых выполнено тождество 1 + xy + x2y2 = a(x)c(y) + b(x)d(y)? (Putnam-2003)
Решение. Нет. Подставляя вместо у 0, 1 –1, получаем, что многочлены 1, х, х2  являются линейными комбинациями двух многочленов a(x), b(x). Легко проверить, что это невозможно, и не ссылаясь на понятие размерности.
5. Найдите все такие пары натуральных чисел (m, n), что n2+m без остатка делится на 
[image: image22.wmf]2
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 и m2+n без остатка делится на n2(m. (APMO-2002)
6. Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и BC перпендикулярны. AB = AC, а (ADC=45(. Найдите отношение BC/AD. (И.Богданов)
Ответ: 2/3. Решение. Проведем через A и D высоты трапеции. Пусть длина высоты равна h. Тогда AD=h+BC/2 и (CBD и (CAB/2 равны. Отсюда 
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. Решая, получим BC = h, а затем найдем AD = 3h/2.

7. Квадратные трёхчлены f(x) и F(x) имеют дискриминанты d и D. Известно, при всех х |f(x)| ( (F(x)(. Докажите, что |d | ( |D|. (Putnam-2003)
8. Сумма неотрицательных чисел x1, x2, … , xn меньше 
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9. Клетки квадрата 9(9 раскрасили в шахматном порядке. Сколькими способами можно поставить на полученную доску восемь ладей так, чтобы они стояли на клетках одного цвета и не били друг друга? (Канадские математические олимпиады)
Ответ. 9 · 5!4!+(5!)2 = 40320.
10. На каждой из m карточек написано одно из чисел 1, 2, …, m. Известно, что какой бы набор карточек мы не взяли, сумма написанных на них чисел не делится на m+1. Докажите, что на всех карточках написано одно и то же число. (CMOP)
Решение. Выложим карточки с числами в произвольном порядке а1, а2, …, аm и рассмотрим суммы а1, а1+а2, …, а1+а2+…+аm. Из условия следует, что все эти суммы дают разные ненулевые остатки при делении на m+1. Это позволяет утверждать, что у одной из этих сумм остаток такой же как у числа а2. Но этой суммой (в силу того же условия) может быть только первая сумма а1. Значит а1 = а2. Но числа выкладывались в произвольном порядке, поэтому все они равны между собой.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Третья лига.

1. Найдите все пары натуральных чисел (a, b), для которых 5ab (b = 2004. (Сербия и Черногория, 2004)
Ответ. (401,1). Решение. Во-первых, b < 9, так как уже 5(29(9 > 2500. Кроме того, b дает остаток 1 при делении на 5. Остается проверить b = 6 (не подходит) и b = 1.
2. Сумма неотрицательных чисел x1, x2, … ,xn меньше 
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3. Существует ли квадратный трёхчлен, который принимает рациональные значения при всех рациональных значениях аргумента и принимает иррациональные значения при всех иррациональных значениях аргумента? (USAMO, в упрошенном виде)
4. Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и BC перпендикулярны, AB = AC, а (ADC = 45(. Найдите отношение BC/AD. (И.Богданов)
Ответ: 2/3. Решение. Проведем через A и D высоты трапеции. Пусть длина высоты равна h. Тогда AD=h+BC/2 и (CBD и (CAB/2 равны. Отсюда 
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. Решая, получим BC = h, а затем найдем AD = 3h/2.

5. Докажите, что для любого n можно построить n-значное число, делящееся на 5n, все цифры в десятичной записи которого нечётны. (USAMO-2003)
6. На сторонах AB, BC, CD, DA ромба ABCD выбраны соответственно точки E, F, G, H так, что отрезки EF и GH касаются окружности, вписанной в ромб. Докажите, что отрезки EH и FG параллельны. (Бразилия-2003)
7. Известно, что  a2 + b2 + (a + b)2 = c2 + d2 + (c + d)2.  Докажите, что a4 + b4 + (a + b)4 = c4 + d4 + (c + d)4.(Baltic way)
Решение. Нетрудно проверить, что  (a2 + b2 + (a + b)2)2 = 2(a4 + b4 + (a + b)4).

8. Три разбойника Щедрый, Справедливый и Скупой решили поделиться добычей. Сначала Щедрый отдал Скупому и Справедливому по половине своей добычи. Затем Справедливый разделил имеющуюся у него к тому времени добычу поровну на троих. Затем Скупой оставил себе половину имевшейся у него к тому времени добычи, а остальное разделил поровну между Щедрым и Справедливым. Известно, что в конце добыча Скупого составила меньше, чем в начале. Возможно ли, что вначале он был самым бедным? (Омские математические олимпиады)
Решение. Обозначим первоначальную добычу Щедрого через a, добычу Справедливого через b, а добычу Скупого – через c. После первой делёжки добыча Щедрого, Справедливого и Скупого составит, соответственно 0, 
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. Наконец, после третьей делёжки у Скупого будет 
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. По условию одна шестая часть первоначальной добычи Справедливого и одна третья часть первоначальной добычи Щедрого вместе составляют меньше половины первоначальной добычи Скупого. Но это половину можно разбить как раз на две части: одну третью и одну шестую. Поэтому, если бы Скупой был самым бедным, то половина его добычи была бы меньше одной шестой первоначальной добычи Справедливого и одной третьей первоначальной добычи Щедрого. Значит, самым бедным он не был.

9. Игрок имеет на руках 2004 синих карточек, 1004 красных карточек и 3004 белых карточек. Он их выкладывает по очереди на стол, записывая на них числа по следующему правилу: 1) когда выкладывается синяя карточка, на нее вписывается количество белых карточек, оставшихся на руках; 2) когда выкладывается белая карточка, на нее записывается удвоенное число оставшихся красных карточек; 3) когда выкладывается красная карточка, на нее записывается утроенное число оставшихся синих карточек. Так он выкладывает все имевшиеся у него карточки. Чему равна наименьшая возможная сумма выписанных чисел? (USAMO 2000, задача А3)
Ответ: 6 020 016. Решение. Не имеет смысла выкладывать красную карточку непосредственно перед синей, поскольку если их переставить, можно уменьшить сумму на 3. Аналогично нет смысла ходить синей карточкой перед белой, а белой перед красной. Предположим, что в оптимальной стратегии после выкладывания c синих карточек, k красных и b белых снова начинают выкладываться c' синих карточек. Рассмотрим другую стратегию: c(1 синих, k красных, b белых, c'+1 синих. Очевидно, что результат увеличился на 3k и уменьшился на b. Если 3k=b, то это тоже оптимальная стратегия, в противном случае одна из стратегий (с+с'), k, b, 0 и 0, k, b, (c+c') даст меньшую сумму. Аналогично можно показать, что в оптимальной последовательности можно предположить отсутствие двух разных групп красных карточек и двух разных групп белых карточек. Таким образом, минимальный результат достигается для одной из трех последовательностей: (2004 синих, 1004 красных, 3004 белых), (1004 красных, 3004 белых, 2004 синих), (3004 белых, 2004 синих, 1004 красных). Лучший равен произведению 2004(3004.

10. Сколькими способами число 
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 можно представить в виде произведения двух чисел вида 
[image: image36.wmf]k

k

1

+

, где k ( натуральное число? (MOCP, 2002)
Решение. 
[image: image37.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]37

1

1

1

1

1

1

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

n

k

; 37(1+k+n)=kn; (k(37)(n(37) = 37(38. Следовательно, вопрос сводится к тому, сколькими способами произведение 2(19(37 раскладывается в произведение двух чисел, не равных 37? Таких способов 4 ( возможны четыре пары положительных множителей (а для отрицательных множителей хотя бы одно из чисел k, n получаются неположительными).
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Высшая юниорская лига.

1. Из 40 белых клеток доски 9(9, покрашенной в шахматном порядке в черный и белый цвета, вырезаны девять. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на уголки из трех клеток. (Армянский отбор 99)

2. AA1 и CC1 — высоты остроугольного треугольника ABC, а H — его ортоцентр. Точки M и N — середины отрезков BH и AC. Докажите, что биссектрисы углов BAH и BCH пересекаются на прямой MN. (Болгария)

3. Обозначим f(n) количество способов расставить плюсы и минусы вместо звездочек в записи *1*2*…*n так, чтобы результат оказался равен 0. Докажите, что f(n) < 2n/n. (по мотивам: Румыния, 2002)
Решение. Назовем расстановку плюсов и минусов вместо звездочек конфигурацией, а если значение получившегося выражения равно 0 ( нулевой конфигурацией. Две конфигурации, отличающиеся только одним знаком, назовем соседними. Нетрудно убедиться, что конфигурация, соседняя с нулевой ( всегда ненулевая, и никакая конфигурация не может быть соседней с двумя различными нулевыми. Поэтому нулевые конфигурации составляют не больше, чем  1/(n+1)-ую часть от всех конфигураций, которых как раз 2n.
4. Найдите максимум выражения 
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, если x, y и z ( числа, не меньшие единицы. (Klamkin's quickies)
Решение. При x = y = z = 1 выражение равно 1. Покажем, что больше оно быть не может. Заметим, что y(1+z+x) = y+yz+yx ( y+z+x, потому что x, y, z ( 1. Заменив знаменатели всех дробей из условия на x+y+z, мы не уменьшим данное там выражение, а оно после этого станет равным 1.
5. Дано натуральное число a. Для каждого натурального n положим xn = an+an(1(1. Докажите, что из последовательности xn можно выбрать бесконечную подпоследовательность, все члены которой попарно взаимно просты. (Румынские отборы)

Решение. Допустим, мы уже выбрали попарно взаимно простые
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. Так мы можем удлинять нашу подпоследовательность сколь угодно сильно.

6. Множество S состоит из 2004 точек плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Обозначим через L множество всех прямых, проходящих хотя бы через две точки из S. Докажите, что точки S можно раскрасить в один или два цвета так, что для любых двух точек P, Q ( S количество прямых из L, пересекающих отрезок PQ и не проходящих через его концы, нечетно тогда и только тогда, когда P и Q одного цвета. (APMO 2004, ML4826)
7. На конференции четыре официальных языка. Любые два участника конференции могут общаться друг с другом без переводчика на одном из официальных языков. Докажите, что одним из языков владеет не менее 60% участников конференции. (Румынский отбор 2002)
Решение. Если есть участник, владеющий только одним языком, все остальные тоже говорят на этом языке. Значит, можно считать, что каждый владеет минимум двумя языками. Тогда любого, кто говорит на четырех языках, можно «отучить» говорить на одном из них без нарушения условия задачи. Итак, не умаляя общности, можно считать, что каждый участник говорит на двух или трех языках. Рассмотрим случай, когда каждый участник говорит ровно на двух языках. Тогда не умаляя общности можно считать, что есть двое, один из которых владеет языками 1 и 2, а другой ( языками 1 и 3 (иначе есть два языка, которыми владеют все). Но тогда либо все владеют языком 1 (и условие выполнено), либо никто не владеет языком 4. В последнем случае каждый владеет двумя из трех языков 1, 2, 3, и по принципу Дирихле найдется язык, которым владеют не менее, чем 2/3 участников, что больше 60%. Допустим теперь, что есть участник, говорящий на трех языках. Отучим его говорить на одном из них. Если после этого условие задачи не нарушится, будем повторять эту процедуру с другими трехъязычными до тех пор, пока либо их не останется (и тогда все сводится к уже рассмотренному случаю), либо не окажется, что ни одного трехъязычного  не отучить ни от одного из языков без нарушения условия. Пусть один из таких трехъязычных говорит на языках 1, 2, 3. Тогда есть двуязычные, говорящие на языках 1,2, 1,3 и 1,4 соответственно, то есть все двуязычные говорят на языке 1. Но тогда нашего трехъязычного можно отучить от языка 2 (или 3). Противоречие.
8. Сколькими способами число 
[image: image44.wmf]37

38

 можно представить в виде произведения двух чисел вида 
[image: image45.wmf]k
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Решение. 
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; 37(1+k+n)=kn; (k(37)(n(37) = 37(38. Следовательно, вопрос сводится к тому, сколькими способами произведение 2(19(37 раскладывается в произведение двух чисел, не равных 37? Таких способов 4 ( возможны четыре пары положительных множителей (а для отрицательных множителей хотя бы одно из чисел k, n получаются неположительными).
9. Пусть n ( a1 > a2 > … > ak ( натуральные числа такие, что НОК(ai, aj) ( n при любых i и j. Докажите, что iai ( n при всех i. (Naoki Sato)
Решение. Имеем: 
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10. MN — средняя линия треугольника ABC, параллельная стороне AB. Ортоцентр треугольника ABC совпадает с точкой пересечения медиан треугольника AMN. Найдите угол ABC. (Украина, 2002)
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Первая юниорская лига.

1. Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и BC перпендикулярны. AB = AC, а (ADC=45(. Найдите отношение BC/AD. (И.Богданов)
Ответ: 2/3. Решение. Проведем через A и D высоты трапеции. Пусть длина высоты равна h. Тогда AD=h+BC/2 и углы CBD и CAB/2 равны. Отсюда 
[image: image52.wmf]h
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. Решая, получим BC=h, а затем найдем AD=3h/2.

2. Из 40 белых клеток доски 9(9, покрашенной в шахматном порядке в черный и белый цвета, вырезаны девять. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на уголки из трех клеток. (Армянский отбор 99)

3. Игрок имеет на руках 2004 синих карточек, 1004 красных карточек и 3004 белых карточек. Он их выкладывает по очереди на стол, записывая на них числа по следующему правилу: 1) когда выкладывается синяя карточка, на нее вписывается количество белых карточек, оставшихся на руках; 2) когда выкладывается белая карточка, на нее записывается удвоенное число оставшихся красных карточек; 3) когда выкладывается красная карточка, на нее записывается утроенное число оставшихся синих карточек. Так он выкладывает все имевшиеся у него карточки. Чему равна наименьшая возможная сумма выписанных чисел? (USAMO 2000, задача А3)
Ответ: 6 020 016. Решение. Не имеет смысла выкладывать красную карточку непосредственно перед синей, поскольку если их переставить, можно уменьшить сумму на 3. Аналогично нет смысла ходить синей карточкой перед белой, а белой перед красной. Предположим, что в оптимальной стратегии после выкладывания c синих карточек, k красных и b белых снова начинают выкладываться c' синих карточек. Рассмотрим другую стратегию: c(1 синих, k красных, b белых, c'+1 синих. Очевидно, что результат увеличился на 3k и уменьшился на b. Если 3k=b, то это тоже оптимальная стратегия, в противном случае одна из стратегий (с+с'), k, b, 0 и 0, k, b, (c+c') даст меньшую сумму. Аналогично можно показать, что в оптимальной последовательности можно предположить отсутствие двух разных групп красных карточек и двух разных групп белых карточек. Таким образом, минимальный результат достигается для одной из трех последовательностей: (2004 синих, 1004 красных, 3004 белых), (1004 красных, 3004 белых, 2004 синих), (3004 белых, 2004 синих, 1004 красных). Лучший равен произведению 2004(3004.

4. Докажите, что любые два натуральных числа m,n, большие двух, можно связать цепочкой натуральных чисел так, чтобы произведение любых двух соседних чисел цепочки делилось на их сумму. (USAMO 2002, задача B2)
Решение. Назовем два натуральных числа соседними, если их произведение делится на их сумму. Лемма 1. n и n(n–1) ( соседние. Лемма 2. 2n и n(n–2) ( соседние. Лемма 3. Если m и n соседние, то km и kn также соседние при всех натуральных k. Лемма 4. n(n–1)(n–2)(n–3) и 2(n–1)(n–2) ( соседние. Теперь выписываем цепочку из соседних чисел: n, n(n–1), n(n–1)(n–2), n(n–1)(n–2)(n–3), 2(n–1)(n–2), 2(n–1), (n–1)(n–3), (n–1)(n–2)(n–3), (n–1)(n–2), n–1. Мы связали цепочкой любое число n с числом n–1, при этом все числа в цепочке натуральные при n>3. Следовательно, можно построить цепочку от любого такого числа к любому другому. Осталось связать число 3 с любым из остальных чисел. Например, с 6.
5. Сколькими способами число 
[image: image53.wmf]37

38

 можно представить в виде произведения двух чисел вида 
[image: image54.wmf]k
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, где k ( целое число? (MOCP, 2002)
Решение. 
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf]37
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; 37(1+k+n)=kn; (k(37)(n(37) = 37(38. Следовательно, вопрос сводится к тому, сколькими способами произведение 2(19(37 раскладывается в произведение двух чисел, не равных 37? Таких способов 8 ( возможны четыре пары положительных и три пары отрицательных множителей (пара {0,(1} невозможна).
6. Найдите все пары натуральных чисел (a, b), для которых 5ab ( b = 2004. (Сербия и Черногория, 2004)
Ответ. (401,1). Решение. Во-первых, b < 9, так как уже 5(29(9 > 2500. Кроме того, b дает остаток 1 при делении на 5. Остается проверить b = 6 (не подходит) и b = 1.

7. Сколько существует треугольников с положительными целочисленными координатами, не превышающими 5?

Ответ: 
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8. Натуральное число делится на 2002. Докажите, что если между какими-то двумя его цифрами вписать 2004 нуля подряд, то полученное число тоже будет делиться на 2002. (По мотивам задачи С. Волченкова с боев Кострома-Иваново 1998 года)
Решение. Вписывание 6k нулей после числа a – умножение числа a на 106k. Числа a и 106ka дают равные остатки при делении на 1001, потому что 999999 кратно 1001. А делимость на 2 обеспечена четностью последней цифры исходного числа.

9. На конференции четыре официальных языка. Любые два участника могут между собой общаться на одном из них. Докажите, что каким-то языком владеет не менее 3/5 участников.
Решение. Если есть участник, владеющий только одним языком, все остальные тоже говорят на этом языке. Значит, можно считать, что каждый владеет минимум двумя языками. Тогда любого, кто говорит на четырех языках, можно «отучить» говорить на одном из них без нарушения условия задачи. Итак, не умаляя общности, можно считать, что каждый участник говорит на двух или трех языках. Рассмотрим случай, когда каждый участник говорит ровно на двух языках. Тогда не умаляя общности можно считать, что есть двое, один из которых владеет языками 1 и 2, а другой ( языками 1 и 3 (иначе есть два языка, которыми владеют все). Но тогда либо все владеют языком 1 (и условие выполнено), либо никто не владеет языком 4. В последнем случае каждый владеет двумя из трех языков 1, 2, 3, и по принципу Дирихле найдется язык, которым владеют не менее, чем 2/3 участников, что больше 60%. Допустим теперь, что есть участник, говорящий на трех языках. Отучим его говорить на одном из них. Если после этого условие задачи не нарушится, будем повторять эту процедуру с другими трехъязычными до тех пор, пока либо их не останется (и тогда все сводится к уже рассмотренному случаю), либо не окажется, что ни одного трехъязычного  не отучить ни от одного из языков без нарушения условия. Пусть один из таких трехъязычных говорит на языках 1, 2, 3. Тогда есть двуязычные, говорящие на языках 1,2, 1,3 и 1,4 соответственно, то есть все двуязычные говорят на языке 1. Но тогда нашего трехъязычного можно отучить от языка 2 (или 3). Противоречие.

10. На сторонах AB, BC, CD, DA ромба ABCD выбраны соответственно точки E, F, G, H так, что отрезки EF и GH касаются окружности, вписанной в ромб. Докажите, что отрезки EH и FG параллельны. (Бразилия-2003)
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Решение. Пусть O ( центр вписанной окружности. Сначала покажем, что AE·CF = AO2. Пусть (AOE = θ. Если OX ( перпендикуляр из O к AB, то (AOX = (B/2, (XOE = θ(B/2. Если EF касается вписанной окружности в точке Y, то (EOY = (XOE, поэтому
(BEF = 2(θ(B/2) = 2θ(B. Отсюда (BFE = 180o(2θ, (CFE = 2θ, (CFO = θ. Мы получили, что (AOE = (CFO. Но (EAO = (OCF, поэтому треугольники AOE и CFO подобныr. Значит, AE/AO = CO/CF, и AE·CF = AO2. Аналогично, AH·CG = AO2. Поэтому AH/AE = CF/CG. Отсюда AHE и CFG ( подобны. Поэтому (AEH = (CGF, откуда EH и FG параллельны.
Восьмой международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Екатеринбург, 1–8 ноября 2004 года

Третий тур 6.11.04. Вторая юниорская лига.

1. Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и BC перпендикулярны. AB = AC, а (ADC=45(. Найдите отношение BC/AD. (И.Богданов)
Ответ: 2/3. Решение. Проведем через A и D высоты трапеции. Пусть длина высоты равна h. Тогда AD=h+BC/2 и углы CBD и CAB/2 равны. Отсюда 
[image: image58.wmf]h
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. Решая, получим BC=h, а затем найдем AD=3h/2.

2. В треугольнике ABC проведены две трисектрисы угла A и две трисектрисы угла C. Точки их попарного пересечения образуют четырехугольник, диагонали которого перпендикулярны. Верно ли, что треугольник ABC равнобедренный? (К.Кноп)
Решение. Обозначим получившийся четырехугольник MNPQ (M ( точка пересечения трисектрис, ближних к вершине B). P ( точка пересечения биссектрис треугольника AMC, поэтому MP ( биссектриса угла AMC. Так как MP(NQ, то треугольник MNQ равнобедренный. P лежит на высоте, поэтому треугольник PNQ также равнобедренный. Отсюда легко получаем, что углы A и C равны.

3. Найдите все 6-значные числа 
[image: image59.wmf]abcdef

 с цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6 (каждое использовано по одному разу) такие, что 
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 и 
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Решение. По признакам делимости получаем, что цифра e – пятерка, а на четных местах стоят четные цифры. Значит, a и c – это 1 и 3. Поскольку
[image: image66.wmf]3
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, то b=2. Чтобы 
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, необходимо и достаточно, чтобы 
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, откуда d=6 и f=4. Ответ: 123654 и 321654.
4. Докажите, что любые два натуральных числа m,n, большие 2, можно связать цепочкой натуральных чисел так, чтобы произведение любых двух соседних чисел цепочки делилось на их сумму. (USAMO 2002, задача B2)
Решение. Назовем два натуральных числа соседними, если их произведение делится на их сумму. Лемма 1. n и n(n–1) ( соседние. Лемма 2. 2n и n(n–2) ( соседние. Лемма 3. Если m и n соседние, то km и kn также соседние при всех натуральных k. Лемма 4. n(n–1)(n–2)(n–3) и 2(n–1)(n–2) ( соседние. Теперь выписываем цепочку из соседних чисел: n, n(n–1), n(n–1)(n–2), n(n–1)(n–2)(n–3), 2(n–1)(n–2), 2(n–1), (n–1)(n–3), (n–1)(n–2)(n–3), (n–1)(n–2), n–1. Мы связали цепочкой любое число n с числом n–1, при этом все числа в цепочке натуральные при n>3. Следовательно, можно построить цепочку от любого такого числа к любому другому. Осталось связать число 3 с любым из остальных чисел. Например, с 6.
5. Сколькими способами число 
[image: image69.wmf]37
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 можно представить в виде произведения двух чисел вида 
[image: image70.wmf]k
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, где k ( целое число? (MOCP, 2002)
Решение. 
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]37
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; 37(1+k+n)=kn; (k(37)(n(37) = 37(38. Следовательно, вопрос сводится к тому, сколькими способами произведение 2(19(37 раскладывается в произведение двух чисел, не равных 37? Таких способов 7 ( возможны четыре пары положительных и три пары отрицательных множителей (пара {0,(1} невозможна).
6. Найдите все пары натуральных чисел (a, b), для которых 5ab ( b = 2004. (Сербия и Черногория, 2004)
Ответ. (401,1). Решение. Во-первых, b < 9, так как уже 5(29(9 > 2500. Кроме того, b дает остаток 1 при делении на 5. Остается проверить b = 6 (не подходит) и b = 1.

7. Сколько существует треугольников с положительными целочисленными координатами, не превышающими 4?

Ответ: 
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8. Натуральное число делится на 2002. Докажите, что если между какими-то двумя его цифрами вписать 6 нулей подряд, то полученное число тоже будет делиться на 2002. (По мотивам задачи С. Волченкова с боев Кострома-Иваново 1998 года)
Решение. Вписывание 6 нулей после числа a – умножение числа a на 106. Числа a и 106a дают равные остатки при делении на 1001, потому что 999999 кратно 1001. А делимость на 2 обеспечена четностью последней цифры исходного числа.
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