ВТОРОЙ УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ.

ИЖЕВСК, ОСЕНЬ 1993 Г.
ОЛИМПИАДА.

7 кл

  1. Шеф секретной службы составил следующую инструкцию взаимо-

действия слежки для своих семи главных агентов: 001 следит

за тем, кто следит за ОО2, 002 - за тем, кто следит за 003, ...

007 следит за тем, кто следит за 001. Но вдруг пришел приказ:

взять на службу еще агента 008. Сможет ли шеф составить

аналогичную инструкцию и для восьми агентов?

  2. На двух одинаковых бумажных кругах художник нарисовал двух

совершенно одинаковых драконов. На одном рисунке глаз дракона

совпал с центром круга, а на втором не совпал. Докажите, что вто-

рой круг можно разрезать на части так, что из них можно сложить

круг с драконом, у которого глаз находится в центре круга.

  3. Три точки не лежат на одной прямой. Построить окружности с

центрами в этих точках, которые попарно касаются друг друга.

  4. Найдутся ли два последовательных натуральных числа таких,

что сумма цифр каждого из них делится на 11?

  5. Куб 3х3х3 составлен из 14 белых и 13 черных кубиков со

стороной 1. Столбик - это три кубика, стоящие вдоль одного на-

правления: длины, ширины или высоты. Может ли быть так,что в каж-

дом столбике нечетное количество белых кубиков?

8 кл

  1. Квадрат разрезан на прямоугольники так, что никакая точка

квадрата не является вершиной сразу четырех прямоугольников.

Доказать, что число точек квадрата, являющихся вершинами прямо-

угольников, четно.

  2. Можно ли к 9999 приписать справа еще 4 цифры так, чтобы

полученное восьмизначное число стало квадратом целого числа?

  3. На столе лежит куча из 1001 камня. Из нее выкидывают камень

и делят кучу на две. Затем из какой-либо кучи, содержащей

более двух камней, снова выкидывают камень и снова делят кучу на

две кучки, и т.д. Можно ли через несколько ходов оставить на

столе только кучи, состоящие из трех камней?

  4. В четырехугольнике АВСD сумма углов АВD и ВDС равна 180

гр., а АD=ВС. Доказать равенство углов ВАD и ВСD.

  5. В некоторой стране N>1 городов. Между некоторыми из них

проложены дороги. Известно, что если два города не соединены между

собой, тогда найдется город, который соединен дорогой с ними

обоими. Какое минимальное количество дорог может быть в этой стране?

МАТБОЙ 1

  1. Можно ли расположить на плоскости 7 точек таким образом,

чтобы среди любых трех из них нашлись две, расстояние между кото-

рыми было бы равно 1?

  2. Параллелограмм составлен из трех равнобедренных треуголь-

ников, среди которых нет равных. Найдите величины его углов.

  3. Для того, чтобы уравнение  1/х - 1/у = 1/n,  (n натуральное)

имело единственное решение в натуральных числах, необходимо и

достаточно, чтобы n было простым числом. Доказать.

  4. За круглым столом сидят 7 дипломатов. Они должны провести

по одной беседе друг с другом. Два дипломата будут беседовать

только в том случае, если они окажутся рядом. После того, как

каждый из дипломатов закончил переговоры со своими соседями, дип-

ломаты встают и занимают новые положения. Можно ли организовать

встречу так, чтобы при каждом новом размещении у каждого из  них

за столом были новые соседи?

  5. Каждую грань кубика разделили на 4 квадратика, и каждый

квадратик покрасили в один из трех цветов: синий, желтый или

красный таким образом, что любые два соседних (общая сторона)

квадратика оказались разного цвета. Доказать, что синих

квадратиков не меньше 8.

  6. Бак полон воды. Эту воду поровну перелили в три бидона.

Оказалось, что в первом бидоне вода заняла половину его объема,

во втором бидоне вода заняла 2/3 его объема, а в третьем -  3/4.

Бак и все три бидона вмещают по целому числу литров. При каком

минимальном объеме бака возможна такая ситуация?

  7. На плоскости лежат четыре точки. Докажите, что найдется

треугольник с вершинами в этих точках, у которого один из углов

не больше 45 гр.

  8. Дан прямоугольник 3*4, который разделен на три равных верти-

кальных столбца, покрашенных каждый своим цветом  (рис.1). Можно

ли разрезать его на четыре части и сложить из них прямоугольник

того же размера, цвета в котором располагаются как на рис.2:

                   ________          ________

                  |  |  |  |        |    1   |

                  |  |  |  |        |________|

                  |  |  |  |        |    2   |

                  | 1| 2| 3|        |________|

                  |  |  |  |        |    3   |

                  |__|__|__|        |________|

                     Рис.1              Рис.2

МАТБОЙ 2 

  1. Oстап Бендер организовал в Нью-Васюках раздачу слонов  на-

селению. На раздачу явились 28 членов профсоюза и 37 не членов

профсоюза, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам проф-

союза и поровну всем не членам. Оказалось, что существует  един-

cтвенный способ раздать таким образом всех слонов. Какое наиболь-

шее число слонов могло быть у О.Бендера?

  2. Доказать, что сумма длин расстояний от центра окружности

до сторон вписанного в нее равнобедренного треугольника больше ее

радиуса.

  3. Можно ли бесконечный лист клетчатой бумаги так разбить на

доминошки 1х2, чтобы каждая прямая, идущая по линиям сетки,

разрезала пополам лишь конечное число доминошек?

  4. На отрезке [0,1] задано такое множество М, являющееся

объединением нескольких непересекающихся отрезков, что расстояние

между двумя любыми точками из М, не равно 0,1. Доказать, что сумма

длин отрезков, составляющих М, меньше 0,55.

  5. На доске написано число 2. Каждый из двух игроков своим ходом

заменяет число n на число n+d, где d - делитель числа n, меньший его.

Выигрывает тот, кто напишет на доске число 19891988 (писать большие

числа запрещается). Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или

его партнер?

  6. Каждая точка окружности окрашена в один из двух цветов -

красный или синий. Доказать, что в эту окружность можно вписать

равнобедренный треугольник с вершинами одного цвета.

  7. Каждый из учеников класса занимается не более чем в двух

кружках, причем для любой пары учеников существует кружок, в ко-

тором они занимаются вместе. Докажите, что найдется кружок, в ко-

тором занимается не менее 2/3 всего класса.

  8. В треугольник АВС вписана окружность, а вокруг нее описан

квадрат. Доказать, что внутри треугольника лежит более половины

периметра квадрата.

  1. Доказать, что для каждого натурального  n>2  уравнение

                         1/n = 1/x + 1/y

имеет не менее двух решений в натуральных числах.

  2. В четырех ящиках лежит разное число монет. В любые три

ящика можно добавить по одной монете. Как за несколько таких опе-

раций уравнять число монет во всех ящиках?

  3. На шахматной доске расположено 13 ладей так, что каждое

поле находится под ударом хотя бы одной из них. Какое максималь-

ное количество ладей можно снять с доски, чтобы все поля доски

по-прежнему оставались под ударом? (Ладья бьет и поле, на котором

стоит).

  4. Найдется ли на плоскости множество точек, у каждой из ко-

торых в этом множестве имеется ровно три ближайших к ней.

  5. Из доминошек 1х2 сложили прямоугольник 5х6. Всегда ли най-

дется вертикаль или горизонталь, не разрезающая ни одной доминош-

ки?

  6. По окружности написали 99 цифр и прочитали их по часовой

стрелке, начиная с некоторого места. Получилось число, делящееся

на 81. Докажите, что с какого бы места ни стали читать цифры, по-

лучится число, делящееся на 81.

  7. Можно ли из двух одинаковых кругов вырезать по остроуголь-

ному треугольнику с вершинами на окружности так, чтобы один из

них мог поместиться целиком внутри другого?

  8. Двое играют в такую игру: первый называет целое число от 2

до 9: второй умножает это число на произвольное целое число  от 2

до 9; затем первый умножает результат на произвольное целое число

от 2 до 9 и т.д. Выигрывает тот, кто первым получил результат

больше 1993. Кто выигрывает при правильной игре - начинающий  или

его партнер?

  1. Можно ли раскрасить клетки квадратной доски 5х5 в 5 цветов

так, чтобы в каждой строке и в каждом столбце были  клетки  всех

пяти цветов, а поля каждого цвета можно было обойти  ходом шах-

матного коня, не заходя дважды ни на какую клетку?

  2. Укажите хотя бы одно натуральное N, при котором число

                             4       4

                            N + (N+1)

составное.

  3. Дан граф с 2k вершинами нечетной степени

(и каким-то количеством вершин четной степени), все ребра

которого равны по длине 1,  и  набор из k "нитей", суммарная

длина которых равна сумме длин всех ребер графа. Обязательно ли

из этих "нитей" можно сложить данный граф?

  4. Из  11 шаров 2 радиоактивны. Про любой набор шаров за одну

проверку можно узнать, имеется ли в нем хотя бы один радиоактив-

ный шар (но нельзя узнать, сколько их). Можно ли за 7 проверок

найти оба радиоактивных шара?

Указания

7 кл.

 1. Рассмотрим соответствующий ориентированный граф. Так как каждый

следит ровно за одним, граф распадается на циклы. По условию граф

связный, значит цикл один, т.е. это восьмиугольник, в вершинах

которого расставлены цифры 1,...,8 через одну. Но это невозможно.

  2. Построим круг того же радиуса с центром в глазе второго

дракона. Очевидно, второй дракон лежит в пересечении этого круга

и исходного. Вырежем это пересечение и повернем его на 180 гр. Глаз

окажется в центре.

  3. Пусть центры данных окружностей A,B,C. Возьмем центр вписанной в

треугольник ABC окружности и опустим из него перпендикуляры на стороны.

Искомые окружности касаются этих прямых в точках их пересечения со

сторонами треугольника.

  4. Да. Например, 2899999 и 2900000.

  5. Нет. Если в каждом из девяти вертикальных столбиков было бы нечет-

ное число белых кубиков, то и всего их было бы нечетное число.

8 кл.

  1. Пусть всего прямоугольников  n, а число вершин (не совпадающих с

вершинами квадрата -  k. Тогда число углов прямоугольников равно

4n = 2k+4  (т.к. в каждой вершине сходятся 2 угла. Поэтому  k = 2n-2.  

  2. Нельзя.  9999*9999 < 99990000 < 99999999 < 10000*10000.

  3. Нельзя. На столе всегда будет кучка, число камней в которой при

делении на 4 не дает остаток 3. Действительно, две кучки с числом

камней  4m+3  и  4n+3  могут получиться только из кучки  4(m+n+1)+3.

  Второе решение. Число кучек плюс число оставшихся камней равно 1002.

Если осталось  n  кучек по 3 камня, то  n+3n = 1002, что невозможно.

  4. Рассмотрим треугольник DBE, равный треугольнику BDC. Точки A,B,E

лежат на одной прямой. Треугольник ADE равнобедренный, поэтому углы

BAD, BED и BCD равны.

  5. Граф дорог связен, поэтому дорог не меньше  N-1. Пример с  N-1 

дорогой: один город соединен со всеми остальными.

Матбой 1

  1. Можно. Точки должны образовывать два равных ромба с общей

вершиной острого угла, стороны и короткие диагонали которых равны 1.

Расстояние между двумя вершинами, противоположными общей, тоже

равно 1.

  2. Ответ. Отношение углов может быть 2:3  (есть два существенно

различных расположения) и  2:5 (одно расположение). Перебор

возможных случаев показывает отсутствие других решений.

  3. Всегда есть решение  x = n-1,  y = n(n-1).  При  n = km  есть

также решение  x = k(m-1),  y = km(m-1). При простом  n  y = sn

(x<n, поэтому x не делится на n). Перенося член с  y  в правую

часть и приводя к общему знаменателю, получаем, что  s+1 = n.

  4. Можно. Занумеруем дипломатов по кругу: 1,...,7. Потом рассадим

их через одного: 1,3,5,... ; а затем через два: 1,4,7,... .

  5. В каждой вершине кубика сходятся три квадратика разных цветов.

Поэтому квадратиков каждого цвета ровно 8.

  6. Количество литров, попавших в бидон, делится на 2 и на 3, т.е.

на 6. Поэтому объем бака делится на 18. Ответ: 18.

  7. Если точка D лежит внутри треугольника ABC, то 6 углов в вер-

шинах треугольника ABC в сумме дают 180 гр. Если ABCD - выпуклый

четырехугольник,то один из его углов не больше 90 гр. Диагональ

разбивает этот угол на два, один из которых не больше 45 гр.

  8. Можно.

МАТБОЙ 2 (Киров-Ижевск)

  1. Вопрос сводится к единственности решения уравнения

                         28x + 37y = N 

в натуральных числах. Если (x,y) - решение, то "ближайшими" к нему

решениями в целых числах будут  (x-37,y+28) и (x+37,y-28). Поэтому

x<38, y<29. Значит, наибольшее  N = 28*37 + 37*28 = 2072.                         

  2. Если угол при вершине не меньше 60 гр., то уже удвоенное

расстояние  p до боковой стороны не меньше радиуса  r. Если же

угол при вершине меньше 60 гр., то  p  - длина катета

треугольника с гипотенузой  r,  а разность между радиусом и

расстоянием до основания треугольника = длине катета в треугольнике,

гипотенуза которого - хорда, на которую опирается половина угла при

вершине. Она меньше  r.

  3. Можно. Идея примера: плоскость разрезается на 4 части

биссектрисами координатных углов. В частях, содержащих ось Ох, 

доминошки лежат горизонтально, а в остальных двух - вертикально.    

  4. Сдвинем эти отрезки на 0.1 вправо. Полученные отрезки не

пересекаются с исходными, а длины их не изменятся. Все отрезки

расположены на [0, 1.1], поэтому их общая длина не больше  1.1.

  5. Выиграет первый. Предположим, что выиграет второй. Тогда

после ходов  3-4-5-6  при любых ходах первого второй может

выиграть. Тогда после ходов  3-4-6  при любых ходах второго

первый может выиграть. Противоречие. 

/Можно рассмотреть два случая: позиция 6 выигрышная;

позиция 6 проигрышная, первый может по своему желанию либо 

попасть, либо не попасть в нее/.

  6. Среди пяти вершин правильного пятиугольника, вписанного в

окружность три обязательно окрашены в один цвет. Они и образуют

равнобедренный треугольник.

  7. Пусть ученик A занимается в первом кружке. Если есть ученик,

не посещающий этот кружок (иначе все очевидно), то он вместе с A 

занимается во втором (причем одном и том же для всех учеников, не

посещающих первый). Аналогично, любой ученик, не посещающий второй

кружок занимается в первом. Если один из этих кружков содержит всех

членов другого, то туда ходят все. В противном случае есть ученик B,

посещающий первый и не посещающий второй кружок, и ученик C, у

которого все наоборот. B и C  должны ходить в третий кружок. Легко

видеть, что этот третий кружок один и тот же для любой такой пары.

Итак, есть три кружка, которые дважды покрывают весь состав класса.

  8. Дополнение до треугольника состоит из трех полуплоскостей. 

Две вершины квадрата не могут лежать в одной полуплоскости, так как

отрезок, их соединяющий, касается окружности. Значит, одна из

вершин квадрата, а вместе с ней и четверть периметра квадрата лежит

внутри треугольника. Если вершина квадрата лежит снаружи треугольника,

то сумма отрезков касательных, проведенных из этой вершины, лежащих

внутри треугольника, равна гипотенузе треугольника, катетами которого

служат отрезки этих же касательных, лежащие вне треугольника. Поэтому

внутри треугольника лежит не менее трети от оставшихся трех четвертей

периметра.

МАТБОЙ 2 (Белорецк - Ижевск2+Киров2)

  1.  x = y = 2n;  x = n+1,  y = n(n+1).

  2. Расположим ящики в порядке возрастания числа монет. Сначала,

добавляя монеты в 1,2,3-й ящики, добьемся равенства чисел монет в

3-м и 4-м ящиках. Потом, добавляя монеты поочередно в 1,2,3-й и

1,2,4-й, добьемся равенства во 2-м, 3-м и 4-м. Затем добавляем

монеты поочередно в 1,2,3-й ; 1,2,4-й ; 1,3,4-й.

  3. Если на всех вертикалях стоит хотя бы по одной ладье, то

можно оставить 8 ладей. В противном случае во всех горизонталях

стоит по ладье, иначе на пересечении "безладейных" вертикали и

горизонтали было бы "небитое" поле. И в этом случае можно оставить

8 ладей.      

  4. Да. Пример можно получить, замкнув в кольцо шесть (или 5) ромбов,

составленных из двух равносторонних треугольников. Вершины острых углов

соседних ромбов соединяются отрезками длины, равной стороне ромба.

  Более простой, но бесконечный пример - вершины паркета из

правильных шестиугольников.       

  5. Не всегда. Имеется контрпример.

  6. Сдвиг на одно место по окружности соответствует перестановке

первой цифры числа X в начало (при этом получится число Y).

Разность  10X - Y  кратна числу  9...9  (99 девяток), которое делится

на 81. Поэтому и Y делится на 81.

  7. Задача сводится к такой: если остроугольный треугольник

лежит внутри окружности, то радиус описанной вокруг него окружности 

меньше радиуса данной. Будем двигать треугольник внутри окружности,

пока одна из его вершин не попадет на окружность. Затем, повернем его

вокруг этой вершины, пока одна из его сторон не станет хордой. 

Расстояния от центра окружности до двух вершин треугольника равны

радиусу окружности, а до третьей - меньше радиуса. Поэтому центр 

описанной окружности находится ниже центра данной окружности, а ее

радиус меньше.

  8. Выигрывает начинающий. Первым ходом он может назвать 9,

вторым - число между 111 и 221, третьим ходом выигрывает

(222*9 > 1993).

МАТБОЙ 2 (Москва - Челябинск)

  1. Нельзя. Небольшой перебор показывает, что любой путь

шахматного коня, имеющий длину 5 и проходящий через центральную

клетку, не удовлетворяет условиям задачи.

  2. При  N=18  данное число делится на 17.

  3. Не обязательно. Контрпример состоит из трех равносторонних

треугольников, пристроенных к хвостам буквы Т. Сумма длин ребер

равна 12. Вершин нечетной степени - 4. Две нити длины 10 и 2 не

могут покрыть граф, т.к. длинная нить не может проходить по всем

трем треугольникам.

  4. Можно. Разобьем шары на 5 групп по 2 шара и еще один шар.

Проверим эти 5 групп. Если две из них радиоактивные, то из каждой

радиоактивный шар выделяется за одну проверку. Если радиоактивна

только одна группа, проверяем оба шара в ней.




