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Правила “Математической карусели”

Математическая карусель – это командное соревнования по решению задач. Побеждает в нем команда, набравшая наибольшее число очков. Задачи решаются на двух рубежах – исходном и зачетном, но очки начисляются только за задачи, решенные на зачетном рубеже. В начале игры все члены команды располагаются на исходном рубеже, причем им присвоены номера от 1 до 6. По сигналу ведущего команды получают задачу и начинают ее решать. Если команда считает, что задача решена, ее представитель, имеющий номер 1, предъявляет решение судье. Если оно верное, игрок №1 переходит на зачетный рубеж и получает задачу там, а члены команды, оставшиеся на исходном рубеже, тоже получают новую задачу. В дальнейшем члены команды, находящиеся на исходном и зачетном рубежах, решают разные задачи независимо друг от друга.

Чтобы понять следующую часть правил, надо представить себе, что на каждом рубеже находящиеся на нем члены команды выстроены в очередь. Перед началом игры на исходном рубеже они идут в ней в порядке номеров. Если члены команды, находящиеся на каком-либо из двух рубежей, считают, что они решили очередную задачу, решение предъявляет судье игрок, стоящий в очереди первым. Если решение правильное, то с исходного рубежа этот игрок переходит на зачетный, а на зачетном возвращается на свое место в очереди. Если решение неправильное, то на исходном рубеже игрок возвращается на свое место в очереди, а с зачетного переходит на исходный. Игрок, перешедший с одного рубежа на другой, становится в конец очереди. И на исходном, и на зачетном рубежах команда может в любой момент отказаться от решения задачи. При этом задача считается нерешенной.

После того, как часть команды, находящаяся на каком-либо из двух рубежей, рассказала решение очередной задачи или отказалась решать ее дальше, она получает новую задачу. Если на рубеже в этот момент нет ни одного участника, задача начинает решаться тогда, когда этот участник там появляется.

За первую верно решенную на зачетном рубеже задачу команда получает 3 балла. Если команда на зачетном рубеже верно решает несколько задач подряд, то за каждую следующую задачу она получает на 1 балл больше, чем за предыдущую. Если же очередная задача решена неверно, то цена следующей задачи зависит от ее цены следующим образом. Если цена неверно решенной задачи была больше 6 баллов, то следующая задача стоит 5 баллов. Если цена неверно решенной задачи была 4, 5 или 6 баллов, то следующая задача стоит на балл меньше. Если же неверно решенная задача стоила 3 балла, то следующая задача тоже стоит 3 балла.

Игра для команды оканчивается, если

а) кончилось время, или

б) кончились задачи на зачетном рубеже, или

в) кончились задачи на исходном рубеже, а на зачетном рубеже нет ни одного игрока.

Время игры, количество исходных и зачетных задач заранее оговаривается.

Игра оканчивается, если она закончилась для всех команд.

Математическая карусель на XXV Уральском турнире юных математиков.

Младшая группа

1. (Исход, младшие)    

Из букв фразы «СПИЧКИ НЕ ЗАЖИГАТЬ» придумать имя существительное, нарицательное, в единственном числе, именительном падеже, содержащее не менее 7 букв.

2. (Исход, младшие)  

Какое наименьшее натуральное число (арабскими цифрами) можно выложить, используя ровно 25 спичек?
3. (Исход, младшие)               

Спичками выложено неверное равенство с римскими цифрами XXV=XX(I. Переложите двумя различными способами две из них так, чтобы равенство стало верным.

4. (Исход, младшие)                   

Из спичек выложили прямоугольник так, что его периметр численно равен площади. Сколько спичек использовано?  (Перечислите все варианты)
5. (Исход, младшие)   

Сколько натуральных чисел, кратных 5, можно выложить арабскими цифрами, используя на каждое из них по 13 спичек?

6. (Исход, младшие)                   

На острове рыцарей и лжецов у компании из 5 аборигенов было 10 спичек. Первый заявил: «У меня – 1 спичка», Второй: «У меня – 2 спички», …, Пятый: «У меня – 5 спичек». Сколько могло быть среди них лжецов? (Перечислите все варианты)

7. (Исход, младшие)     

Используя 25 спичек выложить число, ближайшее к 2005 (в арабской записи).

8. (Исход, младшие) 

Требуется сложить из спичек треугольник, одна из сторон которого вдвое больше другой. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать?

9. (Исход, младшие)                    

В кучке 25 спичек. За один ход можно брать 1, 2 или 3 спички. Выигрывает тот, кто взял последнюю спичку. Какое минимальное количество спичек могло быть у победителя по окончании игры?

10. (Исход, младшие) 

Сложите с помощью 10 спичек 2 правильных четырёхугольника (квадрата).

11. (Исход, младшие)         

Найдите наименьшее натуральное число, на запись которого и арабскими, и римскими цифрами требуется равное количество спичек.

12. (Исход, младшие)       

Сколько вершин может быть у клетчатого многоугольника, граница которого выложена 12 спичками по линиям клетчатой плоскости?  (Длина спички равна стороне клетки)

13. (Исход, младшие) 

Требуется сложить из спичек треугольник с различными сторонами. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать?

14. (Исход, младшие)        

Число 2005 составлено из спичек (арабскими цифрами). Какое наибольшее число можно получить, переложив ровно 1 спичку?

1. (Зачёт, младшие)      

На острове рыцарей и лжецов в очереди стоят 25 человек. Каждый заявил, что прямо перед ним в очереди стоит лжец. Сколько лжецов в этой очереди? (Укажите все варианты)

2. (Зачёт, младшие)  

Треугольник разрезали на четыре треугольника так, что каждый граничит с каждым по отрезку. Какое наибольшее количество равных треугольников могло получиться?
3. (Зачёт, младшие)   

Укажите все целочисленные ненулевые массы, которые можно определить с помощью двухчашечных весов и гирек в 1, 3, 5 и 7 граммов. (Гирьки можно класть на обе чашки весов).

4. (Зачёт, младшие)  

Число 4 – корень уравнения (x+a)2+(x+b)2+(x+c)2=0. Найдите сумму  a+b+c. (Укажите все варианты)
5. (Зачёт, младшие) 

Произведение двух чисел равно 7. После уменьшения каждого из них на 1 их произведение тоже уменьшилось на 1. Найдите все пары таких чисел.

6. (Зачёт, младшие)          

Какое наименьшее количество клеток квадрата 5(5 можно закрасить так, чтобы в любом четырёхклеточном прямоугольнике была хотя бы одна закрашенная клетка?

7. (Зачёт, младшие)   

Число 2005 составлено из зубочисток (арабскими цифрами). Какое наибольшее число можно получить, переложив ровно 2 зубочистки?

8. (Зачёт, младшие)            

На карточках по одному написаны все целые числа от 1 до 15. Одну карточку потеряли и оказалось, что сумма чисел на остальных карточках – простое число. Какая карточка могла быть потеряна? (Укажите все варианты)
9. (Зачёт, младшие)  

Два правильных треугольника с периметрами 9 и 12 наложили друг на друга так, что получились выпуклый шестиугольник и шесть правильных (не обязательно равных) треугольников. Найдите периметр шестиугольника. (Укажите все варианты)
10. (Зачёт, младшие)           

Какое наибольшее количество не бьющих друг друга ферзей можно поставить на чёрные клетки шахматной доски?

11. (Зачёт, младшие)           

Известно, что 11 является корнем каждого из уравнений ax+b=0, bx+c=0, cx+a=0. Найдите множество всех общих корней этих трёх уравнений.

12. (Зачёт, младшие)            

Сумма цифр нескольких (не менее двух) натуральных последовательных чисел равна 15. Сколько может быть чисел? (Укажите все варианты)
13. (Зачёт, младшие)      

Сколько решений имеет ребус: 
[image: image2.wmf]К(И(Р(О(В=В(Я(Т(К(А? (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)
14. (Зачёт, младшие)      

Сколько существует натуральных чисел, равных количеству зубочисток, необходимых для их записи в «спичечной» системе счисления?

15. (Зачёт, младшие)        

Сколько способов вставить правильно зубочистку между двумя соседними зубами в нормальном рту с 32 зубами?

16. (Зачёт, младшие)       

В команде рыцарей и лжецов из 6 человек после карусели участники заявили по очереди, что команда верно решила:  1. больше 1 задачи; 2. не больше 1 задачи; 3. больше 2 задач; 4. не больше 2 задач; 5. больше 3 задач; 6. не больше 3 задач. Сколько рыцарей могло быть в команде? (Укажите все варианты)
«СПИЧЕЧНАЯ» СИСТЕМА СЧИСЛЕНИЯ

1. АРАБСКИЕ ЦИФРЫ:

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Количество спичек:           2      5       5       4       5       6       3       7        6       6

2. РИМСКИЕ ЧИСЛА:      I     II      III      IV     V      VI     VII   VIII    IX    X
Количество спичек:           1     2       3        3        2       3        4        5       3     2

3. Арифметические знаки: на «+» нужно 2 спички, на «(» нужна 1 спичка

4. Длина спички = 1 = сторона клетки на клетчатой бумаге 

5. Зубочистка=спичка

6. Две спички нельзя прикладывать друг к другу вплотную, чтобы получалась «толстая» спичка.

Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
 (МЛАДШИЕ)        
1. примеры: зажигание, капитан, … Проверьте, вариантов много! 

2. 2088







 
3. 2 из 3 известных: XXV= XXV, XX(I =XX(I, XXI=XX+I 
4. 18 и 16










5. 31 число









6. от 1 до 5 лжецов








7. 2088









8. 5 спичек









9. 7 спичек









10. квадрат 2(2 и квадрат 1(1 внутри него





11. 27=XXVII








12. 4, 6, 8, 10, 12









13. 9 спичек








14. 3005










Ответы к ЗАЧЕТНЫМ задачам (МЛАДШИЕ)
1. 13

2. 3
3. от 1 до 16 граммов
4. (12
5. таких чисел нет 
6. 7 клеток 
7. 211105 
8. 7, 11, 13 
9. 7 
10. 5 ферзей
11. все числа
12. от 2 до 5 чисел
13. 363744=9!+864
14. 6 чисел
15. 30 способов
16. 3 рыцаря 
Старшая группа

1. (Исход, старшие)    

Из букв фразы «СПИЧКИ НЕ ЗАЖИГАТЬ» придумать имя существительное, нарицательное, в единственном числе, именительном падеже, содержащее не менее 7 букв.

2. (Исход, старшие)  

Какое наименьшее натуральное число (арабскими цифрами) можно выложить, используя ровно 25 спичек?
3. (Исход, старшие)               

Спичками выложено неверное равенство с римскими цифрами XXV=XX(I. Переложите двумя различными способами две из них так, чтобы равенство стало верным.

4. (Исход, старшие)                   

Из спичек выложили прямоугольник так, что его периметр численно равен площади. Сколько спичек использовано?  (Перечислите все варианты)
5. (Исход, старшие)   

Сколько натуральных чисел, кратных 5, можно выложить арабскими цифрами, используя на каждое из них по 13 спичек?

6. (Исход, старшие)                   

На острове рыцарей и лжецов у компании из 5 аборигенов было 10 спичек. Первый заявил: «У меня – 1 спичка», Второй: «У меня – 2 спички», …, Пятый: «У меня – 5 спичек». Сколько могло быть среди них лжецов? (Перечислите все варианты)

7. (Исход, старшие)     

Используя 25 спичек выложить число, ближайшее к 2005 (в арабской записи).

8. (Исход, старшие) 

Требуется сложить из спичек треугольник, одна из сторон которого вдвое больше другой. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать?

9. (Исход, старшие)                    

В кучке 25 спичек. За один ход можно брать 1, 2 или 3 спички. Выигрывает тот, кто взял последнюю спичку. Какое минимальное количество спичек могло быть у победителя по окончании игры?

10. (Исход, старшие) 

Сложите с помощью 10 спичек 2 правильных четырёхугольника (квадрата).

11. (Исход, старшие)         

Найдите наименьшее натуральное число, на запись которого и арабскими, и римскими цифрами требуется равное количество спичек.

12. (Исход, старшие)       

Сколько вершин может быть у клетчатого многоугольника, граница которого выложена 12 спичками по линиям клетчатой плоскости?  (Длина спички равна стороне клетки)

13. (Исход, старшие) 

Требуется сложить из спичек треугольник с различными сторонами. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать?

14. (Исход, старшие)        

Число 2005 составлено из спичек (арабскими цифрами). Какое наибольшее число можно получить, переложив ровно 1 спичку?

1. (Зачёт, старшие)      

На острове рыцарей и лжецов в очереди стоят 25 человек. Каждый заявил, что прямо перед ним в очереди стоит лжец. Сколько лжецов в этой очереди? (Укажите все варианты)

2. (Зачёт, старшие)  

Треугольник разрезали на четыре треугольника так, что каждый граничит с каждым по отрезку. Какое наибольшее количество равных треугольников могло получиться?
3. (Зачёт, старшие)   

Укажите все целочисленные ненулевые массы, которые можно определить с помощью двухчашечных весов и гирек в 1, 3, 5 и 7 граммов. (Гирьки можно класть на обе чашки весов).

4. (Зачёт, старшие)  

Число 4 – корень уравнения (x+a)2+(x+b)2+(x+c)2=0. Найдите сумму  a+b+c. (Укажите все варианты)
5. (Зачёт, старшие) 

Произведение двух чисел равно 7. После уменьшения каждого из них на 1 их произведение тоже уменьшилось на 1. Найдите все пары таких чисел.

6. (Зачёт, старшие)          

Какое наименьшее количество клеток квадрата 5(5 можно закрасить так, чтобы в любом четырёхклеточном прямоугольнике была хотя бы одна закрашенная клетка?

7. (Зачёт, старшие)   

Число 2005 составлено из зубочисток (арабскими цифрами). Какое наибольшее число можно получить, переложив ровно 2 зубочистки?

8. (Зачёт, старшие)            

На карточках по одному написаны все целые числа от 1 до 15. Одну карточку потеряли и оказалось, что сумма чисел на остальных карточках – простое число. Какая карточка могла быть потеряна? (Укажите все варианты)
9. (Зачёт, старшие)  

Два правильных треугольника с периметрами 9 и 12 наложили друг на друга так, что получились выпуклый шестиугольник и шесть правильных (не обязательно равных) треугольников. Найдите периметр шестиугольника. (Укажите все варианты)
10. (Зачёт, старшие)           

Какое наибольшее количество не бьющих друг друга ферзей можно поставить на чёрные клетки шахматной доски?

11. (Зачёт, старшие)           

Известно, что 11 является корнем каждого из уравнений ax+b=0, bx+c=0, cx+a=0. Найдите множество всех общих корней этих трёх уравнений.

12. (Зачёт, старшие)            

В прямоугольном треугольнике высота, опущенная на гипотенузу, делит её на отрезки, разность которых равна меньшему катету. Найдите отношение катетов треугольника (большего к меньшему).

13. (Зачёт, старшие)      

Сколько решений имеет ребус: 
[image: image3.wmf]К(И(Р(О(В=В(Я(Т(К(А? (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)
14. (Зачёт, старшие)      

Найдите следующее за 864 натуральное число, оканчивающееся на 864 и кратное 864.

15. (Зачёт, старшие)        

Сумма цифр нескольких (не менее двух) натуральных последовательных чисел равна 15. Сколько может быть чисел? (Укажите все варианты)
16. (Зачёт, старшие)       

Из одной точки проведены N(2 лучей так, что угол между любыми двумя лучами больше 60(. При каких N это возможно?
17. (Зачёт, старшие)        

Какое наибольшее количество верно решённых задач на зачётном рубеже из 20 задач могло быть у команды из 6 человек, если известно, что все 14 исходных задач эта команда решила верно?

18. (Зачёт, старшие)    

Сколько существует натуральных чисел, равных количеству зубочисток, необходимых для их записи в «спичечной» системе счисления?

19. (Зачёт, старшие)      

Сколько способов вставить правильно зубочистку между двумя соседними зубами в нормальном рту с 32 зубами?

20. (Зачёт, старшие)    
В команде рыцарей и лжецов из 6 человек после карусели участники заявили по очереди, что команда верно решила:  1. больше 1 задачи; 2. не больше 1 задачи; 3. больше 2 задач; 4. не больше 2 задач; 5. больше 3 задач; 6. не больше 3 задач. Сколько рыцарей могло быть в команде? (Укажите все варианты) 

«СПИЧЕЧНАЯ» СИСТЕМА СЧИСЛЕНИЯ

1. АРАБСКИЕ ЦИФРЫ:

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Количество спичек:           2      5       5       4       5       6       3       7        6       6

2. РИМСКИЕ ЧИСЛА:      I     II      III      IV     V      VI     VII   VIII    IX    X
Количество спичек:           1     2       3        3        2       3        4        5       3     2

3. Арифметические знаки: на «+» нужно 2 спички, на «(» нужна 1 спичка

4. Длина спички = 1 = сторона клетки на клетчатой бумаге 

5. Зубочистка=спичка

6. Две спички нельзя прикладывать друг к другу вплотную, чтобы получалась «толстая» спичка.

Ответы к ЗАЧЕТНЫМ задачам (СТАРШИЕ)

1. 13

2. 3

3. от 1 до 16 граммов

4. (12
5. таких чисел нет 

6. 7 клеток 

7. 211105 

8. 7, 11, 13 

9. 7 

10. 5 ферзей

11. все числа

12. 
[image: image4.wmf]3

 

13. 363744=9!+864 

14. 108864

15. от 2 до 5 чисел

16. от 2 до 5 лучей 

17. 12 задач

18. 6 чисел

19. 30 способов
20. 3 рыцаря

Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
 (СТАРШИЕ)

1. примеры: зажигание, капитан, … Проверьте, вариантов много! 

2. 2088







  

3. 2 из 3 известных: XXV= XXV, XX(I =XX(I, XXI=XX+I 
 

4. 18 и 16









 

5. 31 число








6. от 1 до 5 лжецов







7. 2088









8. 5 спичек








9. 7 спичек








10. квадрат 2(2 и квадрат 1(1 внутри него



11.
27=XXVII








12. 4, 6, 8, 10, 12








13.
9 спичек








14.
3005

Математическая карусель 
	 
	Старшая лига
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	сумма
	место

	1
	Ижевск-8
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	119
	I

	2
	Киров-8-I
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	-
	5
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	118
	II

	3
	Долгопрудный
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	116
	III

	4
	Екатеринбург
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	5
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	96
	4

	5
	Киров-8-II
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	95
	5

	6
	Омск-8
	-
	3
	4
	-
	4
	5
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	94
	6

	7
	Саров-Нижний Новгород-8-7
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	6
	7
	8
	-
	-
	4
	-
	4
	5
	6
	7
	8
	93
	7-8

	8
	Снежинск-125
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	6
	93
	7-8

	9
	Раменское
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	83
	9

	10
	Красноярск-8
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	-
	5
	6
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	80
	10

	11
	Нижний Тагил-8
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	5
	-
	5
	 
	 
	 
	 
	78
	11

	12
	Курган-8
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	7
	8
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	 
	74
	12

	13
	Ярославль
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	53
	13

	14
	Оренбург-Белгород
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	-
	4
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	44
	14

	15
	Казань-8
	3
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	-
	-
	3
	4
	-
	-
	3
	43
	15

	16
	Пермь-9-8
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	-
	3
	-
	3
	4
	-
	4
	-
	4
	5
	-
	5
	-
	40
	16

	17
	Магнитогорск-8
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	7
	-
	-
	-
	3
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	39
	17

	18
	Нижний Новгород-63-Казань
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	30
	18-19

	19
	Киров-8-7
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	30
	18-19

	20
	Новочебоксарск
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	-
	4
	5
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	25
	20

	21
	Нижний Новгород-80
	3
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	-
	4
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	23
	21

	 
	Кол-во команд, верно решивших задачу
	9
	10
	21
	20
	21
	14
	1
	18
	16
	18
	17
	10
	1
	15
	7
	14
	13
	9
	12
	10
	 
	 


	
	Юниорская лига
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	сумма
	место

	1
	Снежинск-127
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	-
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	5
	57
	I

	2
	Омск-7
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	6
	-
	-
	-
	3
	4
	51
	II

	3
	Пермь-9-7-I
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	5
	6
	-
	5
	6
	-
	-
	-
	3
	50
	III

	4
	Санкт-Петербург
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	-
	-
	-
	-
	3
	 
	 
	45
	4

	5
	Магнитогорск-7
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	6
	-
	-
	4
	-
	-
	3
	4
	43
	5

	6
	БКШ (Белорецк)
	-
	-
	-
	3
	4
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	5
	41
	6

	7
	Курган-6-7
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	-
	5
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	38
	7

	8
	Челябинск
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	-
	4
	-
	4
	-
	-
	-
	3
	4
	33
	8

	9
	Набережные Челны-6-I
	-
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	-
	5
	-
	-
	-
	3
	 
	 
	31
	9-10

	10
	Петропавловск (Казахстан)
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	5
	-
	5
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	31
	9-10

	11
	Пермь-9-7-II
	3
	4
	5
	6
	7
	-
	-
	4
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	29
	11

	12
	Дзержинск
	3
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	-
	4
	-
	4
	-
	-
	 
	 
	27
	12-13

	13
	Нижний Тагил-7
	3
	-
	3
	-
	3
	-
	-
	3
	-
	3
	-
	-
	-
	3
	4
	5
	27
	12-13

	14
	Киров-7
	3
	-
	3
	4
	5
	-
	5
	-
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	-
	23
	14

	15
	Пермь-146
	3
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	-
	3
	4
	-
	-
	 
	 
	 
	22
	15

	16
	Нижний Новгород-Саров-7-6
	-
	-
	3
	-
	3
	4
	5
	6
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	21
	16

	17
	Магнитогорск-6
	3
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	19
	17

	18
	Красноярск-7
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	4
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	16
	18

	19
	Киров-6
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	15
	19

	20
	Ижевск-7
	-
	-
	3
	-
	3
	-
	-
	3
	4
	-
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	13
	20

	21
	Татарстан-7
	-
	-
	3
	4
	5
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	12
	21

	22
	Москва-1543-6
	-
	-
	-
	3
	-
	3
	-
	3
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	9
	22-23

	23
	Пермь-9-7-III
	-
	-
	3
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	3
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	9
	22-23

	24
	Набережные Челны-6-II
	-
	3
	-
	-
	3
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	6
	24

	25
	Нижний Новгород-128
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	25-26

	26
	Оренбург-6
	-
	-
	-
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	-
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	3
	25-26

	 
	Кол-во команд, верно решивших задачу
	8
	4
	21
	19
	24
	12
	5
	17
	6
	11
	7
	5
	0
	3
	6
	7
	 
	 


КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 19.02.2005

ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. В 12.00 из пункта А в далекий пункт Б выехал «Москвич» со скоростью 50 км/ч. В 13.00 вслед за ним выехали «Жигули» со скоростью 60 км/ч, а в 14.00 вслед за ними выехала «Волга», которая в 16.00 оказалась точно посередине между «Москвичом» и «Жигулями». Когда «Жигули» были ровно посередине между «Москвичом» и «Волгой»? Найдите все возможные ответы и докажите, что других нет. 
2. В клетки квадратной таблицы 9(9 вписали в порядке возрастания (сначала заполнили первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 460 до 540. Можно ли наложить на 4 клетки таблицы составленную из 4 клеточек букву «Г» (возможно, повернутую или перевернутую) так, чтобы сумма покрытых ею чисел равнялась 2005?

3. При записи цифр четырехзначного числа в обратном порядке получается другое четырехзначное число, произведение которого с исходным делится на 1000. Найдите все такие четырехзначные числа. Напомним, что четырехзначное число не может начинаться с нуля. 
4. Внутри четырехугольника ABCD дана точка P. Оказалось, что сумма расстояний от P до A и C равна диагонали BD, а сумма расстояний от P до B и D равна диагонали AC. Докажите, что существует не более одной такой точки.

5. Числа a, b, c, d таковы, что a+b > |c–d| и c+d > |a–b|. Докажите, что a+c > |b–d|. (24 KoMaL-2000)
6. Решите в натуральных числах уравнение 3k–1 = m3. (XV Gara Nazionale di Matematica, Italia, N4)
7. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Прямая, параллельная AD, пересекает отрезки AB, AC, BD, CD в точках E, F, G, H соответственно. Докажите, что SEBCF : SGBCH = EF : GH. (16 Crux-2004)
8. На турнир приехали 100 человек. Известно, что среди любых 50 из них есть человек, знакомый с остальными 49. Докажите, что можно найти 52 человека, любые два из которых знакомы между собой.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. В 20 клетках таблицы 21(21 стоит по одной фишке. За один ход разрешается выбрать любую строчку и любой столбец, и добавить по одной фишке в каждую клетку выбранной строчки и в каждую клетку выбранного столбца (таким образом, в клетку, стоящую на пересечении строки и столбца, добавляется две фишки). Можно ли добиться того, чтобы во всех клетках стояло поровну фишек? 

2. В 12.00 из пункта А в далекий пункт Б выехал автомобиль «Москвич» со скоростью 80 км/ч. В 13.00 вслед за ним выехали «Жигули» со скоростью 120 км/ч, а в 14.00 вслед за ними выехала «Волга» со скоростью 120 км/ч. Когда одна из этих трех машин будет ровно посередине между двумя другими? Найдите все возможные ответы и докажите, что других нет. 

3. Грани игрального кубика занумерованы числами от 1 до 6 так, что сумма чисел на любых двух противоположных гранях равна 7. Из 117 таких кубиков выложен куб 5(5(5 с удаленными угловыми кубиками. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел, написанных на поверхности получившейся фигуры? 

4. При записи цифр четырехзначного числа в обратном порядке получается другое четырехзначное число, произведение которого с исходным делится на 1000. Найдите все такие четырехзначные числа. Напомним, что четырехзначное число не может начинаться с нуля. 

5. Внутри четырехугольника ABCD дана точка P. Оказалось, что сумма расстояний от P до A и C равна диагонали BD, а сумма расстояний от P до B и D равна диагонали AC. Докажите, что AC = BD. 

6. В клетки квадратной таблицы 9(9 вписали в порядке возрастания (сначала заполнили первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 365 до 445. Можно ли выбрать 5 клеток таблицы, образующих крест, так, чтобы сумма записанных в них чисел равнялась 2005? 

7. На турнир приехал 101 человек. Известно, что среди любых 100 из них есть человек, знакомый со всеми остальными. Докажите, что найдется человек, который знаком со всеми остальными. 

8. Из картона сделан равнобедренный прямоугольный треугольник. Можно ли от него последовательно отрезать прямолинейными разрезами 8 равных кусочков?
Решения задач командной олимпиады старшей группы.

Задача 1. В 12.00 из пункта А в далекий пункт Б выехал «Москвич» со скоростью 50 км/ч. В 13.00 вслед за ним выехали «Жигули» со скоростью 60 км/ч, А в 14.00 вслед за ними выехала «Волга», которая в 16.00 оказалась точно посередине между «Москвичом» и «Жигулями». Когда «Жигули» были ровно посередине между «Москвичом» и «Волгой»? Найдите все возможные ответы и докажите, что других нет.
Ответ: В 14.48. Решение. В 16.00 «Москвич» был в 200 км от А, а «Жигули» — в 180 км, потому «Волга» в это время была от А в 190 км, то есть она едет со скоростью 95 км/ч. Когда «Жигули» догонят «Москвич», «Волга» уже будет впереди, удаляясь от «Жигулей» со скоростью 35 км/ч, а «Москвич» будет отставать от «Жигулей» на 10 километров в час. Значит, после этого «Жигули» не смогут оказаться на одинаковых расстояниях от «Волги» и «Москвича». Итак, в момент, когда «Жигули» были посередине между нею и «Москвичом», «Волга» была сзади «Жигулей», а «Москвич» — впереди. Пусть это случилось через t часов после выезда «Волги». Расстояние от «Волги» до «Жигулей» в этот момент было равно 60 – 35t, а до «Москвича» — 100 – 45t. Поскольку второе расстояние вдвое больше первого, получаем уравнение 2(60 – 35t) = 100 – 45t. Решая его, находим t = 4/5 часа = 48 минут.

Задача 2. В клетки квадратной таблицы 9(9 вписали в порядке возрастания (сначала заполнили первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 460 до 540. Можно ли наложить на 4 клетки таблицы составленную из 4 клеточек букву «Г» (возможно, повернутую или перевернутую) так, чтобы сумма покрытых ею чисел равнялась 2005?
Ответ: Нет. Решение. Раскрасим таблицу в шахматном порядке. Нетрудно видеть, что все четные числа будет стоять в клетках одного цвета, а все нечетные — в клетках другого цвета. Буква Г в любом положении накрывает две клетки одного цвета и две — другого. Поэтому сумма всех накрытых ею чисел четна.

Задача 3. При записи цифр четырехзначного числа в обратном порядке получается другое четырехзначное число, произведение которого с исходным делится на 1000. Найдите все такие четырехзначные числа. Напомним, что четырехзначное число не может начинаться с нуля.
Ответ: 5216, 5736, 5264, 5784, 6125, 6375, 4625, 4875. Решение. Пусть А — данное четырехзначное число, а В — число, записанное теми же цифрами в обратном порядке. Поскольку произведение АВ делится на 1000 = 8(125, и ни один из сомножителей не может делиться на 2 и 5 одновременно (иначе он оканчивался бы на 0, а другой начинался бы с нуля), одно из этих чисел (пусть В) делится на 8, а другое (пусть А) — на 125. Следовательно, число А должно оканчивается на 125, 375, 625 или 875, а число В, соответственно, начинаться на 521, 573, 526 или 578. Подбирая их последние цифры так¸ чтобы обеспечить делимость на 8, получаем первые четыре ответа, а записывая полученные числа в обратном порядке — вторые четыре.
Задача 4. Внутри четырехугольника ABCD дана точка P. Оказалось, что сумма расстояний от P до A и C равна диагонали BD, а сумма расстояний от P до B и D равна диагонали AC. Докажите, что существует не более одной такой точки.
Решение. Заметим, что BD = PA + PC ( AC и AC = PB + PD ( BD, откуда AC = BD= PA + PC = PB + PD. Поскольку AC = PA + PC, точка Р лежит на диагонали АС. Поскольку BD = PB + PD, точка Р лежит на диагонали BD. Значит, Р — точка пересечения диагоналей четырехугольника.

Задача 5. Числа a, b, c, d таковы, что a+b > |c–d| и c+d > |a–b|. Докажите, что a+c > |b–d|.
Решение. a+b > |c–d| ( d–c, откуда a+c > d–b. c+d > |a–b| ( b–a, откуда a+c > b–d. Осталось заметить, что |b–d| равно либо b–d, либо d–b.
Задача 6. Решите в натуральных числах уравнение 3k–1 = m3.
Ответ: k = 2, m = 2. Решение. 3k–1 = m3 ( 3k = m3+1 = (m+1)(m2–m+1) откуда следует, что m+1 = 3a и m2–m+1 = 3b, где a и b — неотрицательные целые числа. Поскольку (m+1)2 = 32a > m2–m+1 = 3b, выполнено неравенство 2a ( b+1, откуда (m+1)2 ( 3(m2–m+1) ( 2m2–5m+2 ( 0 ( 1/2 ( m ( 2, то есть m может равняться только 1 или 2. При m = 1 имеем 3k = 2 — нет решений, а при m = 2 получаем 3k = 9, откуда k = 2.

Задача 7. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Прямая, параллельная AD, пересекает отрезки AB, AC, BD, CD в точках E, F, G, H соответственно. Докажите, что SEBCF : SGBCH = EF : GH.
Решение. Четырехугольники EBCF и GBCH получаются отрезанием от треугольников ABC и DBC треугольников AEF и DGH соответственно. Понятно, что SAEF : SDGH = EF : GH. Теперь достаточно доказать, что SABC : SDBC = EF : GH. Это очевидно, если BC || AD. В противном случае пусть T — точка пересечения BC и AD. Будем считать, что T лежит на луче DA (другой случай рассматривается аналогично). Пусть прямая, проходящая через В параллельно AD, пересекает прямые CD и AC в точках K и L соответственно. Тогда SABC : SDBC = TA : TD = BL : BK = EF : GH, что и требовалось доказать. Первое равенство в этой цепочке вытекает из рассмотрения высот, опущенных из вершин А и D на общее основание ВС треугольников, второе — из подобия с одним и тем же коэффициентом треугольников TCA с BCL и TCD с BCK соответственно, а третье— из подобия с одним и тем же коэффициентом треугольников DKB с DHG и ALB с AFE соответственно.
Задача 8. На турнир приехали 100 человек. Известно, что среди любых 50 из них есть человек, знакомый с остальными 49. Докажите, что можно найти 52 человека, любые два из которых знакомы между собой.

Решение. Выберем из этих 100 человек наибольшее возможное количество пар незнакомых. Если таких пар наберется 25, среди входящих в них 50 человек не найдется никого, кто был бы знаком с 49 остальными — противоречие. Значит, таких пар не больше 24, и в них входит не больше 48 человек. Понятно, что среди 52 (или большего числа) остальных людей каждый знает каждого, что и требовалось доказать.

Решения задач командной олимпиады младшей группы.

Задача 1. В 20 клетках таблицы 21(21 стоит по одной фишке. За один ход разрешается выбрать любую строчку и любой столбец, и добавить по одной фишке в каждую клетку выбранной строчки и в каждую клетку выбранного столбца (таким образом, в клетку, стоящую на пересечении строки и столбца, добавляется две фишки). Можно ли добиться того, чтобы во всех клетках стояло поровну фишек?

Ответ: Нет. Решение. Если во всех клетках таблицы станет поровну фишек, общее их число будет делиться на 21. Но начальное число фишек не делится на 21, а на каждом шаге мы добавляем 42 фишки — число, делящееся на 21. Поэтому общее число фишек не разделится на 21 никогда.

Задача 2. В 12.00 из пункта А в далекий пункт Б выехал автомобиль «Москвич» со скоростью 80 км/ч. В 13.00 вслед за ним выехали «Жигули» со скоростью 120 км/ч, а в 14.00 вслед за ними выехала «Волга» со скоростью 120 км/ч. Когда одна из этих трех машин будет ровно посередине между двумя другими? Найдите все возможные ответы и докажите, что других нет.
Ответ: В 16.30 и 21.00. Решение. К 14.00 «Москвич» удалится от А на 160 км, а «Жигули» — на 120 км. Поскольку скорости «Жигулей» и «Волги» одинаковы, расстояние между ними начиная с 14.00 постоянно будет равно 120 км. Так как эта «связка» едет быстрее «Москвича», «Жигули» никогда не окажутся посередине между «Москвичом» и «Волгой». «Москвич» окажется посередине между «Жигулями» и «Волгой», когда «Жигули» обгонят его на 60 км, а «Волга» посередине между «Москвичом» и «Жигулями» — когда «Жигули» обгонят «Москвич» на 240 км. Так как «Жигули» едут на 40 км/ч быстрее «Москвича», то на 60 км они обгонят его в 16.30, а на 240 км — в 21.00.

Задача 3. Грани игрального кубика занумерованы числами от 1 до 6 так, что сумма чисел на любых двух противоположных гранях равна 7. Из 117 таких кубиков выложен куб 5(5(5 с удаленными угловыми кубиками. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел, написанных на поверхности получившейся фигуры?
Ответ: 234. Решение. На поверхность каждой грани выходят 9 кубиков, у которых видна только одна эта грань. Сумма видимых на них чисел будет минимальной, если каждое видимое число равно 1. Кроме того, на каждом из 12 ребер есть один кубик с двумя видимыми гранями (сумма минимальна, если на этих гранях видны 1 и 2) и два кубика с тремя видимыми гранями (сумма минимальна, если видимыми числами будут 1, 2 и 3 — это всегда возможно, потому что никакие две из этих трех граней не противоположны). Минимальная сумма равна 12((6+6+3)+6(9(1 = 234.

Задача 4. См. задачу 3 старшей группы.
Задача 5. Внутри четырехугольника ABCD дана точка P. Оказалось, что сумма расстояний от P до A и C равна диагонали BD, а сумма расстояний от P до B и D равна диагонали AC. Докажите, что AC = BD.
Решение. BD = PA + PC ( AC и AC = PB + PD ( BD, откуда AC = BD.
Задача 6. В клетки квадратной таблицы 9(9 вписали в порядке возрастания (сначала заполнили первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 365 до 445. Можно ли выбрать 5 клеток таблицы, образующих крест, так, чтобы сумма записанных в них чисел равнялась 2005?
Ответ: Нет. Решение. Нетрудно убедиться, что в любом кресте из 5 клеток число в левой клетке на единицу меньше, а в правой — на единицу больше числа, стоящего в центральной клетке, число в верхней клетке на 9 меньше, а в нижней — на 9 больше, чем в центральной клетке. Таким образом, сумма чисел в пяти клетках креста ровно в 5 раз больше числа в его центральной клетке, то есть если сумма чисел в кресте — 2005, то в его центре должно быть число 401. Но это число стоит на краю таблицы — в первой клетке пятой строки, и потому не может находиться в центре креста.

Задача 7. На турнир приехал 101 человек. Известно, что среди любых 100 из них есть человек, знакомый со всеми остальными. Докажите, что можно найти человека, который знаком со всеми остальными.
[image: image1.wmf]Решение. Будем называть участников турнира игроками. Пусть нет игрока, знакомого со всеми остальными. Возьмем любого игрока А. По условию есть игрок Б, знакомый со всеми игроками, кроме А. Уберем игрока Б. Со всеми оставшимися может быть знаком только игрок А: иначе игрок С(А, знакомый со всеми оставшимися, будет знаком и с Б, что противоречит нашему предположению. Назовем таких игроков А и Б антиподами. Из проведенного рассуждения следует, что при нашем предположении у каждого игрока А есть единственный антипод Б, для которого А в свою очередь является антиподом. Но это значит, что все игроки должны разбиться на пары антиподов, а это невозможно, ибо число игроков нечетно. Противоречие.

Задача 8. Из картона сделан равнобедренный прямоугольный треугольник. Можно ли от него последовательно отрезать прямолинейными разрезами 8 равных кусочков?
Ответ: Да. Решение. См. рисунок справа.

	Командная олимпиада

	 
	Старшая лига
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	сумма
	место
	 

	1
	Долгопрудный-Белгород
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	49
	1
	Высшая лига

	2
	Киров-8-I
	7
	7
	7
	7
	0
	7
	7
	0
	42
	2-3
	

	3
	Ижевск-8
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	0
	42
	2-3
	

	4
	Казань-8
	7
	7
	5
	7
	7
	5
	0
	0
	38
	4
	

	5
	Нижний Тагил-8
	7
	7
	6
	7
	0
	0
	0
	7
	34
	5
	

	6
	Нижний Новгород-63-Казань
	7
	6
	5
	5
	7
	0
	0
	0
	30
	6
	

	7
	Екатеринбург
	7
	7
	7
	7
	0
	0
	1
	0
	29
	7-8
	

	8
	Магнитогорск-8
	7
	7
	6
	6
	0
	0
	0
	3
	29
	7-8
	

	9
	Пермь-9-8
	7
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	28
	9-11
	Первая лига

	10
	Киров-8-II
	7
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	28
	9-11
	

	11
	Оренбург-Белгород
	7
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	28
	9-11
	

	12
	Саров-Нижний Новгород-8-7
	6
	7
	1
	7
	0
	4
	0
	0
	25
	12
	

	13
	Красноярск-8
	7
	7
	7
	0
	0
	3
	0
	0
	24
	13
	

	14
	Ярославль
	7
	7
	0
	7
	0
	0
	2
	0
	23
	14-16
	

	15
	Снежинск-125
	2
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	23
	14-16
	

	16
	Раменское
	7
	7
	3
	6
	0
	0
	0
	0
	23
	14-16
	

	17
	Новочебоксарск
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	21
	17-18
	

	18
	Курган-8
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	21
	17-18
	

	19
	Омск-8
	0
	7
	7
	6
	0
	0
	0
	0
	20
	19
	

	20
	Нижний Новгород-80
	0
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	7
	20
	

	 
	Кол-во команд, решивших задачу
	17
	20
	16
	16
	4
	5
	2
	1
	 
	 
	

	При равенстве баллов рейтинговый номер определялся жребием.
	


	 
	Юниорская лига
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	сумма
	место
	 

	1
	Киров-7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	56
	1-2
	Высшая лига

	2
	БКШ (Белорецк)
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	56
	1-2
	

	3
	Снежинск-127
	7
	7
	5
	7
	7
	7
	7
	7
	54
	3
	

	4
	Ижевск-7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	49
	4-5
	

	5
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	0
	49
	4-5
	

	6
	Омск-7
	7
	7
	5
	7
	7
	3
	7
	0
	43
	6-8
	

	7
	Пермь-146
	7
	7
	5
	7
	7
	3
	7
	0
	43
	6-8
	

	8
	Пермь-9-7-I
	7
	7
	6
	7
	7
	7
	2
	0
	43
	6-8
	


	9
	Магнитогорск-7
	7
	1
	5
	7
	7
	7
	0
	0
	34
	9
	Первая лига

	10
	Нижний Новгород-Саров-7-6
	0
	7
	5
	6
	7
	7
	0
	0
	32
	10
	

	11
	Челябинск
	0
	2
	5
	7
	7
	6
	4
	0
	31
	11
	

	12
	Дзержинск
	7
	3
	0
	7
	6
	7
	0
	0
	30
	12-13
	

	13
	Оренбург-6
	0
	7
	5
	0
	7
	7
	4
	0
	30
	12-13
	

	14
	Татарстан-7
	0
	7
	0
	1
	7
	7
	7
	0
	29
	14
	

	15
	Курган-6-7
	0
	3
	5
	1
	7
	7
	0
	2
	25
	15
	

	16
	Нижний Тагил-7
	0
	4
	0
	2
	7
	7
	0
	0
	20
	16
	

	17
	Пермь-9-7-III
	1
	7
	5
	0
	0
	3
	0
	0
	16
	17-19
	Вторая лига

	18
	Набережные Челны-6-I
	1
	3
	5
	0
	0
	7
	0
	0
	16
	17-19
	

	19
	Магнитогорск-6
	1
	1
	0
	7
	0
	7
	0
	0
	16
	17-19
	

	20
	Киров-6
	1
	1
	5
	0
	0
	7
	0
	0
	14
	20
	

	21
	Москва-1543-6
	0
	1
	2
	1
	0
	7
	0
	0
	11
	21
	

	22
	Пермь-9-7-II
	0
	3
	0
	0
	0
	7
	0
	0
	10
	22-23
	

	23
	Петропавловск (Казахстан)
	1
	3
	0
	0
	5
	1
	0
	0
	10
	22-23
	

	24
	Красноярск-7
	0
	7
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	8
	24
	

	25
	Нижний Новгород-128
	0
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	7
	25
	

	26
	Набережные Челны-6-II
	0
	0
	2
	0
	0
	0
	0
	0
	2
	26
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	10
	15
	16
	13
	17
	19
	10
	3
	 
	 
	

	При равенстве баллов рейтинговый номер определялся жребием.
	


ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 19.02.2005

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. У натурального числа заменили последнюю цифру на 0. Оказалось, что сумма полученного числа с исходным равна 2005. Чему могло равняться исходное число (перечислите все возможности)?

2. Карл у Клары украл несколько кораллов, и она подала на него в суд. По решению суда Карл должен был вернуть все украденные кораллы, а в качестве компенсации — еще треть от числа украденных. Тогда общее количество кораллов у Клары возросло бы на 1/7. Но раскаявшийся Карл, кроме этого, подарил Кларе еще дополнительно 8 кораллов, и общее число кораллов у девушки возросло на 1/5. Сколько кораллов было украдено? 
3. Можно ли расставить в таблице 4(4 различные натуральные числа от 1 до 16 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 16? 

4. Два прямоугольника, пересекаясь, образуют пять прямоугольников. Оказалось, что площади всех пяти прямоугольников одинаковы. Докажите, что и периметры этих прямоугольников одинаковы.

5. У четырех натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 6.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА

1. Две последние цифры натурального числа заменили нулями. Оказалось, что сумма полученного числа с исходным равна 2005. Каким могло быть исходное число (перечислите все возможности и докажите, что других нет)?
2. Два прямоугольника, пересекаясь, образуют пять прямоугольников. Оказалось, что площади всех пяти прямоугольников одинаковы. Докажите, что и периметры этих прямоугольников одинаковы. 
3. Можно ли расставить в таблице 6(6 различные натуральные числа от 1 до 36 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 37? 
4. У семи натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 25.

5. AL — биссектриса треугольника ABC. Известно, что (ABC = 2(ACB + (BAC. Докажите, что AB+CL = AC.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. Сколько существует таких пар положительных чисел x, y, что x+y = 
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, причем x — натуральное число, не превосходящее 2005?
2. Можно ли расставить в таблице 6(6 различные натуральные числа от 1 до 36 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 37?

3. AL — биссектриса треугольника ABC. Известно, что (ABC = 2(ACB + (BAC. Докажите, что AB+CL = AC.

4. У восьми натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 35.

5. Некоторые из городов страны соединены дорогами; из каждого города выходит не более трех дорог. Докажите, что все города можно разбить на две группы так, чтобы не более трети дорог соединяли города из одной группы

Решения задач личной олимпиады 6 класса.

Задача 1. У натурального числа заменили последнюю цифру на 0. Оказалось, что сумма полученного числа с исходным равна 2005. Чему могло равняться исходное число (перечислите все возможности).
Ответ: 1005. Решение. Пусть А — исходное число, а В — число, полученное заменой последней цифры числа А на 0. Очевидно, число А оканчивается на 5. Поэтому 2005 = А+В = 2В+5, откуда В = 1000 и А = 1005.

Задача 2. Карл у Клары украл несколько кораллов, и она подала на него в суд. По решению суда Карл должен был вернуть все украденные кораллы, а в качестве компенсации — еще треть от числа украденных. Тогда общее количество кораллов у Клары возросло бы на 1/7. Но раскаявшийся Карл, кроме этого, подарил Кларе еще дополнительно 8 кораллов, и общее число кораллов у девушки возросло на 1/5. Сколько кораллов было украдено?
Ответ: 60. Решение. 8 кораллов составляют 1/5 – 1/7 = 2/35 части кораллов, бывших у Клары до кражи. Значит, до кражи у Клары было 35(8/2 = 140 кораллов. Седьмая часть от 140, равная трети числа украденных кораллов — это 20. Стало быть, украдено было 20(3 = 60 кораллов.

Задача 3. Можно ли расставить в таблице 4(4 различные натуральные числа от 1 до 16 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 16?
Ответ: Нет. Решение. Разобьем таблицу на 4 квадрата 2(2. Если бы в каждом из них сумма всех чисел делилась на 16, то делилась бы на 16 и сумма всех чисел в таблице. Но она на 16 не делится, потому что равна 136 = 17(8.

Задача 4. Два прямоугольника, пересекаясь, образуют пять прямоугольников. Оказалось, что площади всех пяти прямоугольников одинаковы. Докажите, что и периметры этих прямоугольников одинаковы.
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Решение. У левого, центрального и правого прямоугольников на рисунке равны вертикальные стороны и площади, значит, равны и горизонтальные стороны, а у верхнего, среднего и нижнего прямоугольников на рисунке равны горизонтальные стороны и площади, значит, равны и вертикальные стороны. Таким образом, все пять прямоугольников равны среднему, стало быть, и периметры у них одинаковы.

Задача 5. У четырех натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 6.
Решение. Если какое-то из данных чисел делится на 3, то его произведения с остальными тремя дают при делении на 6 остатки 3 или 0, и среди трех таких остатков найдутся два одинаковых. Если среди данных чисел есть два с одинаковыми остатками от деления на 6, то умножая их на любое третье получим два произведения с одинаковыми остатками. Если же все остатки от деления данных чисел на 6 различны, и эти числа не делятся на 3, то эти остатки равны 1, 2, 4 и 5, и произведение чисел с остатками 1 и 2 дает тот же остаток 2, что и произведение чисел с остатками 4 и 5.

Решения задач личной олимпиады 7 класса.

Задача 1. Две последние цифры натурального числа заменили нулями. Оказалось, что сумма полученного числа с исходным равна 2005. Каким могло быть исходное число (перечислите все возможности и докажите, что других нет)?
Ответ: 1005. Решение. Пусть А — исходное число, В — число, полученное заменой двух последних цифр числа А на нули, а С — число, образованное двумя последними цифрами числа А. Очевидно, 2005–С = 2В, и это число оканчивается двумя нулями. Поэтому число А оканчивается на 05, откуда В = 1000 и А = 1005. 
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Задача 2. Два прямоугольника, пересекаясь, образуют пять прямоугольников. Оказалось, что площади всех пяти прямоугольников одинаковы. Докажите, что и периметры этих прямоугольников одинаковы.
Решение. У левого, центрального и правого прямоугольников на рисунке равны вертикальные стороны и площади, значит, равны и горизонтальные стороны, а у верхнего, среднего и нижнего прямоугольников на рисунке равны горизонтальные стороны и площади, значит, равны и вертикальные стороны. Таким образом, все пять прямоугольников равны среднему, стало быть, и периметры у них одинаковы.

Задача 3. Можно ли расставить в таблице 6(6 различные натуральные числа от 1 до 36 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 37?
Ответ: Да. Решение. Покрасим клетки доски в черный и белый цвета в шахматном порядке и занумеруем по строкам (начиная с верхней) слева направо черные клетки нечетными числами от 1 до 35 в порядке возрастания, а белые клетки — четными числами от 36 до 2 в порядке убывания.

Задача 4. У семи натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 25.
Решение. Если какое-то из данных чисел делится на 5, то его произведения с остальными шестью могут давать при делении на 25 только остатки 0, 5, 10, 15 или 20, и среди шести таких остатков найдутся два одинаковых. Если же ни одно из них не делится на 5, то остатки 0, 5, 10, 15 и 20 у произведений невозможны, то есть возможных остатков всего 20, и среди 7(6/2 = 21 попарного произведения найдутся два, имеющие равные остатки.

Задача 5. AL — биссектриса треугольника ABC. Известно, что (ABC = 2(ACB + (BAC. Докажите, что AB+CL = AC.
Решение. Отложим на луче АС отрезок AD = АВ. Поскольку (АВС > (АСВ, точка D лежит на стороне АC. Треугольники ABL и ADL равны по двум сторонам и углу между ними. Пусть (BAC = х, а (ACB = у. Тогда (ABL = (ADL = х+2у, 180( = 2х+3у и (LDC = 180(–(ABL = х+у = (DLC. Значит, CD = CL и AС = AD+ CD = AB+CL.

Решения задач личной олимпиады 8 класса.

Задача 1. Сколько существует таких пар положительных чисел x, y, что x+y = 
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, причем x — натуральное число, не превосходящее 2005?

Ответ: 2005. Решение. x+y = 
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. Таким образом, для любого натурального числа x, не превосходящего 2005, существует ровно одно число y, дающее вместе с x решение уравнения из условия задачи. Поэтому искомых пар x, y столько же, сколько натуральных чисел, не превосходящих 2005, то есть 2005.

Задача 2. Можно ли расставить в таблице 6(6 различные натуральные числа от 1 до 36 так, чтобы во всех квадратиках 2(2 сумма чисел делилась на 37?
Ответ: Да. Решение. Покрасим клетки доски в черный и белый цвета в шахматном порядке и занумеруем по строкам (начиная с верхней) слева направо черные клетки нечетными числами от 1 до 35 в порядке возрастания, а белые клетки — четными числами от 36 до 2 в порядке убывания.

Задача 3. AL — биссектриса треугольника ABC. Известно, что (ABC = 2(ACB + (BAC. Докажите, что AB+CL = AC.
Решение. Отложим на луче АС отрезок AD = АВ. Поскольку (АВС больше (АСВ, точка D лежит на стороне АC. Треугольники ABL и ADL равны по двум сторонам и углу между ними. Пусть (BAC = х, а (ACB = у. Тогда (ABL = (ADL = х+2у, 180( = 2х+3у и (LDC = 180(–(ABL = х+у = (DLC. Значит, CD = CL и AС = AD+ CD = AB+CL.
Задача 4. У восьми натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 35.
Решение. Если какое-то из данных чисел делится на 7, то его произведения с остальными семью могут давать при делении на 35 только остатки 0, 7, 14, 21 или 28, и среди семи таких остатков найдутся два одинаковых. Пусть чисел, делящихся на 7, нет, но есть число, делящееся на 5. Тогда его произведения с остальными семью могут давать при делении на 35 остатки только 5, 10, 15, 20, 25 и 30, и среди семи таких остатков найдутся два одинаковых. Если же все числа не делятся ни на 5, ни на 7, то остатки 0, 7, 14, 21, 28, 5, 10, 15, 20, 25 и 30 у произведений невозможны, то есть возможных остатков всего 24, и среди 8(7/2 = 28 попарных произведений найдутся два, имеющие равные остатки.

Задача 5. Некоторые из городов страны соединены дорогами; из каждого города выходит не более трех дорог. Докажите, что все города можно разбить на две группы так, чтобы не более трети дорог соединяли города из одной группы.
Решение. Допустим, что каждый город соединен не более чем с двумя другими. Тогда все дороги объединяются в циклы (замкнутые маршруты) и цепи (незамкнутые маршруты), не связанные между собой. В каждой цепи и каждом цикле четной длины отметим города красным и синим цветами так, чтобы цвета чередовались, а в каждом цикле нечетной длины отметим красным какие-либо два соседних города, а остальные снова покрасим так, чтобы их цвета чередовались. Тогда синие города вообще не будут связаны дорогами, а дорог, соединяющих красные, будет столько же, сколько циклов нечетной длины. Поскольку в каждом нечетном цикле не меньше трех дорог, дорог, соединяющих одноцветные города, будет не больше трети от общего числа дорог.

В общем случае будем удалять по одному города, из которых выходит по три дороги, вместе с выходящими из них дорогами до тех пор, пока не окажется, что каждый из оставшихся городов соединен не более чем с двумя другими. Затем раскрасим оставшиеся города так, как сказано выше, а после будем по одному добавлять удаленные города и красить каждый добавленный город в синий цвет, если хотя бы две дороги из него ведут в красные города, и в красный в противном случае. Легко понять, что разбиение городов на красные и синие, которое мы получим в итоге, удовлетворяет условию задачи.

победители и призеры личной олимпиады

	Фамилия, имя
	класс
	территория
	1
	2
	3
	4
	5
	Сумма
	Награда

	Малых Софья
	6
	Киров
	7
	7
	7
	7
	6
	34
	Диплом I ст.

	Исаак Евгений
	6
	 Курган
	6
	7
	2
	7
	7
	29
	Диплом II ст.

	Валиев Азат
	6
	Набережные Челны
	7
	7
	7
	7
	0
	28
	Диплом II ст.

	Клоков Сергей
	6
	Магнитогорск
	7
	7
	7
	1
	6
	28
	Диплом II ст.

	Сербина Дарья
	6
	 Курган
	1
	7
	7
	7
	6
	28
	Диплом II ст.

	Рыков Андрей
	6
	Снежинск
	7
	3
	7
	7
	2
	26
	Диплом III ст.

	Матдинов Марсель
	6
	Оренбург
	5
	2
	6
	7
	4
	24
	Диплом III ст.

	Южанин Денис
	6
	Киров
	5
	3
	3
	6
	7
	24
	Диплом III ст.

	Валиев Камиль
	6
	Набережные Челны
	7
	7
	2
	6
	0
	22
	Диплом III ст.

	Хараджиев Олег
	6
	Набережные Челны
	6
	6
	7
	2
	0
	21
	Диплом III ст.

	Абакулова Варвара
	6
	Снежинск
	6
	3
	3
	7
	1
	20
	ПГ

	Суворов Алексей
	6
	Киров
	7
	7
	1
	5
	0
	20
	ПГ

	Баландин Илья
	6
	Нижний Новгород
	7
	3
	0
	2
	7
	19
	ПГ

	Брагин Владимир
	7
	Снежинск
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I ст.

	Ненашев Глеб
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I ст.

	Русских Марьяна
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I ст.

	Шабалин Филипп
	7
	Киров
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I ст.

	Варенье Олег
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	0
	7
	28
	Диплом II ст.

	Лисицкий Дмитрий
	7
	Белорецк
	7
	6
	7
	0
	7
	27
	Диплом II ст.

	Соколов Вячеслав
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	0
	7
	6
	27
	Диплом II ст.

	Широкоряд Аркадий
	7
	 Челябинск
	7
	7
	7
	5
	0
	26
	Диплом II ст.

	Астахова Мария
	7
	Белорецк
	7
	7
	7
	0
	4
	25
	Диплом II ст.

	Мишин Арсений
	7
	 Челябинск
	7
	7
	7
	2
	0
	23
	Диплом III ст.

	Куликова Елизавета
	7
	Пермь
	7
	6
	7
	1
	1
	22
	Диплом III ст.

	Алексеев Андрей
	7
	Набережные Челны
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Борисов Григорий
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	0
	7
	0
	21
	Диплом III ст.

	Гартвиг Борис
	7
	Оренбург
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Кузнецов Ростислав
	7
	Киров
	7
	7
	0
	0
	7
	21
	Диплом III ст.

	Кузьмин Игорь
	7
	Ижевск
	6
	7
	7
	1
	0
	21
	Диплом III ст.

	Лобастов Степан
	7
	Киров
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Мошкин Виталий
	7
	Магнитогорск
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Погорелов Дмитрий
	7
	Нижний Новгород
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Сивенцев Андрей
	7
	Нижний Тагил
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Таран Александр
	7
	Омск
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом III ст.

	Василенко Артем
	7
	Омск
	6
	7
	0
	7
	0
	20
	Диплом III ст.

	Коган Алексей
	7
	Омск
	6
	7
	7
	0
	0
	20
	Диплом III ст.

	Куприй Кирилл
	7
	Набережные Челны
	6
	7
	7
	0
	0
	20
	Диплом III ст.

	Лушникова Наталья
	7
	Пермь
	6
	7
	7
	0
	0
	20
	Диплом III ст.

	Семенов Александр
	7
	Белорецк
	6
	6
	0
	7
	0
	19
	Диплом III ст.

	Огнева Дарья
	7
	Саров
	6
	7
	0
	0
	5
	18
	Диплом III ст.

	Сафонова Елена
	7
	 Петропавловск 
	5
	7
	0
	0
	6
	18
	Диплом III ст.

	Горинов Евгений
	8
	Киров
	7
	7
	7
	7
	0
	28
	Диплом I ст.

	Бабичев Дмитрий
	8
	Долгопрудный
	7
	7
	6
	7
	0
	27
	Диплом I ст.

	Багаева Екатерина
	8
	Киров
	7
	7
	6
	7
	0
	27
	Диплом I ст.

	Титов Иван
	8
	Екатеринбург
	7
	7
	6
	7
	0
	27
	Диплом I ст.

	Ненашев Глеб
	7
	Санкт-Петербург
	6
	7
	7
	5
	0
	25
	Диплом I ст.

	Францев Александр
	8
	Нижний Тагил
	7
	7
	7
	0
	2
	23
	Диплом II ст.

	Шарахов Сергей
	8
	Ижевск
	4
	7
	6
	5
	0
	22
	Диплом II ст.

	Ильинов Павел
	8
	Нижний Тагил
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом II ст.

	Курочкин Юрий
	8
	Ижевск
	7
	1
	6
	7
	0
	21
	Диплом II ст.

	Ламбринаки Евгения
	8
	Киров
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом II ст.

	Парамонов Кирилл
	8
	Оренбург
	7
	7
	6
	0
	1
	21
	Диплом II ст.

	Хиженков Андрей
	8
	Киров
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Диплом II ст.

	Екимов Александр
	8
	Ижевск
	7
	7
	6
	0
	0
	20
	Диплом II ст.

	Колотова Лада
	8
	Киров
	7
	7
	6
	0
	0
	20
	Диплом II ст.

	Сафин Ленар
	8
	Киров
	7
	7
	6
	0
	0
	20
	Диплом II ст.

	Тихомиров Павел
	8
	Долгопрудный
	7
	7
	6
	0
	0
	20
	Диплом II ст.

	Поглазов Павел
	8
	Киров
	7
	1
	6
	0
	4
	18
	Диплом III ст.

	Феденев Павел
	8
	Нижний Тагил
	4
	7
	7
	0
	0
	18
	Диплом III ст.

	Еремкин Сергей
	8
	Магнитогорск
	7
	7
	2
	0
	0
	16
	ПГ

	Горбушин Арсений
	8
	Киров
	7
	0
	4
	0
	4
	15
	ПГ

	Зенков Артем
	8
	Красноярск
	7
	7
	1
	0
	0
	15
	ПГ

	Ишмурзина Юлия
	8
	Магнитогорск
	7
	7
	1
	0
	0
	15
	ПГ

	Лавров Алексей
	8
	Долгопрудный
	7
	1
	7
	0
	0
	15
	ПГ

	Парамонов Сергей
	8
	Оренбург
	7
	1
	7
	0
	0
	15
	ПГ


ПРАВИЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО БОЯ

Общие положения. Математический бой – это соревнование двух команд в решении математических задач. Он состоит из двух частей. Сначала команды получают условия задач и определенное время на их решение. При решении задач команда может использовать любую литературу, но не имеет права общаться по поводу решения задач ни с кем, кроме жюри. По истечении этого времени начинается собственно бой, когда команды в соответствии с правилами рассказывают друг другу решения задач. Если одна команда рассказывает решение, то другая оппонирует его, т.е. ищет в нем ошибки (недостатки), и, если решения нет, то, возможно, приводит свое. При этом выступления оппонента и докладчика оцениваются жюри в баллах (за решение и за оппонирование). Если команды, обсудив предложенное решение, все-таки до конца задачу не решили или не обнаружили допущенные ошибки, то часть баллов (или даже все баллы) может забрать себе жюри боя. Если по окончании боя результаты команд отличаются не более чем на 3 балла, то считается, что бой закончился вничью. В противном случае побеждает команда, которая по окончании боя набирает больше баллов. Если же по условиям боя он не может закончиться вничью, то жюри до боя объявляет это командам и оглашает процедуру определения победителя.

Капитаны команд имеют право попросить жюри о предоставлении перерыва в ходе боя на 5–10 минут (примерно через каждые полтора часа). Перерыв может предоставляться только между обсуждением двух различных задач (между раундами). При этом команда, которая должна сделать вызов, делает его в письменной форме (без оглашения) непосредственно перед началом перерыва и сдает жюри, которое оглашает этот вызов сразу после окончания перерыва.

Вызовы. Бой состоит из нескольких раундов. В начале каждого раунда (если не происходит отказ от вызова – см. ниже пункт “Окончание боя”) одна из команд вызывает другую на одну из задач, решения которых еще не рассказывались (например: “Мы вызываем команду соперников на задачу номер 8”). После этого вызванная команда сообщает, принимает ли она вызов, т.е. согласна ли рассказывать решение задачи, на которую была вызвана (ответ можно обдумывать, но не более 1 минуты). Если да, то она выставляет докладчика, который должен рассказать решение, а вызвавшая команда выставляет оппонента, обязанность которого – искать в решении ошибки. Если нет, то докладчика обязана выставить команда, которая вызывала, а отказавшаяся отвечать команда выставляет оппонента. Команда, желающая сохранить выходы к доске, может отказаться выставлять оппонента. Тогда она в этом раунде не участвует (и изменить своего решения уже не может).

Ход раунда. Доклад. В начале раунда докладчик рассказывает решение. Доклад должен содержать ответы на все поставленные в задаче вопросы и доказательство правильности и полноты полученных ответов. В частности, докладчик обязан доказать каждое сформулированное им промежуточное утверждение либо сослаться на него, как на общеизвестное. Докладчик должен стремиться к ясности изложения, в частности, он обязан повторить по просьбе оппонента или жюри любую часть своего доклада. Время на доклад ограничивается 15 минутами, после чего жюри решает, разрешать ли докладчику рассказывать дальше. В это время не включаются повторы части решения по просьбе оппонента.

Докладчик может иметь бумагу с чертежами и (с отдельного разрешения жюри) вычислениями, но не имеет права брать с собой текст решения. В докладе нельзя ссылаться на вычисления, проведенные с помощью калькулятора или иной вычислительной техники и не подтвержденные иным способом.

Докладчик имеет право :

– до начала выступления вынести на доску всю необходимую информацию (чертежи, вычисления и т.п.);

– не отвечать на вопросы оппонента, заданные до начала обсуждения;

– просить оппонента уточнить свой вопрос (в частности, докладчик может предложить свою версию вопроса: “Правильно ли я понимаю, что вы спросили о том-то и том-то?”);

– отказаться отвечать на вопрос, сказав, что: (а) он не имеет ответа на этот вопрос; (б) он уже ответил на этот вопрос (объяснив, когда и как); (в) вопрос некорректен или выходит за рамки научной дискуссии по поставленной задаче. В случае несогласия оппонента с основаниями (б) и (в) арбитром выступает жюри.

Докладчик не обязан:

– излагать способ получения ответа, если он может доказать правильность и полноту ответа другим путем;

– сравнивать свой метод решения с другими возможными методами, в том числе с точки зрения краткости, красоты и пригодности для решения других задач.

Докладчик обязан рассказывать решение в вежливой, корректной форме, критикуя действия оппонента, не допускать критики его личности, обращаться к оппоненту только на “Вы”.

Оппонирование. Пока доклад не окончен, оппонент может задавать вопросы только с согласия докладчика, но имеет право просить повторения части решения и разрешать докладчику не доказывать какие-либо очевидные с точки зрения оппонента факты. После окончания доклада оппонент имеет право задавать вопросы докладчику. Если в течение минуты оппонент не задал ни одного вопроса, то считается, что у него нет вопросов. Если докладчик в течение минуты не начинает отвечать на вопрос, то считается, что у него нет ответа.

В качестве вопроса оппонент может :

– потребовать у докладчика повторить любую часть доклада;

– попросить уточнения любого из высказываний докладчика, в том числе: (а) попросить дать определение любого термина (“Что Вы понимаете под ...”); (б) переформулировать утверждение докладчика своими словами и попросить подтверждения (“Правильно ли я понимаю, что Вы утверждаете следующее: ...”);

– попросить докладчика доказать сформулированное тем неочевидное необщеизвестное утверждение (в спорных случаях вопрос об известности или очевидности решает жюри; во всяком случае, известными считаются факты, изучающиеся в общеобразовательной школе);

– после ответа на вопрос выразить удовлетворенность или мотивированную неудовлетворенность ответом.

Если оппонент считает, что докладчик тянет время, придумывая решение у доски, или что существенная часть доклада не является изложением решения обсуждаемой задачи, он имеет право (но не ранее, чем через 10 минут после начала доклада) попросить докладчика предъявить ответ (если таковой в задаче подразумевается) или план дальнейших рассуждений.

Оппонент обязан:

– формулировать свои вопросы в вежливой, корректной форме, обращаться к докладчику только на “Вы”;

– критикуя доклад, не допускать критики докладчика;

– повторять и уточнять свои вопросы по просьбе докладчика или жюри.

По итогам доклада и ответов на вопросы оппонент имеет право дать свою оценку докладу и обсуждению в одной из следующих форм: (а) признать решение правильным; (б) признать решение (ответ) в основном правильным, но имеющим недостатки и/или пробелы с обязательным их указанием; (в) признать решение (ответ) неправильным с указанием ошибок в обоснованиях ключевых утверждений доклада или контрпримеров к ним (или ответу), или указанием существенных пробелов в обоснованиях или плане решения. Если оппонент согласился с решением, он и его команда в этом раунде больше не участвуют.

Если оппонент имеет контрпример, опровергающий решение докладчика в целом, и этот контрпример сам является решением задачи (такое бывает, например, в случаях, когда вопрос задачи звучит как “Можно ли …?”, “Верно ли, что …?” и т.п.), то оппонент имеет право заявить: “Я с решением не согласен, у меня есть контрпример”, но сам контрпример пока докладчику не предъявлять (хотя жюри имеет право потребовать от оппонента предъявления контрпримера в письменном виде, чтобы убедиться в корректности заявления оппонента). В этом случае, если докладчик не изменит своего решения в течение минуты или после взятого командой перерыва, оппонент получает право предъявить докладчику упомянутый контрпример, причем докладчик и его команда уже не имеют права менять решение или ответ.

Аналогично, если решение требует перебора случаев, оппонент имеет право заявить “Я с решением не согласен, рассмотрены не все случаи”, не указывая пока докладчику явно, какой именно случай не рассмотрен. Дальнейшие действия докладчика, жюри и оппонента такие же, как в ситуации с контрпримером.

Участие жюри в обсуждении. После окончания диалога докладчика и оппонента жюри задает свои вопросы. При необходимости оно может вмешиваться и раньше.

Выступающие и команда. Докладчик и оппонент могут обращаться к своим капитанам с просьбой о замене или перерыве для консультации. Другое общение между командой и докладчиком (оппонентом) допускается только во время полуминутного перерыва, который любая команда может взять в любой момент (при этом соперники тоже могут пользоваться этим временем). Каждая команда может взять в течение одного боя не более 6 полуминутных перерывов (см. также ниже пункт “Число выходов к доске”). Команда имеет право полностью использовать полуминутный перерыв, взятый командой соперников, даже если та закончила его досрочно.

Перемена ролей. Некорректный вызов. Порядок вызовов. Если по ходу дискуссии жюри установило, что оппонент доказал отсутствие у докладчика решения и ранее не произошел отказ от вызова, то возможны два варианта. Если вызов на этот раунд был принят, то оппонент получает право (но не обязан) рассказать свое решение. Если оппонент взялся рассказывать свое решение, то происходит полная перемена ролей: бывший докладчик становится оппонентом и может зарабатывать баллы за оппонирование. Если же вызов на этот раунд не был принят, то говорят, что вызов был некорректным. В этом случае перемены ролей не происходит, а команда, вызывавшая некорректно, должна снова вызывать соперника в следующем раунде. Во всех остальных случаях в следующем раунде вызывает та команда, которая была вызвана в текущем раунде.

Принятый вызов всегда считается корректным!
Если же оппонент не доказал, что у докладчика нет решения, но выявил в предложенном решении некоторые конкретные недостатки, то, если ранее не произошел отказ от вызова и вызов на этот раунд был принят, оппонент получает право (но не обязан) устранить все (или некоторые) из этих недостатков (“залатать дыры”). Такое же право оппонент получает, если он доказал, что у докладчика нет решения, но отказался рассказывать собственное решение. Если оппонент взялся “залатывать дыры”, то происходит частичная перемена ролей: оппонент обязан сформулировать предварительно, что именно он будет делать (например, разбирать такой-то не разобранный докладчиком случай, доказывать такое-то недоказанное докладчиком утверждение или что-либо еще), а бывший докладчик становится оппонентом и может зарабатывать баллы за оппонирование сформулированных утверждений. При проверке корректности вызова частичная перемена ролей невозможна.
Обратной перемены ролей ни в каком случае не происходит!
Число выходов к доске. Каждый член команды имеет право выйти к доске в качестве докладчика или оппонента не более двух раз за бой. Команда имеет право не более трех раз за бой заменять докладчика или оппонента, причем  каждый раз выход засчитывается как тому, кого заменили, так и тому, кто вышел на замену. Кроме того, при замене время, отведенное команде на перерывы, уменьшается на 1 минуту (эту минуту можно использовать непосредственно перед заменой, а можно и не использовать – в последнем случае команда соперников тоже не имеет права пользоваться ею).

Отказ от вызова. Окончание боя. В любой момент боя команда, которая должна вызывать, может отказаться делать это (обычно это происходит, когда у команды больше нет решенных задач, если она не хочет делать вызов, который может оказаться некорректным). Тогда другая команда получает право (но не обязана) рассказывать решения оставшихся задач. При этом команда, отказавшаяся делать вызов, может выставлять оппонентов и получать баллы только за оппонирование, но рассказывать решения она уже не имеет права, даже если они у нее и появятся (то есть после отказа от вызова не происходит ни полной, ни частичной перемены ролей).

Бой заканчивается, когда не остается необсужденных задач либо когда одна из команд отказалась от вызова, а другая команда отказалась рассказывать решения оставшихся задач.

Первый вызов. Конкурс капитанов. Кто будет делать первый вызов, определяет команда, победившая в конкурсе капитанов. Он проводится в начале боя. Капитанам предлагается задача. Капитан, первым сообщивший жюри о своем желании отвечать, получает такое право. Если он рассказывает правильное решение, то он победил, а если неправильное – победил его соперник. При этом что понимается под “правильным решением”: просто верный ответ, ответ с объяснением или что-либо еще – жюри при необходимости уточняет перед началом конкурса капитанов.

На решение задачи конкурса капитанов жюри отводит определенное время. Если за это время ни один из капитанов не высказал желания отвечать, жюри может заменить задачу или выявить победителя жребием. Вместо задачи жюри может предложить капитанам сыграть в игру. В этом случае победителем считается тот, кто выигрывает игру. Возможны и другие схемы проведения конкурса капитанов. Жюри боя заранее определяет способ проведения конкурса капитанов и сообщает о нем командам перед началом боя.

При желании на конкурс вместо капитана можно выставить любого другого члена команды.

Начисление баллов. Каждая задача оценивается в 12 баллов, которые по итогам раунда распределяются между докладчиком, оппонентом и жюри. Если докладчик, не опираясь существенно на наводящие вопросы и иные соображения жюри и/или оппонента, рассказал правильное и полное решение, все 12 баллов достаются ему. Если же в решении были выявлены "дыры" (пробелы), то жюри по окончании дискуссии определяет их стоимость. После этого оппонент, как правило, сразу получает половину стоимости обнаруженных им дыр. Если некоторые из этих "дыр" были в ходе дискуссии полностью или частично закрыты, соответствующая часть остатка их общей стоимости распределяется между докладчиком и оппонентом пропорционально их вкладу в закрытие "дыр". При этом вкладом оппонента может признаваться не только закрытие им дыры (в случае полной или частичной перемены ролей), но и помощь докладчику в закрытии дыр путем высказанных по окончании доклада наводящих соображений. Все оставшиеся баллы жюри забирает себе.

Если не было полной перемены ролей, то оппонент не может получить больше 6 баллов.

Если оппонент добился права на полную перемену ролей, то он получает за оппонирование не менее 3 баллов. Если вызов признан некорректным, то оппонент получает не менее 5 баллов (как правило, 6 баллов). В этом случае за содержательный вклад в решение докладчик также может получить до 6 баллов.

Если ошибки или пробелы в докладе указаны самим докладчиком и не устранены его командой, то оппонент получает за них баллы так, как если бы он сам нашел эти недостатки. В частности, если, получив отказ от вызова, капитан вызывающей команды сразу признается, что у его команды нет решения, то команда соперников получает 6 баллов за оппонирование (которое в этом случае могло бы состоять из одной фразы: “У Вас нет решения”), а вызов признается некорректным. Докладчик и оппонент в этом случае не назначаются и выходы к доске не засчитываются.

Капитан. Во время боя только капитан может от имени команды обращаться к жюри и соперникам: сообщать о вызове или отказе, просить перерыв и т.д. Он имеет право в любой момент прекратить доклад или оппонирование представителя своей команды. Если капитан у доски, он оставляет за себя заместителя, исполняющего в это время обязанности капитана. Имена капитана и заместителя сообщаются жюри до начала решения задач.

Во время решения задач главная обязанность капитана – координировать действия членов команды так, чтобы имеющимися силами решить как можно больше задач. Для этого капитан распределяет между членами команды задачи для решения (с учетом их пожеланий), следит, чтобы каждая задача кем-то решалась, организует проверку найденных решений. Капитан заранее выясняет, кто будет докладчиком или оппонентом по той или иной задаче и определяет всю тактику команды на предстоящем бое.

Жюри. Жюри является верховным толкователем правил боя. В случаях, не предусмотренных правилами, оно принимает решение по своему усмотрению. Решения жюри являются обязательными для команд.

Во время решения командами задач всякое существенное разъяснение условий задач, данное одной из команд, должно быть в кратчайшее время сообщено жюри всем остальным командам.

Жюри может снять вопрос оппонента (например, если он не по существу), прекратить доклад или оппонирование, если они затягиваются. Если жюри не может быстро разобраться в решении, оно может с согласия обоих капитанов выделить своего представителя, который продолжит обсуждение задачи совместно с докладчиком и оппонентом в другом помещении. При этом бой продолжается по другим задачам, а очки по этой задаче начисляются позже.

Жюри ведет протокол боя. Если одна из команд не согласна с принятым жюри решением по задаче, она имеет право немедленно потребовать перерыв на несколько минут для разбора ситуации с участием Старшего по лиге. После начала следующего раунда счет предыдущего раунда, как правило, изменен быть не может. Единственное исключение составляет случай, когда Старший по лиге по результатам разбора ситуации принимает решение поставить вопрос о ней на заседании Методической комиссии (МК) турнира. В этом случае МК должна принять решение по этому вопросу в тот же день. Вопрос о корректности вызова на заседание МК вынесен быть не может и должен разрешаться Старшим лиги на месте.

Жюри следит за порядком. Оно может оштрафовать команду за шум, некорректное поведение, общение со своим представителем, находящимся у доски.

Жюри обязано мотивировать свои решения, не вытекающие непосредственно из правил боя.

Правила блиц-боя.

1. Блиц-бой проводится для определения мест команд в случае равенства баллов в групповом турнире у двух или более команд, если (в случае двух команд) личная встреча между командами закончилась вничью, а также для определения победителя при ничейном исходе тех финальных боев, которые по регламенту не могут закончиться вничью.

2. Командам выдается 8 задач на 25 минут.

3. Ответы сдаются в письменном виде.

4. За каждый верный ответ начисляется 3 очка, за каждый неверный снимается 1 очко.

5. Места команд определяются по сумме баллов. При равенстве сумм баллов места определяются по результатам в командной олимпиаде. Если и эти результаты равны, места определяется жребием
XXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 18-24.02.2005

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 20.02.2005

ВЫСШАЯ ЛИГА
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1. Для натуральных n и k введем обозначение 
[image: image10.wmf](
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. Докажите, что для каждого k найдутся такие различные m, n > k, для которых ((m,k) = ((n,k). (AMM 06162)
2. Из клетчатого прямоугольника вырезана фигура вида, показанного на рисунке. Докажите, что остаток нельзя целиком разрезать на полоски из 3 клеток. (C. Берлов)
3. P и Q — середины сторон BC и AD прямоугольника ABCD. R — точка пересечения диагоналей прямоугольника PQCD. Докажите, что (PAR = (BRP. (C. Берлов)
4. Найдите количество (2n+1)-шаговых путей, удовлетворяющих следующим условиям: начало каждого пути находится в вершине A квадрата ABCD, конец каждого пути находится в вершине B квадрата ABCD, и каждый шаг — это перемещение из одной из вершин квадрата в любую из двух соседних с ней вершин (каждая вершина может встречаться несколько раз в одном и том же пути). (О. Крижановский)
5. Для некоторого x числа x1919, x1960 и x2001 имеют одну и ту же дробную часть. Докажите, что x — целое число. (Южная Африка, 2001)
6. В стране 20 городов, причем между любыми двумя городами проложена дорога. Министерство путей сообщения может закрыть на ремонт любую дорогу из четырех, образующих циклический маршрут. Может ли после нескольких таких операций остаться только 19 дорог? (Зимние сборы 2005)
7. Точки плоскости покрашены в два цвета. Докажите, что найдется прямоугольный треугольник с катетом 1 и гипотенузой 2, все вершины которого покрашены в один цвет. (Олимпиада ФМЛ 239, СПб, 2004)
8. На столе лежит куча из 2005 спичек. Двое играют в такую игру: за один ход начинающий может взять 1, 2, 3 или 4 спички, а второй игрок  1, 2, 3 спички или пропустить ход. Выигрывает тот, кто берет последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре обоих? (О. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 20.02.2005

ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Для натурального n введем обозначение 
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. Докажите, что существуют различные m, n > 1000, для которых ((n) = ((m). (AMM 06162)
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2. Из клетчатого прямоугольника вырезана фигура вида, показанного на рисунке. Докажите, что остаток нельзя целиком разрезать на полоски из 3 клеток. (C. Берлов)
3. P и Q — середины сторон BC и AD прямоугольника ABCD. R — точка пересечения диагоналей прямоугольника PQCD. Докажите, что (PAR = (BRP. (C. Берлов)
4. Найдите количество (2n+1)-шаговых путей, удовлетворяющих следующим условиям: начало каждого пути находится в вершине A квадрата ABCD, конец каждого пути находится в вершине B квадрата ABCD, и каждый шаг — это перемещение из одной из вершин квадрата в любую из двух соседних с ней вершин (каждая вершина может встречаться несколько раз в одном и том же пути). (О. Крижановский)
5. Для некоторого x разность любых двух из чисел x3, x4 и x5 — целое число. Докажите, что x — целое число. (Южная Африка, 2001)
6. В стране 20 городов, причем между любыми двумя городами проложена дорога. Министерство путей сообщения может закрыть на ремонт любую дорогу из четырех, образующих циклический маршрут. Может ли после нескольких таких операций остаться только 20 дорог, образующих проходящий по всем городам циклический маршрут? (Зимние сборы 2005)
7. В ряд выписаны 2005 чисел. Первое число равно 2, второе число равно 3, и каждое число кроме двух крайних, на 1 меньше произведения двух соседних. Найдите произведение всех чисел. (KoMaL Gy.1409 (72:03))
8. На столе лежит куча из 2005 спичек. Двое играют в такую игру: за один ход начинающий может взять 1, 2, 3 или 4 спички, а второй игрок  1, 2, 3 спички или пропустить ход. Выигрывает тот, кто берет последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре обоих? (О. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 20.02.2005

ВЫСШАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Для натурального n введем обозначение 
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. Докажите, что существуют различные m, n > 1000, для которых ((n) = ((m). (AMM 06162)
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2. Из клетчатого квадрата со стороной 13 вырезана фигура вида, показанного на рисунке. Докажите, что остаток нельзя целиком разрезать на полоски из 3 клеток. (C. Берлов)
3. Точки P и Q — середины сторон BC и AD прямоугольника ABCD, а R — точка пересечения диагоналей прямоугольника PQDC. Докажите, что (PAR = (BRP. (С. Берлов)
4. Найдите количество различных путей по сторонам квадрата ABCD, удовлетворяющих следующим условиям: путь состоит из (2n + 1) шага, начало пути находится в вершине A, конец пути находится в вершине B, и каждый шаг — это перемещение из одной из вершин квадрата в любую из соседних с ней вершин (каждая вершина в одном и том же пути может встречаться несколько раз). (О. Крижановский)
5. На острове живут рыцари, которые говорят только правду, лжецы, которые всегда лгут, и нормальные люди, которые могут время от времени и говорить правду, и лгать. В компании из 100 друзей были произнесены следующие высказывания: «Среди моих друзей 0 лжецов»; «Среди моих друзей 1 лжец»; и т.д. до фразы «Среди моих друзей 99 лжецов». Через минуту в той же компании прозвучали те же фразы, но каждую фразу произнес не тот человек, что в первый раз. Еще через минуту в той же компании прозвучали те же фразы, но ни один человек не повторил уже произнесенных им фраз, и так далее. Каждый произнес 99 различных фраз. Сколько лжецов могло находится в этой компании? (Р. Женодаров, К. Кноп, О. Нечаева)
6. В государстве 20 городов, причем между любыми двумя городами проложена дорога. Министерство путей сообщения может закрыть на ремонт любую дорогу из четырех, образующих циклический маршрут. Может ли после нескольких таких операций остаться 20 дорог, образующих проходящий по всем городам циклический маршрут? (По мотивам задачи зимних сборов 2005)
7. В ряд выписаны 2005 натуральных чисел. Первые два числа равны 1, а каждое число, кроме первого и последнего, на 1 или на 2 меньше произведения двух соседних с ним. Сколько пятерок может быть среди выписанных? (С. Волченков, К. Кноп по мотивам KoMaL)
8. На столе лежит куча из 2005 спичек. Двое играют в такую игру: за один ход начинающий может взять 1, 2, 3 или 4 спички, а второй игрок — 1, 2, 3 спички или пропустить ход. Выигрывает тот, кто берет последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре обоих? (О. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 20.02.2005

ПЕРВАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Для натурального n введем обозначение 
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. Докажите, что существуют различные m, n > 1000, для которых ((n) = ((m). (AMM 06162)
2. Клетки доски 8(8 покрашены в черный и белый цвета (каждая клетка красится целиком в один цвет). Известно, что у каждой клетки найдутся хотя бы две соседние с ней по стороне клетки другого цвета. Обязательно ли при этом белых и черных клеток окажется поровну? (О. Крижановский)
3. Два квадрата ABPQ и PCDQ имеют общую сторону PQ. Пусть R — точка пересечения диагоналей квадрата PCDQ. Докажите, что (PAR = (BRP. (С. Берлов)
4. Найдите число решений ребуса ШТ∙УКА + 2005 = ШУ∙ТКА. (О. Нечаева)
5. На острове живут рыцари, которые говорят только правду, лжецы, которые всегда лгут, и нормальные люди, которые могут время от времени и говорить правду, и лгать. В компании из трех человек были произнесены следующие высказывания: «Среди моих соседей 0 лжецов»; «Среди моих соседей 1 лжец»; «Среди моих соседей 2 лжеца». Через час в той же компании прозвучали те же три фразы, но каждую фразу произнес не тот человек, что в первый раз. Сколько лжецов могло находится в этой компании? (Р. Женодаров)
6. В государстве 20 городов, причем между любыми двумя городами проложена дорога. Министерство путей сообщения может закрыть на ремонт любую дорогу из четырех, образующих циклический маршрут. Может ли после нескольких таких операций остаться только 20 дорог? (По мотивам задачи зимних сборов 2005)
7. В ряд выписаны 2005 чисел. Первые два числа равны 1, а каждое число, кроме первого и последнего, на единицу меньше произведения двух соседних с ним. Чему равно произведение всех этих чисел? (KoMaL)
8. На столе лежит куча из 2005 спичек. Двое играют в такую игру: за один ход начинающий может взять 1, 2, 3 или 4 спички, а второй игрок —  1, 2, 3 спички или пропустить ход. Выигрывает тот, кто берет последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре обоих? (О. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 20.02.2005

ВТОРАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Имеется n натуральных чисел, все цифры которых имеют одинаковую четность. Сумма этих чисел равна 2005. Найдите наименьшее возможное значение n. (Жюри)
2. Клетки доски 8(8 покрашены в черный и белый цвета (каждая клетка красится целиком в один цвет). Назовем соседними две клетки, имеющие ровно одну общую сторону. Известно, что у каждой клетки найдутся хотя бы две соседние с ней клетки другого цвета. Обязательно ли при этом доска окажется раскрашена в шахматном порядке? (О. Крижановский)
3. Два квадрата ABPQ и PCDQ имеют общую сторону PQ. Пусть R точка пересечения диагоналей квадрата PCDQ. Докажите, что (PAR = (BRP. (С. Берлов)
4. Найдите число решений ребуса Г∙УАС + 1 = У∙ГАС. (О. Нечаева, К. Кноп)
5. На острове живут рыцари, которые говорят только правду, лжецы, которые всегда лгут, и нормальные люди, которые могут время от времени и говорить правду, и лгать. В компании из трех человек были произнесены следующие высказывания: «Среди моих соседей 0 лжецов»; «Среди моих соседей 1 лжец»; «Среди моих соседей 2 лжеца». Через час в той же компании прозвучали те же три фразы, но каждую фразу произнес не тот человек, что в первый раз. Сколько лжецов могло находится в этой компании? (Р. Женодаров)
6. Круговая двухкилометровая лыжная трасса первый километр проходит по лесу, а следующий километр — по полю. Петя по лесу бежит со скоростью 14 км/ч, а по полю — 12 км/ч, а Вася по лесу бежит со скоростью 12 км/ч, а по полю — 13 км/ч. Через сколько часов Петя догонит Васю, если они стартовали вместе? (Р.Женодаров, Д. Кузнецов)
7. В ряд выписаны 100 чисел. Первые два числа равны 1, а каждое число, кроме первого и последнего, на единицу меньше произведения двух соседних с ним. Чему равно произведение всех этих чисел? (KoMaL)
8. На столе лежит куча из 2005 спичек. Двое играют в такую игру: за один ход начинающий может взять 1, 2, 3 или 4 спички, а второй игрок —  1, 2, 3 спички или пропустить ход. Выигрывает тот, кто берет последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре обоих? (О. Крижановский)
Высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Достаточно показать, что при данном k значения функции ((n,k) ограничены не зависящей от n константой и применить принцип Дирихле. Заметим, что в разложение ((n,k) на простые множители не могут входить простые числа, не меньшие k (ибо каждое из них в разложениях числителя и знаменателя дроби, задающей ((n,k) либо не встречается вовсе, либо встречается ровно по одному разу). Возьмем простое число p < k. Пусть l — степень, в которой p входит в разложение НОК(n+1, …, n+k). Тогда одно из чисел n+1, …, n+k делится на pl, а остальные по этой причине делятся на степени p не более высокие, чем наибольшая степень p, не превосходящая k (рассмотрите разность любого из данных чисел и числа, делящегося на pl). Обозначим эту степень ((p). Тогда число p входит в разложение ((n,k) в степени не выше, чем k((p), а число ((n,k) при всяком n не превосходит произведения чисел p((p) по всем простым p < k. ( Если показано только, что в разложение ((n,k) не входят простые p ( k — 2 балла. Если плюс к тому доказана лемма об ограниченности степеней простых p < k, входящих в разложение ((n,k), но дальнейшего продвижения нет — до 6 баллов и решения нет.

2. Раскрасим прямоугольник по диагоналям в три цвета так, чтобы цвета чередовались циклически, а в вырезанной фигурке были две клетки одного цвета и две — другого. Нетрудно проверить (докладчик должен аккуратно сделать это), что при циклической раскраске в три цвета по диагоналям клеток каких-то двух цветов будет поровну, а клеток третьего цвета — столько же или на одну больше или меньше. Поэтому после удаления фигуры клеток хотя бы двух каких-то цветов останется не поровну. Но полоска из трех клеток покрывает по одной клетке каждого цвета. ( За правильную раскраску (именно в нужном направлении!) без дальнейшего продвижения — 4 балла. Если не доказана лемма о соотношении между количествами клеток разных цветов при правильной раскраске — не более 6 баллов и задача не решена. Вопрос про поворот тетрамино без ответа — снять 4 балла.

3. (BRP = (АRQ в силу равенства треугольников BRP и АRQ, а углы АRQ и PAR равны как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AP и QC.

4. Обозначим через Пk(X) число k-шаговых путей, ведущих из вершины А в данную вершину X квадрата. Из симметрии ясно, что Пk(B) = Пk(D). Осталось заметить, что П2n+1(B) = П2n(A)+П2n(C) =
2(П2n–1(B)+П2n–1(D)) = 4П2n–1(B) = … = 4nП1(B) = 4n.

5. Деля целое число x2001– x1960 = x1960(x41–1) на целое число x1960– x1919 = x1919(x41–1), получаем, что число x41 — рациональное. Поэтому рациональны также числа x41–1 и
x1960 = (x2001– x1960)/(x41–1). Применяя алгоритм Евклида к одночленам x1960 и x41, показатели степеней которых взаимно просты, находим, что рационально и число x. Представим x в виде несократимой дроби p/q. Тогда дробная часть числа x1919 равна несократимой дроби со знаменателем q1919, а дробная часть числа x1960 — несократимой дроби со знаменателем q1960. Равны такие дробные части могут быть только при q = 1, то есть числа x1919 и x1960 — целые. Но если число x — дробное, то дробна и любая его степень. Значит, x — целое. ( Доказана только рациональность числа x41 — 2 балла. Доказана (возможно с погрешностями) только рациональность числа x без дальнейшего продвижения — до 6 баллов и решения нет.

6. Ответ: Нет. Решение. Понятно, что после каждой из указанных операций остается связный граф, а в конце должно получиться дерево. Вершины дерева можно раскрасить в два цвета так, чтобы у всех его ребер были концы разных цветов. Если мы будем по очереди добавлять убранные ребра (сначала — убранное последним, потом — предпоследним и т.д.), то это свойство не нарушится (т.к. 4 — четное число). Но вершины полного графа, который по условию был в начале, так раскрасить нельзя.

7. Взяв правильный треугольник со стороной 2, получим две точки одного цвета на расстоянии 2. Пусть это точки А и D. Рассмотрим правильный шестиугольник ABCDEF со стороной 1. Если хотя бы одна из вершин B, C, E, F — того же цвета, что и A c D, искомый треугольник (например, ABD) найден, если же все они другого цвета, искомым будет, например, треугольник BCE.

8. Первый выиграет, если первым ходом возьмет одну спичку, а затем будет брать по 4 спички каждый раз, когда второй пропускает предыдущий ход и дополнять до 4 число спичек, взятых вторым на предыдущем ходу в противном случае. ( За верный алгоритм без обоснования — 6 баллов.

Первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Достаточно показать, что значения функции ((n) ограничены не зависящей от n константой и применить принцип Дирихле. Заметим, что в разложение ((n) на простые множители не могут входить простые числа, большие 20 (ибо каждое из них в разложениях числителя и знаменателя дроби, задающей ((n) либо не встречается вовсе, либо встречается ровно по одному разу). Возьмем простое число p < 20. Пусть l — степень, в которой p входит в разложение НОК(n+1, …, n+20). Тогда одно из чисел n+1, …, n+20 делится на pl, а остальные по этой причине делятся самое большее на p4, ибо даже 25 > 20 (рассмотрите разность любого из данных чисел и числа, делящегося на pl). Значит, число p входит в разложение ((n) в степени не выше 80, а число ((n) при всяком n не превосходит (2(3(5(7(11(13(17(19)80. ( Если показано только, что в разложение ((n) не входят простые p > 20 — 2 балла. Если плюс к тому доказана лемма об ограниченности степеней простых p < 20, входящих в разложение ((n), но дальнейшего продвижения нет — до 6 баллов и решения нет. Если решение состоит в приведении конкретного примера двух чисел — тщательно проверять его! Пример без обоснования или с неверным обоснованием — 0 баллов.

2. Раскрасим прямоугольник по диагоналям в три цвета так, чтобы цвета чередовались циклически, а в вырезанной фигурке были две клетки одного цвета и две — другого. Нетрудно проверить (докладчик должен аккуратно сделать это), что при циклической раскраске в три цвета по диагоналям клеток каких-то двух цветов будет поровну, а клеток третьего цвета — столько же или на одну больше или меньше. Поэтому после удаления фигуры клеток хотя бы двух каких-то цветов останется не поровну. Но полоска из трех клеток покрывает по одной клетке каждого цвета. ( За правильную раскраску (именно в нужном направлении!) без дальнейшего продвижения — 4 балла. Если не доказана лемма о соотношении между количествами клеток разных цветов при правильной раскраске — не более 6 баллов и задача не решена.

3. (BRP = (АRQ в силу равенства треугольников BRP и АRQ, а углы АRQ и PAR равны как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AP и QC.

4. Обозначим через Пk(X) число k-шаговых путей, ведущих из вершины А в данную вершину X квадрата. Из симметрии ясно, что Пk(B) = Пk(D). Осталось заметить, что П2n+1(B) = П2n(A)+П2n(C) = 2(П2n–1(B)+П2n–1(D)) = 4П2n–1(B) = … = 4nП1(B) = 4n.

5. Деля целое число x5– x4 = x4(x–1) на целое число x4– x3 = x3(x–1), получаем, что число x — рациональное. Представим x в виде несократимой дроби p/q. Тогда дробная часть числа x4 равна несократимой дроби со знаменателем q4, а дробная часть числа x5 — несократимой дроби со знаменателем q5. Равны такие дробные части могут быть только при q = 1, то есть числа x4 и x5 — целые. Но если число x — дробное, то дробна и любая его степень. Значит, x — целое.
6. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим города, входящие в замкнутый маршрут, чередуя два цвета. Тогда у всех его ребер будут концы разных цветов. Если мы будем по очереди добавлять убранные ребра (сначала — убранное последним, потом — предпоследним и т.д.), то это свойство не нарушится (т.к. 4 — четное число). Но вершины полного графа, который по условию был в начале, так раскрасить нельзя. Доказана (возможно с погрешностями) только рациональность числа x без дальнейшего продвижения — до 6 баллов и решения нет.

7. Из равенства an = an–1an+1–1 следует, что an+1 = (an+1)/an–1. Пользуясь последним равенством, выпишем несколько первых членов нашей последовательности: 2, 3, 2, 1, 1, 2, 3, … Видим, что она периодическая с периодом 5, и произведение пяти чисел, входящих в период, равно 12. В ряду 2005 чисел, то есть 401 период. Поэтому произведение всех чисел ряда равно 12401.

8. Первый выиграет, если первым ходом возьмет одну спичку, а затем будет брать по 4 спички каждый раз, когда второй пропускает предыдущий ход и дополнять до 4 число спичек, взятых вторым на предыдущем ходу в противном случае. ( За верный алгоритм без обоснования — 6 баллов.

Высшая юниорская лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Достаточно показать, что значения функции ((n) ограничены не зависящей от n константой. Заметим, что в разложение ((n) на простые множители не могут входить простые числа, большие 20 (ибо каждое из них в разложениях числителя и знаменателя дроби, задающей ((n) либо не встречается вовсе, либо встречается ровно по одному разу). Возьмем простое число
p < 20. Пусть l — степень, в которой p входит в разложение НОК(n+1, …, n+20). Тогда одно из чисел n+1, …, n+20 делится на pl, а остальные по этой причине делятся самое большее на p4, ибо даже 25 > 20 (рассмотрите разность любого из данных чисел и числа, делящегося на pl). Значит, число p входит в разложение ((n) в степени не выше 80, а число ((n) при всяком n не превосходит (2(3(5(7(11(13(17(19)80. ( Если показано только, что в разложение ((n) не входят простые p > 20 — 2 балла. Если плюс к тому доказана лемма об ограниченности степеней простых p < 20, входящих в разложение ((n), но дальнейшего продвижения нет — до 6 баллов и решения нет. Если решение состоит в приведении конкретного примера двух чисел — тщательно проверять его! Пример без обоснования или с неверным обоснованием — 0 баллов.

2. Раскрасим квадрат по диагоналям в три цвета так, чтобы цвета чередовались циклически, а в вырезанной фигурке были две клетки одного цвета и две — другого. Нетрудно проверить (докладчик должен аккуратно сделать это), что при циклической раскраске в три цвета по диагоналям клеток каких-то двух цветов будет поровну, а клеток третьего цвета — на одну больше или меньше. Поэтому после удаления фигуры клеток хотя бы двух каких-то цветов останется не поровну. Но полоска из трех клеток покрывает по одной клетке каждого цвета. ( За правильную раскраску (именно в нужном направлении!) без дальнейшего продвижения — 4 балла. Если не доказана лемма о соотношении между количествами клеток разных цветов при правильной раскраске — не более 6 баллов и задача не решена.

3. (BRP = (АRQ в силу равенства треугольников BRP и АRQ, а углы АRQ и PAR равны как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AP и QC.

4. Обозначим через Пk(X) число k-шаговых путей, ведущих из вершины А в данную вершину X квадрата. Из симметрии ясно, что Пk(B) = Пk(D). Осталось заметить, что П2n+1(B) = П2n(A)+П2n(C) = 2(П2n–1(B)+П2n–1(D)) = 4П2n–1(B) = … = 4nП1(B) = 4n.

5. Ответ: 0 или 1. Решение. Пусть в компании k лжецов. Понятно, что возможен случай, когда все в компании — нормальные люди, то есть k = 0. Рассмотрим теперь случай, когда k > 0. Тогда никто из лжецов не мог произнести фразу «Среди моих друзей k–1 лжец». Но эту фразу (как и любую из остальных) не произнес ровно один человек. Случай k = 1, очевидно, возможен (докладчик должен аккуратно объяснить, почему!) ( За потерю ответа 0 снимается 4 балла. Если потерян ответ 1 — 0 баллов независимо от содержания рассуждений. Есть оба ответа, но нет примера для 1 — 6 баллов и задача не решена. Обязательно задать вопрос про пример (если его не задаст оппонент)!

6. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим города, входящие в замкнутый маршрут, чередуя два цвета. Тогда у всех его ребер будут концы разных цветов. Если мы будем по очереди добавлять убранные ребра (сначала — убранное последним, потом — предпоследним и т.д.), то это свойство не нарушится (т.к. 4 — четное число). Но вершины полного графа, который по условию был в начале, так раскрасить нельзя.

7. Ответ: Ни одной или одна. Решение. Если an = an–1an+1–1, то an+1 = (an+1)/an–1. Если
an = an–1an+1–2, то an+1 = (an+2)/an–1. Поэтому каждое число ряда, кроме первого, превосходит предыдущее не более, чем на 2, и первой в ряду пятерке могут предшествовать либо тройка, либо четверка, либо шестерка. На самом деле четверка предшествовать пятерке не может, ибо перед ней — минимум двойка, так что после нее — максимум тройка. Шестерка получиться раньше первой пятерки тоже не может, так как перед ней — минимум четверка. Если же перед пятеркой — тройка, то после нее может быть только двойка, а следующее за ней число получается дробным. Таким образом, пятерка может быть либо предпоследним, либо последним числом ряда. Такой случай возможен: 400 раз повторим 1, 1, 2, 3, 2, а затем 1, 1, 3, 5, 2. ( Ответ «одна» с примером — 4 балла. Ответ «ни одной» с примером — 2 балла. Оба ответа с примерами — 6 баллов. Только доказательство основной леммы (без примеров) — до 6 баллов. Во всех этих случаях решения нет. Решение — это как минимум доказательство основной леммы и пример для ответа 1.

8. Первый выиграет, если первым ходом возьмет одну спичку, а затем будет брать по 4 спички каждый раз, когда второй пропускает предыдущий ход и дополнять до 4 число спичек, взятых вторым на предыдущем ходу в противном случае. ( За верный алгоритм без обоснования — 8 баллов.

Первая юниорская лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Заметим, что в разложение на простые множители не могут входить простые числа, большие либо равные 3 (ибо каждое из них в разложениях числителя и знаменателя дроби, задающей ((n) либо не встречается вовсе, либо встречается ровно по одному разу). Если одно из чисел n+1, n+2, n+3 делится на 4 или более высокую степень двойки, то число 2 входит в разложение НОК(n+1, n+2, n+3) в той же степени, а в разложение произведения (n+1)(n+2)(n+3) — в той же или на единицу большей степени, то есть ((n) в это случае равно 1 или 2. В противном же случае число n+2 делится на 2, но не на 4, а числа n+1 и n+3 нечетны, и ((n) = 1. Таким образом, ((n) при любом n равно либо 1, либо 2, то есть уже среди чисел ((1001), ((1002), ((1003) есть два одинаковых. ( За лемму об отсутствии в разложении ((n)  простых p > 2 — 4 балла. Если решение состоит в приведении конкретного примера двух чисел — тщательно проверять его! Пример без обоснования или с неверным обоснованием — 0 баллов.
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2. Не обязательно (см. рис.). ( Примеры проверять!

3. (BRP = (АRQ в силу равенства треугольников BRP и АRQ (они симметричны относительно прямой, соединяющей середины сторон АВ и CD), а углы АRQ и PAR равны как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AP и QC. Командам, незнакомым со свойствами параллельных прямых, можно обосновать равенство углов АRQ и PAR через равенство треугольников AQR и ASR, где S — середина отрезка AP.

4. (10Ш+Т)(100У+10К+А)+2005 = (10Ш+У)(100Т+10К+А); (1000Ш–10К–А)(Т–У) = 2005. Так как 2005=401(5 = 2005(1, а Т–У — число от –9 до 9, то нужно рассмотреть случаи Т–У = (1, Т–У = (5. Ни один из них не приводит к решению, поскольку выражение в первой скобке не может быть равно ни (401, ни (2005. Таким образом, решений у этого ребуса нет. ( Не разобран случай отрицательных сомножителей — не более 6 баллов, решения нет. Не разобран случай 2005(1 —  не выше 2 баллов.

5. Ответ: 0 или 1. Решение. Пусть в компании k лжецов. Понятно, что возможен случай, когда все в компании — нормальные люди, то есть k = 0. Рассмотрим теперь случай, когда k > 0. Тогда никто из лжецов не мог произнести фразу «Среди моих друзей k–1 лжец». Но эту фразу (как и любую из остальных) не произнес ровно один человек. Случай k = 1, очевидно, возможен (докладчик должен аккуратно объяснить, почему!). ( За потерю ответа 0 снимается 4 балла. Если потерян ответ 1 — 0 баллов независимо от содержания рассуждений. Есть оба ответа, но нет примера для 1 — 6 баллов и задача не решена. Обязательно задать вопрос про пример (если его не задаст оппонент)!

6. Ответ: Нет. Решение. Раскрасим города, входящие в замкнутый маршрут, чередуя два цвета. Тогда у всех его ребер будут концы разных цветов. Если мы будем по очереди добавлять убранные ребра (сначала — убранное последним, потом — предпоследним и т.д.), то это свойство не нарушится (т.к. 4 — четное число). Но вершины полного графа, который по условию был в начале, так раскрасить нельзя.

7. Из равенства an = an–1an+1–1 следует, что an+1 = (an+1)/an–1. Пользуясь последним равенством, выпишем несколько первых членов нашей последовательности: 1, 1, 2, 3, 2, 1, 1, … Видим, что она периодическая с периодом 5, и произведение пяти чисел, входящих в период, равно 12. В ряду 2005 чисел, то есть 401 период. Поэтому произведение всех чисел ряда равно 12401.

8. Первый выиграет, если первым ходом возьмет одну спичку, а затем будет брать по 4 спички каждый раз, когда второй пропускает предыдущий ход и дополнять до 4 число спичек, взятых вторым на предыдущем ходу в противном случае. ( За верный алгоритм без обоснования — 8 баллов.

Вторая юниорская лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 3. Решение. Двух чисел не хватит, ибо сумма двух цифр одинаковой четности четна, и пятерки на конце получиться не может. Пример для трех слагаемых: 1999+3+3.
( Только ответ с примером — 2 балла.

[image: image28.emf] 

2. Не обязательно (см. рис.). Примеры проверять!

3. (BRP = (АRQ в силу равенства треугольников BRP и АRQ (они симметричны относительно прямой, соединяющей середины сторон АВ и CD), а углы АRQ и PAR равны как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых AP и QC. Командам, незнакомым со свойствами параллельных прямых, можно обосновать равенство углов АRQ и PAR через равенство треугольников AQR и ASR, где S — середина отрезка AP.

4. Ответ: 7. Решение. Г((100У+10А+С)+1 = У((100Г+10А+С), откуда (У–Г)(10А+С) = 1. Поэтому А=0, С=1, У–Г = 1, откуда Г = 2,…,8 и У = Г+1.

5. Ответ: 0 или 1. Решение. Пусть в компании k лжецов. Понятно, что возможен случай, когда все в компании — нормальные люди, то есть k = 0. Рассмотрим теперь случай, когда k > 0. Тогда никто из лжецов не мог произнести фразу «Среди моих друзей k–1 лжец». Но эту фразу (как и любую из остальных) не произнес ровно один человек. Случай k = 1, очевидно, возможен. ( а потерю ответа 0 снимается 4 балла. Если потерян ответ 1 — 0 баллов независимо от содержания рассуждений. Есть оба ответа, но нет примера для 1 — 6 баллов и задача не решена. Обязательно задать вопрос про пример (если его не задаст оппонент)!

6. Круговая двухкилометровая лыжная трасса первый километр проходит по лесу, а следующий километр — по полю. Петя по лесу бежит со скоростью 14 км/ч, а по полю — 12 км/ч, а Вася по лесу бежит со скоростью 12 км/ч, а по полю — 13 км/ч. Через сколько часов Петя догонит Васю, если они стартовали вместе?

Решение. Расскажут на разборе.

7. Из равенства an = an–1an+1–1 следует, что an+1 = (an+1)/an–1. Пользуясь последним равенством, выпишем несколько первых членов нашей последовательности: 1, 1, 2, 3, 2, 1, 1, … Видим, что она периодическая с периодом 5, и произведение пяти чисел, входящих в период, равно 12. В ряду 100 чисел, то есть 20 периодов. Поэтому произведение всех чисел ряда равно 1220.

8. Первый выиграет, если первым ходом возьмет одну спичку, а затем будет брать по 4 спички каждый раз, когда второй пропускает предыдущий ход и дополнять до 4 число спичек, взятых вторым на предыдущем ходу в противном случае. ( За верный алгоритм без обоснования — 8 баллов.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 21.02.2005

ВЫСШАЯ ЛИГА

1. За один ход можно заменить упорядоченную тройку целых чисел
(p, q, r) на тройку (r+5q, 3r–5p, 2q–3p) . Существует ли целое число k, для которого из тройки (1, 6, 7) можно за конечное число шагов получить тройку (k, k+1, k+2)? (П.Чернек, чешская олимпиада 2003/04 г. B-I-4)
2. Дано множество из 200 различных вещественных чисел. Его разбили на два подмножества по 100 элементов в каждом: a1 < a2 < …< a100 и b1 < b2 < … < b100 ; потом разбили другим способом: 
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3. В компании из 100 человек среди любых 50 есть одно и то же (ненулевое) количество пар знакомых. Какое наименьшее количество пар знакомых может быть среди всех 100? (Австрия-Польша 2002)
4. Внутри большого квадрата лежит маленький квадрат PQRS. Его стороны продолжили до пересечения со сторонами большого. Луч PQ пересек границу большого квадрата в точке A , луч QR — в точке B, луч RS — в точке C, и луч SP — в точке D, причем точки A, B, C и D лежат на разных сторонах квадрата именно в таком порядке. Докажите, что AC = BD. (С.Л. Берлов)
5. Дан прямоугольник ABCD. На продолжении стороны AB за точку B отмечена точка E, а на продолжении стороны AD за точку D — точка F так, что BE = DF . Пусть K — точка пересечения отрезков BF и DE. Докажите, что CK — биссектриса угла BCD. (С.Л. Берлов)
6. За круглым столом сидят рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Каждый сидящий за столом заявил, что оба его соседа лжецы. При этом оказалось, что теперь количество рыцарей можно определить однозначно. Сколько человек могло сидеть за столом? (Р.Г. Женодаров, Д.Ю. Кузнецов)
7. На доске написано n чисел, равных единице (n > 1). Играют двое, ходят по очереди. За один ход разрешается записать на доску сумму или произведение любых двух выписанных чисел в том случае, если результат не превышает 3, после чего стереть исходные два числа. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (И.С. Рубанов)
8. Натуральные числа x и y таковы, что 1 < x < y и x3–1 делится на xy–1. Докажите, что y — точный квадрат. (С.Л. Берлов по мотивам греческого отбора) 
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 21.02.2005

ПЕРВАЯ ЛИГА

1. За один ход можно заменить упорядоченную тройку целых чисел
(p, q, r) на тройку (r+5q, 3r–5p, 2q–3p) . Существует ли целое число k, для которого из тройки (1, 3, 7) можно за конечное число шагов получить тройку (k, k+1, k+2) ? (П.Чернек, чешская олимпиада 2003/04 г. B-I-4)
2. Имеется 16 внешне неразличимых монет, веса которых — различные натуральные числа. Известно, что если на левую и правую чаши исправных двухчашечных весов произвольным образом положить по две монеты, то перевесит та чаша, на которой лежит самая тяжелая монета из этих четырех. Какой наименьший вес может иметь самая тяжелая монета? (О. Крижановский)
3. В компании из 100 человек среди любых 50 есть одно и то же (ненулевое) количество пар знакомых. Какое наименьшее количество пар знакомых может быть среди всех 100? (Австрия-Польша 2002)
4. Внутри большого квадрата лежит маленький квадрат PQRS. Его стороны продолжили до пересечения со сторонами большого. Луч PQ пересек границу большого квадрата в точке A, луч QR — в точке B, луч RS — в точке C, и луч SP — в точке D , причем точки A, B, C и D лежат на разных сторонах квадрата именно в таком порядке. Докажите, что AC = BD. (С.Л. Берлов)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD выполняются равенства (B = (C и CD = 2AB. На стороне BC выбрана точка X такая, что (BAX = (CDA. Докажите, что AX = AD. (С.В. Иванов СПб Ол 2005, 1 тур).
6. За круглым столом сидят рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Каждый сидящий за столом заявил, что оба его соседа лжецы. При этом оказалось, что теперь количество рыцарей можно определить однозначно. Сколько человек могло сидеть за столом? (Р.Г. Женодаров, Д.Ю. Кузнецов)
7. Назовем "орлом" фигуру, которая бьет по горизонтали и вертикали на любое расстояние, большее 1. Какое наибольшее число клеток шахматной доски можно отметить так, чтобы два орла, поставленные на любые две отмеченные клетки, не били друг друга? (К.А. Кноп)
8. Одно и то же нечетное натуральное число разделили с остатком на каждое из чисел 2, 3, 4, …, 1000000. Все полученные остатки оказались различными, при этом один из них равен нулю. Докажите, что нулевой остаток получился при делении на число, большее 500000. (С.В. Иванов СПб Ол 2005, 1 тур.)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 21.02.2005

ВЫСШАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. За один ход можно заменить упорядоченную тройку целых чисел (p, q, r) на тройку (r+5q, 3r–5p, 2q–3p). Существует ли целое число k, для которого из тройки (1, 6, 7) можно за конечное число шагов получить тройку (k, k+1, k+2)? (П.Чернек, чешская олимпиада 2003/04 г. B-I-4)
2. Имеется 8 внешне неразличимых монет, веса которых — различные натуральные числа. Известно, что если на левую и правую чаши исправных двухчашечных весов произвольным образом положить по две монеты, то перевесит та чаша, на которой лежит самая тяжелая монета из этих четырех. Какой наименьший вес может иметь самая тяжелая монета? (О. Крижановский)
3. В компании из 100 человек среди любых 50 есть одно и то же (ненулевое) количество пар знакомых. Какое наименьшее количество пар знакомых может быть среди всех 100? (Австрия-Польша 2002)
4. Внутри большого квадрата лежит маленький квадрат PQRS. Его стороны продолжили до пересечения со сторонами большого. Луч PQ пересек границу большого квадрата в точке A, луч QR — в точке B, луч RS — в точке C, и луч SP — в точке D, причем точки A, B, C и D лежат на разных сторонах квадрата именно в таком порядке. Докажите, что AC = BD. (С.Л. Берлов)
5. Найдите все простые числа p такие, что для некоторого фиксированного k число 10000 – k делится на p, а числа k и 1000 – k дают от деления на p остаток 6. (Komal 2004)
6. За круглым столом сидят рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Каждый сидящий за столом заявил, что оба его соседа лжецы. При этом оказалось, что теперь количество рыцарей можно определить однозначно. Сколько человек могло сидеть за столом? (Р.Г. Женодаров, Д.Ю. Кузнецов)
7. Назовем "орлом" фигуру, которая бьет по горизонтали и вертикали на любое расстояние, большее 1. Какое наибольшее число клеток шахматной доски можно отметить так, чтобы два орла, поставленные на любые две отмеченные клетки, не били друг друга? (К.А. Кноп)
8. На доске написано n чисел, равных единице (n > 1). Играют двое, ходят по очереди. За один ход разрешается записать на доску сумму или произведение любых двух выписанных чисел в том случае, если результат не превышает 3, после чего стереть исходные два числа. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (И.С. Рубанов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 21.02.2005

ПЕРВАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. За один ход можно заменить упорядоченную тройку целых чисел
(p, q, r) на тройку (r+5q, 3r–5p, 2q–3p). Можно ли из тройки (1, 3, 7) получить тройку, состоящую из каких-либо трех последовательных натуральных чисел? (П.Чернек, чешская олимпиада 2003/04 г. B-I-4)
2. Имеется 8 внешне неразличимых монет, веса которых — различные натуральные числа. Известно, что если на левую и правую чаши исправных двухчашечных весов произвольным образом положить по две монеты, то перевесит та чаша, на которой лежит самая тяжелая монета из этих четырех. Какой наименьший вес может иметь самая тяжелая монета? (О. Крижановский)
3. Дипломами городской олимпиады наградили 10 семиклассников. Может ли оказаться, что среди любых четырех награжденных есть ровно одна пара одноклассников? (Фольклор)
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4. Если к некоторому натуральному числу N добавить два его различных делителя, больших единицы и меньших N, в результате получится 2005. Найдите наибольшее возможное значение числа N. (Р.Г. Женодаров)
5. В прямоугольник вписана фигура так, как показано на рисунке. Найдите площадь закрашенной части, если сторона клетка равна 1 см. (О.С. Нечаева по мотивам …) 
6. За круглым столом сидят рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Каждый сидящий за столом заявил, что оба его соседа лжецы. При этом оказалось, что теперь количество рыцарей можно определить однозначно. Сколько человек могло сидеть за столом? (Р.Г. Женодаров, Д.Ю. Кузнецов)
7. Назовем "орлом" фигуру, которая бьет по горизонтали и вертикали на любое расстояние, большее 1. Какое наибольшее число клеток шахматной доски можно отметить так, чтобы два орла, поставленные на любые две отмеченные клетки, не били друг друга? (К.А. Кноп)
8. В школе учится 450 школьников, которые сидят за 225 партами. Известно, что ровно половина девочек сидит за одной партой с мальчиками. Докажите, что нельзя так пересадить школьников, чтобы ровно половина мальчиков сидела за одной партой с девочками. (С.В.Иванов, Санкт-Петербургская олимпиада, районный тур, 2004 г.)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 21.02.2005

ВТОРАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. За один ход можно заменить упорядоченную пару целых чисел (p, q) или на пару (q, p), или на пару (2p–q, p+4q). Можно ли из пары (2, 3) за несколько ходов получить пару (2002, 2003)? (Жюри)
2. Имеется 6 внешне неразличимых монет, веса которых — различные натуральные числа. Известно, что если на левую и правую чаши исправных двухчашечных весов произвольным образом положить по две монеты, то перевесит та чаша, на которой лежит самая тяжелая монета из этих четырех. Какой наименьший вес может иметь самая тяжелая монета? (О. Крижановский)
3. Дипломами городской олимпиады наградили 10 семиклассников. Может ли оказаться, что среди любых трех награжденных есть ровно одна пара одноклассников? (Фольклор)
4. Если к некоторому натуральному числу N добавить два его различных делителя, меньших N, в результате получится 2005. Найдите наибольшее возможное значение числа N. (Р.Г. Женодаров)
5. Отрезки, проведенные из точки M, лежащей внутри четырехугольника, к его вершинам, разбивают четырехугольник на четыре равнобедренных треугольника. Докажите, что хотя бы два из проведенных отрезков равны. (жюри)
6. На острове Чунга-Чанга каждый туземец — либо рыцарь (который всегда говорит правду), либо лжец (который всегда лжёт). Встречаются на острове и иностранцы, которые говорят правду или лгут по своему желанию. Один путешественник, сидя в кафе, спросил у каждого из трёх своих соседей по столику — Джона, Джима и Джека, — кто остальные двое. Каждый из них сделал по два заявления. Джон сказал: «Джим — лжец», «Джек — лжец». Джим сказал: «Джон — лжец», «Джек — лжец». Джек сказал: «Джим — лжец». «Джон — лжец». Докажите, что хотя бы двое из троих — иностранцы. (И.С. Рубанов)
7. Назовем "орлом" фигуру, которая бьет по горизонтали и вертикали на любое расстояние, большее 1. Какое наибольшее число клеток шахматной доски можно отметить так, чтобы два орла, поставленные на любые две отмеченные клетки, не били друг друга? (К.А. Кноп)
8. В школе учится 450 школьников, которые сидят за 225 партами. Известно, что ровно половина девочек сидит за одной партой с мальчиками. Докажите, что нельзя так пересадить школьников, чтобы ровно половина мальчиков сидела за одной партой с девочками. (Санкт-Петербургская олимпиада, районный тур, 2004 г.)
Высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.


1. 
Ответ: Нет. Решение. Легко проверить, что при указанной операции сохраняется остаток от деления суммы чисел тройки на 3. У тройки (1, 6, 7) он равен 2, а у тройки (k, k+1, k+2) — нулю.
2. Если два разбиения совпадают, то обе суммы — и левая, и правая, — равны нулю. Заметим, что если в каком-либо разбиении на два подмножества поменять местами соседние ai и bj (перейти от этого разбиения к другому, в котором bj’ = ai и ai’ = bj, а остальные элементы подмножеств остались без изменений), то правая и левая части равенства изменятся на одну и ту же величину. Действительно, левая сумма при этом меняется на (ai – ai’( = (ai – bj(, а правая — на (bj – bj’( = (ai – bj(. Но такими обменами можно любое разбиение 200 чисел на два подмножества свести к произвольному другому разбиению. Поэтому в итоге левая и права суммы окажутся равными.

3. Ответ: 99(50 = 4950. Решение. Рассмотрим любую группу из 51 человека. Если выкинуть любого из них, среди оставшихся будет одно и то же число знакомств. Поэтому в этой группе каждый имеет среди остальных 50 одно и то же число знакомых. Пусть оно равно а. Тогда общее число знакомств среди 50 человек должно равняться 51а/2 – а. Значит, значение а будет одним и тем же для всех компаний из 51 человека. Возьмем любого человека Ч. Среди остальных 99 есть либо 50 знакомых с ним, либо 50 незнакомых с ним. Добавляя их к Ч, получим компанию, где в первом случае а = 50, а во втором а = 0. Но второй случай невозможен по условию, а в первом случае, очевидно, каждый знаком с каждым. Отсюда получаем ответ. 

4. Лемма. Если две параллельные прямые пересечены третьей, то длина отрезка между точками пересечения зависит только от расстояния между прямыми и угла наклона к ним секущей. Для доказательства достаточно нарисовать две такие конфигурации с одинаковыми расстояниями и углами наклона, опустить в каждой по перпендикуляру из какой-либо точки пересечения на параллельную прямую и установить равенство двух получившихся прямоугольных треугольников. Решение. Продолжим луч QP до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку С, в точке K, а луч PS — до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку B, в точке L. Тогда по лемме CK = BL и DL = AK (поскольку (DLB = (AKC), и AC = BD, ибо треугольники ACK и DBL равны по двум сторонам и углу между ними.

5. Опустим из точки K перпендикуляры KX и KY на стороны AB и AC. Тогда треугольник KXF подобен треугольнику BYK, а треугольник KXD — треугольнику EYK, откуда EY/KX = KY/XD и BY/KX = KY/XF, то есть (EB+BY)/KX = KY/XD и BY/KX = KY/(XD+DF). Но тогда KX(KY = (EB+BY)(XD = (XD+DF)(BY. Из последнего равенства, учитывая, что EB = DF, получаем XD = BY, откуда и следует утверждение задачи.

6. Ответ: 1, 2, 3, 4, 5, 7. Решение: Заметим, что рядом с рыцарем (Р) сидят два лжеца (Л), а рядом с лжецом – хотя бы один рыцарь. Значит, весь стол разбивается на группы РЛ и РЛЛ. Пусть за столом сидят N человек. Заметим, что группу РЛЛРЛЛ всегда можно заменить на РЛРЛРЛ. Поэтому при любом четном N ( 8 есть два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛРЛ…РЛ, а при любом нечетном N ( 9 — два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛЛРЛ…РЛ. Стало быть, N ( 7, причем N = 6, очевидно, не подходит. Проверка показывает, что случаи 1, 2 (а это особые тривиальные случаи, в которых люди только лжецы), 3, 4, 5, 7 (разумеется, докладчик должен аккуратно провести эту или иную нужную для его решения проверку). ( Наличие или отсутствие случаев 1 и 2 в ответе на оценку не влияет! Каждая из двух частей решения: обоснование для 3, 4, 5 и 7 и объяснение, почему другие числа не подходят — оценивается из 6 баллов. Если одна из этих двух частей не проведена — решения нет.
7. Ответ: При n, кратном 3, выигрывает второй, в остальных случаях — первый. Решение. Проигрышные позиции: одна единица (и нет других чисел) или только двойки и тройки. Заметим, что в каждом ходе участвует хотя бы одна единица, и при этом единиц становится меньше либо на одну (при умножении на 1 или сложении 1 и 2), либо на две (при сложении двух единиц). Пусть n кратно 3. Тогда второй должен поддерживать делимость числа единиц на 3, и так он победит, потому что при такой стратегии уже после первой пары ходов образуется двойка. Если же число единиц не делится на 3, то первый первым ходом добивается этой делимости и затем действует так же, как второй в случае, когда n делится на 3. ( Если докладчик не заметил случая проигрышной позиции из одной единицы — дыра в 4 балла.
8. Из условия следует, что на xy–1 делится разность (x3–1)–(xy–1) = x3– xy = x(x2–y). Поскольку числа x и xy–1 взаимно просты, разность x2–y также делится на xy–1. Заметим, что –y < x2–y < xy–1 (последнее неравенство следует из того, что x < y). Но в промежутке от –y до xy–1 на xy–1 делится только 0. Следовательно, y = x2.


Первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.




1. Ответ: Нет. Первое решение. Легко проверить, что при указанной операции сохраняется остаток от деления суммы чисел тройки на 3. У тройки (1, 3, 7) он равен 2, а у тройки (k, k+1, k+2) — нулю. Второе решение. Легко проверить, что тройка (нечет, нечет, нечет) после первой операции переходит в (чет, чет, нечет), затем —в (нечет, нечет, чет), а потом — снова в (нечет, нечет, нечет). Процесс зациклился, и троек вида (нечет, чет, нечет) и (чет, нечет, чет) по пути не встретилось.
2. Ответ: 1597. Решение. Не умаляя общности можно считать, что вес самой легкой монеты равен 1 (иначе уменьшим все веса на одну и ту же величину, чтобы это стало так). Расположим монеты в порядке возрастания весов: а1 = 1 < а2 < а3 <…< а16. По условию а4 > a2+а3–1 ( а4 ( a2+а3. Аналогично а5 ( a3+а4, …, а16 ( a14+а15. По индукции легко показать, что в такой ситуации аn не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи, а сами числа Фибоначчи подходят в качестве весов гирь. Таким образом, минимальный вес самой тяжелой гири равен 17-му числу Фибоначчи, то есть 1597. ( Если доказано только, что вес самой легкой монеты можно считать равным 1 — 2 балла. Если это не доказано — снимать 4 балла. Если не доказано, что вес n-ой по тяжести гири не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи — не более 6 баллов и задача не решена.
3. Ответ: 99(50 = 4950. Решение. Рассмотрим любую группу из 51 человека. Если выкинуть любого из них, среди оставшихся будет одно и то же число знакомств. Поэтому в этой группе каждый имеет среди остальных 50 одно и то же число знакомых. Пусть оно равно а. Тогда общее число знакомств среди 50 человек должно равняться 51а/2 – а. Значит, значение а будет одним и тем же для всех компаний из 51 человека. Возьмем любого человека Ч. Среди остальных 99 есть либо 50 знакомых с ним, либо 50 незнакомых с ним. Добавляя их к Ч, получим компанию, где в первом случае а = 50, а во втором а = 0. Но второй случай невозможен по условию, а в первом случае, очевидно, каждый знаком с каждым. Отсюда получаем ответ.

4. Лемма. Если две параллельные прямые пересечены третьей, то длина отрезка между точками пересечения зависит только от расстояния между прямыми и угла наклона к ним секущей. Для доказательства достаточно нарисовать две такие конфигурации с одинаковыми расстояниями и углами наклона, опустить в каждой по перпендикуляру из какой-либо точки пересечения на параллельную прямую и установить равенство двух получившихся прямоугольных треугольников. Решение. Продолжим луч QP до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку С, в точке K, а луч PS — до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку B, в точке L. Тогда по лемме CK = BL и DL = AK (поскольку (DLB = (AKC), и AC = BD, ибо треугольники ACK и DBL равны по двум сторонам и углу между ними.

5. Достаточно заметить, что если точка E — середина стороны CD, то треугольники DEA и ABX равны по стороне (AB = DE) и двум углам ((ABX = (AED, BAX = (EDA). Разумеется, докладчик должен аккуратно провести все обоснования.

6. Ответ: 1, 2, 3, 4, 5, 7. Решение: Заметим, что рядом с рыцарем (Р) сидят два лжеца (Л), а рядом с лжецом – хотя бы один рыцарь. Значит, весь стол разбивается на группы РЛ и РЛЛ. Пусть за столом сидят N человек. Заметим, что группу РЛЛРЛЛ всегда можно заменить на РЛРЛРЛ. Поэтому при любом четном N ( 8 есть два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛРЛ…РЛ, а при любом нечетном N ( 9 — два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛЛРЛ…РЛ. Стало быть, N ( 7, причем N = 6, очевидно, не подходит. Проверка показывает, что случаи 1, 2 (а это особые тривиальные случаи, в которых люди только лжецы), 3, 4, 5, 7 (разумеется, докладчик должен аккуратно провести эту или иную нужную для его решения проверку). ( Наличие или отсутствие случаев 1 и 2 в ответе на оценку не влияет! Каждая из двух частей решения: обоснование для 3, 4, 5 и 7 и объяснение, почему другие числа не подходят — оценивается из 6 баллов. Если одна из этих двух частей не проведена — решения нет.
7. Ответ: 16. Решение. Пример для 16 клеток: четыре квадрата 2(2, стоящие по диагонали доски. Пусть отмечено 17 клеток. Тогда в какой-то горизонтали их будет по крайней мере 3, и какие-то две из них будут находиться на расстоянии, большем 1. Орлы, поставленные на них, будут бить друг друга. ( Только оценка или только пример — 4 балла.

8. При делении нашего числа а на все четные от 2 до 1000000 должны получаться всевозможные нечетные остатки от 1 до 999999 (ибо этих остатков тоже 500000). Остаток 999999 может получиться только при делении на 1000000, стало быть, остаток 999997 — только при делении на 999998 и т.д., то есть при делении а на 2n должен получаться остаток 2n–1. Но если нулевой остаток получился при делении а на число
n ( 500000, то при делении а на 2n должен был получиться остаток n. Противоречие.

Высшая юниорская лига, 2 тур, решения и указания для жюри.


1. Ответ: Нет. Решение. Легко проверить, что при указанной операции сохраняется остаток от деления суммы чисел тройки на 3. У тройки (1, 6, 7) он равен 2, а у тройки (k, k+1, k+2) — нулю. 

2. Ответ: 34. Решение. Не умаляя общности можно считать, что вес самой легкой монеты равен 1 (иначе уменьшим все веса на одну и ту же величину, чтобы это стало так). Расположим монеты в порядке возрастания весов: а1 = 1 < а2 < а3 <…< а8. По условию а4 > a2+а3–1 ( а4 ( a2+а3. Аналогично а5 ( a3+а4, …, а8 ( a7+а6. По индукции легко показать, что в такой ситуации аn не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи, а сами числа Фибоначчи подходят в качестве весов гирь. Таким образом, минимальный вес самой тяжелой гири равен девятому числу Фибоначчи, то есть 34. ( Если доказано только, что вес самой легкой монеты можно считать равным 1 — 2 балла. Если это не доказано — снимать 4 балла. Если не доказано, что вес n-ой по тяжести гири не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи — не более 6 баллов и задача не решена.
3. Ответ: 99(50 = 4950. Решение. Рассмотрим любую группу из 51 человека. Если выкинуть любого из них, среди оставшихся будет одно и то же число знакомств. Поэтому в этой группе каждый имеет среди остальных 50 одно и то же число знакомых. Пусть оно равно а. Тогда общее число знакомств среди 50 человек должно равняться 51а/2 – а. Значит, значение а будет одним и тем же для всех компаний из 51 человека. Возьмем любого человека Ч. Среди остальных 99 есть либо 50 знакомых с ним, либо 50 незнакомых с ним. Добавляя их к Ч, получим компанию, где в первом случае а = 50, а во втором а = 0. Но второй случай невозможен по условию, а в первом случае, очевидно, каждый знаком с каждым. Отсюда получаем ответ.

4. Лемма. Если две параллельные прямые пересечены третьей, то длина отрезка между точками пересечения зависит только от расстояния между прямыми и угла наклона к ним секущей. Для доказательства достаточно нарисовать две такие конфигурации с одинаковыми расстояниями и углами наклона, опустить в каждой по перпендикуляру из какой-либо точки пересечения на параллельную прямую и установить равенство двух получившихся прямоугольных треугольников. Решение. Продолжим луч QP до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку С, в точке K, а луч PS — до пересечения со стороной квадрата, содержащей точку B, в точке L. Тогда по лемме CK = BL и DL = AK (поскольку (DLB = (AKC), и AC = BD, ибо треугольники ACK и DBL равны по двум сторонам и углу между ними.

5. Из условия следует, что 1000–2k делится на p. Значит, делится на p и число 
(10000–20k)–(10000 – k) = 19k. Поскольку k на p не делится и p — простое, то p = 19. Проверка показывает, что k = 6 при p = 19 подходит..
6. Ответ: 1, 2, 3, 4, 5, 7. Решение: Заметим, что рядом с рыцарем (Р) сидят два лжеца (Л), а рядом с лжецом – хотя бы один рыцарь. Значит, весь стол разбивается на группы РЛ и РЛЛ. Пусть за столом сидят N человек. Заметим, что группу РЛЛРЛЛ всегда можно заменить на РЛРЛРЛ. Поэтому при любом четном N ( 8 есть два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛРЛ…РЛ, а при любом нечетном N ( 9 — два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛЛРЛ…РЛ. Стало быть, N ( 7, причем N = 6, очевидно, не подходит. Проверка показывает, что случаи 1, 2 (а это особые тривиальные случаи, в которых люди только лжецы), 3, 4, 5, 7 (разумеется, докладчик должен аккуратно провести эту или иную нужную для его решения проверку). ( Наличие или отсутствие случаев 1 и 2 в ответе на оценку не влияет! Каждая из двух частей решения: обоснование для 3, 4, 5 и 7 и объяснение, почему другие числа не подходят — оценивается из 6 баллов. Если одна из этих двух частей не проведена — решения нет.
7. 
Ответ: 16. Решение. Пример для 16 клеток: четыре квадрата 2(2, стоящие по диагонали доски. Пусть отмечено 17 клеток. Тогда в какой-то горизонтали их будет по крайней мере 3, и какие-то две из них будут находиться на расстоянии, большем 1. Орлы, поставленные на них, будут бить друг друга. ( Только оценка или только пример — 4 балла.
8. Ответ: При n, кратном 3, выигрывает второй, в остальных случаях — первый. Решение. Проигрышные позиции: одна единица (и нет других чисел) или только двойки и тройки. Заметим, что в каждом ходе участвует хотя бы одна единица, и при этом единиц становится меньше либо на одну (при умножении на 1 или сложении 1 и 2), либо на две (при сложении двух единиц). Пусть n кратно 3. Тогда второй должен поддерживать делимость числа единиц на 3, и так он победит, потому что при такой стратегии уже после первой пары ходов образуется двойка. Если же число единиц не делится на 3, то первый первым ходом добивается этой делимости и затем действует так же, как второй в случае, когда n делится на 3. ( Если докладчик не заметил случая проигрышной позиции из одной единицы — дыра в 4 балла.



Первая юниорская лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Нет. Первое решение. Легко проверить, что при указанной операции сохраняется остаток от деления суммы чисел тройки на 3. У тройки (1, 3, 7) он равен 2, а у тройки (k, k+1, k+2) — нулю. Второе решение. Легко проверить, что тройка (нечет, нечет, нечет) после первой операции переходит в (чет, чет, нечет), затем —в (нечет, нечет, чет), а потом — снова в (нечет, нечет, нечет). Процесс зациклился, и троек вида (нечет, чет, нечет) и (чет, нечет, чет) по пути не встретилось.
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2. Ответ: 34. Решение. Не умаляя общности можно считать, что вес самой легкой монеты равен 1 (иначе уменьшим все веса на одну и ту же величину, чтобы это стало так). Расположим монеты в порядке возрастания весов: а1 = 1 < а2 < а3 <…< а8. По условию а4 > a2+а3–1 ( а4 ( a2+а3. Аналогично а5 ( a3+а4, …, а8 ( a7+а6. По индукции несложно показать, что в такой ситуации аn не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи, а сами числа Фибоначчи подходят в качестве весов гирь. Таким образом, минимальный вес самой тяжелой гири равен девятому числу Фибоначчи, то есть 34. ( Если доказано только, что вес самой легкой монеты можно считать равным 1 — 2 балла. Если это не доказано — снимать 4 балла. Если не доказано, что вес n-ой по тяжести гири не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи — не более 6 баллов и задача не решена.
3. Предположим, что такое возможно. Возьмем любые две непересекающиеся четверки награжденных и выберем из них по паре одноклассников. Объединив эти две пары в четверку, получим четверых награжденных, среди которых две пары одноклассников.

4. Ответ: 1995. Решение: 1995 = 1995+3+7. Поскольку сумма делителей не меньше 5, надо проверить лишь, что не подходят числа от 1996 до 2000. Это делается простым перебором (разумеется, докладчик должен аккуратно его провести). ( Только ответ с примером — 4 балла. Если хотя бы для одного числа с 1996 по 2000 не обосновано, что оно не подходит — не более 6 баллов и задача не решена. За отсутствие объяснения того, что не подходят числа, большие 2000, при наличии в целом верного решения снимается 2 балла.

5. Ответ: 42. Решение. Разобьем закрашенную часть на три фигуры, отмеченные на рисунке черным, имеющие общую площадь 12, 9 равных треугольников площади 3 (1–9), четырехугольник 10 и маленький треугольник *. Если закрашенный треугольник * приставить к четырехугольнику 10 так, как показано на рисунке, то получим еще один треугольник, равный треугольникам 1–9. Отсюда — ответ. ( Доказательства равенства двух треугольников, помеченных на рисунке звездочками, и других обоснований наглядно очевидных фактов не требовать, соответствующий вопрос оппонента — снимать. За вычислительные ошибки при верном ходе решения снимать до 4 баллов.

6. Ответ: 1, 2, 3, 4, 5, 7. Решение: Заметим, что рядом с рыцарем (Р) сидят два лжеца (Л), а рядом с лжецом – хотя бы один рыцарь. Значит, весь стол разбивается на группы РЛ и РЛЛ. Пусть за столом сидят N человек. Заметим, что группу РЛЛРЛЛ всегда можно заменить на РЛРЛРЛ. Поэтому при любом четном N ( 8 есть два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛРЛ…РЛ, а при любом нечетном N ( 9 — два набора сидящих с разным числом рыцарей: РЛЛРЛЛРЛЛРЛ…РЛ и РЛЛРЛ…РЛ. Стало быть, N ( 7, причем N = 6, очевидно, не подходит. Проверка показывает, что случаи 1, 2 (а это особые тривиальные случаи, в которых люди только лжецы), 3, 4, 5, 7 (разумеется, докладчик должен аккуратно провести эту или иную нужную для его решения проверку). ( Наличие или отсутствие случаев 1 и 2 в ответе на оценку не влияет! Каждая из двух частей решения: обоснование для 3, 4, 5 и 7 и объяснение, почему другие числа не подходят — оценивается из 6 баллов. Если одна из этих двух частей не проведена — решения нет. Обоснование для 3, 4, 5 и 7 считается в целом проведенным, если верно разобраны хотя бы три случая из этих четырех.

7. Ответ: 16. Решение. Пример для 16 клеток: четыре квадрата 2(2, стоящие по диагонали доски. Пусть отмечено 17 клеток. Тогда в какой-то горизонтали их будет по крайней мере 3, и какие-то две из них будут находиться на расстоянии, большем 1. Орлы, поставленные на них, будут бить друг друга. ( Только оценка или только пример — 4 балла.

8. Пусть мальчиков, сидящих с мальчиками, 2k человек, а девочек, сидящих с девочками — 2n человек. Тогда всего в школе 4n девочек и 2n+2k мальчиков, откуда 6n+2k = 450. Тогда 3n+k = 225 откуда следует, что n и k — числа разной чётности. Поэтому количество мальчиков 2n+2k делится на 2, но не делится на 4, и если половина из них будет сидеть с девочками, то другая половина не разобьётся на пары.




Вторая юниорская лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. При перестановке сумма чисел пары сохраняется, при второй операции — утраивается. Но 4005:5 = 801 — не степень тройки.
2. Ответ: 13. Решение. Не умаляя общности можно считать, что вес самой легкой монеты равен 1 (иначе уменьшим все веса на одну и ту же величину, чтобы это стало так). Расположим монеты в порядке возрастания весов: а1 = 1 < а2 < а3 <…< а6. По условию а4 > a2+а3–1 ( а4 ( a2+а3. Аналогично а5 ( a3+а4, а6 ( a4+а5. Легко показать, что в такой ситуации аn не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи, а сами числа Фибоначчи подходят в качестве весов гирь. Таким образом, минимальный вес самой тяжелой гири равен седьмому числу Фибоначчи, то есть 13. ( Если доказано только, что вес самой легкой монеты можно считать равным 1 — 2 балла. Если это не доказано — снимать 4 балла. Если не доказано, что вес n-ой по тяжести гири не меньше (n+1)-го числа Фибоначчи — не более 6 баллов и задача не решена.
3. Предположим, что такое возможно. Рассмотрим пару неодноклассников, тогда любой из остальных школьников должен быть одноклассником ровно одному из них. По принципу Дирихле среди остальных 8 человек найдётся не менее 4-х одноклассников одному из этой пары, т.е будет не менее 5 одноклассников, и в любой тройке из них условие уже не выполняется. Противоречие.

4. Ответ: 2002. Решение: 2005 = 2002+2+1. Ясно, что числа 2003 и 2004 не подходят. ( Для полного балла достаточно верного ответа.

5. Поскольку сумма четырёх углов при этой точке М равна 360(, по принципу Дирихле хотя бы один из них не меньше 90(, и, значит, является наибольшим углом в соответствующем равнобедренном треугольнике. Тогда две равные стороны этого треугольника и будут нужными нам равными отрезками среди проведённых. ( Если в переборном решении не разобран хотя бы один случай — не более 5 баллов и решения нет.
6. Двух лжецов быть не может: иначе они сказали бы друг про друга правду. Не может быть и рыцаря: тогда были бы и два лжеца. Значит, среди этих троих нет рыцарей и не больше одного лжеца, откуда и следует утверждение задачи. ( Если в переборном решении не разобран хотя бы один случай — не более 5 баллов и решения нет.
7. Ответ: 16. Решение. Пример для 16 клеток: четыре квадрата 2(2, стоящие по диагонали доски. Пусть отмечено 17 клеток. Тогда в какой-то горизонтали их будет по крайней мере 3, и какие-то две из них будут находиться на расстоянии, большем 1. Орлы, поставленные на них, будут бить друг друга. ( Только оценка или только пример — 4 балла.

8. Пусть мальчиков, сидящих с мальчиками, 2k человек, а девочек, сидящих с девочками — 2n человек. Тогда всего в школе 4n девочек и 2n+2k мальчиков, откуда 6n+2k = 450. Тогда 3n+k = 225 откуда следует, что n и k — числа разной чётности. Поэтому количество мальчиков 2n+2k делится на 2, но не делится на 4, и если половина из них будет сидеть с девочками, то другая половина не разобьётся на пары.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 23.02.2005

ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 108-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
2. Для положительных вещественных чисел x и y докажите неравенство 
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3. В возрастающей последовательности натуральных чисел сумма каждых двух последовательных членов равна квадрату их разности. Найдите все такие последовательности. (KoMaL Gy.1172, 68:1)
4. Может ли точный квадрат иметь поровну натуральных делителей вида 3k + 1 и 3k + 2? (KoMaL 2000)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD (B = (C = 120(, а BC + CD = AB. Докажите, что AC = AD. (С.Л. Берлов)
6. Каждое натуральное число покрашено в красный или синий цвет. Оказалось, что произведение любых двух разноцветных чисел красное, а сумма  синяя. Какого цвета может быть произведение двух красных чисел? (KoMaL 2003)
7. Точка P внутри треугольника ABC такова, что прямые AP и BP пересекают противоположные стороны треугольника в точках D и E, причем AP = BP и BE = CE. Докажите, что 1/AP = 1/AD + 1/AC. (KoMaL 1999)
8. Клетки доски 2005(2005 покрашены в 3 цвета, причем есть клетки всех цветов. Оказалось, что любые четыре клетки, вершины которых образуют прямоугольник со сторонами, параллельными линиям сетки, покрашены не более чем в два различных цвета. Докажите, что либо все клетки каждой строки покрашены в один и тот же цвет, либо все клетки каждого столбца покрашены в один и тот же цвет. (О.Ф. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 23.02.2005

ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 54-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
2. Для положительных чисел x и y докажите неравенство  
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3. Найдите все наборы цифр a, b, c, d такие, что a ( 0 и 
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4. На концерт пришло 125 человек, причем у каждого было ровно по 10 знакомых. В перерыве несколько человек ушло и оказалось, что у всех оставшихся поровну знакомых (среди оставшихся). Докажите, что среди ушедших было двое знакомых. (СПб Ол 2005 год 2 тур)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD (B = (C = 120(, а BC + CD = AB. Докажите, что AC = AD. (С.Л. Берлов)
6. Каждое натуральное число покрашено в красный или синий цвет. Оказалось, что произведение любых двух разноцветных чисел красное, а сумма  синяя. Какого цвета может быть произведение двух красных чисел? (KoMaL 2003)
7. Дан равнобедренный треугольник ABC с основанием AC. На сторонах BC, AC и AB отмечены точки X, Y и P соответственно такие, что BX = 2CX, CY = 2AY и (XYP = 90(. Докажите, что PY — биссектриса угла APX. (СПб Ол 2005 2 тур)
8. Клетки доски 2005(2005 покрашены в 3 цвета, причем есть клетки всех цветов. Оказалось, что любые четыре клетки, вершины которых образуют прямоугольник со сторонами, параллельными линиям сетки, покрашены не более чем в два различных цвета. Докажите, что либо все клетки каждой строки покрашены в один и тот же цвет, либо все клетки каждого столбца покрашены в один и тот же цвет. (О.Ф. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 23.02.2005

ВЫСШАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 108-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
2. По кругу лежат 19 непустых коробок, в которых находится бриллианты. Может ли так случиться, что в любых двух соседних коробках количество лежащих в них бриллиантов отличается на 8 или на 13? (По мотивам задачи Р.Г. Женодарова, Д.Ю. Кузнецова)
3. Найдите все наборы цифр a, b, c, d такие, что a ( 0 и 
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4. Сколькими способами можно разбить числа 1, 2, …, 37 на несколько групп с равными суммами чисел в этих группах? (KoMaL 2000)
5. В выпуклом четырехугольнике ABCD (B = (C = 120(, а BC + CD = AB. Докажите, что AC = AD. (С.Л. Берлов)
6. Каждое натуральное число покрашено в красный или синий цвет. Оказалось, что произведение любых двух разноцветных чисел красное, а сумма — синяя. Какого цвета может быть произведение двух красных чисел? (KoMaL 2003)
7. Существует ли треугольник, который можно разрезать на пять равных прямоугольных треугольников? (С.Л. Берлов)

8. Клетки доски 2005(2005 покрашены в 3 цвета, причем есть клетки всех цветов. Оказалось, что любые четыре клетки, вершины которых образуют прямоугольник со сторонами, параллельными линиям сетки, покрашены не более чем в два различных цвета. Докажите, что либо все клетки каждой строки покрашены в один и тот же цвет, либо все клетки каждого столбца покрашены в один и тот же цвет. (О.Ф. Крижановский)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 23.02.2005

ПЕРВАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 54-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
2. По кругу лежат 7 непустых коробок, в которых в сумме находится 36 бриллиантов. В любых двух соседних коробках количество лежащих в них бриллиантов отличается на 2 или на 3. Какое наибольшее число бриллиантов может лежать в одной коробке? (По мотивам задачи Р.Г. Женодарова, Д.Ю. Кузнецова)
3. p, q и r — простые числа, pn = pq + qr. Найдите n. (Р.Г. Женодаров)
4. Сколькими способами можно разбить числа 1, 2, …, 13 на несколько групп с равными суммами чисел в этих группах? (KoMaL 2000)
5. Найдите все пары натуральных чисел (a, b), для которых
НОК(a, b) + НОД(a, b) = 63. (Л. Бочек, Чехия, 2002)
6. Вершины правильного 999-угольника со стороной 1 окрашены в красный и синий цвета, причем имеются вершины каждого из цветов. Известно, что в каждом равнобедренном треугольнике с вершинами в вершинах исходного 999-угольника и основанием 1 число синих вершин нечетно. Докажите, что синих вершин вдвое меньше, чем красных. (О.С. Нечаева, К.А. Кноп)
7. Существует ли прямоугольный треугольник, который можно разрезать на пять равных прямоугольных треугольников? (С.Л. Берлов)
8. Игорь имеет коробок спичек одинаковой длины. Он берет спички по одной, ломает каждую на две части и складывает их на стол до тех пор, пока на столе не найдутся три кусочка, из которых можно сложить треугольник. Какое наибольшее количество спичек он может сломать? (И.С. Рубанов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 23.02.2005

ВТОРАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 54-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
2. По кругу лежат 7 непустых коробок, в которых в сумме находится не более 36 бриллиантов. В любых двух соседних коробках количество лежащих в них бриллиантов отличается на 2 или на 3. Какое наибольшее число бриллиантов может лежать в одной коробке? (По мотивам задачи Р.Г. Женодарова, Д.Ю. Кузнецова)
3. Найдите простые числа p, q и r, удовлетворяющие равенству  pqr = pq + qr+ rp. (По мотивам задачи Р. Женодарова)
4. Сколькими способами можно разбить числа 1, 2, …, 13 на несколько групп с равными суммами чисел в этих группах? (KoMaL 2000)
5. Найдите все пары натуральных чисел (a, b), для которых
НОК(a, b) + НОД(a, b) = 77. (По мотивам задачи Л. Бочека, Чехия, 2002)
6. Вершины правильного 999-угольника со стороной 1 окрашены в красный и синий цвета, причем имеются вершины каждого из цветов. Известно, что в каждом равнобедренном треугольнике с вершинами в вершинах исходного 999-угольника и основанием 1 число синих вершин нечетно. Докажите, что синих вершин вдвое меньше, чем красных. (О.С. Нечаева, К.А. Кноп)
7. Существует ли прямоугольный треугольник, который можно разрезать на пять равных прямоугольных треугольников? (С.Л. Берлов)
8. Игорь имеет коробок спичек одинаковой длины. Он берет спички по одной, ломает каждую на две части и складывает их на стол до тех пор, пока на столе не найдутся три кусочка, из которых можно сложить треугольник. Какое наибольшее количество спичек он может сломать? (И.С. Рубанов)
Высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.
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1. Ответ: Второй. Решение. Для начала заметим, что если после какого-то хода впервые получился правильный k-угольник, то k — простое или равно 4. В самом деле, иначе k можно разложить на два множителя m и n, один из которых (скажем, m) не меньше 2, а другой — не меньше 3, и потому раньше, чем появился правильный k-угольник, должен был появиться один из m правильных n-угольников, на которые его можно разбить. Поскольку 108 = 4(33, в нашей игре первым появится правильный треугольник или квадрат. Правильный 108-угольник можно разбить на 9 правильных 12-угольников, и всякий правильный треугольник или квадрат, входящий в состав 108-угольника, входит в состав одного из этих 12-угольников. Поскольку второй может играть с первым на каждом из этих 12-угольников независимо от остальных, достаточно показать, что второй может выиграть у первого на правильном 12-угольнике. Для этого заметим, что правильный 12-угольник можно разбить на 4 правильных треугольника или 3 квадрата, и каждый из треугольников имеет с каждым из квадратов ровно одну общую вершину. Сопоставим вершинам 12-угольника клетки таблицы 3(4 так, чтобы вершины, соответствующие строкам, образовывали правильные треугольники, а соответствующие столбцам — квадраты. Теперь достаточно показать, что если первый со вторым по очереди красят клетки этой таблицы, то второй может добиться, чтобы после четвертого его хода в каждой строке было покрашено по две клетки, а в каждом столбце — не более трех. Несложный перебор (который докладчик должен провести) показывает, что это возможно, и с точностью до перестановки строк и столбцов можно считать, что после 1, 2, 3, и 4-ой пар ходов образовывалась картинка, нарисованная справа. ( За лемму о первом правильном многоугольнике — 2 балла. 

2. Положим 
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. Умножив обе части неравенства из условия задачи на a2b2 и перенеся затем все его члены в одну часть, после несложных равносильных преобразований получим очевидное неравенство
(a–b)2(a2+ab+b2) ( 0. ( За вывод утверждения задачи из (недоказанной) леммы о том, что сумма двух чисел с фиксированным произведением тем меньше, чем они ближе, — 4 балла. 
3. По условию для всякого натурального n имеем (an+2–an+1)2 = an+2+an+1 и (an+1–an)2 = an+1+an. Вычитая из первого равенства второе и раскладывая левую часть на множители, получаем (an+2–2an+1+an)(an+2–an) = an+2–an. Поскольку последовательность {an} возрастает, an+2–an ( 0, откуда an+2–2an+1+an = 1 и an+2 = 2an+1–an+1 (*). Таким образом, все члены последовательности, начиная с третьего, выражаются через предыдущие с помощью рекуррентного соотношения (*). При этом если при всех n ( 1 выполнено соотношение (*), а также соотношение (a2–a1)2 = a2+a1, то выполнено и соотношение (an+2–an+1)2 = an+2+an+1 для всех n ( 1, ибо оно при каждом n вытекает из соотношения для предыдущего n и рекуррентного соотношения (*). Таким образом, осталось понять, сколько решений в натуральных числах имеет уравнение (a2–a1)2 = a2+a1. Положив x = a2–a1, приведем его к виду x2 = x+2a1, откуда a1 = (x2–x)/2, a2 = (x2+x)/2. Таким образом, для любого натурального x ( 2 имеем единственную искомую последовательность, у которой a2–a1 = x. Поскольку соотношение (*) можно переписать в виде an+2–an+1 = an+1–an+1, искомая последовательность, начинающаяся с 1 (1, 3, 6, …), содержит в себе все остальные. ( Явную формулу для последовательности предъявлять не обязательно, достаточно рекуррентного задания. Если получено рекуррентное соотношение (*) или эквивалентное ему, но существенного продвижения дальше нет — ( 6 баллов и нет решения.

4. Не может. Число делителей точного квадрата нечетно, что сразу все доказывает в случае, когда квадрат не делится на 3. Если же делится, сначала освободим число, которое возводится в квадрат, от троек: количество делителей квадрата, не делящихся на 3, при этом не изменится. ( Не разобран случай, когда квадрат делится на 3 — ( 6 баллов и нет решения.

5. Продолжим сторону BC на отрезок CE = CD. Треугольник CDE — равносторонний, треугольник ABE — равнобедренный. Поэтому (DEC = 60(, а (BEC = 30(. Стало быть, треугольники AEC и AED равны по двум сторонам и углу между ними, откуда AD = AC.

6. Ответ: Только красного. Решение. Будем обозначать буквой К красные числа, а буквой С — синие. По условию К(К+С) = К(С = К. С другой стороны, К(К+С) = К(К + К(С = К(К + К. Если бы произведение К(К было синим, получилось бы, что К = К(К+С) = К(К + К = С + К = С.

7. Перепишем равенство из условия задачи в виде 1 = AP/AD + AP/AC. Возьмем такую точку K на стороне BC, что PK || AC. Тогда PK = BP = AP, откуда AP/AC = PK/AC = PD/AD (последнее — из теоремы Фалеса). Равенство 1 = AP/AD + PD/AD очевидно.

8. Пусть в какой-то строке С есть клетки трех цветов. Если в каком-то столбце S есть клетки хотя бы двух цветов, возьмем общую клетку С и S, и подберем клетку другого цвета в столбце S и третьего цвета в строке С, что по условию невозможно. Значит, в этом случае все столбцы — одноцветные. Пусть нет трехцветных строк, но есть двухцветная (скажем, красно-синяя) строка С. Возьмем зеленую клетку. Она в другой строке и в каком-то столбце S. Возьмем общую клетку С и S и клетку другого цвета в строке С. Снова получается трехцветный прямоугольник, так что такой случай невозможен.

Первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Второй. Решение. Для начала заметим, что если после какого-то хода впервые получился правильный k-угольник, то k — простое или равно 4. В самом деле, иначе k можно разложить на два множителя m и n, один из которых (скажем, m) не меньше 2, а другой — не меньше 3, и потому раньше, чем появился правильный k-угольник, должен был появиться один из m правильных n-угольников, на которые его можно разбить. Поскольку 54 = 2(33, в нашей игре первым появится правильный треугольник. Правильный 54-угольник разбивается на 18 непересекающихся правильных треугольников, и для победы второму достаточно каждый раз, когда первый красит вершину какого-то из них, красить другую вершину того же треугольника.

Другой вариант стратегии второго — играть центрально-симметрично. Проиграть нельзя, ибо четноугольник первым не получится. ( За лемму о первом правильном многоугольнике — 2 балла.

2. Умножив обе части неравенства из условия задачи на x2y2 и перенеся затем все его члены в одну часть, после несложных равносильных преобразований получим очевидное неравенство
(x–y)2(x2+xy+y2) ( 0.

3. Ответ: (1, 2, 5, 1), (2, 5, 0, 3). Решение. Перепишем равенство из условия в виде 1000a/(b+c+d) = 100a+10b+c. Поскольку правая часть полученного равенства не меньше 100a и меньше 200a, 1 ( 10/(b+c+d) < 2, откуда 6 ( b+c+d ( 10. Случай b+c+d = 10 невозможен, ибо тогда b = c = 0, d = 10. Случаи b+c+d = 9 и b+c+d = 7 тоже невозможны, ибо тогда b+c+d и 1000 взаимно просты, откуда a = b+c+d и 100a+10b+c = 1000. Если b+c+d = 8, имеем 125a = 100a+10b+c ( 25a = 10b+c. Понятно, что a ( 3. Перебирая случаи a = 1, 2, 3, находим два ответа. Наконец, если b+c+d = 6, число 1000a/(b+c+d) будет целым при a = 3, 6, 9. При a = 3 получаем 200 = 10b+c, при a = 6 — 400 = 10b+c, при a = 9 — 600 = 10b+c. Все эти случаи невозможны. ( Неполный перебор с незакрытыми дырами — ( 6 баллов и нет решения. Но если дыры были небольшими и докладчик их закрыл, то оппоненту можно и нужно давать не 3 балла, а меньше!
4. Вначале у графа знакомств было 125(10/2 = 625 ребер. Пусть ушло k человек. Если среди них не было знакомых, в графе знакомств оставшихся осталось 625–10k = 5(125–2k) ребер. С другой стороны, число ребер в графе знакомств оставшихся должно равняться m(125–k)/2, где m < 10 число знакомых каждого из оставшихся среди оставшихся. Приравнивая, получаем 10(125–2k) = m(125–k) ( 125(10–m) = k(20–m). Из последнего равенства следует, что 20–m делится на 5, откуда m = 5. Но тогда 625 = 15k, и k получается дробным. Противоречие. ( Указания те же, ч то к задаче 3.
5. Продолжим сторону BC на отрезок CE = CD. Треугольник CDE — равносторонний, треугольник ABE — равнобедренный. Поэтому (DEC = 60(, а (BEC = 30(. Стало быть, треугольники AEC и AED равны по двум сторонам и углу между ними, откуда AD = AC.

6. Ответ: Только красного. Решение. Будем обозначать буквой К красные числа, а буквой С — синие. По условию К(К+С) = К(С = К. С другой стороны, К(К+С) = К(К + К(С = К(К + К. Если бы произведение К(К было синим, получилось бы, что К = К(К+С) = К(К + К = С + К = С.

7. Пусть Z — середина отрезка YC. По теореме Фалеса XZ || AB. Продолжим луч XY до пересечения с лучом BA в точке T. Треугольники AYT и ZYX равны, ибо AY = YZ, (XYZ = (AYT, (XZY = (TAY. Следовательно, XY = YT, то есть PY в треугольнике XPT — высота и медиана, а, значит, и биссектриса.

8. Пусть в какой-то строке С есть клетки трех цветов. Если в каком-то столбце S есть клетки хотя бы двух цветов, возьмем общую клетку С и S, и подберем клетку другого цвета в столбце S и третьего цвета в строке С, что по условию невозможно. Значит, в этом случае все столбцы — одноцветные. Пусть нет трехцветных строк, но есть двухцветная (скажем, красно-синяя) строка С. Возьмем зеленую клетку. Она в другой строке и в каком-то столбце S. Возьмем общую клетку С и S и клетку другого цвета в строке С. Снова получается трехцветный прямоугольник, так что такой случай невозможен.

Высшая юниорская лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Второй. Решение. Для начала заметим, что если после какого-то хода впервые получился правильный k-угольник, то k — простое или равно 4. В самом деле, иначе k можно разложить на два множителя m и n, один из которых (скажем, m) не меньше 2, а другой — не меньше 3, и потому раньше, чем появился правильный k-угольник, должен был появиться один из m правильных n-угольников, на которые его можно разбить. Поскольку 108 = 4(33, в нашей игре первым появится правильный треугольник или квадрат. Правильный 108-угольник можно разбить на 9 правильных 12-угольников, и всякий правильный треугольник или квадрат, входящий в состав 108-угольника, входит в состав одного из этих 12-угольников. Поскольку второй может играть с первым на каждом из этих 12-угольников независимо от остальных, достаточно показать, что второй может выиграть у первого на правильном 12-угольнике. Для этого заметим, что правильный 12-угольник можно разбить на 4 правильных треугольника или 3 квадрата, и каждый из треугольников имеет с каждым из квадратов ровно одну общую вершину. Сопоставим вершинам 12-угольника клетки таблицы 3(4 так, чтобы вершины, соответствующие строкам, образовывали правильные треугольники, а соответствующие столбцам — квадраты. Теперь достаточно показать, что если первый со вторым по очереди красят клетки этой таблицы, то второй может добиться, чтобы после четвертого его хода в каждой строке было покрашено по две клетки, а в каждом столбце — не более трех. Несложный перебор (который докладчик должен провести) показывает, что это возможно. ( За лемму о первом правильном многоугольнике — 2 балла.

2. Ответ: Нет. Решение. Обойдем круг. Пусть при этом a раз число бриллиантов в следующей коробке было на 8 больше, b раз — на 8 меньше, c раз — на 13 больше, d раз — на 13 меньше. Тогда 8(a–b)+13(c–d) = 0, то есть 8(a–b) = 13(d–c). Так как числа 8 и 13 взаимно просты, a–b должно делиться на 8, а d–c – на 13. Если обе эти разности не равны 0, то хотя бы одно из чисел a и b должно быть не меньше 8, а то хотя бы одно из чисел c и d — не меньше 13. Но это невозможно, ибо a+b+c+d = 19. Значит, a = b и c = d. Но и это невозможно, ибо тогда сумма a+b+c+d была бы четной. 
3. Ответ: (1, 2, 5, 1), (2, 5, 0, 3). Решение. Перепишем равенство из условия в виде 1000a/(b+c+d) = 100a+10b+c. Поскольку правая часть полученного равенства не меньше 100a и меньше 200a, 1 ( 1000/(b+c+d) < 2, откуда 6(b+c+d(10. Случай b+c+d = 10 невозможен, ибо тогда b = c = 0, d = 10. Случаи b+c+d = 9 и b+c+d = 7 тоже невозможны, ибо тогда b+c+d и 1000 взаимно просты, откуда a = b+c+d и 100a+10b+c = 1000. Если b+c+d = 8, имеем 125a = 100a+10b+c ( 25a = 10b+c. Понятно, что a ( 3. Перебирая случаи a = 1, 2, 3, находим два ответа. Наконец, если b+c+d = 6, число 10a/(b+c+d) будет целым при a = 3, 6, 9. При a = 3 получаем 200 = 10b+c, при a = 6 — 400 = 10b+c, при a = 9 — 600 = 10b+c. Все эти случаи невозможны. ( Неполный перебор с незакрытыми дырами — ( 6 баллов и нет решения. Но если дыры были небольшими и докладчик их закрыл, то оппоненту можно и нужно давать не 3 балла, а меньше!

4. Ответ: Одним. Решение. Поскольку 1+2+…+37 = 37(19, должно получиться либо 37 групп с суммой 19, либо 19 групп с суммой 37. Первое невозможно, ибо в списке есть числа, большие 19. Второе возможно: {37}, {1, 36}, {2, 35}, …, {18, 19}.

5. Продолжим сторону BC на отрезок CE = CD. Треугольник CDE — равносторонний, треугольник ABE — равнобедренный. Поэтому (DEC = 60(, а (BEC = 30(. Стало быть, треугольники AEC и AED равны по двум сторонам и углу между ними, откуда AD = AC.

6. Ответ: Только красного. Решение. Будем обозначать буквой К красные числа, а буквой С — синие. По условию К(К+С) = К(С = К. С другой стороны, К(К+С) = К(К + К(С = К(К + К. Если бы произведение К(К было синим, получилось бы, что К = К(К+С) = К(К + К = С + К = С.

7. Да. Возьмем прямоугольный треугольник, у которого один из катетов вдвое больше другого. Опустим в нем высоту на гипотенузу, а больший из получившихся треугольников разрежем средними линиями на 4 равные части. ( Если чертеж не очевиден и не обоснован — нет решения.

8. Пусть в какой-то строке С есть клетки трех цветов. Если в каком-то столбце S есть клетки хотя бы двух цветов, возьмем общую клетку С и S, и подберем клетку другого цвета в столбце S и третьего цвета в строке С, что по условию невозможно. Значит, в этом случае все столбцы — одноцветные. Пусть нет трехцветных строк, но есть двухцветная (скажем, красно-синяя) строка С. Возьмем зеленую клетку. Она в другой строке и в каком-то столбце S. Возьмем общую клетку С и S и клетку другого цвета в строке С. Снова получается трехцветный прямоугольник, так что такой случай невозможен.

Первая юниорская лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Второй. Решение. Для начала заметим, что если после какого-то хода впервые получился правильный k-угольник, то k — простое или равно 4. В самом деле, иначе k можно разложить на два множителя m и n, один из которых (скажем, m) не меньше 2, а другой — не меньше 3, и потому раньше, чем появился правильный k-угольник, должен был появиться один из m правильных n-угольников, на которые его можно разбить. Поскольку 54 = 2(33, в нашей игре первым появится правильный треугольник. Правильный 54-угольник разбивается на 18 непересекающихся правильных треугольников, и для победы второму достаточно каждый раз, когда первый красит вершину какого-то из них, красить другую вершину того же треугольника. ( За лемму о первом правильном многоугольнике — 2 балла.

2. Ответ: 9, пример – 1, 4, 7, 9, 7, 5, 3. Решение. Введём обозначения для количества бриллиантов в коробках по кругу с1, b1, a1, m, a2, b2, с2, где m – наибольшее число. Если m ( 10, то в тройках слева и справа от m сумма ak+bk+ck ( 7+4+1=12 (*) и ak+bk+ck ( 36–10–12 = 14 (**). Если ak ( 8, то bk ( 5, ck ( 2 — противоречие с (*). Тогда ak = 7, и 7 ( bk+ck ( 5. А это возможно только при bk = 5 и ck = 2, т.е соседние числа с1 и с2 равны — противоречие. ( За пример без оценки – не более 4. Оценка без примера — 6 и задача не решена.

3. Ответ: 3. Решение. Поскольку pn делится на q, то p = q. Получаем, что , pn–1–p = r, то есть r делится на p. Значит, r = p, откуда pn–1 = 2p, откуда p = 2 и n = 3. ( Ответ стоит 0. Равенство p = q или эквивалентное – 4 балла. 

4. Ответ: Одним. Решение. Поскольку 1+2+…+13 = 13(7, должно получиться либо 13 групп с суммой 7, либо 7 групп с суммой 13. Первое невозможно, ибо в списке есть числа, большие семи. Второе возможно: {13}, {1, 12}, {2, 11}, …, {6, 7}. ( Разбиение на одну группу игнорируется. Пример разбиения без невозможности другого числа групп – 4 балла. 

5. Ответ: (42, 21), (21, 42), (54, 9), (9, 54), (18, 27), (27, 18), (7, 56), (56, 7), (60, 3), (3, 60), (12, 15), (15, 12), (1, 63), (63, 1), (7, 9), (9, 7). Решение: Поскольку левая часть равенства из условия задачи делится на НОД(a, b), то этот НОД равен 63, 21, 9, 7, 3 или 1. Первый случай, очевидно, невозможен. Во втором НОК(a, b) = 42 и НОК(a, b)/НОД(a, b) = 2. Последнее отношение равно произведению всех простых множителей, входящих в одно из чисел и не входящих в другое. Отсюда получаем первые два ответа. В третьем случае НОК(a, b) = 54 и НОК(a, b)/НОД(a, b) = 6, откуда следующие четыре ответа. В четвертом — НОК(a, b)/НОД(a, b) = 8, что дает седьмой и восьмой ответы (разложение 8 = 2(4 ответов не дает). В пятом — НОК(a, b)/НОД(a, b) = 20. Это дает ответы с девятого по двенадцатый, соответствующие разложениям 20 = 1(20 и 20 = 4(5. Наконец, в последнем случае числа a и b взаимно просты, и их произведение равно 63. Отсюда получаем последние четыре ответа. ( Мы указали в ответе упорядоченные пары. Но если докладчик предъявит в качестве ответа верный набор неупорядоченных пар, требовать перечисления упорядоченных пар не надо. Соответствующие претензии оппонента снимать. Пропуск одного значения НОД — снять 4 балла. При решении, связанном с полным перебором всех пар НОД+НОК – пропуск любого из случаев считать отсутствием решения, не более 6 баллов.

6. Если есть равнобедренный треугольник с основанием 1 и тремя синими вершинами, то все вершины 999-угольника — синие, что невозможно. В самом деле, рядом с синим треугольником найдется другой равнобедренный со стороной 1, имеющий с первым общую сторону. Значит, он тоже целиком синий, и т.д. Получается, что у каждого такого треугольника одна синяя вершина и две красных. Всего таких треугольников 999, и каждая синяя вершина входит в три из них. Значит, синих вершин 333, а красных — 666.

7. Да. Возьмем прямоугольный треугольник, у которого один из катетов вдвое больше другого. Опустим в нем высоту на гипотенузу, а больший из получившихся треугольников разрежем средними линиями на 4 равные части.

8. Ответ: Две. Решение. Пусть разломаны две спички: одна на кусочки x и 1–x, другая — на кусочки y и 1–y. Выберем обозначения так, чтобы выполнялись неравенства x ( y ( 1/2. Тогда из кусочков y, 1–x и 1–y можно сложить треугольник, ибо сумма двух меньших из них y и 1–y больше большего 1–x.

Вторая юниорская лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Второй. Решение. Для начала заметим, что если после какого-то хода впервые получился правильный k-угольник, то k — простое или равно 4. В самом деле, иначе k можно разложить на два множителя m и n, один из которых (скажем, m) не меньше 2, а другой — не меньше 3, и потому раньше, чем появился правильный k-угольник, должен был появиться один из m правильных n-угольников, на которые его можно разбить. Поскольку 54 = 2(33, в нашей игре первым появится правильный треугольник. Правильный 54-угольник разбивается на 18 непересекающихся правильных треугольников, и для победы второму достаточно каждый раз, когда первый красит вершину какого-то из них, красить другую вершину того же треугольника.

2. Ответ: 9, пример – 1, 4, 7, 9, 7, 5, 3. Решение. Введём обозначения для количества бриллиантов в коробках по кругу с1, b1, a1, m, a2, b2, с2, где m – наибольшее число. Если m ( 10, то в тройках слева и справа от m сумма ak+bk+ck ( 7+4+1=12 (*) и, соответственно, ( 36-10-12 = 14 (**). Если ak ( 8, то bk ( 5, ck ( 2 – противоречие с (*). Тогда ak = 7, и 7 ( bk+ck ( 5. А это возможно только при bk = 5 и ck = 2, т.е соседние числа с1 и с2 равны — противоречие.

3. Ответ: p = q = r = 3. Решение. pqr = pq + qr+ rp ( pqr – pq – qr = rp. Таким образом, rp делится на q, то есть одно из чисел p и r равно q. Пусть p = q. Тогда p2r = p2+2pr, то есть 2r делится на p. Тут либо p = r, либо p = 2. В первом случае имеем p = q = r и p3 = 3p2, откуда p = q = r = 3. Во втором случае имеем 4r = 4 + 4r, что невозможно.

4. Ответ: Одним. Решение. Поскольку 1+2+…+13 = 13(7, должно получиться либо 13 групп с суммой 7, либо 7 групп с суммой 13. Первое невозможно, ибо в списке есть числа, большие семи. Второе возможно: {13}, {1, 12}, {2, 11}, …, {6, 7}. ( Разбиение на одну группу игнорируется. Пример разбиения без невозможности другого числа групп – 4 балла.

5. Ответ: (11, 66), (66, 11), (22, 33), (33, 22), (70, 7), (7, 70), (14, 35), (35, 14), (11, 7), (7, 11), (77, 1), (1, 77). Решение: Поскольку левая часть равенства из условия задачи делится на НОД(a, b), то этот НОД равен 77, 11, 7 или 1. Первый случай, очевидно, невозможен. Во втором НОК(a, b) = 66 и НОК(a, b)/НОД(a, b) = 6. Последнее отношение равно произведению всех простых множителей, входящих в одно из чисел и не входящих в другое. Отсюда получаем первые четыре ответа. В третьем случае НОК(a, b) = 70, НОК(a, b)/НОД(a, b) = 10. Отсюда получаем вторые четыре ответа. Наконец, в четвертом случае числа a и b взаимно просты, и их произведение равно 77. Отсюда получаем последние четыре ответа. ( Мы указали в ответе упорядоченные пары. Но если докладчик предъявит в качестве ответа верный набор неупорядоченных пар, требовать перечисления упорядоченных пар не надо. Соответствующие претензии оппонента снимать. Пропуск одного значения НОД — снять 4 балла. При решении, связанном с полным перебором всех пар НОД+НОК – пропуск любого из случаев считать отсутствием решения, не более 6 баллов.

6. Если есть равнобедренный треугольник с основанием 1 и тремя синими вершинами, то все вершины 999-угольника — синие, что невозможно. В самом деле, рядом с синим треугольником найдется другой равнобедренный со стороной 1, имеющий с первым общую сторону. Значит, он тоже целиком синий, и т.д. Получается, что у каждого такого треугольника одна синяя вершина и две красных. Всего таких треугольников 999, и каждая синяя вершина входит в три из них. Значит, синих вершин 333, а красных — 666.

7. Да. Возьмем прямоугольный треугольник, у которого один из катетов вдвое больше другого. Опустим в нем высоту на гипотенузу, а больший из получившихся треугольников разрежем средними линиями на 4 равные части.

8. Ответ: Две. Решение. Пусть разломаны две спички: одна на кусочки x и 1–x, другая — на кусочки y и 1–y. Выберем обозначения так, чтобы выполнялись неравенства x ( y ( 1/2. Тогда из кусочков y, 1–x и 1–y можно сложить треугольник, ибо сумма двух меньших из них y и 1–y больше большего 1–x.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 10(10 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону.

2. Найдите все тройки натуральных чисел a , b , c таких, что 2a+2b+1 делится на 2c-1 .

3. В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона AB параллельна диагонали CE , а сторона BC параллельна диагонали AD . Докажите, что прямая BE делит диагональ AD в таком же отношении, в каком прямая BD делит диагональ CE .(KoMaL-2003)
4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 75(. Докажите, что AB + AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Верно ли, что любое четное число можно представить в виде суммы двух натуральных чисел, все цифры которых нечетны? (Жюри)
6. На плоскости отмечено 1000 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется не более 1000000 равнобедренных треугольников с вершинами в этих точках. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов) 
7. На столе лежат N (N > 3) спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит N/2. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
8. Требуется изготовить табло из 2005 лампочек, имеющее систему выключателей. Любой выключатель должен быть присоединен к паре лампочек, и при нажатии на него должно одновременно меняться состояние двух этих лампочек (горящая выключается, негорящая — включается). Какого наименьшего числа выключателей хватит, чтобы из любого начального состояния можно было с их помощью добиться хотя бы одного из двух результатов: чтобы все лампочки горели, либо все лампочки были потушены? (Жюри)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ВЫСШАЯ ЛИГА. БОЙ ЗА 7-8 МЕСТА

1. В треугольнике ABC медиана AM равна высоте BH . Чему может быть равен угол MAC ?

2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. На доске написано вещественное число. Каждую минуту Федя делит написанное на доске вещественное число на его дробную часть и записывает результат вместо старого числа. Докажите, что через некоторое время на доске появится целое число или число, большее 2005. (CПб Ол 2005 1 тур)
4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 75(. Докажите, что AB + AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Докажите, что любое нечетное число, большее 1, можно представить в виде суммы трех натуральных чисел, все цифры которых нечетны. (Жюри)
6. На плоскости отмечено 1000 точек, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется не более 1000000 равнобедренных треугольников с вершинами в этих точках. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов) 
7. На столе лежат N (N > 3) спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит N/2. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
8. Требуется изготовить табло из 2005 лампочек, имеющее систему выключателей. Любой выключатель должен быть присоединен к паре лампочек, и при нажатии на него должно одновременно меняться состояние двух этих лампочек (горящая выключается, негорящая — включается). Какого наименьшего числа выключателей хватит, чтобы из любого начального состояния можно было с их помощью добиться хотя бы одного из двух результатов: чтобы все лампочки горели, либо все лампочки были потушены? (Жюри)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В треугольнике ABC медиана AM равна высоте BH. Чему может быть равен угол MAC?

2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. На доске написано вещественное число, большее 1. Каждую минуту Федя делит написанное на доске вещественное число на его дробную часть и записывает результат вместо старого числа. Докажите, что через некоторое время на доске появится целое число или число, большее 2005. (CПб Ол 2005 1 тур)
4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 75(. Докажите, что AB + AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Докажите, что любое нечетное число, большее 1, можно представить в виде суммы трех натуральных чисел, все цифры которых нечетны. (Жюри)
6. На плоскости отмечено 1000 точек, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется не более 1000000 равнобедренных треугольников с вершинами в этих точках. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов) 
7. На столе лежат N (N > 3) спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит N/2. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов)
8. Требуется изготовить табло из 2005 лампочек, имеющее систему выключателей. Любой выключатель должен быть присоединен к паре лампочек, и при нажатии на него должно одновременно меняться состояние двух этих лампочек (горящая выключается, негорящая — включается). Какого наименьшего числа выключателей хватит, чтобы из любого начального состояния можно было с их помощью добиться хотя бы одного из двух результатов: чтобы все лампочки горели, либо все лампочки были потушены? (Жюри)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ПЕРВАЯ ЛИГА 

БОЙ НИЖНИЙ НОВГОРОД-80 – ОРЕНБУРГ-БЕЛГОРОД

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 4(4 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону. (Фольклор)
2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. Имеется 3 шара, среди которых один радиоактивный, и три детектора, в каждый из которых можно вложить один шар, после чего детектор укажет, радиоактивный ли он. Известно, что один из детекторов всегда дает верные показания, второй – всегда неправильные, а третий – как повезет. Возможно ли определить радиоактивный шар? (Р.Г. Женодаров, С.Г. Волченков)

4. Треугольник разрезан на два треугольника. Длины сторон новых треугольников принимают только два различных значения. Найдите углы исходного треугольника. (Р.Г. Женодаров)
5. Докажите, что любое нечетное число, большее 1, можно представить в виде суммы трех натуральных чисел, все цифры которых нечетны. (Жюри)
6. На столе лежат 40 спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит 20. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов) 
7. В каждую клетку таблицы 5 ( 5 вписано натуральное число, не большее 5. Оказалось, что в каждой строке и каждом столбце либо все числа одинаковы, либо все числа различны. Пусть S — сумма всех чисел в этой таблице. Сколько различных значений может принимать S? (Й. Симша, Чехия, 2002)
8. Требуется изготовить табло из 13 лампочек, имеющее систему выключателей. Любой выключатель присоединен к паре лампочек, и при нажатии на него меняется состояние сразу двух этих лампочек (горящая погасает, негорящая – включается). Докажите, что можно сделать эту схему из 12 выключателей так, чтобы из любого начального состояния можно было сделать хотя бы одно из действий: либо зажечь все лампочки, либо погасить все лампочки? 
(Жюри)

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ВЫСШАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 10(10 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону. (Фольклор)
2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. Имеется 6 шаров, среди которых три радиоактивных, и три детектора, в каждый из которых можно вложить три шара, после чего детектор укажет, есть ли среди них радиоактивный. Известно, что один из детекторов всегда дает верные показания, второй – всегда неправильные, а третий – как повезет. Возможно ли определить, какие из шаров радиоактивные? (Р.Г. Женодаров, С.Г. Волченков)
4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 75(. Докажите, что AB + AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Верно ли, что любое четное число можно представить в виде суммы двух натуральных чисел, все цифры которых нечетны? (Жюри)
6. На столе лежат N (N > 3) спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит N/2. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов) 
7. На плоскости отмечено 1000 точек, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется не более 1000000 равнобедренных треугольников с вершинами в этих точках. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов)
8. Могут ли сумма, разность, произведение и частное двух натуральных чисел в сумме дать 2005? (Жюри, по мотивам задачи из KoMaL 2000) 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ВЫСШАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА. БОЙ ЗА 7-8 МЕСТО

ПЕРВАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА. ФИНАЛ

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 6(6 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону. (Фольклор)
2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. Имеется 6 шаров, среди которых три радиоактивных, и три детектора, в каждый из которых можно вложить три шара, после чего детектор укажет, есть ли среди них радиоактивный. Известно, что один из детекторов всегда дает верные показания, второй – всегда неправильные, а третий – как повезет. Возможно ли определить, какие из шаров радиоактивные? (Р.Г. Женодаров, С.Г. Волченков)
4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 45(. Докажите, что AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Верно ли, что любое четное число можно представить в виде суммы двух натуральных чисел, все цифры которых нечетны? (Жюри)
6. На столе лежат 40 спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит 20. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов) 
7. На плоскости отмечено 1000 точек, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется не более 1000000 равнобедренных треугольников с вершинами в этих точках. (И.И. Богданов, С.Л. Берлов)
8. Могут ли сумма, разность, произведение и частное двух натуральных чисел в сумме дать 2005? (Жюри, по мотивам задачи из KoMaL 2000) 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ПЕРВАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 4(4 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону. (Фольклор)
2. Натуральное число k назовем хорошим, если найдется такое натуральное число n, что k = nS(n), где S(n) — сумма цифр десятичной записи числа n. Существуют ли три подряд идущих хороших числа? (О.С. Нечаева)
3. Имеется 6 шаров, среди которых три радиоактивных, и три детектора, в каждый из которых можно вложить три шара, после чего детектор укажет, есть ли среди них радиоактивный. Известно, что один из детекторов всегда дает верные показания, второй – всегда неправильные, а третий – как повезет. Возможно ли определить, какие из шаров радиоактивные? (Р.Г. Женодаров, С.Г. Волченков)
4. Треугольник разрезан на два треугольника. Длины сторон новых треугольников принимают только два различных значения. Найдите углы исходного треугольника. (Р.Г. Женодаров)
5. Докажите, что любое нечетное число, большее 1, можно представить в виде суммы трех натуральных чисел, все цифры которых нечетны. (Жюри)
6. На столе лежат 40 спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит 20. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов) 
7. В каждую клетку таблицы 5 ( 5 вписано натуральное число, не большее 5. Оказалось, что в каждой строке и каждом столбце либо все числа одинаковы, либо все числа различны. Пусть S — сумма всех чисел в этой таблице. Сколько различных значений может принимать S? (Й. Симша, Чехия, 2002)
8. Требуется изготовить табло из 13 лампочек, имеющее систему выключателей. Любой выключатель присоединен к паре лампочек, и при нажатии на него меняется состояние сразу двух этих лампочек (горящая погасает, негорящая – включается). Докажите, что можно сделать эту схему из 12 выключателей так, чтобы из любого начального состояния можно было сделать хотя бы одно из действий: либо зажечь все лампочки, либо погасить все лампочки? 
(Жюри)

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 24.02.2005

ВТОРАЯ ЮНИОРСКАЯ ЛИГА

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 4(4 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? Соседями считаются клетки, имеющие общую сторону. (Фольклор)
2. Число называется хорошим, если оно представимо в виде nS(n) и не заканчивается нулем, где S(n) обозначает сумму цифр числа n. Число называется дважды хорошим, если оно представимо в таком виде для двух различных n . Существуют ли хотя бы два дважды хороших числа? (О. С. Нечаева, Р.Г. Женодаров)
3. Имеется 3 шара, среди которых один радиоактивный, и три детектора, в каждый из которых можно вложить один шар, после чего детектор укажет, радиоактивный ли он. Известно, что один из детекторов всегда дает верные показания, второй – всегда неправильные, а третий – как повезет. Возможно ли определить радиоактивный шар? (Р.Г. Женодаров, С.Г. Волченков)

4. Треугольник разрезан на два треугольника. Длины сторон новых треугольников принимают только два различных значения. Найдите углы исходного треугольника. (Р.Г. Женодаров)
5. Докажите, что любое нечетное число, большее 1, можно представить в виде суммы трех натуральных чисел, все цифры которых нечетны. (Жюри)
6. На столе лежат 35 спичек. За один ход разрешается объединить любые две кучки спичек, если в результате объем кучки не превысит 17,5. В начале игры каждая спичка составляет отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре? (И.С. Рубанов) 
7. Имеются семь высказываний, утверждающих, что числа x, y, z, x + y, y + z, z + x, x + y + z – простые. Какое наибольшее число этих высказываний может быть истинно? (Р.Г. Женодаров)
8. Несколько гирек, каждая из которых весит 1 или 2 грамма, в сумме весят ровно 2005 г. Докажите, что с их помощью можно взвесить любое целое число граммов от 1 до 2005. (Р.Г. Женодаров)
Высшая лига, 4 тур, решения
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1. Окружим наш квадрат каемкой незакрашенных клеток. Тогда прежнее условие выполняется для всех внутренних клеток нового квадрата. Рассмотрим произвольный прямоугольник с черными (в шахматной раскраске) вершинами и сторонами, параллельными диагоналям квадрата. Тогда среди его вершин четное число закрашенных (достаточно рассмотреть условие задачи для всех белых клеток этого прямоугольника). Назовем Б и Ч соответственно белую и черную диагонали квадрата. Оценим количество черных закрашенных клеток, лежащих выше Б (будем их временно называть просто черными). Рассмотрим все наши прямоугольники, лежащие выше Б, с одной вершиной в добавленной каемке и двумя ​ на Ч. Тогда все черные, не лежащие на Ч, встречаются в прямоугольниках ровно по одному разу; с другой стороны, любая пара клеток Ч, лежащая выше Б, встречается по два раза. Поэтому количество закрашенных черных не на Ч есть удвоенное произведение количества закрашенных и незакрашенных клеток на Ч выше Б. Перебором количества закрашенных на Ч получаем, что требуемое количество не превосходит 3+(3(2)(2=15, а всего закрашенных клеток не более 60. Пример для 60 показан на рисунке.

2. Ответ: (х, у, 1), (2х, 2у, 2), (3х+2, 3у+1, 3), (3х+1, 3у+2, 3), где х, у — любые натуральные числа. Решение. Пусть a = kc+d, b = lc+e — результаты деления с остатком чисел a и b на c. Тогда 2a+2b+1 ( 2d+2e+1 (mod 2c–1). Поскольку d, e ( c–1, 2d+2e+1 ( 2c+1. Если d = e = c–1, то 2d+2e+1 = 2c+1 и делится на 2c–1 только тогда, когда делится на 2c–1 разность (2c+1)–(2c–1) = 2, то есть при c = 1. Это дает первую серию ответов:
(х, у, 1). В противном случае одно из чисел d, e не больше c–1, а другое — не больше c–2, откуда
2d+2e+1 ( 3(2c–2+1. Здесь делимость на 2c–1 возможна лишь при 3(2c–2+1 ( 2c–1 ( 2c–2 ( 2 ( с ( 3. Случай c = 1 мы уже рассмотрели. При c = 2 требуется, чтобы 2a+2b+1 делилось на 3. Это дает вторую серию решений. Наконец, при c = 3 короткий перебор показывает, что 2d+2e+1 делится на 2c–1 = 7, когда одно из чисел d, e равно 2, а другое — единице. Это дает две последние серии решений.
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3. Обозначим точки пересечения диагоналей пятиугольника так, как показано на рисунке справа, и положим x = FH/AB и y = FG/BC. Тогда AD = DF+FA = xAD +BC, откуда AD = BC/(1–x). Далее, DG/AG = (DF+FG)/AG = (xBC/(1–x)+yBC)/(1–y)BC = (x+y–xy)/(1–y)(1–x) (*). Понятно, что если искать EH/CH, то получится то же выражение (*) с заменой x на y и наоборот. Но такая замена не изменяет выражения (*), откуда и вытекает утверждение задачи.

4. Отразим точки A и C относительно прямых BF и BE соответственно, получим точки A' и C'. Тогда (A'BC' = (FBE - ((ABC - (FBE) = 60(, A'B = AB = BC = BC' и треугольник A'BC' - равносторонний. Но тогда AB + AF + CE = A'C' + A'F + C'E ( EF.

5. Нет, не верно. Например, число 220 нельзя представить в таком виде.

6. Пусть таких треугольников будет более 1000000. Рассмотрим все их  основания. Заметим, что на каждом серединном перпендикуляре к этим отрезкам лежит не более 2 точек. Значит на каждое основание опирается не более 2 треугольников. Но тогда их не больше, чем 2(1000*999/2)<1000000.

7. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Значит, если N нечетно, то кучек в конце будет ровно 3. При этом, поскольку после каждого хода число кучек уменьшается на 1, в игре будет сделано ровно N–3 хода. Поскольку это — четное число, то последний ход сделает второй и выиграет независимо как от игры соперника, так и от собственной. Стратегия второго для случая четного N такова. Пока в отмеченной кучке не больше N/2–2 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось N/2–1 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось N/2 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из N/2 спичек. При этом в игре будет сделано ровно N–2 хода, и последний ход опять останется за вторым.

8. Заметим, что четность числа горящих лампочек в любой момент такая же, как в начальном состоянии. Устроим систему из 2004 выключателей следующим образом: одна лампочка А является выделенной, и  каждый выключатель подключен к ней и еще какой-то из других лампочек (разные выключатели - к разным лампочкам). Если в начальном состоянии горит четное число лампочек, то погасим их, последовательно выключая их и переключая лампочку А (в итоге все лампочки, включая А, будут погашены).  Если же в начальном состоянии горит нечетное число лампочек, то включим все остальные (их четное число, поэтому в итоге лампочка А тоже будет включена). Докажем, что меньшего числа выключателей не хватит. Действительно, при меньшем количестве выключателей граф лампочек несвязен, поэтому есть или хотя бы одна четная компонента связности, или хотя бы три нечетных компоненты. В четной компоненте достаточно рассмотреть такое начальное состояние, в котором горит только одна лампочка (и с ним уже ничего нельзя сделать), а на двух нечетных компонентах достаточно зажечь 0 и 1 лампочек соответственно – тогда одну из компонент можно будет только погасить, а другую – только зажечь.

Первая лига, 4 тур, решения

1. Опустим из точки M перпендикуляр MN на прямую АС. В прямоугольном треугольнике AMN катет MN равен половине BH, а, значит, и половине гипотенузы AM. Поэтому (MAC = 30(.

2. Так как число и его сумма цифр дают одинаковые остатки при делении на 3, то хорошее число при делении на 3 может давать в качестве остатка только 0 и 1, а среди трех последовательных чисел обязательно встретится число с остатком 2.

3. На доске написано вещественное число. Каждую минуту Федя делит написанное на доске вещественное число на его дробную часть и записывает результат вместо старого числа. Докажите, что через некоторое время на доске появится целое число или число, большее 2005. (CПб Ол 2005 1 тур)
4. Отразим точки A и C относительно прямых BF и BE соответственно, получим точки A' и C'. Тогда (A'BC' = (FBE - ((ABC - (FBE) = 60(, A'B = AB = BC = BC' и треугольник A'BC' - равносторонний. Но тогда AB + AF + CE = A'C' + A'F + C'E ( EF.

5. Заметим, что получить последнюю нечетную цифру нужной суммы можно, используя последние цифры трех слагаемых двумя способами, в одном из которых перенос в следующий разряд четное число, а в другом – нечетное (…1 = 7 + 3 + 1 = 7 + 7 + 7, 3 = 7 + 1 +5 = 7 + 7 + 9 и т.д.) Таким образом, можно построить слагаемые, начиная с младших разрядов, подбирая их цифры, чтобы получать цифры суммы и четный перенос в следующий разряд, кроме самого последнего переноса, который обеспечит нечетность последнего разряда суммы.

6. Пусть таких треугольников будет более 1000000. Рассмотрим все их основания. Заметим, что на каждом серединном перпендикуляре к этим отрезкам лежит не более 2 точек. Значит на каждое основание опирается не более 2 треугольников. Но тогда их не больше, чем 2(1000*999/2)<1000000.

7. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Значит, если N нечетно, то кучек в конце будет ровно 3. При этом, поскольку после каждого хода число кучек уменьшается на 1, в игре будет сделано ровно N–3 хода. Поскольку это — четное число, то последний ход сделает второй и выиграет независимо как от игры соперника, так и от собственной. Стратегия второго для случая четного N такова. Пока в отмеченной кучке не больше N/2–2 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось N/2–1 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось N/2 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из N/2 спичек. При этом в игре будет сделано ровно N–2 хода, и последний ход опять останется за вторым.

8. Заметим, что четность числа горящих лампочек в любой момент такая же, как в начальном состоянии. Устроим систему из 2004 выключателей следующим образом: одна лампочка А является выделенной, и  каждый выключатель подключен к ней и еще какой-то из других лампочек (разные выключатели - к разным лампочкам). Если в начальном состоянии горит четное число лампочек, то погасим их, последовательно выключая их и переключая лампочку А (в итоге все лампочки, включая А, будут погашены).  Если же в начальном состоянии горит нечетное число лампочек, то включим все остальные (их четное число, поэтому в итоге лампочка А тоже будет включена). Докажем, что меньшего числа выключателей не хватит. Действительно, при меньшем количестве выключателей граф лампочек несвязен, поэтому есть или хотя бы одна четная компонента связности, или хотя бы три нечетных компоненты. В четной компоненте достаточно рассмотреть такое начальное состояние, в котором горит только одна лампочка (и с ним уже ничего нельзя сделать), а на двух нечетных компонентах достаточно зажечь 0 и 1 лампочек соответственно – тогда одну из компонент можно будет только погасить, а другую – только зажечь.

Первая лига, 4 тур, решения

БОЙ НИЖНИЙ НОВГОРОД -80 – ОРЕНБУРГ-БЕЛГОРОД

1. Ответ: 12. Решение. Если в каком-то угловом квадратике 2(2 все клетки отмечены, то в соседних с ним уголках 2(2 не отмечены, по крайней мере, по две клетки. В этом легко убедиться небольшим перебором. В этом случае неотмеченными остаются не менее 12 клеток. Если же в каждом угловом квадратике 2(2 по одной клетке не отмечено, то неотмеченными остаются тоже 12 клеток. Пример ровно на 12 клеток – отмечены все клетки, кроме угловых.

2. Так как число и его сумма цифр дают одинаковые остатки при делении на 3, то хорошее число при делении на 3 может давать в качестве остатка только 0 и 1, а среди трех последовательных чисел обязательно встретится число с остатком 2.

3. Да. Для этого положим один шар во все три детектора, при этом показания двух детекторов будут одинаковыми, а другого – отличаться от них. Так как правдивый и ложный детекторы дают всегда различные показания, то отличные от других показания будут принадлежать либо правдивому, либо лживому детектору. Тогда положим в этот детектор все шары по очереди. Если детектор правдивый, то он ровно 1 раз покажет отсутствие радиоактивности, а если лживый – то ровно один раз покажет присутствие радиоактивности.

4. Ответ: три ответа – 36(, 36(, 108(; 45(, 45(, 90(; 30(, 60(, 90(. Решение. Допустим, что в разрезании есть равносторонний треугольник. Тогда одна из его сторон обязательно должна быть продолжена, поэтому второй треугольник является равнобедренным с углами 120(, 30(, 30(. Получаем ответ 30(, 60(, 90(. Во втором случае равносторонний треугольник отсутствует Тогда оба треугольника разбиения являются равнобедренными. Если они равны, то обязательно прилегают друг к другу основаниями, получаем ответ  45(, 45(, 90(. Если же они не равны, то основание одного прилегает к боковой стороне другого, и после счета углов получается ответ 36(, 36(, 108(.

5. Заметим, что получить последнюю нечетную цифру нужной суммы можно, используя последние цифры трех слагаемых двумя способами, в одном из которых перенос в следующий разряд четное число, а в другом – нечетное (…1 = 7 + 3 + 1 = 7 + 7 + 7, 3 = 7 + 1 +5 = 7 + 7 + 9 и т.д.) Таким образом, можно построить слагаемые, начиная с младших разрядов, подбирая их цифры, чтобы получать цифры суммы и четный перенос в следующий разряд, кроме самого последнего переноса, который обеспечит нечетность последнего разряда суммы.

6. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Пока в отмеченной кучке не больше 18 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось 19 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось 20 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из 20 спичек. При этом в игре будет сделано ровно 38 ходов, и последний ход опять останется за вторым.

7. Ответ: 25, 50, 65, 70, 75, 80, 85, 100, 125. Решение. Если есть строка и столбец, состоящие из одинаковых цифр и где-либо в таблице есть такое же число, то вся таблица заполнена только такими числами. Получаем серию ответов 25, 50, 75, 100, 125. Если же есть крест, заполненный одинаковыми цифрами, а больше в таблице таких цифр нет, поэтому все остальные столбцы заполнены различными цифрами. 1+2+3+4+5 = 15, отсюда серия ответов 60+5 = 65, 70, 75, 80, 85. Если креста нет, но есть строка, заполненная одинаковыми цифрами, то все столбцы, заполненные разными цифрами, имеют сумму 15, общая сумма равна 75. Аналогичный ответ получаем в случае, когда нет ни строки, ни столбца, заполненных одинаковыми цифрами.

8. Устроим систему из 12 выключателей следующим образом: одна лампочка А является выделенной, и  каждый выключатель подключен к ней и еще какой-то из других лампочек (разные выключатели - к разным лампочкам). Если в начальном состоянии горит четное число лампочек, то погасим их, последовательно выключая их и переключая лампочку А (в итоге все лампочки, включая А, будут погашены).  Если же в начальном состоянии горит нечетное число лампочек, то включим все остальные (их четное число, поэтому в итоге лампочка А тоже будет включена).

Высшая юниорская лига, 4 тур, решения
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1. Окружим наш квадрат каемкой незакрашенных клеток. Тогда прежнее условие выполняется для всех внутренних клеток нового квадрата. Рассмотрим произвольный прямоугольник с черными (в шахматной раскраске) вершинами и сторонами, параллельными диагоналям квадрата. Тогда среди его вершин четное число закрашенных (достаточно рассмотреть условие задачи для всех белых клеток этого прямоугольника). Назовем Б и Ч соответственно белую и черную диагонали квадрата. Оценим количество черных закрашенных клеток, лежащих выше Б (будем их временно называть просто черными). Рассмотрим все наши прямоугольники, лежащие выше Б, с одной вершиной в добавленной каемке и двумя ​ на Ч. Тогда все черные, не лежащие на Ч, встречаются в прямоугольниках ровно по одному разу; с другой стороны, любая пара клеток Ч, лежащая выше Б, встречается по два раза. Поэтому количество закрашенных черных не на Ч есть удвоенное произведение количества закрашенных и незакрашенных клеток на Ч выше Б. Перебором количества закрашенных на Ч получаем, что требуемое количество не превосходит 3+(3(2)(2=15, а всего закрашенных клеток не более 60. Пример для 60 показан на рисунке.

2. Так как число и его сумма цифр дают одинаковые остатки при делении на 3, то хорошее число при делении на 3 может давать в качестве остатка только 0 и 1, а среди трех последовательных чисел обязательно встретится число с остатком 2.

3. Да. Для этого положим одну и ту же тройку шаров во все три детектора, при этом показания двух детекторов будут одинаковыми, а другого – отличаться от них. Так как правдивый и ложный детекторы дают всегда различные показания, то отличные от других показания будут принадлежать либо правдивому, либо лживому детектору. Тогда положим в этот детектор все возможные комбинации шаров. Если детектор правдивый, то он ровно 1 раз покажет отсутствие  радиоактивности, а если лживый – то ровно один раз покажет присутствие радиоактивности.

4. Отразим точки A и C относительно прямых BF и BE соответственно, получим точки A' и C'. Тогда (A'BC' = (FBE - ((ABC - (FBE) = 60(, A'B = AB = BC = BC' и треугольник A'BC' - равносторонний. Но тогда AB + AF + CE = A'C' + A'F + C'E ( EF.

5. Нет, не верно. Например, число 220 нельзя представить в таком виде.

6. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Значит, если N нечетно, то кучек в конце будет ровно 3. При этом, поскольку после каждого хода число кучек уменьшается на 1, в игре будет сделано ровно N–3 хода. Поскольку это — четное число, то последний ход сделает второй и выиграет независимо как от игры соперника, так и от собственной. Стратегия второго для случая четного N такова. Пока в отмеченной кучке не больше N/2–2 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось N/2–1 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось N/2 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из N/2 спичек. При этом в игре будет сделано ровно N–2 хода, и последний ход опять останется за вторым.

7. Пусть таких треугольников будет более 1000000. Рассмотрим все их  основания. Заметим, что на каждом серединном перпендикуляре к этим отрезкам лежит не более 2 точек. Значит на каждое основание опирается не более 2 треугольников. Но тогда их не больше, чем 2(1000*999/2)<1000000.

8. Нет. Так как частное является целым числом, то одно из чисел кратно другому. Пусть a = bk, тогда мы получим, что 2bk + b2k + k = 2005, откуда  k(b + 1)2 = 2005. Так как среди делителей 2005 есть только один точный квадрат – 1, то b = 0, а этого быть не может.(Жюри, по мотивам задачи из KoMaL 2000) 

4 тур. Высшая юниорская лига, бой за 7-8 места.

Первая юниорская лига, бой за 1-2 места. Решения

1. Какое наибольшее количество клеток можно отметить на доске 6(6 так, чтобы каждая клетка имела четное число отмеченных соседей? (Фольклор)
2. Так как число и его сумма цифр дают одинаковые остатки при делении на 3, то хорошее число при делении на 3 может давать в качестве остатка только 0 и 1, а среди трех последовательных чисел обязательно встретится число с остатком 2.

3. Да. Для этого положим одну и ту же тройку шаров во все три детектора, при этом показания двух детекторов будут одинаковыми, а другого – отличаться от них. Так как правдивый и ложный детекторы дают всегда различные показания, то отличные от других показания будут принадлежать либо правдивому, либо лживому детектору. Тогда положим в этот детектор все возможные комбинации шаров. Если детектор правдивый, то он ровно 1 раз покажет отсутствие  радиоактивности, а если лживый – то ровно один раз покажет присутствие радиоактивности.

4. В четырехугольнике ABCD AB = BC, (ABC = 90(. На сторонах CD и DA выбраны точки E и F соответственно таким образом, что (FBE = 45(. Докажите, что AF + CE > EF. (С.Л. Берлов)
5. Нет, не верно. Например, число 220 нельзя представить в таком виде.

6. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Пока в отмеченной кучке не больше 18 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось 19 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось 20 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из 20 спичек. При этом в игре будет сделано ровно 38 ходов, и последний ход опять останется за вторым.

7. Пусть таких треугольников будет более 1000000. Рассмотрим все их  основания. Заметим, что на каждом серединном перпендикуляре к этим отрезкам лежит не более 2 точек. Значит на каждое основание опирается не более 2 треугольников. Но тогда их не больше, чем 2(1000*999/2)<1000000.

8. Нет. Так как частное является целым числом, то одно из чисел кратно другому. Пусть a = bk, тогда мы получим, что 2bk + b2k + k = 2005, откуда  k(b + 1)2 = 2005. Так как среди делителей 2005 есть только один точный квадрат – 1, то b = 0, а этого быть не может.(Жюри, по мотивам задачи из KoMaL 2000) 

Первая юниорская лига, 4 тур, решения

1. Ответ: 12. Решение. Если в каком-то угловом квадратике 2(2 все клетки отмечены, то в соседних с ним уголках 2(2 не отмечены, по крайней мере, по две клетки. В этом легко убедиться небольшим перебором. В этом случае неотмеченными остаются не менее 12 клеток. Если же в каждом угловом квадратике 2(2 по одной клетке не отмечено, то неотмеченными остаются тоже 12 клеток. Пример ровно на 12 клеток – отмечены все клетки, кроме угловых.

2. Так как число и его сумма цифр дают одинаковые остатки при делении на 3, то хорошее число при делении на 3 может давать в качестве остатка только 0 и 1, а среди трех последовательных чисел обязательно встретится число с остатком 2.

3. Да. Для этого положим одну и ту же тройку шаров во все три детектора, при этом показания двух детекторов будут одинаковыми, а другого – отличаться от них. Так как правдивый и ложный детекторы дают всегда различные показания, то отличные от других показания будут принадлежать либо правдивому, либо лживому детектору. Тогда положим в этот детектор все возможные комбинации шаров. Если детектор правдивый, то он ровно 1 раз покажет отсутствие  радиоактивности, а если лживый – то ровно один раз покажет присутствие радиоактивности.

4. Ответ: три ответа – 36(, 36(, 108(; 45(, 45(, 90(; 30(, 60(, 90(. Решение. Допустим, что в разрезании есть равносторонний треугольник. Тогда одна из его сторон обязательно должна быть продолжена, поэтому второй треугольник является равнобедренным с углами 120(, 30(, 30(. Получаем ответ 30(, 60(, 90(. Во втором случае равносторонний треугольник отсутствует Тогда оба треугольника разбиения являются равнобедренными. Если они равны, то обязательно прилегают друг к другу основаниями, получаем ответ  45(, 45(, 90(. Если же они не равны, то основание одного прилегает к боковой стороне другого, и после счета углов получается ответ 36(, 36(, 108(.

5. Заметим, что получить последнюю нечетную цифру нужной суммы можно, используя последние цифры трех слагаемых двумя способами, в одном из которых перенос в следующий разряд четное число, а в другом – нечетное (…1 = 7 + 3 + 1 = 7 + 7 + 7, 3 = 7 + 1 +5 = 7 + 7 + 9 и т.д.) Таким образом, можно построить слагаемые, начиная с младших разрядов, подбирая их цифры, чтобы получать цифры суммы и четный перенос в следующий разряд, кроме самого последнего переноса, который обеспечит нечетность последнего разряда суммы.

6. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Пока в отмеченной кучке не больше 18 спичек, второй добавляет к ней одну спичку, если первый предыдущим ходом добавил спичку в нее, и созданную первым на предыдущем ходу кучку из двух спичек в противном случае. Если после очередного хода первого в отмеченной кучке оказалось 19 спичек, второй добавляет в нее одну спичку. После того, как в отмеченной кучке оказалось 20 спичек, второй делает любые допустимые ходы. Итогом будет возникновение второй кучки ровно из 20 спичек. При этом в игре будет сделано ровно 38 ходов, и последний ход опять останется за вторым.

7. Ответ: 25, 50, 65, 70, 75, 80, 85, 100, 125. Решение. Если есть строка и столбец, состоящие из одинаковых цифр и где-либо в таблице есть такое же число, то вся таблица заполнена только такими числами. Получаем серию ответов 25, 50, 75, 100, 125. Если же есть крест, заполненный одинаковыми цифрами, а больше в таблице таких цифр нет, поэтому все остальные столбцы заполнены различными цифрами. 1+2+3+4+5 = 15, отсюда серия ответов 60+5 = 65, 70, 75, 80, 85. Если креста нет, но есть строка, заполненная одинаковыми цифрами, то все столбцы, заполненные разными цифрами, имеют сумму 15, общая сумма равна 75. Аналогичный ответ получаем в случае, когда нет ни строки, ни столбца, заполненных одинаковыми цифрами.

8. Устроим систему из 12 выключателей следующим образом: одна лампочка А является выделенной, и  каждый выключатель подключен к ней и еще какой-то из других лампочек (разные выключатели - к разным лампочкам). Если в начальном состоянии горит четное число лампочек, то погасим их, последовательно выключая их и переключая лампочку А (в итоге все лампочки, включая А, будут погашены).  Если же в начальном состоянии горит нечетное число лампочек, то включим все остальные (их четное число, поэтому в итоге лампочка А тоже будет включена). 
(Жюри)

Вторая юниорская лига, 4 тур, решения

1. Ответ: 12. Решение. Если в каком-то угловом квадратике 2(2 все клетки отмечены, то в соседних с ним уголках 2(2 не отмечены, по крайней мере, по две клетки. В этом легко убедиться небольшим перебором. В этом случае неотмеченными остаются не менее 12 клеток. Если же в каждом угловом квадратике 2(2 по одной клетке не отмечено, то неотмеченными остаются тоже 12 клеток. Пример ровно на 12 клеток – отмечены все клетки, кроме угловых.

2. Да, например 306 = 102*3 = 51*6, 3006 = 1002*3 = 501*6

3. Да. Для этого положим один шар во все три детектора, при этом показания двух детекторов будут одинаковыми, а другого – отличаться от них. Так как правдивый и ложный детекторы дают всегда различные показания, то отличные от других показания будут принадлежать либо правдивому, либо лживому детектору. Тогда положим в этот детектор все шары по очереди. Если детектор правдивый, то он ровно 1 раз покажет отсутствие радиоактивности, а если лживый – то ровно один раз покажет присутствие радиоактивности.
4. Ответ: три ответа – 36(, 36(, 108(; 45(, 45(, 90(; 30(, 60(, 90(. Решение. Допустим, что в разрезании есть равносторонний треугольник. Тогда одна из его сторон обязательно должна быть продолжена, поэтому второй треугольник является равнобедренным с углами 120(, 30(, 30(. Получаем ответ 30(, 60(, 90(. Во втором случае равносторонний треугольник отсутствует Тогда оба треугольника разбиения являются равнобедренными. Если они равны, то обязательно прилегают друг к другу основаниями, получаем ответ  45(, 45(, 90(. Если же они не равны, то основание одного прилегает к боковой стороне другого, и после счета углов получается ответ 36(, 36(, 108(.

5. Заметим, что получить последнюю нечетную цифру нужной суммы можно, используя последние цифры трех слагаемых двумя способами, в одном из которых перенос в следующий разряд четное число, а в другом – нечетное (…1 = 7 + 3 + 1 = 7 + 7 + 7, 3 = 7 + 1 +5 = 7 + 7 + 9 и т.д.) Таким образом, можно построить слагаемые, начиная с младших разрядов, подбирая их цифры, чтобы получать цифры суммы и четный перенос в следующий разряд, кроме самого последнего переноса, который обеспечит нечетность последнего разряда суммы.

6. Ответ: Второй. Решение. После первого хода первого игрока появится кучка из двух спичек. Назовем ее отмеченной. . Заметим, что в конце игры на доске останется не больше трех кучек — иначе еще остается ход, объединяющий две наименьшие кучки. Кучек в конце будет ровно 3. При этом, поскольку после каждого хода число кучек уменьшается на 1, в игре будет сделано ровно 32 хода. Поскольку это  четное число, то последний ход сделает второй и выиграет независимо как от игры соперника, так и от собственной.

7. Ответ: Пять. Решение. Если каждое из чисел x, y, z нечетное, то три попарные суммы принимают четные значения, большие двух, то есть заведомо составные. Если же одно из низ равно 2, то остальные – нечетные, поэтому одна из попарных сумм и сумма всех трех чисел четная и больше 2. Пример для 5 чисел – 2, 3, 5, 5, 8, 7, 10.

8. Так как суммарная масса нечетна, то хотя бы одна однограммовая гиря есть. Все остальные однограммовые гири (их осталось четное число) можно заменить двухграммовыми. Поэтому, если необходимо взвесить четное число грамм, то их можно взвесить 2-граммовыми гирями (их суммарный вес 2004 г, поэтому их заведомо хватить), а если надо взвесить нечетное число грамм, то берется однограммовая гиря и нужное число 2-граммовых.
IV тур. ФИНАЛЫ.

24 февраля 2005 г.

Высшая лига

За 1-2-е места: Долгопрудный-Белгород – Екатеринбург
50:30
За 3-4-е места: Казань-8 – Ижевск-8



15:50
За 5-6-е места: Нижний Тагил-8 – Киров-8-I


26:42
За 7-8-е места: Магнитогорск-8 – Н.Новгород-63-Казань
29:34
Первая лига

Пермь-9-8 – Новочебоксарск




30:48 
Омск-8 – Красноярск- 8





53:25
Раменское – Саров-Нижний Новгород-8-7  


40:33
Киров-8-II – Ярославль





38:52 
Снежинск-125 – Курган-8

 



30: 6
Нижний Новгород-80 – Оренбург-Белгород


23:54 
Блиц-бой:


Снежинск-125
21б
Ярославль

13б
Курган-8

12б
Высшая юниорская лига

За 1-2-е места: Санкт-Петербург – Снежинск-127

52:26
За 3-4-е места: Киров-7 – Пермь-146



25:45
За 5-6-е места: Пермь-9-7- I – Омск-7



38:24
За 7-8-е места: Ижевск-7 – БКШ (Белорецк)


16:60 

Первая юниорская лига

За 1-2-е места: Магнитогорск-7 – Челябинск


25:54 

За 3-4-е места: Оренбург-6 – Нижний Новгород-Саров-7-6
не состоялся
За 5-6-е места: Дзержинск – Курган-6-7



30:35
За 7-8-е места: Нижний Тагил-7 – Татарстан-7


28:32 

Вторая юниорская лига

Пермь-9-7-III – Пермь-9-7-II




44:22 

Москва-1543-6 – Киров-6





58:25 

Нижний Новгород-128 – Красноярск-7



10:27 

Набережные Челны-6-II – Набережные Челны-6-I

36:47
Магнитогорск-6 – Петропавловск




51:32 

	XXV Уральский турнир юных математиков

	
	Старшая группа

	
	Высшая лига, подгруппа А

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	Долгопрудный-Белгород
	 
	54:35
	48:28
	57:24
	6
	I

	2
	Казань-8
	35:54
	 
	45:32
	37:9
	4
	II

	3
	Нижний Тагил-8
	28:48
	32:45
	 
	51:21
	2
	III

	4
	Магнитогорск-8
	24:57
	9:37
	21:51
	 
	0
	IV

	
	 

	
	Высшая лига, подгруппа Б

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	Киров-8-I
	 
	36:36
	47:4
	32:36
	3
	III

	2
	Ижевск-8
	36:36
	 
	64:12
	42:42
	4
	II

	3
	Нижний Новгород-63-Казань
	4:47
	12:64
	 
	0:34
	0
	IV

	4
	Екатеринбург
	36:32
	42:42
	34:0
	 
	5
	I



 








	
	Первая лига "ЗУБРЫ"
	
	

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Очки
	Место

	1
	Пермь-9-8
	 
	 
	60:35
	64:12
	30:48
	31:61
	4
	3

	2
	Саров-Нижний Новгород-8-7
	 
	 
	47:28
	33:40
	32:36
	48:48
	3
	5

	3
	Красноярск-8
	35:60
	28:47
	 
	14:36
	 
	25:53
	0
	6

	4
	Раменское
	12:64
	40:33
	36:14
	 
	35:59
	 
	4
	4

	5
	Новочебоксарск
	48:30
	36:32
	 
	59:35
	 
	29:47
	6
	2

	6
	Омск-8
	61:31
	48:48
	53:25
	 
	47:29
	 
	7
	1


	
	Первая лига "БИЗОНЫ"
	
	

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Очки
	Место

	1
	Киров-8-II
	 
	65:16
	38:52
	 
	36:56
	66:12
	4
	4

	2
	Оренбург-Белгород
	16:65
	 
	 
	23:36
	26:43
	 
	0
	 

	3
	Ярославль
	52:38
	 
	 
	36:32
	26:36
	51:14
	6
	 

	4
	Снежинск-125
	 
	36:23
	32:36
	 
	30:6
	51:4
	6
	 

	5
	Курган-8
	56:36
	43:26
	36:26
	6:30
	 
	 
	6
	 

	6
	Нижний Новгород-80
	12:66
	 
	14:51
	4:51
	 
	 
	0
	 


Блиц-бой:









Снежинск-125
21








Ярославль
13








Курган-8
12







	
	Младшая группа

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Высшая юниорская лига, подгруппа А

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	Киров-7
	 
	40:36
	12:74
	45:33
	4
	II

	2
	Ижевск-7
	36:40
	 
	20:75
	7:52
	0
	IV

	3
	Санкт-Петербург
	74:12
	75:20
	 
	70:24
	6
	I

	4
	Пермь-9-7-I
	33:45
	52:7
	24:70
	 
	2
	III

	
	
	
	
	
	
	 
	 

	
	Высшая юниорская лига, подгруппа Б

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	БКШ (Белорецк)
	 
	31:32
	34:40
	25:46
	1
	IV

	2
	Снежинск-127
	32:31
	 
	54:30
	62:24
	5
	I

	3
	Омск-7
	40:34
	30:54
	 
	18:44
	2
	III

	4
	Пермь-146
	46:25
	24:62
	44:18
	 
	4
	II

	
	 

	
	Первая юниорская лига, подгруппа А

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	Магнитогорск-7
	 
	58:27
	66:17
	56:24
	6
	I

	2
	Дзержинск
	27:58
	 
	31:45
	47:25
	2
	III

	3
	Оренбург-6
	17:66
	45:31
	 
	41:38
	3
	II

	4
	Нижний Тагил-7
	24:56
	25:47
	38:41
	 
	1
	IV

	
	
	
	
	
	
	 
	 

	
	Первая юниорская лига, подгруппа Б

	 
	Команда
	1
	2
	3
	4
	Очки
	Место

	1
	Нижний Новгород-Саров-7-6
	 
	36:59
	69:12
	50:37
	4
	II

	2
	Челябинск
	59:36
	 
	65:12
	49:37
	6
	I

	3
	Татарстан-7
	12:69
	12:65
	 
	38:43
	0
	IV

	4
	Курган-6-7
	37:50
	37:49
	43:38
	 
	2
	III


	Вторая юниорская лига 
	
	

	Команда
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	Очки
	Место

	Пермь-9-7-III
	 
	46:20
	33:15
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	63:24
	6
	 

	Набережные Челны-6-I
	20:46
	 
	 
	 
	9:46
	 
	 
	 
	68:16
	 
	2
	 

	Магнитогорск-6
	15:33
	 
	 
	 
	 
	41:43
	 
	41:35
	 
	 
	3
	 

	Киров-6
	 
	 
	 
	 
	 
	22:51
	55:28
	48:34
	 
	 
	4
	 

	Москва-1543-6
	 
	46:9
	 
	 
	 
	28:56
	 
	 
	43:9
	 
	4
	 

	Пермь-9-7-II
	 
	 
	43:41
	51:22
	56:28
	 
	 
	 
	 
	 
	5
	 

	Петропавловск (Казахстан)
	 
	 
	 
	28:55
	 
	 
	 
	19:19
	 
	34:23
	3
	 

	Красноярск-7
	 
	 
	35:41
	34:48
	 
	 
	19:19
	 
	 
	 
	1
	 

	Нижний Новгород-128
	 
	16:68
	 
	 
	9:43
	 
	 
	 
	 
	0:47
	0
	 

	Набережные Челны-6-II
	24:63
	 
	 
	 
	 
	 
	23:34
	 
	47:0
	 
	2
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�Все примечания [An] написаны Костей Кнопом. Изменить букву для своих примечаний можно в «Сервис=Параметры-Пользователь». Сейчас я поставил туда букву B.
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