XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.
1. Обозначим через Z середину отрезка XY. Поскольку отрезок QZ параллелен AB, то точки P и R лежат в одной полуплоскости относительно прямой QZ. Аналогично, точки Q и R лежат в одной полуплоскости относительно прямой PZ, поэтому точка R лежит внутри треугольника PQZ, а, значит, и внутри треугольника BXY.
( Очень внимательно проверяйте решения, где не используется середина отрезка XY: велика вероятность, что они будут неверными.

2. Рассмотрим граф с вершинами в городах, ребра которого соответствуют авиарейсам. Можно считать граф полным — просто добавим в него все отсутствующие ребра. Если удастся раскрасить ребра полного графа требуемым образом, то, очевидно, это можно сделать и с исходным графом. Итак, нам остается доказать, что ребра полного графа на 2n вершинах можно покрасить в n цветов так, чтобы не было одноцветных циклов. В полном графе n(2n–1) ребер. Мы покрасим ребра так, чтобы в каждом цвете было по 2n–1 ребер, образующих дерево (связный граф без циклов). Это можно сделать разными способами.

Первый способ. Расставим все вершины по кругу и пронумеруем по часовой стрелке числами 0, 1, …, 2n–1. Рассмотрим путь, выходящий из  вершины 0 и обходящий вершины в следующем порядке (зигзагом): 0, 1, 2n–1, 2, 2n–2, 3, 2n–3, …, n–1, n+1, n. Можно доказать, что n таких путей (с началами в точках 0, 1, …, n–1) покроют все ребра графа, причем ровно по одному разу. (Команды, решающие задачу таким способом, должны обязательно провести  доказательство!) 

Второй способ. Индукция по n. База для n = 2 очевидна. Докажем переход. Пусть у нас есть 2n вершин: a1, …, an; b1, …, bn, все ребра между которыми уже разбиты на n деревьев T1, …, Tn и две новые вершины a и b. Добавим к каждому дереву Ti два ребра aai и bbi. Оставшиеся ребра образуют новое дерево Tn+1 с двумя соединенными ребром центрами a и b, где вершина a соединена с b1, …, bn, а b — c a1, …, an.

3. Заметим, что прямая BQ является биссектрисой внешнего угла треугольника ABP. Рассмотрим точку A', симметричную точке A относительно прямой BQ. Тогда она попадет на луч PB. Аналогично, точка D', симметричная точке D относительно прямой PC попадет на луч QC. Заметим, что (A'QP+(D'PQ = 2(CPQ+2(BQP = 180(, поэтому четырехугольник PD'A'Q является трапецией. Кроме того, так как (BA'Q = (BAQ = (CDP = (CD'P, то трапеция — равнобедренная. Следовательно, AB+BP = A'P = D'Q = DC+CQ.
( Если решение требует перебора случаев, то потеря случаев — дыра до 4 баллов (при условии, что неразобранные случаи аналогичны разобранным).

4. Возьмём произвольное k > 50d. Поскольку (k+1)2–k2 = 2k+1 > 100d, между (k+1)2 и k2 поместится по крайней мере 100 членов последовательности, и ни один из них не будет точным квадратом.
5. Ответ: Нет. Решение. Окрасим все четные вертикали в черный цвет. Тогда хромой король будет каждым своим вторым ходом попадать на черную клетку. Но черных клеток всего 36, поэтому хромой король не позднее своего 74 хода должен будет встать на клетку, на которой он уже был.
( Очень внимательно проверяйте решения, опирающиеся на рассмотрение углов: велика вероятность, что их не удастся довести до конца.
6. Докажем, что равенство n! = 2k+2l невозможно при n ( 7. Действительно, если k ( l, то
n! = 2l(2k–l+1). Так как при n ( 7 число n! кратно 7, число 2k–l+1 должно делиться на 7. Но натуральные степени 2 дают при делении на 7 только остатки 1, 2 и 4.
7. Достаточно доказать, что ax+by ≤ cz = 
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. А это неравенство эквивалентно неравенству (ax+by)2 ≤ (a2+b2)(x2+y2), раскрытием скобок превращающегося в очевидное неравенство 2axby ≤ a2y2+b2x2.
8. Ответ: 2n+1. Решение. Разобьем числа от 1 до 2n на n+1 группу G0, …, Gn, где в группу Gk входят все числа делящиеся на 2k, но не делящиеся на 2k+1. Числа из разных групп в сумме не могут давать степень двойки, поэтому, мы можем независимо покрасить числа в каждой группе. Докажем, что нечетные числа (группу G0) можно покрасить двумя способами, для остальных групп аналогично верно то же самое. Пусть, скажем, 1 синяя. Мы докажем, что цвет 1 однозначно определяет цвета всех остальных нечетных чисел. Пусть это верно для нечетных чисел, меньших 2m (этот факт очевиден для m = 1). Рассмотрим любое нечетное число t от 2m+1 до 2m+1–1. Тогда 2m+1–t — нечетное число, меньшее 2m, цвет которого уже определен, следовательно, цвет t также однозначно задан — он отличается от цвета 2m+1–t. Итак, каждую из групп G0, …, Gn мы можем покрасить двумя способами, покраски разных групп независимы, следовательно, всего есть 2n+1 вариантов покраски.
( Эту задачу можно решить и другими способами.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Обозначим через Z середину отрезка XY. Поскольку отрезок QZ параллелен AB, то точки P и R лежат в одной полуплоскости относительно прямой QZ. Аналогично, точки Q и R лежат в одной полуплоскости относительно прямой PZ, поэтому точка R лежит внутри треугольника PQZ, а, значит, и внутри треугольника BXY.

( Очень внимательно проверяйте решения, где не используется середина отрезка XY: велика вероятность, что они будут неверными.

2. Нам надо доказать, что ребра полного графа на 2n вершинах можно покрасить в n цветов так, чтобы не было одноцветных циклов. В полном графе n(2n–1) ребер. Мы покрасим ребра так, чтобы в каждом цвете было по 2n–1 ребер, образующих дерево (связный граф без циклов). Это можно сделать разными способами.

Первый способ. Расставим все вершины по кругу и пронумеруем по часовой стрелке числами 0, 1, …, 2n–1. Рассмотрим путь, выходящий из  вершины 0 и обходящий вершины в следующем порядке (зигзагом): 0, 1, 2n–1, 2, 2n–2, 3, 2n–3, …, n–1, n+1, n. Можно доказать, что n таких путей (с началами в точках 0, 1, …, n–1) покроют все ребра графа, причем ровно по одному разу. (Команды, решающие задачу таким способом, должны обязательно провести  доказательство!) 

Второй способ. Индукция по n. База для n = 2 очевидна. Докажем переход. Пусть у нас есть 2n вершин: a1, …, an; b1, …, bn, все ребра между которыми уже разбиты на n деревьев T1, …, Tn и две новые вершины a и b. Добавим к каждому дереву Ti два ребра aai и bbi. Оставшиеся ребра образуют новое дерево Tn+1 с двумя соединенными ребром центрами a и b, где вершина a соединена с b1, …, bn, а b — c a1, …, an.

3. Заметим, что прямая BQ является биссектрисой внешнего угла треугольника ABP. Рассмотрим точку, симметричную точке A относительно прямой BQ. Тогда она попадет на луч PB и на луч QC. Следовательно, эти лучи пересекаются в точке K, симметричной A относительно прямой BQ. Аналогично, точка K симметрична D относительно прямой PC. Тогда (A = (PKQ = (D.
( Если решение требует перебора случаев, то потеря случаев — дыра до 4 баллов (при условии, что неразобранные случаи аналогичны разобранным).

4. Возьмём произвольное k > 50d. Поскольку (k+1)2–k2 = 2k+1 > 100d, между (k+1)2 и k2 поместится по крайней мере 100 членов последовательности, и ни один из них не будет точным квадратом.

5. Ответ: Нет. Решение. Окрасим все четные вертикали в черный цвет. Тогда хромой король будет каждым своим вторым ходом попадать на черную клетку. Но черных клеток всего 36, поэтому хромой король не позднее своего 74 хода должен будет встать на клетку, на которой он уже был.

( Очень внимательно проверяйте решения, опирающиеся на рассмотрение углов: велика вероятность, что их не удастся довести до конца.

6. Первое решение. Пусть n!–1024 = n!–210 = 2k. Тогда n! = 210(2k–10+1) Так как при n ( 7 число n! кратно 7, число 2k–l0+1 должно делиться на 7. Но натуральные степени 2 дают при делении на 7 только остатки 1, 2 и 4. Второе решение. Поскольку n! при n > 1000 заведомо делится на 211, разность n!–1024 не делится на 211, но при этом больше, чем 211. Поэтому степенью двойки она быть не может.
7. Достаточно доказать, что ax+by ≤ cz = 
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. А это неравенство эквивалентно неравенству (ax+by)2 ≤ (a2+b2)(x2+y2), раскрытием скобок превращающегося в очевидное неравенство 2axby ≤ a2y2+b2x2.
8. Построим нужное множество индукцией по n. Для n = 1 подойдёт пустое подмножество. Пусть для n = k искомое подмножество уже построено. Тогда из чисел 2k+1  ≤m ≤ 2k+1 включим в него в точности те, для которых разность 2k+1–m не входит в него. Тем самым мы обеспечим выполнение условия задачи для чисел, сумма которых равна 2k+1. Для чисел, суммы которых равны степеням двойки с меньшими показателями, оно обеспечено предположением индукции.
( Эту задачу можно решить и другими способами.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 3/970. Решение. Так как 1/50 > 1/97 > 1/100, то первая цифра после запятой в числе 1/97 равна 0, а вторая единице. Тогда вычеркивание второй цифры после запятой в числе 1/97 есть не что иное, как вычитание из него 1/100 и умножение полученного результата на 10. Следовательно, получится число a = 10(1/97–1/100) = 3/970.
2. Рассмотрим граф с вершинами в городах, ребра которого соответствуют авиарейсам. Можно считать граф полным — просто добавим в него все отсутствующие ребра. Если удастся раскрасить ребра полного графа требуемым образом, то, очевидно, это можно сделать и с исходным графом. Итак, нам остается доказать, что ребра полного графа на 2n вершинах можно покрасить в n цветов так, чтобы не было одноцветных циклов. В полном графе n(2n–1) ребер. Мы покрасим ребра так, чтобы в каждом цвете было по 2n–1 ребер, образующих дерево (связный граф без циклов). Это можно сделать разными способами.

Первый способ. Расставим все вершины по кругу и пронумеруем по часовой стрелке числами 0, 1, …, 2n–1. Рассмотрим путь, выходящий из  вершины 0 и обходящий вершины в следующем порядке (зигзагом): 0, 1, 2n–1, 2, 2n–2, 3, 2n–3, …, n–1, n+1, n. Можно доказать, что n таких путей (с началами в точках 0, 1, …, n–1) покроют все ребра графа, причем ровно по одному разу. (Команды, решающие задачу таким способом, должны обязательно провести  доказательство!) 

Второй способ. Индукция по n. База для n = 2 очевидна. Докажем переход. Пусть у нас есть 2n вершин: a1, …, an; b1, …, bn, все ребра между которыми уже разбиты на n деревьев T1, …, Tn и две новые вершины a и b. Добавим к каждому дереву Ti два ребра aai и bbi. Оставшиеся ребра образуют новое дерево Tn+1 с двумя соединенными ребром центрами a и b, где вершина a соединена с b1, …, bn, а b — c a1, …, an.

3. Заметим, что прямая BQ является биссектрисой внешнего угла треугольника ABP. Рассмотрим точку, симметричную точке A относительно прямой BQ. Тогда она попадет на луч PB и на луч QC. Следовательно, эти лучи пересекаются в точке K, симметричной A относительно прямой BQ. Аналогично, точка K симметрична D относительно прямой PC. Тогда (A = (PKQ = (D.
4. Ответ: 7(4, 7(5 или 8(3. Решение. Каждое включение прибавляет минимум один квадрат, а последнее включение — два, причем квадрат 1(1 может остаться только после последнего включения. Но так как квадратов всего пять, следовательно, одно из включений был отрезан еще один квадрат. Рассмотрим варианты 1+1+3, 1+2+2, 2+1+2. В первом случае получаем до последнего прямоугольник 1(3, до второго — 4(3, и вначале — 7(4. Во втором случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого – 5(2, и вначале — 7(5. В третьем случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого — 3(2, и вначале — 8(3.
( Каждый пропущенный случай — дыра в 4 балла.

5. Ответ: Нет. Решение. Окрасим все четные вертикали в черный цвет. Тогда хромой король будет каждым своим вторым ходом попадать на черную клетку. Но черных клеток всего 36, поэтому хромой король не позднее своего 74 хода должен будет встать на клетку, на которой он уже был.

( Очень внимательно проверяйте решения, опирающиеся на рассмотрение углов: велика вероятность, что их не удастся довести до конца.

6. Ответ: Нет. Решение. Докажем, что равенство n! = 2k+2l невозможно при n ( 7. Действительно, если k ( l, то n! = 2l(2k–l+1). Так как при n ( 7 число n! кратно 7, число 2k–l+1 должно делиться на 7. Но натуральные степени 2 дают при делении на 7 только остатки 1, 2 и 4.
7. Докажем сначала, что один из разрезов делит исходный треугольник на два треугольника. Заметим, что каждый из разрезов проходит не более, чем через одну вершину исходного треугольника. Следовательно, найдется вершина (обозначим ее A), через которую не проходит ни один разрез. Тогда эта вершина входит ровно в один из треугольников разбиения. Очевидно, что этот треугольник имеет вид AB1C1, где B1 ( [AC] и C1 ( [AB]. Если B1 совпадает с C или C1 совпадает с B, то в качестве искомого разреза подойдет B1C1. В противном случае, второй разрез должен разбивать четырехугольник BC1B1C на два треугольника и он является искомым. Итак, один из разрезов делит исходный треугольник на два, а второй — один из этих двух еще на два. Рассмотрим последние два треугольника. Один из углов первого из них является внешним углом второго и по теореме о внешнем угле может быть равен только смежному с ним углу второго треугольника. Следовательно, оба эти угла прямые и треугольники разбиения прямоугольны. Тогда разбиение происходит следующим образом. Первый разрез делит исходный треугольник на равнобедренный и прямоугольный, а второй делит равнобедренный на два прямоугольных, равных прямоугольному треугольнику образовавшемуся после первого разреза. Заметим далее, что первый разрез проходит по боковой стороне равнобедренного треугольника, так как иначе угол при основании равнобедренного треугольника будет смежен углу прямоугольного треугольника, что невозможно. Но боковая сторона равнобедренного треугольника является гипотенузой одного из прямоугольных треугольников, на которые он будет разрезан. Тогда с другой стороны к первому разрезу примыкает гипотенуза прямоугольного треугольника, а его прямой угол является углом исходного треугольника.
8. Ответ: 221. Решение. Разобьем числа от 1 до 220 на 21 группу G0, …, G20, где в группу Gk входят все числа делящиеся на 2k, но не делящиеся на 2k+1. Числа из разных групп в сумме не могут давать степень двойки, поэтому, мы можем независимо покрасить числа в каждой группе. Докажем, что нечетные числа (группу G0) можно покрасить двумя способами, для остальных групп аналогично верно то же самое. Пусть, скажем, 1 синяя. Мы докажем, что цвет 1 однозначно определяет цвета всех остальных нечетных чисел. Пусть это верно для нечетных чисел, меньших 2m (этот факт очевиден для m = 1). Рассмотрим любое нечетное число t от 2m+1 до 2m+1–1. Тогда 2m+1–t — нечетное число, меньшее 2m, цвет которого уже определен, следовательно, цвет t также однозначно задан — он отличается от цвета 2m+1–t. Итак, каждую из групп G0, …, G20 мы можем покрасить двумя способами, покраски разных групп независимы, следовательно, всего есть 221 вариантов покраски.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Первое решение. Пусть n!–128 = n!–27 = 2k. Тогда n! = 27(2k–7+1) Так как при n ( 7 число n! кратно 7, число
2k–7+1 должно делиться на 7. Но натуральные степени 2 дают при делении на 7 только остатки 1, 2 и 4. Второе решение. Поскольку n! при n > 1000 заведомо делится на 28, разность n!–128 не делится на 28, но при этом больше, чем 28. Поэтому степенью двойки она быть не может.
2. Нам надо доказать, что ребра полного графа на 2n вершинах можно покрасить в n цветов так, чтобы не было одноцветных циклов. В полном графе n(2n–1) ребер. Мы покрасим ребра так, чтобы в каждом цвете было по 2n–1 ребер, образующих дерево (связный граф без циклов). Это можно сделать разными способами.

Первый способ. Расставим все вершины по кругу и пронумеруем по часовой стрелке числами 0, 1, …, 2n–1. Рассмотрим путь, выходящий из  вершины 0 и обходящий вершины в следующем порядке (зигзагом): 0, 1, 2n–1, 2, 2n–2, 3, 2n–3, …, n–1, n+1, n. Можно доказать, что n таких путей (с началами в точках 0, 1, …, n–1) покроют все ребра графа, причем ровно по одному разу. (Команды, решающие задачу таким способом, должны обязательно провести  доказательство!) 

Второй способ. Индукция по n. База для n = 2 очевидна. Докажем переход. Пусть у нас есть 2n вершин: a1, …, an; b1, …, bn, все ребра между которыми уже разбиты на n деревьев T1, …, Tn и две новые вершины a и b. Добавим к каждому дереву Ti два ребра aai и bbi. Оставшиеся ребра образуют новое дерево Tn+1 с двумя соединенными ребром центрами a и b, где вершина a соединена с b1, …, bn, а b — c a1, …, an.

3. Ответ: 13. Решение. Рассмотрим сумму периметров всех частей. Длины всех жирных отрезков будут посчитаны по 2 раза, а длины сторон исходного треугольника по 1 разу. То есть, чтобы получить сумму длин жирных отрезков нужно вычесть из полученной суммы периметр исходного треугольника и разделить на 2. Итого получаем (25+20-19)/2 = 13.
4. Ответ: 7(4, 7(5 или 8(3. Решение. Каждое включение прибавляет минимум один квадрат, а последнее включение — два, причем квадрат 1(1 может остаться только после последнего включения. Но так как квадратов всего пять, следовательно, одно из включений был отрезан еще один квадрат. Рассмотрим варианты 1+1+3, 1+2+2, 2+1+2. В первом случае получаем до последнего прямоугольник 1(3, до второго — 4(3, и вначале — 7(4. Во втором случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого – 5(2, и вначале — 7(5. В третьем случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого — 3(2, и вначале — 8(3.
5. Ответ: Нет. Решение. В каждую клетку левого столбца король должен зайти по одному из возможных направлений и выйти по другому возможному направлению. Все эти направления ведут только из клеток второго столбца. Но клеток во втором столбце столько же, сколько и в первом. Значит в каждую клетку второго столбца мы должны попасть из первого и выйти из неё тоже в первый столбец. Таким образом, если король находится в одном из первых двух столбцов, то в третий столбец он попасть не сможет.
6. Если исходное число было равно 10a+b, то результат Гены равен (10a+b)(a+b), что дает такой же остаток от деления на 9, как и (a+b)2. Остается лишь заметить, что число 672 дает остаток 3 от деления на 9, чего с точными квадратами не бывает.
7. Докажем сначала, что один из разрезов делит исходный треугольник на два треугольника. Заметим, что каждый из разрезов проходит не более, чем через одну вершину исходного треугольника. Следовательно, найдется вершина (обозначим ее A), через которую не проходит ни один разрез. Тогда эта вершина входит ровно в один из треугольников разбиения. Очевидно, что этот треугольник имеет вид AB1C1, где B1 ( [AC] и C1 ( [AB]. Если B1 совпадает с C или C1 совпадает с B, то в качестве искомого разреза подойдет B1C1. В противном случае, второй разрез должен разбивать четырехугольник BC1B1C на два треугольника и он является искомым. Итак, один из разрезов делит исходный треугольник на два, а второй — один из этих двух еще на два. Рассмотрим последние два треугольника. Один из углов первого из них является внешним углом второго и по теореме о внешнем угле может быть равен только смежному с ним углу второго треугольника. Следовательно, оба эти угла прямые и треугольники разбиения прямоугольны. Тогда разбиение происходит следующим образом. Первый разрез делит исходный треугольник на равнобедренный и прямоугольный, а второй делит равнобедренный на два прямоугольных, равных прямоугольному треугольнику образовавшемуся после первого разреза. Заметим далее, что первый разрез проходит по боковой стороне равнобедренного треугольника, так как иначе угол при основании равнобедренного треугольника будет смежен углу прямоугольного треугольника, что невозможно. Но боковая сторона равнобедренного треугольника является гипотенузой одного из прямоугольных треугольников, на которые он будет разрезан. Тогда с другой стороны к первому разрезу примыкает гипотенуза прямоугольного треугольника, а его прямой угол является углом исходного треугольника.
8. Построим нужную раскраску по индукции. Числа 1 и 2 покрасим в синий цвет. Заметим, что для сумм, равных 1 и 2 (а таких просто нет!) условие задачи тем самым выполнено. Пусть мы уже покрасили все числа от 1 до 2k так, что условие задачи выполнено для всех сумм, равных 2l, где l ≤ k. Тогда каждое из чисел 2k+1  ≤m ≤ 2k+1 покрасим в цвет, противоположный цвету разности 2k+1–m. Тем самым мы обеспечим выполнение условия задачи для чисел, сумма которых равна 2k+1.
( Эту задачу можно решить и другими способами.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 1032 и 2301. Решение. Чтобы результат был наименьшим, в разряде тысяч должны стоять наименьшие числа, т.е. 1 и 2. Таким образом, одно из чисел начинается с 1, а заканчивается 2. Проверив два варианта 1032(2301= 2374632 и 1302(2031= 2644362, выберем первый.
( Только ответ — 2 балла.
2. Назовем линией горизонталь или вертикаль. Всего на доске 30+n линий. Ладья бьет две линии. Ладьи делятся на пары бьющих друг друга. Тогда каждая пара бьет ровно три линии (так как одна линия – общая), причем разные пары бьют разные линии. Следовательно, число линий кратно трем, откуда следует искомое утверждение.
3. Ответ: Увеличится в 0,7 раз (т.е., уменьшится в 10/7 раз). Решение. Деление уголком показывает, что 1/31 = 0,03…. Тогда вычеркивание второй цифры после запятой в числе 1/31 есть не что иное, как вычитание из него 3/100 и умножение полученного результата на 10. Следовательно, получится число a = 10(1/31–3/100) = 7/310 = 0,7(1/31.
( Арифметические ошибки, повлиявшие на ответ, при верном ходе решения — дыра в 6 баллов и задача не решена.

4. Ответ: 7(4, 7(5 или 8(3. Решение. Каждое включение прибавляет минимум один квадрат, а последнее включение — два, причем квадрат 1(1 может остаться только после последнего включения. Но так как квадратов всего пять, следовательно, одно из включений был отрезан еще один квадрат. Рассмотрим варианты 1+1+3, 1+2+2, 2+1+2. В первом случае получаем до последнего прямоугольник 1(3, до второго — 4(3, и вначале — 7(4. Во втором случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого – 5(2, и вначале — 7(5. В третьем случае получаем после второго включения прямоугольник 1(2, после первого — 3(2, и вначале — 8(3.
( Каждый пропущенный случай — дыра в 4 балла.

5. Ответ: 13. Решение. Рассмотрим сумму периметров всех частей. Длины всех жирных отрезков будут посчитаны по 2 раза, а длины сторон исходного треугольника по 1 разу. То есть, чтобы получить сумму длин жирных отрезков нужно вычесть из полученной суммы периметр исходного треугольника и разделить на 2. Итого получаем (25+20–19)/2 = 13.
( Только ответ — 2 балла.

6. Ответ: 2814. Решение. Заметим, что если бы фея взмахнула не больше 28 раз, то карамелек стало бы не больше 28∙103 = 2884, а если бы больше 29 раз — то минимум 3000. Следовательно, она взмахнула ровно 29 раз. При каждом взмахе число ирисок в сумме с удвоенным числом карамелек равно 300, поэтому после 29 взмахов число ирисок плюс удвоенное число карамелек равно 8700, следовательно, ирисок 8700–2∙2943 = 2814.
( Только ответ — 2 балла.

7. Ответ: за два. Решение. За один вопрос справится невозможно. Допустим, что точка X оказалась на отрезке AB, тогда отец сообщит сыну длину отрезка AB, и сын не сможет определить, в какой именно точке отрезка зарыт клад. Покажем, как найти клад за два вопроса. Возьмем три точки A, B и C так, что AB = BC= 1, B лежит между A и С. Сын называет точки A и B. Если отец в качестве ответа называет 1, то клад зарыт на отрезке AB, и сын спрашивает B и C. Тогда BX вычисляется по формуле  (y–1)/2, где y — число, названное отцом во второй раз. Если же отец в ответ на первый вопрос говорит число x>1 (x<1 он сказать не может), то клад на расстоянии (x–1)/2 от точки A слева или на том же расстоянии от точки B справа. Опять спросим про B и C. Если при этом ответ отца увеличится, то клад зарыт слева от точки A, а если уменьшится — то справа от B.
(Только ответ — 0, только доказательство, что одного вопроса не хватит — 2 балла, только алгоритм без такого доказательства — 6 баллов и задача не решена.

8. Покрасим карточки 1 и 2. Карточка 3 в сумме с 1 даёт 4, её красить не будем. Другими способами сумму 4 не получить. Сумму 8 можно получить как 1+7, 2+6, 3+5. Поскольку карточки 1 и 2 покрашены, а 3 — нет, карточку 5 покрасим, а карточки 6 и 7и красить не будем. Сумму 16 можно получить как 1+15, 2+14, 3+13, 4+12, 5+11, 6+10, 7+9. В каждой из этих сумм покрасим карточку со вторым слагаемым, если карточка с первым не покрашена, и не будем красить, если покрашена. В итоге, очевидно, получим искомую раскраску.
( Есть и другие способы раскраски (всего их 32).
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 1302 и 2031. Решение. Чтобы результат был наименьшим, в разряде тысяч должны стоять наименьшие числа, т.е. 1 и 2. Таким образом, одно из чисел начинается с 1, а заканчивается 2. Проверив два варианта 1032(2301= 2375632 и 1302(2031= 2644362, выберем второй.
( Только ответ — 2 балла.

2. Назовем линией горизонталь или вертикаль. Всего на доске 30+n линий. Ладья бьет две линии. Ладьи делятся на пары бьющих друг друга. Тогда каждая пара бьет ровно три линии (так как одна линия — общая), причем разные пары бьют разные линии. Следовательно, число линий кратно трем, откуда следует искомое утверждение.
3. Да, например, 345. Произведение цифр равно 60. При увеличении получаем число 456, произведение его цифр равно 120.
4. Купим 11 маленьких свечей и 2 больших, затратив на это 24 рубля 10 копеек. Зажжем маленькую и большую свечу одновременно, как только погаснет маленькая, зажжем еще одну маленькую и т.д. все маленькие свечи сгорят за 11∙11= 121 минуту, а две большие – за 120 минут. Таким образом, ровно минута проходит с момента, когда погасает вторая большая свеча до момента, когда догорает 11-я маленькая свеча.
5. Ответ: 13. Решение. Рассмотрим сумму периметров всех частей. Длины всех жирных отрезков будут посчитаны по 2 раза, а длины сторон исходного треугольника по 1 разу. То есть, чтобы получить сумму длин жирных отрезков нужно вычесть из полученной суммы периметр исходного треугольника и разделить на 2. Итого получаем (25+20–19)/2 = 13.
6. Ответ: 2814. Решение. Заметим, что если бы фея взмахнула не больше 28 раз, то карамелек стало бы не больше 28∙103 = 2884, а если бы больше 29 раз — то минимум 3000. Следовательно, она взмахнула ровно 29 раз. При каждом взмахе число ирисок в сумме с удвоенным числом карамелек равно 300, поэтому после 29 взмахов число ирисок плюс удвоенное число карамелек равно 8700, следовательно, ирисок 8700–2∙2943 = 2814.

( Только ответ — 2 балла.

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	


7. Пусть на острове n лжецов и не больше чем n–1 рыцарей. Возьмем произвольного лжеца. Среди его друзей n–1 лжец, а рыцарей среди его друзей должно быть столько же или больше, поэтому  он обязательно дружит со всеми рыцарями, которых в этом случае ровно n–1. Но это верно для произвольного лжеца, поэтому все рыцари дружат со всеми лжецами. Но тогда у каждого рыцаря друзей-лжецов ровно n, а друзей-рыцарей n–1, и высказывание рыцаря лживо. Если же на острове лжецов и рыцарей поровну (n человек), то любой лжец не дружит максимум с одним рыцарем, и по принципу Дирихле найдется рыцарь, который не дружит максимум с одним лжецом. Тогда у него n–1 друг-рыцарь и как минимум n–1 друг-лжец, что противоречит его высказыванию.
( Рассмотрение случая, когда рыцарей строго меньше, чем лжецов – 4 балла. Рассмотрение случая, когда количество рыцарей равно количеству лжецов – 6 баллов.
8. См рисунок справа.

























































_1264753584.unknown

_1264753402.unknown

