XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 17.02.2008

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На сторонах AB и BC треугольника ABC выбраны точки X и Y соответственно. Точки P и Q — середины отрезков BX и BY соответственно. Прямые CP и AQ пересекаются в точке R. Докажите, что точка R лежит внутри треугольника BXY. (С. Берлов)
2. В стране Конкуренции 2008 городов, некоторые из которых соединены прямыми авиарейсами (в обе стороны). Докажите, что можно распределить эти рейсы между 1004 авиакомпаниями так, чтобы ни одна авиакомпания не могла предоставить своим пассажирам кольцевой маршрут более чем по двум городам. (Д. Карпов, С. Волченков)
3. На стороне AD выпуклого четырехугольника ABCD, в котором (A = (D, выбраны точки P и Q таким образом, что (QBP+(ABQ = (DCP+(PCQ = 180(, а отрезки BQ и CP пересекаются и перпендикулярны. Докажите, что AB+BP = DC+CQ. (С. Берлов)
4. Докажите, что при любых натуральных a и d в последовательности a, a+d, a+2d, …, a+nd, … найдутся 100 подряд идущих членов, не являющихся квадратами натуральных чисел. (С. Берлов)
5. Хромой король может ходить на любую соседнюю по стороне или углу клетку доски, кроме верхней и нижней (не более 6 возможных ходов с каждой клетки). Может ли хромой король обойти все клетки доски 9×9, побывав на каждой клетке по одному разу? (С. Берлов)
6. Докажите, что число n! является суммой двух натуральных степеней двойки лишь для конечного количества значений n. (С. Берлов по мотивам китайской олимпиады)
7. Натуральные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют равенствам a2+b2 = c2 и x2+y2 = z2. Докажите, что (a+x)2+(b+y)2 ≤ (c+z)2. (International Mathematical Talent Search, round 15)
8. Дано множество A = {1, 2, 3, …, 2n}. Сколькими способами можно из этого множества выбрать подмножество B такое, что если сумма каких-то двух различных чисел из A — степень двойки, то ровно одно из этих чисел лежит в B? (Болгария, 2006)
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1. На сторонах AB и BC треугольника ABC выбраны точки X и Y соответственно. Точки P и Q — середины отрезков BX и BY соответственно. Прямые CP и AQ пересекаются в точке R. Докажите, что точка R лежит внутри треугольника BXY.
2. В стране Конкуренции 30 городов, каждые два из которых соединены прямым авиарейсом (в обе стороны). Докажите, что можно распределить эти рейсы между 15 авиакомпаниями так, чтобы самолетами каждой компании можно было добраться из любого города в любой другой (возможно, с пересадками). (Д. Карпов, С. Волченков)
3. На стороне AD выпуклого четырехугольника ABCD, выбраны точки P и Q таким образом, что точка P лежит между A и Q, а прямые BQ и CP — биссектрисы углов AQC и DPB соответственно. Кроме того, (QBP+(ABQ = (DCP+(PCQ = 180(. Докажите, что (A = (D. (С. Берлов)
4. Докажите, что при любых натуральных a и d в последовательности a, a+d, a+2d, …, a+nd, … найдутся 100 подряд идущих членов, не являющихся квадратами натуральных чисел. (С. Берлов)
5. Хромой король может ходить на любую соседнюю по стороне или углу клетку доски, кроме верхней и нижней (не более 6 возможных ходов с каждой клетки). Может ли хромой король обойти все клетки доски 9×9, побывав на каждой клетке по одному разу? (С. Берлов)
6. Докажите, что число n!–1024 при n > 1000 не является степенью двойки. (С. Берлов)
7. Положительные числа a, b, c, x, y, z удовлетворяют равенствам a2+b2 = c2 и x2+y2 = z2. Докажите, что (a+x)2+(b+y)2 ≤ (c+z)2. (International Mathematical Talent Search, round 15)
8. Дано множество A = {1, 2, 3, …, 220}. Укажите в нём подмножество B такое, что если сумма каких-то двух различных чисел из A — степень двойки, то ровно одно из этих чисел лежит в B. (Болгария, 2006)
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1. Число 1/97 представили в виде бесконечной десятичной дроби. Первую ненулевую цифру после запятой вычеркнули. Представьте получившиеся число в виде обыкновенной дроби. (Жюри)
2. В стране Конкуренции 2008 городов, некоторые из которых соединены прямыми авиарейсами (в обе стороны). Докажите, что можно распределить эти рейсы между 1004 авиакомпаниями так, чтобы ни одна авиакомпания не могла предоставить своим пассажирам кольцевой маршрут более чем по двум городам. (Д. Карпов, С. Волченков)
3. На стороне AD четырехугольника ABCD, выбраны точки P и Q таким образом, что точка P лежит между A и Q, а прямые BQ и CP — биссектрисы углов AQC и DPB соответственно. Кроме того, (QBP+(ABQ = (DCP+(PCQ = 180(. Докажите, что (A = (D. (С. Берлов)
4. Автомат по разрезанию берет прямоугольник n×m, где n > m, и отрезает от него квадраты m(m, пока это возможно, после чего выключается. Для разрезания данного прямоугольника потребовалось три включения автомата, после чего получилось 5 квадратов, размер наименьшего из них равен 1(1. Найдите, чему может быть равен размер данного прямоугольника. (Киевские олимпиады, 2008)
5. Хромой король может ходить на любую соседнюю по стороне или углу клетку доски, кроме верхней и нижней (не более 6 возможных ходов с каждой клетки). Может ли хромой король обойти все клетки доски 9×9, побывав на каждой клетке по одному разу? (С. Берлов)
6. Является ли число 2008! суммой двух натуральных степеней двойки? (С. Берлов по мотивам китайской олимпиады, downgrade)
7. Треугольник двумя прямолинейными разрезами можно разрезать на три одинаковых треугольника. Докажите, что он — прямоугольный (Фольклор)
8. Натуральные числа от  1 до 220  красят в синий и зеленый цвета так, чтобы из любых двух различных чисел a, b ≤ 220, сумма которых равняется степени двойки, ровно одно было зеленым. Сколькими способами это можно сделать? (Болгария, 2006)
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1. n — натуральное число, большее 1000. Докажите, что n!–128 не является степенью двойки. (С. Берлов)
2. В стране Конкуренции 30 городов, каждые два из которых соединены прямым авиарейсом (в обе стороны). Докажите, что можно распределить эти рейсы между 15 авиакомпаниями так, чтобы самолетами каждой компании можно было добраться из любого города в любой другой (возможно, с пересадками). (Д. Карпов, С. Волченков)
3. Большой треугольник разбит тремя жирными отрезками на 4 треугольника и 3 четырехугольника. Сумма периметров четырехугольников равна 25 см. Сумма периметров четырех треугольников равна 20 см. Периметр исходного большого треугольника равен 19 см. Найдите сумму длин жирных отрезков. (К. Кохась, Д. Ростовский, СПб олимпиада 2008, 1 тур)
4. Автомат по разрезанию берет прямоугольник n×m, где n > m, и отрезает от него (с краю) квадраты m(m, пока это возможно, после чего выключается. Для разрезания данного прямоугольника потребовалось три включения автомата, после чего получилось 5 квадратов, размер наименьшего из них равен 1(1. Найдите, чему может быть равен размер данного прямоугольника. (Киевские олимпиады, 2008)
5. Хромой король может ходить на любую соседнюю по стороне или углу клетку доски, кроме верхней и нижней (не более 6 возможных ходов с каждой клетки). Может ли хромой король обойти все клетки доски 8×8, побывав на каждой клетке по одному разу и последним ходом вернуться на исходную клетку? (С. Берлов)
6. Остап Бендер умножил некоторое двузначное число на его первую цифру, Буратино умножил то же самое число на его вторую цифру, а Крокодил Гена сложил их результаты. Докажите, что сумма не равна 672. (К. Кохась, С. Иванов, СПб олимпиада 2008, 1 тур)
7. Треугольник двумя прямолинейными разрезами можно разрезать на три одинаковых треугольника. Докажите, что он — прямоугольный (фольклор)
8. Докажите, что натуральные числа от 1 до 210 можно покрасить в синий и зеленый цвета так, чтобы из любых двух различных чисел a, b ≤ 210, сумма которых равняется степени двойки, ровно одно было зеленым. (Болгария, 2006, упрощение)
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1. Из цифр 0, 1, 2, 3 составили четырехзначное число, использовав каждую цифру ровно один раз, и умножили его на четырехзначное число, полученное из составленного прочтением в обратном порядке. Найдите такое число, которое при данной операции дает наименьший возможный результат. (Киевская олимпиада, 2008)
2. На доске размером 30(n клеток расставлено несколько ладей таким образом, что каждая ладья бьет ровно одну другую. При этом в каждой вертикали и в каждой горизонтали стоит как минимум одна ладья. Докажите, что n делится на 3. (С. Берлов, СПб, районный тур 2008 г)
3. Запишем число 1/31 в виде бесконечной десятичной дроби, и зачеркнем в нем первую ненулевую цифру после запятой. Во сколько раз уменьшится или увеличится число после этой операции? Примерные ответы, даже посчитанные на калькуляторе, не засчитываются. (Жюри)
4. Автомат по разрезанию берет прямоугольник n(m, где n>m, и отрезает от него (с краю) квадраты m(m, пока это возможно, после чего выключается. Для разрезания данного прямоугольника потребовалось три включения автомата, после чего получилось 5 квадратов, размер наименьшего из них равен 1(1. Найдите, чему может быть равен размер данного прямоугольника. (Киевская олимпиада, 2008)
5. Большой треугольник разбит тремя жирными отрезками на 4 треугольника и 3 четырехугольника. Сумма периметров четырехугольников равна 25 см. Сумма периметров четырех треугольников равна 20 см. Периметр исходного большого треугольника равен 19 см. Найдите сумму длин жирных отрезков. (К. Кохась, Д. Ростовский)
6. Когда добрая фея взмахивает волшебной палочкой, появляются либо 100 карамелек и 100 ирисок, либо 101 карамелька и 98 ирисок, либо 103 карамельки и 94 ириски. На детском празднике фея взмахнула палочкой несколько раз и появилось 2943 карамельки. Сколько появилось ирисок? (В. Франк)
7. Папа зарыл на прямой дороге подарок и играет с сыном в замечательную игру. Сыну разрешается указать на дороге две различные точки A и B, а папа сообщает ему сумму расстояний AX+BX. За какое наименьшее число вопросов сын наверняка сможет найти подарок? (И. Рубанов)
8. Дано 16 карточек, на которых написаны числа от 1 до 16. Покрасьте несколько карточек так, что если сумма чисел на двух каких-то различных карточках равна 4, 8 или 16, то ровно одна из них покрашена. (Болгария-2002, радикальное упрощение)
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1. Из цифр 0, 1, 2, 3 составили четырехзначное число и умножили его на четырехзначное число, полученное из составленного прочтением в обратном порядке. Найдите такое число, которое при данной операции дает наименьший возможный результат. (Киевская олимпиада, 2008)
2. На доске размером 30(n клеток расставлено несколько ладей таким образом, что каждая ладья бьет ровно одну другую. При этом в каждой вертикали и в каждой горизонтали стоит как минимум одна ладья. Докажите, что n делится на 3. (С. Берлов, СПБ, районный тур 2008 г)
3. Саша написал трехзначное число, ни одна из цифр которого не равна 9, а потом увеличил каждую цифру этого числа на 1. Могло ли от этого произведение цифр числа увеличиться вдвое? (В. Франк, СПБ, районный тур 2008 г)
4. Большая свеча полностью сгорает за 1 час и стоит 6 рублей, а маленькая свеча сгорает за 11 минут и стоит 1 р 10 коп. Можно ли с помощью нескольких больших и нескольких маленьких свеч отмерить ровно 1 минуту, затратив на это не более 30 рублей? (Фольклор)
5. Большой треугольник разбит тремя жирными отрезками на 4 треугольника и 3 четырехугольника. Сумма периметров четырехугольников равна 25 см. Сумма периметров четырех треугольников равна 20 см. Периметр исходного большого треугольника равен 19 см. Найдите сумму длин жирных отрезков. (К. Кохась, Д. Ростовский)
6. Когда добрая фея взмахивает волшебной палочкой, появляются либо 100 карамелек и 100 ирисок, либо 101 карамелька и 98 ирисок, либо 103 карамельки и 94 ириски. На детском празднике фея взмахнула палочкой несколько раз и появилось 2943 карамельки. Сколько появилось ирисок? (В. Франк)
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	


7. На острове есть два племени: лжецы, которые всегда лгут, и рыцари, которые всегда говорят правду. Каждый житель острова дружит со всеми соплеменниками и с некоторыми другими аборигенами. Каждый житель острова сказал, что среди его друзей соплеменники составляют большую часть. Докажите, что племя рыцарей многочисленнее. (О. Нечаева)
8. Разрежьте фигуру, изображенную на рисунке, на две равные части. (С. Волчёнков)
























