XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.
1. Ответ: n–3. Решение. Для краткости будем называть веерный путь просто веером. Пусть наибольший веер содержит k вершин (k > 2). Т.е. в графе должен существовать путь, описанный в условии. Пусть кроме рёбер, образующих этот путь, в графе пока ничего нет. Будем добавлять в граф необходимые дуги и вершины.  Вершины P1 и P2 в пути, образующем веер имеют степень 1 и 2 , поэтому не могут соединяться с вершиной Pk. Итак, вершина Pk может соединяться не более, чем с k–3 вершинами веера. Значит, в графе должны быть ещё 3 вершины, с которыми надо соединить Pk. Оказывается, что большего числа вершин добавлять нет необходимости. Действительно, соединим Pk со всеми возможными вершинами. Вершина Pk-1 не может соединяться с P1 , P2  и P3, т.е. ей тоже недостаёт не более трёх вершин, чтобы иметь нужную степень. Соединим её с нужным числом вершин веера и  теми же тремя добавленными вершинами. Аналогично, проводя все необходимые рёбра из вершин веера по очереди в порядке уменьшения индекса, мы полностью построим веер. Таким образом, n может отличаться от k на 3.
( Только оценка — 4 балла. Только пример — 6 баллов и нет решения.

2. Ответ: Все, кроме степеней двойки. Решение. Пусть a = k, b = c = 1. При этом n = 2k+1. Таким образом, любые нечётные числа, большие 1, представляются в указанном виде. Теперь, умножим a, b и c на одно и то же чётное число. n умножится на это же число, т.е. в указанном виде представляются все числа, имеющие нечётный делитель. Остаются только степени двойки (включая 1). Докажем, что они так не представляются. Пусть n — наименьшая степень двойки, которая представляется в таком виде. Если среди a, b и c есть два чётных числа, то их можно разделить на 2 и таким образом представить число n/2, что противоречит предположению. Если чётных чисел нет или есть только одно, то n оказывается нечётным.
( Только объяснение для всех чисел, кроме степеней 2 — 4 балла. Только объяснение для степеней 2 — 4 балла.

3. Ответ: 1/3. Решение. Продолжим CK до пересечения с прямой BA в точке M. Угол LMK равен углу MCD (внутренние накрест лежащие при параллельных AB и CD). Треугольник MLC равнобедренный. Пусть сторона квадрата равна 1, а AL = x AM, очевидно, равна 1. LC = LM = x+1. Из треугольника LBC по теореме Пифагора имеем 1+(1–x)2 = (1+x)2. Отсюда, x = 1/4, а LB = 3/4.
( Ответ без обоснования не оценивается.

4. Ответ: 50. Решение. В каждом квадратике 2(2 не более двух зрителей. Если бы это было не так, то у зрителя из этого квадратика с самым дешёвым билетом было бы более одного «более дорогого» соседа. Разбив зал на 25 квадратиков 2(2, убеждаемся, что в зале не более 50 зрителей. Пример: заняты все чётные ряды.
( Только пример — 2 балла, только оценка — 6 баллов и задача не решена.

5. Решение. Обозначим концы третьей стороны треугольника через N0 и Nn. Сравним площади треугольников FN0H1 и FNnH2 с площадью исходного треугольника. У одного из них основание в 2 раза меньше основания исходного треугольника, а высота в 3/2 раза меньше основания исходного треугольника. У второго высота в 2 раза, а основание в 3/2 раза меньше. Таким образом, площади треугольников FN0H1 и FNnH2 равны. Аналогично, равны площади треугольников FN0H2 и FNnH1. Площади треугольников FNn-jH1 и FNjH2 при изменении j от 0 до n изменяются линейно с одинаковым шагом от равных значений до равных значений. Значит, на каждом шаге эти площади равны.
6. Предположим, что последовательность S(n) периодическая, т.е. существует T такое, что для любого n > n0 S(n+T) = S(n). Рассмотрим число 10k > n0. Сумма цифр числа 10k+T на 1 больше суммы цифр числа T. Но, S(10k+T) = S(10k) = 1. Отсюда, сумма цифр числа T делится на 10. Теперь возьмем число n > n0 такое, что в самом старшем из разрядов, в которых у T стоят ненулевые цифры, у него стоит 9, в одном разряде, который минимум на два разряда старше всех разрядов T, стоит 1, а в остальных — нули. У этого числа сумма цифр 10. Так как при сложении его с T произойдет один перенос, у n+T сумма цифр будет на 1 больше, чем у T, то есть будет оканчиваться другой цифрой — противоречие.
7. Ответ: два квадрата при k = 9. Предположим, в последовательности встретился точный квадрат. Если он дает при делении на 4 остаток 0, то дальше в последовательности будут чередоваться числа, дающие при делении на 4 остатки 3 и 2, то есть квадратов больше не будет. Если квадрат дает при делении на 4 остаток 1, то следующий член будет давать остаток 0, и уж после него точно квадратов не будет. При k = 9 имеем a0 = 32, a1 = 2442. 

( Доказательство того, что квадратов не более двух — 4 балла.

8. Из каждого угла треугольника выходят не менее двух углов треугольников, иначе, внутренних точек внутри нет. Тогда всего углов треугольников не менее 6, исходящих из вершин треугольника, и 100(6 = 600, исходящих из внутренних вершин. Значит, всего треугольников не менее 202. Сумма всех углов равна 180 градусов (углы треугольника) и 100(360 градусов внутри треугольника. Такую сумму могут иметь только 201 треугольник. Противоречие.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: n–3. Решение. Для краткости будем называть веерный путь просто веером. Пусть наибольший веер содержит k вершин (k > 2). Т.е. в графе должен существовать путь, описанный в условии. Пусть кроме рёбер, образующих этот путь, в графе пока ничего нет. Будем добавлять в граф необходимые дуги и вершины.  Вершины P1 и P2 в пути, образующем веер имеют степень 1 и 2 , поэтому не могут соединяться с вершиной Pk. Итак, вершина Pk может соединяться не более, чем с k–3 вершинами веера. Значит, в графе должны быть ещё 3 вершины, с которыми надо соединить Pk. Оказывается, что большего числа вершин добавлять нет необходимости. Действительно, соединим Pk со всеми возможными вершинами. Вершина Pk-1 не может соединяться с P1 , P2  и P3, т.е. ей тоже недостаёт не более трёх вершин, чтобы иметь нужную степень. Соединим её с нужным числом вершин веера и теми же тремя добавленными вершинами. Аналогично, проводя все необходимые рёбра из вершин веера по очереди в порядке уменьшения индекса, мы полностью построим веер. Таким образом, n может отличаться от k на 3.

( Только оценка — 4 балла. Только пример — 6 баллов и нет решения.

2. Ответ: Нет. Решение. Докажем, что никакая степень двойки не представляются в таком виде. Пусть n — наименьшая степень двойки, которая представляется. Если среди a, b и c есть два чётных числа, то их можно разделить на 2 и таким образом представить число n/2, что противоречит предположению. Если чётных чисел нет или есть только одно, то n оказывается нечётным. Но 20 = 1 так, очевидно, представить нельзя, а остальные степень двойки чётны.
3. Заметим, что треугольник LAK подобен треугольнику KDC по прямому углу и отношению катетов. Поэтому (AKL = (KCD = 90(–(CKD, поэтому (LKC=90( и CK = 2LK. Следовательно, треугольники KCD и LCK подобны по прямому углу и отношению катетов, откуда (LCK = (KCD.
4. Рассмотрим горизонтальные доминошки. С первой слева вертикалью их должно пересекаться нечётное число. Тогда из второй вертикали в третью их должно идти чётное число, из третьей в четвёртую — снова нечётное число и т.д.. Получается, что есть хотя бы по одной горизонтальной доминошке в первой и второй, третьей и четвёртой, …, 99-й и 100-й вертикалях, тот есть всего горизонтальных доминошек не меньше 50. Аналогично, вертикальных доминошек не меньше 50. Но тогда доминошек не меньше 100, а их всего 98.
5. Пусть M — середина BC. Треугольники BMK и BLK равны по двум сторонам и углу между ними. Значит, KM = KL = AL. BL = BM = MC. Угол KMC равен углу ALB как дополнительные к равным углам. Итак, треугольники KMC и ALB равны. Отсюда следует требуемое.
6. Предположим, что последовательность S(n) периодическая, т.е. существует T такое, что для любого n > n0 S(n+T) = S(n). Рассмотрим число 10k > n0. Сумма цифр числа 10k+T на 1 больше суммы цифр числа T. Но, S(10k+T) = S(10k) = 1. Отсюда, сумма цифр числа T делится на 10. Теперь возьмем число n > n0 такое, что в самом старшем из разрядов, в которых у T стоят ненулевые цифры, у него стоит 9, в одном разряде, который минимум на два разряда старше всех разрядов T, стоит 1, а в остальных — нули. У этого числа сумма цифр 10. Так как при сложении его с T произойдет один перенос, у n+T сумма цифр будет на 1 больше, чем у T, то есть будет оканчиваться другой цифрой — противоречие.

7. Ответ: При k = 9 два квадрата. Решение. Рассмотрим возможные остатки числа a0 = k при делении на 4. 
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 В этом случае все остатки, кроме первого, равны 2 или 3. Известно, что квадраты чисел не могут иметь такие остатки при делении на 4, т.е. не более одного члена последовательности могут быть квадратами. 
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, а далее, как и в предыдущем случае, остатки будут равны 2 или 3, т. е. не более двух членов последовательности могут быть квадратами. a0 ( 2 и a0 ( 3. В этих случаях, как мы видели, квадратов не может быть. Пример, когда первые два члена последовательности являются квадратами: k = a0 = 9, a1 = 729+55 = 784.
( Доказательство того, что квадратов не более двух — 4 балла.

8. Условие легко переписать в следующем виде: если идти вдоль аллеи, разность высот между деревом и следующим за ним убывает. Поэтому высота последнего дуба меньше, чем 3+199(0,1 = 22,9 < 25 м.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 98. Решение. Покажем, что в графе на n вершинах в веере может быть, самое большее, n–3 вершины. Пусть наибольший веер содержит k вершин (k > 2). Т.е. в графе должен существовать путь, описанный в условии. Пусть кроме рёбер, образующих этот путь, в графе пока ничего нет. Будем добавлять в граф необходимые дуги и вершины.  Вершины P1 и P2 в пути, образующем веер имеют степень 1 и 2 , поэтому не могут соединяться с вершиной Pk. Итак, вершина Pk может соединяться не более, чем с k–3 вершинами веера. Значит, в графе должны быть ещё 3 вершины, с которыми надо соединить Pk. Оказывается, что большего числа вершин добавлять нет необходимости. Действительно, соединим Pk со всеми возможными вершинами. Вершина Pk-1 не может соединяться с P1 , P2  и P3, т.е. ей тоже недостаёт не более трёх вершин, чтобы иметь нужную степень. Соединим её с нужным числом вершин веера и  теми же тремя добавленными вершинами. Аналогично, проводя все необходимые рёбра из вершин веера по очереди в порядке уменьшения индекса, мы полностью построим веер. Таким образом, n может отличаться от k на 3.
( Только оценка — 4 балла. Только пример — 6 баллов и нет решения.

2. Ответ: Нет. Решение. Докажем, что никакая степень двойки не представляются в таком виде. Пусть n — наименьшая степень двойки, которая представляется. Если среди a, b и c есть два чётных числа, то их можно разделить на 2 и таким образом представить число n/2, что противоречит предположению. Если чётных чисел нет или есть только одно, то n оказывается нечётным. Но 20 = 1 так, очевидно, представить нельзя, а остальные степень двойки чётны.

3. Ответ: (LKC = 90(. Решение. Продлим CK до пересечения c лучом BA в точке T. Очевидно, (BTC = (TCD (как накрест лежащие углы при пересечении параллельных прямых AB и CD секущей CT. Следовательно, (LTC = (BTC = (TCD = (LCT, то есть треугольник LTC — равнобедренный (LT = LC). Отметим, что (AKT = (DKC (AK = KD по условию, (AKT = (DKC как вертикальные и (TAK = (CDK, как накрест лежащие углы при пересечении параллельных прямых AB и CD секущей AD). Из равенства треугольников получаем TK = CK, то есть, LK  — опущенная на основание равнобедренного треугольника LTC, которая также является и высотой, то есть, (LKC = 90(.
4. Ответ: 50. Решение. В каждом квадратике 2(2 не более двух зрителей. Если бы это было не так, то у зрителя из этого квадратика с самым дешёвым билетом было бы более одного «более дорогого» соседа. Разбив зал на 25 квадратиков 2(2, убеждаемся, что в зале не более 50 зрителей. Пример: заняты все чётные ряды.
( Только оценка — 4 балла. Только пример — 4 балла.

5. Условие легко переписать в следующем виде: если идти вдоль аллеи, разность высот между деревом и следующим за ним убывает. Поэтому высота последнего дуба меньше, чем 3+49(0,2 = 12,8 < 13 м.

6. Ответ: 2!((3!)2 = 72. Решение. На чёрных клетках 8 ладей, на бьющих друг друга, расставить нельзя: чёрные клетки во второй, пятой и восьмой горизонталях есть только в третьей и шестой вертикалях, стало быть две ладьи, стоящие на чёрных клетках в этих горизонталях, окажутся в одной вертикали. По аналогичной причине ладей не удастся расставить на белых клетках. А вот серые клетки «сплачиваются» в два квадрата 3(3 и один квадрат 2(2, откуда и получается ответ.
( Подсчёт для серых клеток при отсутствии доказательства для белых и чёрных — 4 балла. Доказательство для белых и чёрных при отсутствии верного подсчёта для серых — 4 балла.

7. Ответ: Несчастливое. Решение. Докажем, что условие однозначно определяет счастливость всех чисел вида 2m(3n, а именно, число такого вида является счастливым тогда и только тогда, когда m–n делится на 3. Пусть k — счастливое число. Тогда 2k и 3k — несчастливые числа, следовательно, среди чисел 4k и 6k ровно одно счастливое, а также среди чисел 6k и 9k ровно одно счастливое. Отсюда можно сделать вывод, что оба числа 12k и 18k — несчастливые и, следовательно, число 6k — счастливое и, автоматически, 4k и 9k — несчастливые. Из несчастливости 4k и 12k делаем вывод о счастливости 8k, а из несчастливости 9k и 18k — о счастливости 27k. Таким образом, мы рассмотрели все числа вида 2m(3n(k, где m+n ≤ 3 и поняли, что счастливыми из них являются только числа 6k, 8k и 27k. Таким образом, домножая счастливое число на 6, 8 и 9 мы получаем счастливые числа, то есть, все числа вида 2m(3n, где m–n делится на 3, являются счастливыми. Рассмотрим любое t = 2m(3n, для которого m–n не делится на 3. Пусть, например,
m–n ( 1 (mod 3). Тогда по доказанному выше 2t — счастливое, следовательно, t — несчастливое. если же m–n ( 2 (mod 3), то 3t — счастливое, следовательно, t — несчастливое. Теперь легко видеть, что число 2200(3300 — несчастливое.
( Есть три возможности — либо это число обязательно счастливое, либо обязательно несчастливое, либо возможно и то и другое. Участником сказано, что в первом случае достаточно доказать, что число не может быть несчастливым, во втором — что не может быть несчастливым (то есть, примеры не требуются), а в третьем случае требуются два обоснованных примера — для ситуаций, когда это число счастливое и несчастливое.

8. Ответ: Можно. Решение. Взвесим первую и вторую монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, обе монеты в первом случае настоящие, во втором — фальшивые, и, взвешивая по одной две оставшиеся монеты, мы находим, какие они. Пусть суммарный вес равен 19. Тогда взвесим вторую и третью монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, мы знаем про них, а стало быть, и про первую монету всё, и, нам осталось взвесить отдельно четвёртую монету. Если же суммарный вес второй и третьей монет равен 19, возможны два случая: вторая фальшивая, а первая и третья — настоящие, или вторая настоящая, а первая и третья — фальшивые. Тогда взвесим первую, третью и четвёртую монеты. В первом случае их суммарный вес равен 29 или 30, во втором — 27 или 28. Таким образом, результат такого третьего взвешивания позволяет узнать всё обо всех монетах.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: x = 0, y = 5, z = 2. Решение. Умножив уравнение на 100z, приведём его к виду 100x+100y = 100z2+10yz+xz. Получается, что xz делится на 10. Отсюда следует, что либо z = 5, либо x = 5, либо x = 0. При z = 5 имеем 100x+100y = 2500+10yz+xz, откуда x+y ( 25, что невозможно. При x = 5 имеем 500+100y = 100z2+10yz+5z (*) Получается, что z чётно. Но тогда 10yz делится на 4, так что и z делится на 4. Подстановка в (*) z = 4 и z = 8 даёт значения y, большие 9. Наконец, при x = 0 исходное уравнение после деления на 10 приобретает вид 10y = 10z2+yz, откуда z2 < 9, то есть z ≤ 2. При z = 1 получаем дробное z, а при z = 2 — ответ.
( Только ответ — 2 балла.

2. Сашино произведение делится на 9. Поэтому (в силу признаков делимости на 3 и 9) и произведение самих задуманных чисел делится на 9. Но тогда на 9 должно делиться и Колино произведение, а оно не делится.
3. Ответ: (LKC = 90(. Решение. Продлим CK до пересечения c лучом BA в точке T. Очевидно, (BTC = (TCD (как накрест лежащие углы при пересечении параллельных прямых AB и CD секущей CT. Следовательно, (LTC = (BTC = (TCD = (LCT, то есть треугольник LTC — равнобедренный (LT = LC). Отметим, что (AKT = (DKC (AK = KD по условию, (AKT = (DKC как вертикальные и (TAK = (CDK, как накрест лежащие углы при пересечении параллельных прямых AB и CD секущей AD). Из равенства треугольников получаем TK = CK, то есть, LK  — опущенная на основание равнобедренного треугольника LTC, которая также является и высотой, то есть, (LKC = 90(.
4. Рассмотрим горизонтальные доминошки. С первой слева вертикалью их должно пересекаться нечётное число. Тогда из второй вертикали в третью их должно идти чётное число, из третьей в четвёртую — снова нечётное число и т.д.. Получается, что есть хотя бы по одной горизонтальной доминошке в первой и второй, третьей и четвёртой, …, 99-й и 100-й вертикалях, тот есть всего горизонтальных доминошек не меньше 50. Аналогично, вертикальных доминошек не меньше 50. Но тогда доминошек не меньше 100, а их всего 98.
5. Условие легко переписать в следующем виде: если идти вдоль аллеи, разность высот между деревом и следующим за ним убывает. Поэтому высота последнего дуба меньше, чем 3+49(0,2 = 12,8 < 13 м.
6. Ответ: 2!((3!)2 = 72. Решение. На чёрных клетках 8 ладей, на бьющих друг друга, расставить нельзя: чёрные клетки во второй, пятой и восьмой горизонталях есть только в третьей и шестой вертикалях, стало быть две ладьи, стоящие на чёрных клетках в этих горизонталях, окажутся в одной вертикали. По аналогичной причине ладей не удастся расставить на белых клетках. А вот серые клетки «сплачиваются» в два квадрата 3(3 и один квадрат 2(2, откуда и получается ответ.
( Подсчёт для серых клеток при отсутствии доказательства для белых и чёрных — 4 балла. Доказательство для белых и чёрных при отсутствии верного подсчёта для серых — 4 балла.

7. Ответ: Несчастливое. Решение. Докажем, что условие однозначно определяет счастливость всех чисел вида 2m(3n, а именно, число такого вида является счастливым тогда и только тогда, когда m–n делится на 3. Пусть k — счастливое число. Тогда 2k и 3k — несчастливые числа, следовательно, среди чисел 4k и 6k ровно одно счастливое, а также среди чисел 6k и 9k ровно одно счастливое. Отсюда можно сделать вывод, что оба числа 12k и 18k — несчастливые и, следовательно, число 6k — счастливое и, автоматически, 4k и 9k — несчастливые. Из несчастливости 4k и 12k делаем вывод о счастливости 8k, а из несчастливости 9k и 18k — о счастливости 27k. Таким образом, мы рассмотрели все числа вида 2m(3n(k, где m+n ≤ 3 и поняли, что счастливыми из них являются только числа 6k, 8k и 27k. Таким образом, домножая счастливое число на 6, 8 и 9 мы получаем счастливые числа, то есть, все числа вида 2m(3n, где m–n делится на 3, являются счастливыми. Рассмотрим любое t = 2m(3n, для которого m–n не делится на 3. Пусть, например,
m–n ( 1 (mod 3). Тогда по доказанному выше 2t — счастливое, следовательно, t — несчастливое. если же m–n ( 2 (mod 3), то 3t — счастливое, следовательно, t — несчастливое. Теперь легко видеть, что число 648 = 23(34 — несчастливое.
( Есть три возможности — либо это число обязательно счастливое, либо обязательно несчастливое, либо возможно и то и другое. Участником сказано, что в первом случае достаточно доказать, что число не может быть несчастливым, во втором — что не может быть несчастливым (то есть, примеры не требуются), а в третьем случае требуются два обоснованных примера — для ситуаций, когда это число счастливое и несчастливое.
8. Ответ: Можно. Решение. Взвесим первую и вторую монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, обе монеты в первом случае настоящие, во втором — фальшивые, и, взвешивая по одной две оставшиеся монеты, мы находим, какие они. Пусть суммарный вес равен 19. Тогда взвесим вторую и третью монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, мы знаем про них, а стало быть, и про первую монету всё, и, нам осталось взвесить отдельно четвёртую монету. Если же суммарный вес второй и третьей монет равен 19, возможны два случая: вторая фальшивая, а первая и третья — настоящие, или вторая настоящая, а первая и третья — фальшивые. Тогда взвесим первую, третью и четвёртую монеты. В первом случае их суммарный вес равен 29 или 30, во втором — 27 или 28. Таким образом, результат такого третьего взвешивания позволяет узнать всё обо всех монетах.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 45 минут. Решение. Обозначив расстояние за 1, получим, что скорости Коли на Вятке по течению и против течения равны 1/18 и 1/60, поэтому удвоенная собственная скорость Коли равна их сумме. Сделав аналогичные выкладки для Ижа, получим, что скорость против течения на Иже равна 1/18 +1/60–1/20=1/45, откуда получается ответ.

2. Ответ: 2!((3!)2 = 72. Решение. На чёрных клетках 8 ладей, на бьющих друг друга, расставить нельзя: чёрные клетки во второй, пятой и восьмой горизонталях есть только в третьей и шестой вертикалях, стало быть две ладьи, стоящие на чёрных клетках в этих горизонталях, окажутся в одной вертикали. По аналогичной причине ладей не удастся расставить на белых клетках. А вот серые клетки «сплачиваются» в два квадрата 3(3 и один квадрат 2(2, откуда и получается ответ.
( Подсчёт для серых клеток при отсутствии доказательства для белых и чёрных — 4 балла. Доказательство для белых и чёрных при отсутствии верного подсчёта для серых — 4 балла.
3. Ответ: Нет. Решение. Поскольку 1 — счастливое, 2, 3 и 5 — несчастливые. Поскольку 20 — счастливое, 4, 8 и 12, а также 10, 30 и 50 — несчастливые. Поскольку 2, 4 и 10 — несчастливые, число 6 – счастливое. Тогда числа 3, 9 и 15 — несчастливые. Поскольку числа 5, 10 и 15 — несчастливые, число 25 должно быть счастливым.

4. Ответ: x = 0, y = 5, z = 2. Решение. Умножив уравнение на 100z, приведём его к виду 100x+100y = 100z2+10yz+xz. Получается, что xz делится на 10. Отсюда следует, что либо z = 5, либо x = 5, либо x = 0. При z = 5 имеем 100x+100y = 2500+10yz+xz, откуда x+y ( 25, что невозможно. При x = 5 имеем 500+100y = 100z2+10yz+5z (*) Получается, что z чётно. Но тогда 10yz делится на 4, так что и z делится на 4. Подстановка в (*) z = 4 и z = 8 даёт значения y, большие 9. Наконец, при x = 0 исходное уравнение после деления на 10 приобретает вид 10y = 10z2+yz, откуда z2 < 9, то есть z ≤ 2. При z = 1 получаем дробное z, а при z = 2 — ответ.
( Только ответ — 2 балла.
5. Условие легко переписать в следующем виде: если идти от середины аллеи к краю, разность высот между деревом и следующим за ним возрастает. Пусть между двумя средними (6-м и 5-м) она равна d метров. Не умаляя общности можно считать, что d ( 0. Тогда между 5-м и 4-м она не меньше d+1, между 4-м и 3-м — не меньше d+2, между 3-м и 2-м — не меньше d+3, между 2-м и 1-м — не меньше d+4. Тогда высота 6-го дерева не меньше, чем 1+(d+4)+(d+3)+(d+2)+(d+1)+d = 5d+11, то есть не меньше 11, что и требовалось доказать.
6. Ответ: Можно. Решение. Взвесим первую и вторую монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, обе монеты в первом случае настоящие, во втором — фальшивые, и, взвешивая по одной две оставшиеся монеты, мы находим, какие они. Пусть суммарный вес равен 19. Тогда взвесим вторую и третью монеты. Если их суммарный вес равен 20 или 18, мы знаем про них, а стало быть, и про первую монету всё, и, нам осталось взвесить отдельно четвёртую монету. Если же суммарный вес второй и третьей монет равен 19, возможны два случая: вторая фальшивая, а первая и третья — настоящие, или вторая настоящая, а первая и третья — фальшивые. Тогда взвесим первую, третью и четвёртую монеты. В первом случае их суммарный вес равен 29 или 30, во втором — 27 или 28. Таким образом, результат такого третьего взвешивания позволяет узнать всё обо всех монетах.

7. Покажем существование чисел, кратных 2008, с любой суммой цифр, начиная с 10. Для 10 это само число 2008. Если А — уже построенное нами число с суммой цифр n, то 1000А+2008 — число с суммой цифр n+1, так как в разряде тысяч происходит перенос 2+8 ( 10.
8. Ответ: 19, 20 или 21. Решение. Допустим, есть треугольники с красными вершинами. Пусть ABC — такой треугольник наименьшей площади. По условию на его сторонах есть синие точки D, E и F, а на отрезке DE — красная точка G. Но тогда площадь треугольника ABG меньше площади треугольника ABC — противоречие. Итак все красные точки лежат на одной прямой. Между любыми двумя соседними красными точками должна лежать синяя, поэтому синих точек не меньше 19. Между любыми двумя соседними синими точками должна лежать красная, поэтому синих точек не больше 21. Примеры на 19, 20 и 21 легко строятся.
( Только ответ с примерами — 2 балла. Отсутствие обоснования, что все точки лежат на одной прямой — дыра в 10 баллов.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: 45 минут. Решение. Обозначив расстояние за 1, получим, что скорости Коли на Вятке по течению и против течения равны 1/18 и 1/60, поэтому удвоенная собственная скорость Коли равна их сумме. Сделав аналогичные выкладки для Ижа, получим, что скорость против течения на Иже равна 1/18 +1/60–1/20=1/45, откуда получается ответ.
2. Ответ: 91. Решение. Если в числе есть нуль, то, как легко убедиться, все его цифры, кроме первой и, может быть, последней — нули. Таких чисел 9(10 = 90. Если нулей нет, то условие задачи можно переписать в таком виде: каждая из цифр, начиная с третьей, равна отношению предыдущей к предпередыдущей. Поскольку больше трёх раз подряд поделить на цифру, большую 1, не получится, не позднее седьмой цифры нам встретится единица. Но тогда и соседние с ней цифры — единицы. Продолжая это рассуждение, получим, что в этом случае все цифры в числе — единицы.

( Потеря решений при верном ходе рассуждений — 6 баллов; есть ли решение, определяет жюри боя.

3. Ответ: Нет. Решение. Допустим, число 12 — счастливое. Тогда числа 4 и 8 — несчастливые (из тройки (4,8,12)), числа 2 и 3 — несчастливые (из тройки (1,2,3)), 6 — счастливое (из тройки (2,4,6). Но тогда в тройке (6, 12, 18) два счастливых числа. Противоречие.
4. Ответ: x = 0, y = 5, z = 2. Решение. Умножив уравнение на 100z, приведём его к виду 100x+100y = 100z2+10yz+xz. Получается, что xz делится на 10. Отсюда следует, что либо z = 5, либо x = 5, либо x = 0. При z = 5 имеем 100x+100y = 2500+10yz+xz, откуда x+y ( 25, что невозможно. При x = 5 имеем 500+100y = 100z2+10yz+5z (*) Получается, что z чётно. Но тогда 10yz делится на 4, так что и z делится на 4. Подстановка в (*) z = 4 и z = 8 даёт значения y, большие 9. Наконец, при x = 0 исходное уравнение после деления на 10 приобретает вид 10y = 10z2+yz, откуда z2 < 9, то есть z ≤ 2. При z = 1 получаем дробное z, а при z = 2 — ответ.
( Только ответ — 2 балла.
5. Ответ: возможны только три варианта: 1 день и 1254 гостя; 2 дня и 418 гостей; 4 дня и 38 гостей. Решение. Обозначим за х число гостей, пришедших на день Рождения к Барабеку. Тогда в первый день Барабек собирался съесть х котлет, во второй — 2х котлет, в третий — 6х котлет и т. д., в n-ный день он собирался съесть n!x котлет. Итого за все дни он съест х·(1+2!+3!+…+n!) = xSn =1254  котлет. 1254 = 2·3·11·19. Подсчитаем несколько первых членов последовательности Sn. S1 = 1; S2 = S1+2! = 3;  S3 = S2+3! = 9; S4 = S3+4! = 33; S5 = S4+5! = 153. Заметим, что S5  делится на 9, поэтому все последующие суммы Sn будут тоже делится на 9. Так как количество котлет не делится на 9, то получаем, что при n ≥ 5 уравнение (*) решений не имеет. Заметим, что S3  =  9, поэтому при n = 3 уравнение (*) тоже не имеет решений. Подставляя в это уравнение значения n = 1, n = 2 и n = 4, получаем все ответы.
( Потерян один случай — дыра в 6 баллов и задача не решена. Потеряны 2 случая — 0 баллов.

6. Ответ: Аня знает буквы А, В, И, Л, Ф, Ваня — буквы А, И, Т, Настя — буквы А, К, Л, О, П. Решение. Поскольку буква Т есть как в слове АЛФАВИТ, так и в слове ПИЛОТКА, её знает Ваня, иначе она была в списке букв, которые знают и Аня, и Настя. Буквы Ф и В из слова АЛФАВИТ знает только Таня, потому что в слове ПИЛОТКА их нет, а буквы К, О, П из слова ПИЛОТКА — только Настя, потому что их нет в слове АЛФАВИТ.
( Верный ответ без обоснования — 4 балла.
7. Покажем существование чисел, кратных 2008, с любой суммой цифр, начиная с 10. Для 10 это само число 2008. Если А – уже построенное нами число с суммой цифр n, то 1000А+2008 — число с суммой цифр n+1, так как в разряде тысяч происходит перенос 2+8 ( 10.
8. Ответ: На 20. Решение. Легко разрезать квадрат со стороной 10 на 20 прямоугольников 1(5. Далее, перебором легко проверить, что площадь любого прямоугольника с целочисленными сторонам и периметром 12 не меньше 5. Поэтому прямоугольников в любом случает получится не больше 20.
( Только ответ с примером — 2 балла.
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