XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.
1. Ответ: 1 раз. Решение. Очевидно, все числа в последовательности различны, следовательно, 2008 встречается не более одного раза. Докажем, что для любого n числа a1,...,an — это перестановка n последовательных целых чисел. Пусть ai и aj — минимальное максимальное и из чисел a1,...,an. Если aj – ai = k ( n, то среди чисел  a1,..., ak есть два числа, имеющие одинаковый остаток от деления на k, что противоречит условию. Следовательно, разность максимального и минимального из чисел a1,...,an не более n–1, откуда немедленно следует, что эта разность равна n–1 а сами числа a1,...,an — перестановка n последовательных целых чисел. Так как в последовательности встречается бесконечно много и положительных, и отрицательных чисел, то для какого–то n среди чисел a1, a2, ..., аn будут числа m < 2008 и M > 2008. Как мы показали выше, числа a1, a2, ..., аn являются перестановкой n последовательных целых чисел. Множество последовательных целых чисел, содержащее и m, и M, обязательно содержит число 2008. Таким образом, мы доказали, что 2008 встречается в нашей последовательности, причем, очевидно, ровно один раз.
( Только ответ — 0 баллов. Только доказательство, что 2008 встречается не более одного раза — 2 балла.
2. Пусть условие задачи не выполнено. Тогда для каждой девочки найдется цепочка из нескольких подряд сидящих детей, крайняя из которых — эта девочка, среди которых девочек не больше половины. Назовём девочку правой, если такая цепочка идёт от девочки против часовой стрелки и левой, если по часовой стрелке (одна и та же девочка может быть одновременно и левой, и правой). Легко видеть, что найдётся правая девочка, справа от которой стоит мальчик. Попросим их выйти из круга. Легко видеть, что после этого все правые девочки останутся правыми. Повторяя описанную процедуру, убеждаемся, что правых девочек не больше, чем мальчиков, то есть не более 669. Аналогично, левых девочек не более 669, то есть правых и левых вместе не больше, чем 1338. Но всего девочек не меньше, чем 2008–669 = 1339. Противоречие.
3. Поскольку (ACH > 30(, AH < AC/2 = AM. Поэтому точка H', симметричная точке H относительно прямой AL, попадет на отрезок AM. Тогда LM+MA > LH'+H'A = LH+HA.
4. В ряд идущих подряд прекрасненьких чисел не могут входить числа оканчивающиеся на 3, 6 или 9, отличающиеся на 10, т.к., если одно из них делится на 3, то второе – нет. Наибольший интервал чисел с указанным свойством: ...0, ...1, ...2, ...3, …4, …5, …6, …7, …8, …9, …0, …1, …2 (указаны только последние цифры). Их всего 13.
5. Обозначим через K точку пересечения луча AC с описанной окружностью треугольника ABD. В силу равенства вписанных углов, опирающихся на одну дугу, (KBD = (KAD = 36(; (KDB = (KAB = 72(, поэтому прямые DC и BC содержат биссектрисы треугольника KBD. Тогда и прямая KA содержит биссектрису угла BKD, откуда (AKD = (BKD/2 = (180(–(BAD)/2 = 36( и (APD = (KDP+(PKD =  72(+36( = 108(.
6. Ответ: при нечётных. Решение. Если при каком-то k выполнено условие задачи и числа n и n+1 — белые, то числа n+k и n+k+1 — голубые, что противоречит условию. Итак, в этом случае среди любых двух последовательных чисел одно белое, а одно голубое, т.е. все чётные числа одного цвета, а нечётные — другого. Разность белых чисел при этом может быть любым чётным числом и не может быть нечётным.
( Только ответ с примером — 2 балла.
7. Решение. Обозначим S сумму в левой части. Тогда
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Достаточно доказать, что в последней сумме каждая скобка 
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, что эквивалентно доказываемому неравенству). Домножая на общий знаменатель, получаем 
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8. Выберем сначала 4 первых столбца. Пусть a1, a2, ..., a8 — количества фишек в пересечениях этих столбцов с первой, второй, ... ,восьмой строчками. Осталось доказать, что сумма каких–то четырех из этих восьми чисел делится на 4. Действительно, из этих чисел можно выбрать не менее 3 пар чисел одной четности (останется не более одного четного и одного нечетного числа). Какие-то две суммы чисел в этих трех парах дают одинаковый четный остаток от деления на 4, тогда сумма этих четырех чисел будет делиться на 4.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Старшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Нет. Решение. Пусть, для определённости, a > b > c. Заметим, что пересечение не может происходить при x = 0. Если пересечение графиков прямых происходит левее оси Y, то прямая y = ax+b (с наибольшим угловым коэффициентом) пересекает ось ординат в точке, расположенной выше точек пересечения других прямых с осью ординат. Т.е., b > a. Противоречие. Аналогичное противоречие и в случае пересечения справа.
2. Решение. Предположим, что из старших разрядов образуется число 3k, из средних 3m, а из младших 3n. По условию, 10s3k+10t3m+3n =320072008. Разделим на наименьшую степень тройки. Справа останется число, кратное 3. Одно из слагаемых слева будет давать остаток 1 при делении на 3. Остальные слагаемые могут давать остатки 0 или 1. Единственный вариант, при котором получится число, делящееся на 3, это когда все остатки равны 1. Это означает, что k = m = n и после деления мы получили 10s+10t+1=3r. При r > 1 правая часть делится на 9, а левая — нет. Если r = 1 имеем: s = t = 0. Противоречие.
( Разобран только случай, когда все степени различны — 6 баллов и задача не решена.
3. Поскольку (ACH > 30(, AH < AC/2 = AM. Поэтому точка H', симметричная точке H относительно прямой AL, попадет на отрезок AM. Тогда LM+MA > LH'+H'A = LH+HA.
4. В ряд идущих подряд прекрасненьких чисел не могут входить числа оканчивающиеся на 3, 6 или 9, отличающиеся на 10, т.к., если одно из них делится на 3, то второе — нет. Наибольший интервал чисел с указанным свойством: ...0, ...1, ...2, ...3, …4, …5, …6, …7, …8, …9, …0, …1, …2 (указаны только последние цифры). Их всего 13.
5. Легко показать, что и биссектриса и высота меньше медианы, проведённой из того же угла, а удвоенная медиана равна гипотенузе.

6. Ответ: при нечётных. Решение. Если при каком-то k выполнено условие задачи и числа n и n+1 — белые, то числа n+k и n+k+1 — голубые, что противоречит условию. Итак, в этом случае среди любых двух последовательных чисел одно белое, а одно голубое, т.е. все чётные числа одного цвета, а нечётные — другого. Разность белых чисел при этом может быть любым чётным числом и не может быть нечётным.
( Только ответ с примером — 2 балла.
7. Решение. Обозначим S сумму в левой части. Тогда
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Достаточно доказать, что в последней сумме каждая скобка 
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, что эквивалентно доказываемому неравенству). Домножая на общий знаменатель, получаем
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8. Рассмотрим две клетки А и Б одной строки, на одной из которых стоит фишка, а на другой — нет. Если ни в одной строке таких клеток нет, то на пересечении любых двух столбцов с любой строкой либо нет фишек, либо две фишки, и значит, любые два столбца и две строки нам подходят. Иначе рассмотрим столбцы, содержащие клетки А и Б. Если на пересечении этих столбцов с какой-то другой строкой стоит одна фишка, то нужные два столбца и две строки найдены. Если же любые строки пересекают выбранные два столбца по клеткам, содержащим чётное число фишек, то в качестве искомых можно взять любые две из них.
XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: Ни разу или 1 раз. Решение. Очевидно, все числа в последовательности различны, следовательно, 2007 встречается не более одного раза. Пример, когда число 2007 встречается один раз: все целые числа от –2008 до 7991. Пример, когда число 2007 не встречается ни разу получается из предыдущего заменой числа 2007 на 2007+10000!.

( Только пример на 1 и доказательство, что не может быть больше 1 — 2 балла.

2. Пусть условие задачи не выполнено. Тогда для каждой девочки найдется цепочка из нескольких подряд сидящих детей, крайняя из которых — эта девочка, среди которых девочек не больше половины. Назовём девочку правой, если такая цепочка идёт от девочки против часовой стрелки и левой, если по часовой стрелке (одна и та же девочка может быть одновременно и левой, и правой). Легко видеть, что найдётся правая девочка, справа от которой стоит мальчик. Попросим их выйти из круга. Легко видеть, что после этого все правые девочки останутся правыми. Повторяя описанную процедуру, убеждаемся, что правых девочек не больше, чем мальчиков, то есть не более 669. Аналогично, левых девочек не более 669, то есть правых и левых вместе не больше, чем 1338. Но всего девочек не меньше, чем 2008–669 = 1339. Противоречие.

3. Треугольник AHC — прямоугольный с углом 60(, значит, AH = AC/2 = AM. Треугольники AHL и AML равны по двум сторонам и углу в 30( между ними. Отсюда, LM = LH.
4. В ряд идущих подряд прекрасненьких чисел не могут входить числа, оканчивающиеся на 3, 6 или 9, отличающиеся на 10, т.к., если одно из них делится на 3, то второе — нет. Наибольший интервал чисел с указанным свойством: ...0, ...1, ...2, ...3, …4, …5, …6, …7, …8, …9, …0, …1, …2 (указаны только последние цифры). Их всего 13.

5. Легко показать, что и биссектриса и высота меньше медианы, проведённой из того же угла, а удвоенная медиана равна гипотенузе.
( Если «легко показать» не доказано — дыра в 6 баллов и задача не решена.
6. Ответ: при нечётных. Решение. Если при каком-то k выполнено условие задачи и числа n и n+1 — белые, то числа n+k и n+k+1 — голубые, что противоречит условию. Итак, в этом случае среди любых двух последовательных чисел одно белое, а одно голубое, т.е. все чётные числа одного цвета, а нечётные — другого. Разность белых чисел при этом может быть любым чётным числом и не может быть нечётным.
( Только ответ с примером — 2 балла.

7. Ответ: (–1,0), (0,–1), (2,3) и (3,2). Решение. Раскрыв скобки, перегруппировав члены и разложив на множители мы получим, что исходное уравнение эквивалентно такому: (a–b)(ab–a–b–1) = 0. Так как a ( b, то 0 = ab–a–b–1, или, что то же самое, (a–1)(b–1) = 2. Перебрав четыре возможных разложения числа 2 в произведение двух целых множителей, мы получим четыре ответа.
( Решение в предположении, что a и b положительны (и это существенно использовано) — не более 6 баллов и задача не решена. Потеря ответов при верном ходе решения — дыра в 4 балла.
8. Выберем сначала 4 первых столбца. Пусть a1, a2, ..., a8 — количества фишек в пересечениях этих столбцов с первой, второй, ... , восьмой строчками. Осталось доказать, что сумма каких–то четырех из этих восьми чисел делится на 4. Действительно, из этих чисел можно выбрать не менее 3 пар чисел одной четности (останется не более одного четного и одного нечетного числа). Какие-то две суммы чисел в этих трех парах дают одинаковый четный остаток от деления на 4, тогда сумма этих четырех чисел будет делиться на 4.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Младшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Если сумма меньше 800 у любых двух чисел, стоящих рядом, и у любых двух чисел, стоящих через одно, то среди любых трёх чисел, идущих подряд, есть не более одного числа, большего либо равного 400. Но 600 чисел можно разбить на 200 таких троек, а чисел от 400 до 600 имеется 201. Противоречие.
2. Решение. Предположим, что из старших разрядов образуется число 3k, из средних 3m, а из младших 3n. По условию, 10s3k+10t3m+3n =320072008. Разделим на наименьшую степень тройки. Справа останется число, кратное 3. Одно из слагаемых слева будет давать остаток 1 при делении на 3. Остальные слагаемые могут давать остатки 0 или 1. Единственный вариант, при котором получится число, делящееся на 3, — когда все остатки равны 1. Это означает, что k = m = n и после деления мы получили 10s+10t+1=3r. При r > 1 правая часть делится на 9, а левая — нет. При r = 1 имеем s = t = 0. Противоречие.

( Разобран только случай, когда все степени различны — 6 баллов и задача не решена.

3. Треугольник AHC — прямоугольный с углом 60(, значит, AH = AC/2 = AM. Треугольники AHL и AML равны по двум сторонам и углу в 30( между ними. Отсюда, LM = LH.
4. В ряд идущих подряд прекрасненьких чисел не могут входить числа оканчивающиеся на 3, 6 или 9 и отличающиеся на 10, т.к., если одно из них делится на 3, то второе — нет. Наибольший интервал чисел с указанным свойством: ...0, ...1, ...2, ...3, …4, …5, …6, …7, …8, …9, …0, …1, …2 (указаны только последние цифры). Их всего 13.

5. Легко показать, что биссектриса и высота меньше медианы, проведённой из того же угла, а удвоенная медиана равна гипотенузе.

( Если «легко показать» не доказано — дыра в 6 баллов и задача не решена.
6. Ответ: 2, 29 или 58. Решение. Заметим, что второй велосипедист был в движении 58/20 ч., а первый — 58/15 ч. Поэтому второй отдыхал больше первого на 58/20–58/15 = 58/60 ч. = 58 мин. Столько же отдыхал первый. Поскольку он отдыхал у каждого пенька одно и то же целое число минут, число пеньков должно быть делителем числа 58. Отсюда — ответ.
7. Ответ: (–1,0), (0,–1), (2,3) и (3,2). Решение. Раскрыв скобки, перегруппировав члены и разложив на множители мы получим, что исходное уравнение эквивалентно такому: (a–b)(ab–a–b–1) = 0. Так как a ( b, то 0 = (ab–a–b–1), или, что то же самое, (a–1)(b–1) = 2. Перебрав четыре возможных разложения числа 2 в произведение двух целых множителей, мы получим четыре ответа.
( Решение в предположении, что a и b положительны (и это существенно использовано) — не более 6 баллов и задача не решена. Потеря ответов при верном ходе решения — дыра в 4 балла.
8. Найдем две клетки А и Б одной строки, на одной из которых стоит фишка, а на другой — нет. (Если таких клеток ни в одной строке нет, то на пересечении любых двух столбцов с любой строкой либо нет фишек, либо стоят две фишки, и значит, нам подходят любые два столбца и две строки.) Рассмотрим столбцы, содержащие клетки А и Б. Если на их пересечении с какой-то другой строкой стоит одна фишка, то нужные два столбца и две строки найдены. Если же любые строки пересекают выбранные два столбца по клеткам, содержащим чётное число фишек, то в качестве искомых можно взять любые две из них.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Если сумма меньше 80 у любых двух чисел, стоящих рядом, и у любых двух чисел, стоящих через одно, то среди любых трёх чисел, идущих подряд, есть не более одного числа, большего либо равного 40. Но 60 чисел можно разбить на 20 таких троек, а чисел от 40 до 60 имеется 21. Противоречие.

2. Ответ: 10. Решение. Поскольку 3 – квадрат, то полупериметр прямоугольника 1 равен сумме вертикальных сторон 1 и 3. Тогда вертикальная сторона исходного квадрата на 3 больше этого полупериметра, т.е. равна 10.
3. Ответ: (a, b, c, d) = (4,1,1,1) или (3,2,1,1).
4. Ответ: Нельзя. Решение. Если выполнено условие задачи и числа n и n+1 — белые, то числа n+2008 и n+2009 — голубые, что противоречит условию. Итак, в этом случае из любых двух последовательных чисел одно белое, а другое голубое, т.е. все чётные числа одного цвета, а нечётные — другого. Разность белых чисел при этом может быть любым чётным числом, в том числе и 2008.
5. В ряд идущих подряд прекрасненьких чисел не могут входить числа оканчивающиеся на 3, 6 или 9, отличающиеся на 10, т.к., если одно из них делится на 3, то второе — нет. Наибольший интервал чисел с указанным свойством: ...0, ...1, ...2, ...3, …4, …5, …6, …7, …8, …9, …0, …1, …2 (указаны только последние цифры). Их всего 13.
6. Ответ: 2, 29 или 58. Решение. Заметим, что второй велосипедист был в движении 58/20 ч., а первый — 58/15 ч. Поэтому второй отдыхал больше первого на 58/20–58/15 = 58/60 ч. = 58 мин. Столько же отдыхал первый. Поскольку он отдыхал у каждого пенька одно и то же целое число минут, число пеньков должно быть делителем числа 58. Отсюда — ответ.
( Потеря одного из ответов при верном ходе решения — 8 баллов и задача решена.

7. Ответ: 18, 12, 9, 8, 6, 4, 3, 2, 1. Решение. Кубики без окрашенных граней останутся, если отпилить все окрашенные грани вместе со примыкающим слоем толщины 1. После этого может остаться прямоугольный параллелепипед размером 2(3(3 (окрашена одна грань), 1(3(3, (окрашены две противоположные грани), 2(2(3 (окрашены две смежные грани), 1(2(3 (окрашены три грани, образующие букву «С»), 2(2(2 (окрашены три попарно смежные грани), 1(1(3 (не окрашены две противоположные грани), 1(2(2 (не окрашены две смежные грани), 1(1(2 (не окрашена одна грань), 1(1(1 (окрашены все грани). Отсюда — ответ.
( Потеря одного ответа — 8 баллов и задача решена, утеря 2 и более ответов – задача не решена.
8. Найдем две клетки А и Б одной строки, на одной из которых стоит фишка, а на другой — нет. (Если таких клеток ни в одной строке нет, то на пересечении любых двух столбцов с любой строкой либо нет фишек, либо стоят две фишки, и значит, нам подходят любые два столбца и две строки.) Рассмотрим столбцы, содержащие клетки А и Б. Если на их пересечении с какой-то другой строкой стоит одна фишка, то нужные два столбца и две строки найдены. Если же любые строки пересекают выбранные два столбца по клеткам, содержащим чётное число фишек, то в качестве искомых можно взять любые две из них.

XXXI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2008
Группа «Старт», первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Ответ: с тремя. Решение. 5-я область граничит со всеми, в т.ч. и с 6-й. Поэтому 1-я область граничит только с 5-й. Значит, 4-я область граничит со всеми, кроме 1-й. Тогда 2-я граничит только с 4-й и 5-й, а 3-я должна граничить с тремя – т.е. с 4-й, 5-й и 6-й. Таким образом, у 6-й области должно быть три границы – с 3-й, 4-й и 5-й. Карта с такой конфигурацией легко рисуется.
( Только пример карты — 2 балла. Решение без примера – 6 баллов и задача решена.
2. Ответ: 10. Решение. Поскольку 3 – квадрат, то полупериметр прямоугольника 1 равен сумме вертикальных сторон 1 и 3. Тогда вертикальная сторона исходного квадрата на 3 больше этого полупериметра, т.е. равна 10.
3. Ответ: (a, b, c, d) = (1,1,1,2).
4. Ответ: да, можно. Пример такой расстановки – кони на полях a1, a5, d8, e1, h4, h8. Они держат под контролем ровно 12 полей: b3, b7, c2, c4, c6, d3, e6, f3, f5, f7, g2, g6.
5. Ответ: на 1122334455667789. Решение: произведение должно делиться на 99, то есть кол-во единиц в нем должно быть четным (для делимости на 11) и кратным 9 (для делимости на 9). Минимальное такое кол-во равно 18. Результат деления числа из 18 единиц на 99 приведен в ответе.
6. Ответ: 18, 12, 9, 8, 6, 4, 3, 2, 1. Решение. Кубики без окрашенных граней останутся, если отпилить все окрашенные грани вместе со примыкающим слоем толщины 1. После этого может остаться прямоугольный параллелепипед размером 2(3(3 (окрашена одна грань), 1(3(3, (окрашены две противоположные грани), 2(2(3 (окрашены две смежные грани), 1(2(3 (окрашены три грани, образующие букву «С»), 2(2(2 (окрашены три попарно смежные грани), 1(1(3 (не окрашены две противоположные грани), 1(2(2 (не окрашены две смежные грани), 1(1(2 (не окрашена одна грань), 1(1(1 (окрашены все грани). Отсюда — ответ.
( Потеря одного ответа — 8 баллов и задача решена, утеря 2 и более ответов – задача не решена.
7. Ответ: 37. Решение. Заметим, что второй велосипедист был в движении 37/20 ч., а первый — 37/15 ч. Поэтому второй отдыхал больше первого на 37/20–37/15 = 37/60 ч. = 37 мин. Столько же отдыхал первый. Поскольку он отдыхал у каждого пенька одно и то же целое число минут, число пеньков должно быть делителем числа 37. Отсюда — ответ.
8. Найдем две клетки А и Б одной строки, на одной из которых стоит фишка, а на другой — нет. (Если таких клеток ни в одной строке нет, то на пересечении любых двух столбцов с любой строкой либо нет фишек, либо стоят две фишки, и значит, нам подходят любые два столбца и две строки.) Рассмотрим столбцы, содержащие клетки А и Б. Если на их пересечении с какой-то другой строкой стоит одна фишка, то нужные два столбца и две строки найдены. Если же любые строки пересекают выбранные два столбца по клеткам, содержащим чётное число фишек, то в качестве искомых можно взять любые две из них.


























































_1264836449.unknown

_1264865417.unknown

_1264865476.unknown

_1264865494.unknown

_1264865507.unknown

_1264865485.unknown

_1264865438.unknown

_1264865390.unknown

_1264865405.unknown

_1264865381.unknown

_1264836101.unknown

_1264836368.unknown

_1264836269.unknown

_1264836294.unknown

_1264836312.unknown

_1264836211.unknown

_1264835890.unknown

_1264836071.unknown

_1264835813.unknown

