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Правила “Математической абаки”

Математическая абака – это командная игра-соревнование по решению задач. Все задачи выдаются для решения всем командам одновременно. Основным зачётным показателем в математической абаке является общее количество набранных очков (включая бонусы). В случае равенства очков у нескольких команд более высокое место занимает команда, имеющая большую сумму бонусов. При равенстве и этого показателя команды считаются разделившими места.

Решение задач. Каждой команде предлагается для решения 6 тем по 6 задач в каждой теме. Задачи каждой темы сдаются по порядку, от 1-й до 6-й (например, у команды не примут ответ на 4-ю задачу, пока она не сдала ответы на задачи 1, 2 и 3). На каждую задачу отводится один подход (одна попытка сдать ответ). Если команда предъявила правильный ответ на задачу, она получает за это цену задачи, а если неправильный или неполный – 0 очков. В некоторых задачах по усмотрению жюри цена задачи может быть поделена поровну между всеми возможными ответами, в этом случае каждый найденный ответ приносит команде соответствующую часть цены. Для каждой такой задачи это указывается в ее условии.

Цена первой задачи каждой темы – 10 очков, второй – 20, …, шестой – 60 очков. (Таким образом, не считая бонусов, команда может заработать за решение задач до 6*210=1260 очков.)

Основные бонусы. Каждая команда дополнительно может заработать бонусные очки:

· За правильное решение всех задач одной темы («бонус-горизонталь») – 50 очков

· За правильное решение задач с одним и тем же номером во всех темах («бонус-вертикаль») – цену задачи с этим номером

Бонусы за первое решение. Первые команды, получившие каждый из шести возможных бонус-горизонталей и каждый из шести бонус-вертикалей, получают их в двойном размере.


Окончание игры. На решение задач отводится 100 минут (в.лиге «Старт» – 90 минут). Игра для команды оканчивается, если у нее кончились задачи или истекло общее время, отведенное для игры.
«Математическая абака»
АБАКА-СЕНЬОРЫ 

	
	Шахматная
	Геометрия
	Комбинаторика

	10
	Сколькими способами на доске 5×5 можно расположить 5 ферзей, чтобы они не били друг друга? Способы, отличающиеся поворотами и симметрией, считаются различными.
	Треугольник разрезали по всем его трем биссектрисам так, что получилось 6 треугольников. Сколько среди них может оказаться прямоугольных? Укажите все варианты.
	Какое наибольшее число очков могла набрать команда в игре «Математическая Абака», не получившая ни одной премии? (командам выдано 6 тем по 6 задач).

	20
	Шахматную доску по границам клеток разрезали на различные прямоугольники. Какое наибольшее число прямоугольников могло получиться? Прямоугольники считаются одинаковыми, если их можно наложить друг на друга так, чтобы совпали цвета накладываемых клеток.
	Треугольник разрезали по всем его трем медианам так, что получилось 6 треугольников. Сколько среди них может оказаться равносторонних? Укажите все варианты.
	Иван Ильич купил четыре игрушки: самолёт, корабль, грузовик и подъёмный кран, чтобы подарить их трём своим внукам: Пете, Мише и Коле. Он хочет раздать все четыре игрушки и не хочет, чтобы кто-то из внуков остался без игрушки. Каким числом способов он может раздать игрушки?

	30
	Какое наибольшее число фигур – коней и королей, не бьющих друг друга, можно поставить на шахматную доску?
	На основании AC равнобедренного треугольника ABC (ABC = 50( отмечены две различные точки F и E, а на боковых сторонах AB и BC – точки D и G соответственно так, что AD+AE = AC, CF+CG= AC. Найдите угол между прямыми DF и EG.
	В кубе 7(7(7 расставлены числа 1, 2 и 3 так, что в каждом прямоугольном параллелепипеде 1(1(3 встречаются все три числа, а в углах стоят единицы. Если этот куб раскрасить в шахматном порядке (все угловые кубики - белые), то сколько белых кубиков будут единицами?

	40
	Какое наибольшее количество доминошек, занимающих две клетки, можно положить на шахматную доску, чтобы для любых двух доминошек конь мог сделать ход с какой-то клетки первой на какую-то клетку второй?
	В треугольнике ABC на стороне BC выбрана точка K так, что  BAK = 24. На отрезке AK выбрана точка M так, что ABM = 90, AM= 2BK. Найдите величину угла B.
	Очень умные Петя и Вася выписывают четырёхзначные числа. Петя выписывает такие числа, у которых первая цифра равна сумме трёх других, а Вася такие, у которых последняя цифра равна сумме трёх других. Кто выпишет больше чисел и на сколько?

	50
	Сколько ладей может стоять на шахматной доске, если каждая бьёт одинаковое число ладей? Ладья не бьет через другие ладьи. 
	В (ABC (BC = a, CA = b, AB = c) проведена медиана CM1, в (ВСM1 – медиана M1M2, в (СM1M2 – медиана M2M3, в (M1M2M3 – медиана M3M4 и т.д. Чему равна длина отрезка M101M102?
	В n-квартирном доме живут n кошек и n собак, причём в каждой квартире наборы животных различны. Какое наибольшее количество квартир может быть в доме?

	60
	Шахматную доску удалось по границам клеток разрезать на 3n квадратов. Укажите все возможные значения n.
	В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов А и В пересекаются в середине стороны CD, а угол C равен 70(. Найдите угол D.
	На столе в нескольких кучках лежит 11 спичек. Каждую минуту из каждой кучки берется по одной спичке, из которых образуется новая кучка. Сколько различных вариантов кучек могут быть на столе после 2009-го хода? 

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты

 и нет ни одного неверного!


АБАКА-СЕНЬОРЫ

	
	Текстовые и логика
	Алгебра
	Числа

	10
	В ряд стоят три бога – Бог Правды, Бог Лжи и Бог Дипломатии. Бог правды говорит только правду, Бог лжи всегда лжет, а Бог Дипломатии может как солгать, так и сказать правду. Первого спрашивают: "Кто стоит рядом с тобой?" Он отвечает: "Бог Правды". Второго спрашивают: "Кто ты?" ​ "Бог Дипломатии". Третьему задают вопрос: "Кто рядом с тобой?" ​ "Бог Лжи". Кто стоит посередине?
	Целые числа a, b, c и d таковы, что 
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, и  ad = 60. Найдите произведение всех четырех чисел.
	Если от трехзначного числа отнять 7, оно разделится на 7; если отнять 8, оно разделится на 8; если отнять 9 - оно разделится на 9. Найдите это число.

	20
	Сережа отпил 1/4 стакана черного кофе, долил молоком, хорошенько размешал, выпил 1/5 стакана, снова долил молоком и размешал, затем отпивал 1/6 и 1/7 стакана, каждый раз доливая молоком и размешивая. В другой раз он сначала отпил 1/7 стакана кофе, долил молоком и размешал, затем отпил 1/6 стакана и т.д. до 1/4 стакана. В какой раз Сережа выпил больше кофе и на сколько? Объем стакана – 250 мл
	Известно, что [image: image3.png]


. Найдите, чему может быть равно [image: image4.png]a’+b*

= 2





	Найти четное число, равное 1/50 суммы всех предшествующих ему нечетных натуральных чисел.

	30
	Фермер посадил 233 индейки в 6 клеток, расположенных вдоль аллеи. Известно, что в одной из крайних клеток больше всего птиц, в другой - меньше всего, причем разница составляет 13 птиц. В клетке 3 на 6 птиц больше, чем в клетке 2. В клетке 5 на 2 птицы меньше, чем в клетке 1. В клетке 4 тридцать пять птиц, на три больше, чем в той клетке, где их меньше всего. Сколько птиц во второй клетке?
	Три числа a, b, c выбраны так, что выполнены равенства a2–bc = b2–ac = c2–ab. Найдите все значения, которые может принимать величина [image: image5.wmf]b
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	Известно, что остаток от деления некоторого простого числа на 60 равен составному числу. Какому?

	40
	На перекрестке дорог встретились четыре путника: жители города лжецов (которые всегда лгут) и города рыцарей (которые всегда говорят правду), причем есть жители и того, и другого города.  Первый сказал: "Кроме меня, здесь ровно один житель моего города". Второй добавил: "А из моего города — я один". Третий подтвердил слова второго: "Ты прав". А четвертый промолчал. Из какого города четвертый?
	В последовательности x1, x2, …, x100 каждый член xk на k больше суммы всех предыдущих членов, x1=1. Найдите сумму первых 100 членов последовательности.
	Найти все такие простые числа p, для которых 2p4–p2+16 – точный квадрат

	50
	В пяти коробках лежат финики. Известно, что в С лежит треть фиников коробки Е, а в B - вдвое больше, чем в C и E вместе взятых. В коробке А вдвое меньше фиников, чем в Е, и на 10 меньше, чем в D. В коробке B вчетверо больше фиников, чем в D. Сколько всего фиников во всех коробках?
	Известно, что   . [image: image6.wmf]1111
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 Найдите N.
	Найдите все натуральные числа, которые в 33 раза больше суммы своих цифр.

	60
	Штирлицу попала закодированная записка Бормана: 15, 16, 16, 16, 16, 38, 39, 42, 31, 25, 20, 36, 19, 52. Штирлиц знал, что Борман пишет по-русски, используя обычную нумерацию букв от 1 до 33, а пробел между словами обозначая номером 34. Также он знал, что Борман кодирует свои сообщения, добавляя к номеру каждой буквы число X = nA+B, где n – порядковый номер этой буквы в сообщении, а А и B – целые константы, известные только Борману. Кроме того, ни в одном сообщении Борман не обходится без местоимения «Я». Расшифруйте записку.
	Расставьте в равенстве (x2 – *x + *)(x2 – *x + *)(x2 – *x + *)=0 вместо звёздочек числа 2, 3, 4, 5, 6, 7 так, чтобы и сумма и произведение всех различных корней полученного уравнения были равны 6.
	Выберите из чисел 1/2, 1/3, ..., 1/9 три различных числа. Использовав возведение в степень, один знак "–" и пару круглых скобок, составьте из них выражение, равное двум.

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты и нет ни одного неверного!


АБАКА-СЕНЬОРЫ. ОТВЕТЫ

	
	Шахматная
	Геометрия
	Комбинаторика 
	Текст 

и логика
	Алгебра
	Числа

	10
	10
	0, 2, 6
	1050
	Бог лжи
	3600
	504

	20
	12
	0, 1
	36
	Поровну
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	50
	От 0 до 8, 10, 12, 14, 16
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	Утром я улетаю
	(x2 – 3x + 2)

(x2 – 5x + 6)

(x2 – 4x + 7)=0.
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АБАКА-ЮНИОРЫ

	
	Шахматная
	Геометрия
	Комбинаторика

	10
	Сколькими способами на доске 5×5 можно расположить 5 ферзей, чтобы они не били друг друга? Способы, отличающиеся поворотами и симметрией считаются различными 
	Треугольник разрезали по всем его трем биссектрисам так, что получилось 6 треугольников. Сколько среди них может оказаться равносторонних? Укажите все варианты.
	Сколько решений имеет ребус К(И((Р+О+В) =33, если разным буквам соответствуют разные цифры, а одинаковым - одинаковые.

	20
	Шахматную доску по границам клеток разрезали на различные прямоугольники. Какое наибольшее число прямоугольников могло получиться? Прямоугольники считаются одинаковыми, если их можно наложить друг на друга так, чтобы совпали цвета накладываемых клеток.
	В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при основании равна основанию. Найдите углы треугольника (в градусах)
	Какое наибольшее число очков могла набрать команда в игре «Математическая Абака», не получившая ни одной премии? (командам выдано 6 тем по 6 задач).

	30
	Какое наибольшее количество доминошек, занимающих две клетки, можно положить на шахматную доску, чтобы для любых двух доминошек конь мог сделать ход с какой-то клетки первой на какую-то клетку второй?
	На клетчатой бумаге отмечены четыре узла сетки, образующие квадрат 4×4. Вася отметил ещё два узла и соедините их замкнутой ломаной так, чтобы получился шестиугольник (не обязательно выпуклый) наименьшей возможной площади. Чему равна эта площадь?
	Иван Ильич купил четыре игрушки: самолёт, корабль, грузовик и подъёмный кран, чтобы подарить их трём своим внукам: Пете, Мише и Коле. Он хочет раздать все четыре игрушки и не хочет, чтобы кто-то из внуков остался без игрушки. Каким числом способов он может раздать игрушки?

	40
	Какое наибольшее число фигур – коней и королей, не бьющих друг друга, можно поставить на шахматную доску?
	В треугольнике ABC на стороне BC выбрана точка K так, что  BAK = 24. На отрезке AK выбрана точка M так, что ABM = 90, AM = 2BK. Найдите величину угла B.
	Очень умные Петя и Вася выписывают четырёхзначные числа. Петя выписывает такие числа, у которых первая цифра равна сумме трёх других, а Вася такие, у которых последняя цифра равна сумме трёх других. Кто выпишет больше чисел и на сколько?

	50
	Сколько ладей может стоять на шахматной доске, если каждая бьёт одинаковое число ладей? Укажите все варианты.
	Веревку согнули в три раза, потом снова в три раза, после чего сделали разрез (не совпадающий с линиями сгибов). Веревка распалась на куски, длины двух из которых оказались равны 2 см и 6 см. Найдите возможную длину веревки.
	На столе в нескольких кучках лежит 15 спичек. Каждую минуту из каждой кучки берется по одной спичке, из которых образуется новая кучка. Какие кучки могут быть на столе после 2009-го хода? 

	60
	Шахматную доску удалось по границам клеток разрезать на 3n квадратов. Укажите все возможные значения n.
	В прямоугольном треугольнике ABC C = 90, B = 40. На сторонах AB и BC выбраны такие точки D и E соответственно, что EAD = 5 и ECD = 10. Найдите EDC.
	На доске 100(100 расставлены числа 1, 2 и 3 так, что в каждом прямоугольнике 1(3 встречаются все три числа, а в углах стоят единицы. Если эту доску раскрасить в шахматном порядке, то сколько белых клеток будут единицами?

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты

и нет ни одного неверного!


АБАКА-ЮНИОРЫ

	
	Текстовые и логика
	Алгебра
	Числа

	10
	В ряд стоят три бога - Бог Правды, Бог Лжи и Бог Дипломатии. Бог правды говорит только правду, Бог лжи всегда лжет, а Бог Дипломатии может как солгать, так и сказать правду. Первого спрашивают: "Кто стоит рядом с тобой?" Он отвечает: "Бог Правды". Второго спрашивают: "Кто ты?" - "Бог Дипломатии". Третьему задают вопрос: "Кто рядом с тобой?" - "Бог Лжи". Кто стоит посередине?
	Найдите все такие x, что x2+2x – точный квадрат.
	Если от трехзначного числа отнять 7, оно разделится на 7; если отнять 8, оно разделится на 8; если отнять 9 - оно разделится на 9. Найдите это число.

	20
	Сережа отпил 1/4 стакана черного кофе, долил молоком, хорошенько размешал, выпил 1/5 стакана, снова долил молоком и размешал, затем отпивал 1/6 и 1/7 стакана, каждый раз доливая молоком и размешивая. В другой раз он сначала отпил 1/7 стакана кофе, долил молоком и размешал, затем отпил 1/6 стакана и т.д. до 1/4 стакана. В какой раз Сережа выпил больше кофе и на сколько? Объем стакана - 250 мл.
	Известно, что [image: image12.png]


. Найдите, чему может быть равно [image: image13.png]a’+b*

= 2





	Найти четное число, равное 1/50 суммы всех предшествующих ему нечетных натуральных чисел.

	30
	Фермер посадил 233 индейки в 6 клеток, расположенных вдоль аллеи. Известно, что в одной из крайних клеток больше всего птиц, в другой - меньше всего, причем разница составляет 13 птиц. В клетке 3 на 6 птиц больше, чем в клетке 2. В клетке 5 на 2 птицы меньше, чем в клетке 1. В клетке 4 тридцать пять птиц, на три больше, чем в той клетке, где их меньше всего. Сколько птиц во второй клетке?
	Пусть (a+b)(a+b–1) = ab и a2–b2 =3. Найдите значение a3–b.3 
	Известно, что остаток от деления некоторого простого числа на 60 равен составному числу. Какому?

	40
	На острове, где живут только всегда правдивые рыцари и всегда лгущие лжецы, в теледебатах участвовали 9 кандидатов с номерами от 1 до 9. Каждый кандидат заявил "Кандидат, чей номер равен последней цифре квадрата моего номера - рыцарь". Впоследствии выяснилось, что не все кандидаты были лжецами, но и рыцарей среди них было не более трех. Кто из них лжец, а кто ( рыцарь?
	На месте звездочек Вася расставил различные числа так, что равенство (x+*)(*x+3) = (2x+*)(x+*) выполняется при всех x. Какое число написано на месте последней звездочки?
	Найти три различных натуральных числа, не больших 16, сумма обратных величин которых равна 1/2.

	50
	В пяти коробках лежат финики. Известно, что в С лежит треть фиников коробки Е, а в B - вдвое больше, чем в C и E вместе взятых. В коробке А вдвое меньше фиников, чем в Е, и на 10 меньше, чем в D. В коробке B вчетверо больше фиников, чем в D. Сколько всего фиников во всех коробках?
	Найдите все решения системы [image: image14.png]|l + Iyl =
|lxl —y| =





	В выражении МАТЕМ + АТИКА каждая буква обозначает цифру, причем разные буквы обозначают разные цифры. Найдите максимально возможное значение этой суммы.

	60
	На вопрос: «Сколько вам лет?» марсианки переглянулись. Одна из них улыбнулась и сказала: « Ми недавно исполнилось 22 месяца, а вот Ме постарше, ей 21 миллион  лет». Вторая тоже улыбнулась: « На самом деле  Ми – 21 миллион лет, а вот Мо всего 19 тысяч лет». И здесь  рассмеялась третья: «Мо в действительности всего 18 недель, 21 миллион лет на самом деле  Ма». А четвертая честно сообщила, что ровесниц среди них нет, и в каждом ответе одно высказывание верно, а другое – нет. Определите возраст каждой.
	Положительные числа x, y, z удовлетворяют условиям xyz = 1, x+1/z = 5, y+1/x = 29. Найдите z+1/y.
	Найдите все натуральные числа, которые в 33 раза больше суммы своих цифр.

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты

и нет ни одного неверного!


АБАКА-ЮНИОРЫ. ОТВЕТЫ

	
	Шахматная
	Геометрия
	Комбинаторика 
	Текст 

и логика
	Алгебра
	Числа

	10
	10
	0
	12
	Бог Лжи
	0, –2
	504

	20
	12
	72(,72(,36( 
	1050
	поровну
	5/3
	200

	30
	32
	6
	36
	36
	3
	49

	40
	6
	108(
	Петя на 54 больше
	5
	1,5
	4, 6, 12

	50
	От 0 до 8, 10, 12, 14, 16
	36, 45, 63, 72
	1, 2, 3, 4, 5, 6
	310
	(2, 3), (–2, 3)

(3, 2), (–3, 2)
	187407

	60
	От 4 до 16
	85(
	1666 или 1667
	Ми -22, Мо – 19, Ма – 21, Ме – 18 
	0,25
	594


АБАКА-СТАРТ

	
	Числа
	Геометрия
	Комбинаторика

	10
	Найдите сумму цифр числа 102009–2009
	[image: image1.png]


Разрежьте фигуру на рис. на 4 равные части поп линиям сетки так, чтобы при этом не возникло ни одного сквозного прямолинейного разреза
	Сколькими способами прямоугольник 3(5 можно разрезать на прямоугольники 1(3?

	20
	Если от трехзначного числа отнять 7, оно разделится на 7; если отнять 8, оно разделится на 8; если отнять 9 - оно разделится на 9. Найдите это число.
	Разрежьте квадрат 1(1 на 7 прямоугольников периметра 2.
	Сколько решений имеет ребус К(И((Р+О+В) =33, если разным буквам соответствуют разные цифры, а одинаковым - одинаковые.

	30
	Если от двузначного числа отнять 3, оно разделится на 4; если отнять 4, оно разделится на 5; если отнять 5 - оно разделится на 3. Найдите это число.
	Из маленьких одинаковых кубиков сложили большой куб 5(5(5, а затем вынули все угловые кубики и все кубики из центров ребер. Найдите отношение площади поверхности большого куба и получившейся в результате вынимания кубиков тела.
	Какое наибольшее число очков могла набрать команда в игре «Математическая Абака», не получившая ни одной премии? (командам выдано 6 тем по 6 задач).

	40
	Используя все натуральные числа от 1 до 9 ровно по одному разу, скобки и знаки арифметических действий +, -, ×, /, получите 2009. Приписывать цифры друг к другу нельзя.
	На клетчатой бумаге отмечены четыре узла сетки, образующие квадрат 4×4. Вася отметил ещё два узла и соедините их замкнутой ломаной так, чтобы получился шестиугольник (не обязательно выпуклый) наименьшей возможной площади. Чему равна эта площадь?
	Иван Ильич купил четыре игрушки: самолёт, корабль, грузовик и подъёмный кран, чтобы подарить их трём своим внукам: Пете, Мише и Коле. Он хочет раздать все четыре игрушки и не хочет, чтобы кто-то из внуков остался без игрушки. Каким числом способов он может раздать игрушки?

	50
	Известно, что остаток от деления некоторого простого числа на 60 равен составному числу. Какому?
	На плоскости проведено пять прямых, которые делят плоскость на несколько кусков, конечных и бесконечных. Сколько бесконечных кусков может оказаться?
	На каждой кости супердомино написаны два различных натуральных числа от 1 до 40. Кости можно прикладывать друг к другу одинаковыми числами. Какую наибольшую длину (т.е. количество костяшек) может иметь цепь, выложенная из костей супердомино по правилам?

	60
	В выражении МАТЕМ + АТИКА каждая буква обозначает цифру, причем разные буквы обозначают разные цифры. Найдите максимально возможное значение этой суммы.
	Веревку согнули в три раза, потом снова в три раза, после чего сделали разрез (не совпадающий с линиями сгибов). Веревка распалась на куски, длины двух из которых оказались равны 2 см и 6 см. Найдите возможную длину веревки.
	На доске 100(100 расставлены числа 1, 2 и 3 так, что в каждом прямоугольнике 1(3 встречаются все три числа, а в углах стоят единицы. Если эту доску раскрасить в шахматном порядке, то сколько белых клеток будут единицами?

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты

и нет ни одного неверного!


АБАКА-СТАРТ

	
	Текстовые
	Логика
	Шахматные

	10
	Чему равно наименьшее возможное значение числа КИРОВ, если известно, что оно делится на 2009?
	Два рыцаря и несколько лжецов встали в круг так, чтобы каждый из них мог произнести фразу «Оба моих соседа - лжецы». Сколько могло быть лжецов? Укажите все варианты.
	Каким наименьшим числом слонов можно побить все клетки шахматной доски?

	20
	Грузовик едет со скоростью 55 км/ч, а за ним едет легковушка со скоростью 70 км/ч. На каком расстоянии друг от друга эти машины будут через две минуты после того, как легковушка догонит грузовик? 
	На вопрос «Сколько команд участвуют в Уральском турнире?», один член жюри ответил «Не больше сорока двух», другой – «не больше сорока трех», третий – «не больше сорока одной». Правы оказались двое из них. Сколько же команд участвуют в турнире?
	Какое наибольшее число разных прямоугольников можно без наложений  поместить на шахматную доску? Каждый прямоугольник должен занимать целое число клеток.

	30
	Над озёрами летела стая гусей. На каждом озере садилась треть всех гусей, а остальные летели дальше. После шести озер в полете осталось меньше сотни гусей. Сколько гусей было вначале?
	В ряд стоят три бога - Бог Правды, Бог Лжи и Бог Дипломатии. Бог правды говорит только правду, Бог лжи всегда лжет, а Бог Дипломатии может как солгать, так и сказать правду. Первого спрашивают: "Кто стоит рядом с тобой?" Он отвечает: "Бог Правды". Второго спрашивают: "Кто ты?" - "Бог Дипломатии". Третьему задают вопрос: "Кто рядом с тобой?" - "Бог Лжи". Кто стоит посередине?
	Сколькими способами на доске 5×5 можно расположить 5 ферзей, чтобы они не били друг друга? Способы, отличающиеся поворотами и симметрией, считаются различными.

	40
	Фермер посадил 233 индейки в 6 клеток, расположенных вдоль аллеи. Известно, что в одной из крайних клеток больше всего птиц, в другой - меньше всего, причем разница составляет 13 птиц. В клетке 3 на 6 птиц больше, чем в клетке 2. В клетке 5 на 2 птицы меньше, чем в клетке 1. В клетке 4 тридцать пять птиц, на три больше, чем в той клетке, где их меньше всего. Сколько птиц во второй клетке?
	На острове живут рыцари, лжецы и реалисты. Рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут, а реалисты лгут и говорят правду через раз, причем неизвестно, с правдивого или ложного ответа начинают реалисты. Однажды репортер спросил у двух жителей А и Б этого острова, из каких они племен. Они ответили следующее: А: «Б – рыцарь. Извините, Б – реалист». Б: «А  – лжец. Извините, А – …». К сожалению, последнее слово, репортер  не расслышал. Что это было за слово?
	Какое наибольшее количество доминошек, занимающих две клетки, можно положить на шахматную доску, чтобы для любых двух доминошек конь мог сделать ход с какой-то клетки первой на какую-то клетку второй?

	50
	В пяти коробках лежат финики. Известно, что в С лежит треть фиников коробки Е, а в B - вдвое больше, чем в C и E вместе взятых. В коробке А вдвое меньше фиников, чем в Е, и на 10 меньше, чем в D. В коробке B вчетверо больше фиников, чем в D. Сколько всего фиников во всех коробках?
	На острове, где живут только всегда правдивые рыцари и всегда лгущие лжецы, в теледебатах участвовали 9 кандидатов с номерами от 1 до 9. Каждый кандидат заявил "Кандидат, чей номер равен последней цифре квадрата моего номера - рыцарь". Впоследствии выяснилось, что не все кандидаты были лжецами, но и рыцарей среди них было не более трех. Кто из них лжец, а кто ( рыцарь?
	Какое наибольшее число фигур – коней и королей, не бьющих друг друга, можно поставить на шахматную доску?

	60
	На окружности отмечены две диаметрально противоположные точки, в которых поставлено по единице. Дальше проделывается 100 раз подряд следующая операция: отмечаются все середины дуг с концами в уже отмеченных точках, и в них ставится сумма чисел, стоящих на концах данной дуги. Какова будет сумма всех чисел на окружности после всех операций?
	На вопрос: «Сколько вам лет?» марсианки переглянулись. Одна из них улыбнулась и сказала: « Ми недавно исполнилось 22 месяца, а вот Ме постарше, ей 21 миллион  лет». Вторая тоже улыбнулась: « На самом деле  Ми – 21 миллион лет, а вот Мо всего 19 тысяч лет». И здесь  рассмеялась третья: «Мо в действительности всего 18 недель, 21 миллион лет на самом деле  Ма». А четвертая честно сообщила, что ровесниц среди них нет, и в каждом ответе одно высказывание верно, а другое – нет. Определите возраст каждой.
	Сколько ладей может стоять на шахматной доске, если каждая бьёт одинаковое число ладей?

	Ответ считается правильным, если приведены все правильные варианты

и нет ни одного неверного!


АБАКА-СТАРТ. ОТВЕТЫ

	
	Числа
	Геометрия
	Комбинаторика 
	Текст 
	Логика
	Шахматная

	10
	18071
	См. рис.


[image: image15.wmf]
	4
	12054
	2, 3, 4
	8

	20
	504
	См. рис. - могут быть разные ответы
	12
	500 м
	42
	12

	30
	49
	5/9
	1050
	729
	Бог лжи
	32

	40
	7·(2+5)·(1·(3+4)·6+8-9) или

7((8–1) ((2(5+3(6+4+9)

Могут быть другие ответы, проверьте!
	6
	36
	36
	реалист
	6

	50
	49
	От 6 до 10
	761
	310
	5
	От 0 до 8, 10, 12, 14, 16

	60
	187407
	36, 45, 63, 72
	1666 или 1667
	2(3100
	Ми -22, Мо – 19, Ма – 21, Ме – 18
	От 4 до 16


Результаты Абаки
	 
	команды
	итого
	место

	
	
	
	

	старшая группа
	Киров-8-1
	770
	1

	
	Ульяновск-Курган
	740
	2

	
	Цунами
	720
	3

	
	Ижевск-8-1
	690
	4

	
	Самара-МТЛ-8
	660
	5

	
	Торнадо
	610
	6-7

	
	23+31
	610
	6-7

	
	Магнат
	600
	8

	
	Красноярск-8
	520
	9-10

	
	Москва-1514-8
	520
	9-10

	
	Омск-8
	460
	11-12

	
	Нижний Тагил-8
	460
	11-12

	
	СПб-239-7-8
	440
	13

	
	Батарея
	410
	14

	
	Екатеринбург-8
	400
	15-16

	
	Ижевск-8-2
	400
	15-16

	
	Киров-8-2
	300
	17

	
	НовоКрасноБел
	250
	18

	
	Киров-8-3
	230
	19

	
	Призма
	160
	20


 
 
 
 

	юниорская группа
	Курган-ЦДМО-7
	1010
	1

	
	Ижевск-7-1
	970
	2

	
	Киров-7-1
	945
	3

	
	Ижевск-7-2
	770
	4

	
	Эврика-7
	520
	5

	
	Киров-7-3
	465
	6

	
	Барнаул
	430
	7

	
	СПб-Фрактал-7
	410
	8

	
	Киров-Курган
	400
	9

	
	Москва-Л2Ш-2
	360
	10

	
	Омск-7
	330
	11

	
	Москва-Л2Ш-1
	270
	12

	
	Москва-1514-7
	220
	13-14

	
	Пермь-146
	220
	13-14


 
 
 
 

	группа "Старт"
	Ижевск-6
	780
	1

	
	Фрактал-6
	660
	2

	
	Ижевск-30
	640
	3

	
	Эврика-6
	590
	4

	
	Юпитер
	620
	5

	
	Киров-6
	540
	6-7

	
	Екатеринбург-6
	540
	6-7

	
	Киров-5-6
	510
	8

	
	Ижевск-5-6
	450
	9-10

	
	Омск-64
	450
	9-10

	
	Киров-5
	370
	11

	
	Красноярск-6
	220
	12


XXXIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2009

КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.02.2009

ЗАДАНИЯ ДЛЯ ГРУППЫ «СТАРТ»

1. Маша задумала число. Петя сказал, что оно не меньше 2009, Вася сказал, что оно не больше 2009, Толя сказал, что оно равно 2009. Докажите, что среди этих высказываний нечётное число верных. (И. Рубанов)
2. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет. (С. Берлов)
3. По круговому маршруту длиной 15 км двигаются три велосипедиста, скорости которых меньше 45 км/ч. Известно, что с интервалом в 12 минут происходит встреча первого и второго велосипедиста, а с интервалом в один час происходит встреча второго и третьего велосипедиста. Через какое время происходит встреча первого и третьего велосипедистов? (С. Усов)
4. Перемножили все натуральные числа, меньшие 1000, не делящиеся ни на 3, ни на 5. Какова последняя цифра произведения? (А. Голованов)
5. 7 клеток клетчатого квадрата 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно две красных клетки лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие две красных клетки, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие две синих клетки — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами клеток (в том числе и лежащие на границе квадрата), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков? (KoMaL 2008:11, B.4122)
6. В каждой клетке таблицы 37(5 (37 строк, 5 столбцов) стоит натуральное число от 1 до 10. В каждой строке числа упорядочены слева направо в неубывающем порядке. На любой диагональной линии, направленной вправо-вниз, все числа равны. Докажите, что в таблице есть строка, содержащая 5 одинаковых чисел. (С. Иванов, СПб отбор, 2002, 11 кл.)
ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЮНИОРОВ

1. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет. (С. Берлов)
2. По круговому маршруту длиной 15 км двигаются три велосипедиста, скорости которых меньше 45 км/ч. Известно, что с интервалом в 12 минут происходит встреча первого и второго велосипедиста, а с интервалом в один час происходит встреча второго и третьего велосипедиста. Через какое время происходит встреча первого и третьего велосипедистов? (С. Усов)
3. В выпуклом четырехугольнике ABCD AC = CD и (ACD = 2(BAC. Докажите, что 2BC ( AD. (С. Берлов)
4. 7 клеток клетчатого квадрата 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно две красных клетки лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие две красных клетки, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие две синих клетки — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами клеток (в том числе и лежащие на границе квадрата), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков? (KoMaL 2008:11, B.4122)
5. Докажите, что при всех натуральных n > 1 
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(Индия, региональная олимпиада, 2002)

6. В графе на 18 вершинах степень каждой вершины не более 3. Какое наибольшее количество циклов длины 4 может быть в этом графе? (С. Берлов, Д. Карпов)
ЗАДАНИЯ ДЛЯ СЕНЬОРОВ

1. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет. (С. Берлов)
2. В выпуклом четырехугольнике ABCD AC = CD и (ACD = 2(BAC. Докажите, что 2BC ( AD. (С. Берлов)
3. 7 полей квадратной таблицы 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно два красных поля лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие два красных поля, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие два синих поля — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами полей (в том числе и лежащие на границе таблицы), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков? (KoMaL 2008:11, B.4122)
4. Докажите, что при всех натуральных n > 1 
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(Индия, региональная олимпиада, 2002)

5. Натуральные числа a, b, c таковы, что числа bc/(b+c), ca/(c+a) и ab/(a+b) — целые. Докажите, что числа a, b и c имеют общий делитель, больший единицы. (Германия, 2008)
6. M — середина стороны AC треугольника ABC. Прямая, проходящая через M, пересекает сторону BC в точке P, а луч BA — в точке Q. Докажите, что 
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роны AB и AC во внутренних точках P и Q соответственно. Докажите, что SBGM/SPAG+SCMG/SQGA = 3/2. 

7. В графе на 20 вершинах степень каждой вершины не более 3. Какое наибольшее количество циклов длины 4 может быть в этом графе? (С. Берлов, Д. Карпов)
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОМАНДНОЙ ОЛИМПИАДЫ ГРУППЫ «СТАРТ»

Задача 1. Маша задумала число. Петя сказал, что оно не меньше 2009, Вася сказал, что оно не больше 2009, а Толя сказал, что оно равно 2009. Докажите, что среди этих высказываний нечётное число верных.
Решение. Если это число 2009, то верны все три высказывания, а если нет — ровно одно из них.

Задача 2. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет.
Ответ: 1/2. Решение. Пусть исходная дробь равна p/q. По условию (p+1)/q = p/(q–p), откуда (p+1)(q–p) = pq. Из последнего равенства получаем q = p2–p, откуда p/q = p/(p2–p) = 1/(p+1). Поскольку по условию исходная дробь несократима, p = 1, откуда и получается ответ.

Задача 3. По круговому маршруту длиной 15 км двигаются три велосипедиста, скорости которых меньше 45 км/ч. Известно, что с интервалом в 12 минут происходит встреча первого и второго велосипедиста, а с интервалом в один час происходит встреча второго и третьего велосипедиста. Через какое время происходит встреча первого и третьего велосипедистов?
Ответ: через 15 минут. Решение Разберёмся, прежде всего, навстречу или вдогонку друг другу движется каждая пара велосипедистов. Если бы 1-й и 2-й велосипедисты двигались в одном направлении, то разность их скоростей была бы 15:0,2 = 75 км/ч, что невозможно, ибо скорость каждого составляет меньше 45 км/ч. Значит они двигаются навстречу друг другу, и 75 км/ч – это сумма их скоростей. Но тогда скорость каждого больше 75–45 = 30 км/ч, и за полчаса каждый из них успевает объехать весь круг. Значит 2-й и 3-й велосипедист двигаются в одном направлении, и 15 км/ч – разность их скоростей. Поэтому 1-й и 3-й велосипедист двигаются навстречу, и сумма их скоростей составляет 75–15=60 км/ч. Значит, встречаются они через 15:60=1/4 часа.

Задача 4. Перемножили все натуральные числа, меньшие 1000, не делящиеся ни на 3, ни на 5. Какова последняя цифра произведения?
Ответ: 8. Решение. Последняя цифра произведения натуральных чисел зависит только от последних цифр сомножителей. Последняя цифра произведения натуральных чисел между 1 и 30, не делящихся ни на 3, ни на 5, равна, как показывает простой подсчёт, шести. Теперь заметим, что число x не делится ни на 3, ни на 5 тогда и только тогда, когда число x+30 не делится ни на 3, ни на 5. Поэтому последние цифры произведений чисел, не делящихся ни на 3, ни на 5, между 31 и 60, 61 и 90, …., 961 и 990 также равны 6. Поскольку произведение любого количества шестёрок оканчивается на 6, на 6 оканчивается и произведение всех не делящихся ни на 3, ни на 5 чисел от 1 до 990. Осталось найти, что произведение всех чисел между 991 и 1000, не делящихся ни на 3, ни на 5, оканчивается на 8. Перемножая 6 и 8, получаем ответ.

Задача 5. 7 клеток клетчатого квадрата 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно две красных клетки лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие две красных клетки, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие две синих клетки — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами клеток (в том числе и лежащие на границе квадрата), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков?
Ответ: 5. Решение. Заметим, что все 20 отрезков, лежащих на границе квадрата, — чёрные. Поэтому внутри квадрата — 15 чёрных отрезков. Пусть имеется x красных отрезков и y сторон красных клеток, лежащих на границе квадрата. Всего у красных клеток, если считать их общие стороны дважды, 4(7 = 28 сторон, откуда 28 = 2x+y+15, то есть x = (13–y)/2. У красных клеток на границе квадрата могут лежать 2, 3 или 4 стороны, если в углах квадрата 0, 1 или 2 красных клетки соответственно. Но число y должно быть нечётным, иначе число x будет дробным. Поэтому y = 3, откуда x = 5.

Задача 6. В каждой клетке таблицы 37(5 (37 строк, 5 столбцов) стоит натуральное число от 1 до 10. В каждой строке числа упорядочены слева направо в неубывающем порядке. На любой диагональной линии, направленной вправо-вниз, все числа равны. Докажите, что в таблице есть строка, содержащая 5 одинаковых чисел.
Решение. Заметим, что если строка начинается десяткой, то все числа в ней – десятки, и все доказано. Если же нет строк, начинающихся с десятки, то в первом столбце найдутся пять одинаковых чисел (иначе чисел там было бы не больше, чем 9(4 =  36). Из условия следует, что первый элемент каждой строки равен второму элементу следующей. Поэтому в первом столбце таблицы числа, как и в строках, идут в невозрастающем порядке, и все равные между собой числа должны идти в нем подряд. Но тогда в строке, начинающейся с пятого по счету из равных чисел, первое число будет равно последнему и, значит, все числа будут равны между собой.
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОМАНДНОЙ ОЛИМПИАДЫ 
МЛАДШЕЙ ГРУППЫ

Задача 1. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет.
Ответ: 1/2. Решение. Пусть исходная дробь равна p/q. По условию (p+1)/q = p/(q–p), откуда (p+1)(q–p) = pq. Из последнего равенства получаем q = p2–p, откуда p/q = p/(p2–p) = 1/(p+1). Поскольку по условию исходная дробь несократима, p = 1, откуда и получается ответ.

Задача 2. По круговому маршруту длиной 15 км двигаются три велосипедиста, скорости которых меньше 45 км/ч. Известно, что с интервалом в 12 минут происходит встреча первого и второго велосипедиста, а с интервалом в один час происходит встреча второго и третьего велосипедиста. Через какое время происходит встреча первого и третьего велосипедистов?
Ответ: через 15 минут. Решение Разберёмся, прежде всего, навстречу или вдогонку друг другу движется каждая пара велосипедистов. Если бы 1-й и 2-й велосипедисты двигались в одном направлении, то разность их скоростей составляла бы 15:0,2 = 75 км/ч, что невозможно, поскольку скорость каждого составляет меньше 45 км/ч. Значит они двигаются навстречу друг другу, и 75 км/ч – это сумма их скоростей. Но тогда скорость каждого больше 75–45 = 30 км/ч, и за полчаса каждый из них успевает объехать весь круг. Значит 2-й и 3-й велосипедист двигаются в одном направлении, и 15 км/ч – разность их скоростей. Поэтому 1-й и 3-й велосипедист двигаются навстречу, и сумма их скоростей составляет 75–15=60 км/ч. Поэтому встречаются они через 15:60=1/4 часа.

Задача 3. В выпуклом четырехугольнике ABCD AC = CD и (ACD = 2(BAC. Докажите, что 2BC ( AD.

Решение. Пусть CE — биссектриса в треугольнике ACD. Поскольку (ACE = (ACD/2 = (BAC, прямые AB и CE параллельны. Поскольку AC = CD, CE — медиана и высота в треугольнике ACD. Поэтому AB || CE ( AD. Опустим на прямую AB перпендикуляр CF. Тогда ABCE — прямоугольник, откуда BC ( BF = AE = AD/2, что и требовалось доказать.

Задача 4. 7 клеток клетчатого квадрата 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно две красных клетки лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие две красных клетки, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие две синих клетки — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами клеток (в том числе и лежащие на границе квадрата), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков?
Ответ: 5. Решение. Заметим, что все 20 отрезков, лежащих на границе квадрата, — чёрные. Поэтому внутри квадрата — 15 чёрных отрезков. Пусть имеется x красных отрезков и y сторон красных клеток, лежащих на границе квадрата. Всего у красных клеток, если считать их общие стороны дважды, 4(7 = 28 сторон, откуда 28 = 2x+y+15, то есть x = (13–y)/2. У красных клеток на границе квадрата могут лежать 2, 3 или 4 стороны, если в углах квадрата 0, 1 или 2 красных клетки соответственно. Но число y должно быть нечётным, иначе число x будет дробным. Поэтому y = 3, откуда x = 5.

Задача 5. Докажите, что при всех натуральных n > 1


[image: image19.wmf]222

11211

21222

n

nnnnn

<+++<+

+++

K

.

Решение. Заменим знаменатели всех дробей в средней части неравенства на n2+n. Сумма при этом уменьшится и станет равной (1+2+…+n)/(n2+n) = 1/2, откуда следует левое неравенство. А теперь заменим все знаменатели в средней части неравенства на n2+1. Сумма при этом увеличится и станет равной (1+2+…+n)/(n2+1) = (n2+n)/2(n2+1). Теперь для доказательства правого неравенства достаточно показать, что (n2+n)/2(n2+1) < (n+1)/2n или, деля обе части на (n+1)/2, что n/(n2+1) < 1/n ( n2 < n2+1. Последнее очевидно.

Задача 6. В графе на 18 вершинах степень каждой вершины не более 3. Какое наибольшее количество циклов длины 4 может быть в этом графе?
Ответ: 27. Решение. Заметим, что через каждое ребро графа проходит не больше четырёх искомых циклов. В самом деле, каждый из двух концов любого данного ребра принадлежит, кроме данного, максимум двум другим рёбрам, то есть включить данное ребро как среднее в маршрут из трёх рёбер можно, самое большее, 2(2 = 4 способами, а маршрут из трёх рёбер входит, самое большее, в один цикл длины 4. Поскольку всего рёбер в нашем графе не более 3(18/2 = 27, циклов длины 4 в нём не более 27(4/4 = 27. Пример, когда маршрутов ровно 27, строится так: вершины разбиваются на три группы по 6, в каждой группе три вершины красятся в красный цвет, а три — в синий, и каждая красная вершина соединяется со всеми синими из той же группы. В каждой шестёрке ровно 3(3 = 9 циклов длины 4, потому что две красные вершины цикла можно выбрать тремя способами, и две синие — тоже тремя, независимо от красных.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КОМАНДНОЙ ОЛИМПИАДЫ СТАРШЕЙ ГРУППЫ

Задача 1. На доске написана правильная несократимая дробь. Петя прибавил к её числителю единицу (сохранив знаменатель), а Вася вычел из её знаменателя числитель (сохранив числитель). Получились равные дроби. Какая дробь могла быть написана исходно? Найдите все возможности и докажите, что других нет.
Ответ: 1/2. Решение. Пусть исходная дробь равна p/q. По условию (p+1)/q = p/(q–p), откуда (p+1)(q–p) = pq. Из последнего равенства получаем q = p2–p, откуда p/q = p/(p2–p) = 1/(p+1). Поскольку по условию исходная дробь несократима, p = 1, откуда и получается ответ.

Задача 2. В выпуклом четырехугольнике ABCD AC = CD и (ACD = 2(BAC. Докажите, что 2BC ( AD.

Решение. Пусть CE — биссектриса в треугольнике ACD. Поскольку (ACE = (ACD/2 = (BAC, прямые AB и CE параллельны. Поскольку AC = CD, CE — медиана и высота в треугольнике ACD. Поэтому AB || CE ( AD. Опустим на прямую AB перпендикуляр CF. Тогда ABCE — прямоугольник, откуда BC ( BF = AE = AD/2, что и требовалось доказать.

Задача 3. 7 клеток клетчатого квадрата 5(5 покрашены красным цветом, а остальные 18 — синим. Ровно две красных клетки лежат на краю квадрата. Единичные отрезки, разделяющие две красных клетки, покрашены в красный цвет, а единичные отрезки, разделяющие две синих клетки — в синий. Остальные единичные отрезки, служащие сторонами клеток (в том числе и лежащие на границе квадрата), покрашены в черный цвет. Черных отрезков всего 35. Сколько всего красных отрезков?
Ответ: 5. Решение. Заметим, что все 20 отрезков, лежащих на границе квадрата, — чёрные. Поэтому внутри квадрата — 15 чёрных отрезков. Пусть имеется x красных отрезков и y сторон красных клеток, лежащих на границе квадрата. Всего у красных клеток, если считать их общие стороны дважды, 4(7 = 28 сторон, откуда 28 = 2x+y+15, то есть x = (13–y)/2. У красных клеток на границе квадрата могут лежать 2, 3 или 4 стороны, если в углах квадрата 0, 1 или 2 красных клетки соответственно. Но число y должно быть нечётным, иначе число x будет дробным. Поэтому y = 3, откуда x = 5.

Задача 4. Докажите, что при всех натуральных n > 1 
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Решение. Заменим знаменатели всех дробей в средней части неравенства на n2+n. Сумма при этом уменьшится и станет равной (1+2+…+n)/(n2+n) = 1/2, откуда следует левое неравенство. А теперь заменим все знаменатели в средней части неравенства на n2+1. Сумма при этом увеличится и станет равной (1+2+…+n)/(n2+1) = (n2+n)/2(n2+1). Теперь для доказательства правого неравенства достаточно показать, что (n2+n)/2(n2+1) < (n+1)/2n или, деля обе части на (n+1)/2, что n/(n2+1) < 1/n ( n2 < n2+1. Последнее очевидно.

Задача 5. Натуральные числа a, b, c таковы, что числа bс(b+c), ca/(c+a) и ab/(a+b) — целые. Докажите, что числа  a, b и c имеют общий делитель, больший единицы.
Решение. Пусть d = НОД(b,c), b = db1, c = dc1. По условию bc = d2b1c1 делится на b+c = d(b1+c1), то есть db1c1 делится на b1+c1. Поскольку b1 и c1 взаимно просто с b1c1, откуда следует, что d делится на b1+c1, то есть d2 делится на d(b1+c1) = b+c, откуда d2 > b. Аналогично, если e = НОД(a,b), то e2 > b. Отсюда d2e2 > b2, то есть de > b. Но последнее неравенство означает, что у d и e есть общий
 делитель, больший единицы, а всякий такой делитель является общим делителем a, b и c.

Задача 6. M — середина стороны AC треугольника ABC. Прямая, проходящая через M, пересекает сторону BC в точке P, а луч BA — в точке Q. Докажите, что 
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Решение. Поскольку S(ABM) = S(BMC), условие можно переписать в виде 
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. Заметим, что здесь первое отношение площадей равно BA/BQ, а второе — BC/BP. Проведём через точки A и С прямые, параллельные PQ. Пусть пересекают прямую BM в точках X и Y соответственно. Треугольники AXM и CYM равны по стороне и двум прилежащим углам. Поэтому XM = YM. Следовательно, по теорема Фалеса BA/BQ+BC/BP = BX/BM+BY/BM = (BX+BY)/BM = 2.

Задача 7. В графе на 20 вершинах степень каждой вершины не более 3. Какое наибольшее количество циклов длины 4 может быть в этом графе?
Ответ: 27. Решение. Напомним, что через K3,3 обозначается полный двудольный граф на 6 вершинах, то есть граф, три вершины которого можно покрасить в один цвет, а три — в другой так, что любые две одноцветные вершины будут соединены ребром, а любые две разноцветные — нет. В графе K3,3 9 циклов длины 4, потому что цвета вершин в цикле чередуются, и по две вершины каждого цвета в K3,3 можно выбрать 3(3 = 9 способами. Отсюда получается пример на 27 циклов: достаточно взять три графа K3,3, а из двух оставшихся вершин рёбер не проводить.

Покажем, что больше 27 циклов длины 4 в нашем графе не бывает Возьмём любое его ребро. Пусть оно входит в какой-либо цикл длины 4. Выбросим из этого цикла ребро, не имеющее с нашим общих вершин. Получится маршрут длины 3, где взятое нами ребро является средним из трёх, и цикл по этому маршруту восстанавливается однозначно. Но каждый из двух концов взятого нами ребра принадлежит, кроме него, максимум ещё двум рёбрам. Поэтому в нашем графе есть максимум 2(2 = 4 маршрута длины 3, где взятое нами ребро является средним из трёх. Таким образом, через каждое ребро нашего графа проходит не более 4 циклов длины 4.

Назовём ребро хорошим, если оно входит ровно в 4 цикла длины 4. Покажем, что если в компоненте связности нашего графа есть хотя бы одно хорошее ребро, то эта компонента имеет вид K3,3. В самом деле, в этом случае из каждой вершины нашего ребра должно выходить ещё 2 ребра, и каждый из вторых концов рёбер, выходящих из одной вершины, должен соединяться с каждым из вторых концов рёбер, выходящих из другой вершины. Получается K3,3, а наружу рёбра из него не ведут, потому что степень каждой вершины K3,3 и так уже равна 3.

Пусть в нашем графе ровно k ≤ 2 компонент связности вида K3,3. Тогда в нём 20–6k вершин, входящих в «плохие» компоненты, где через каждое ребро проходит не более 3 циклов длины 4. В этих компонентах не более 3((20–6k)/2 = 30–9k рёбер и, стало быть, не более 3((30–9k)/4=(90–27k)/4 циклов длины 4, а всего в графе этих циклов не больше, чем
9k+(90–27k)/4 = 22,5+9k/4 ≤ 22,5+18/4 = 27. Если же в графе 3 компоненты связности вида K3,3, то в этих компонентах 27 циклов длины 4, а две оставшиеся вершины, не будучи связанными с остальными 18-ю, новых циклов длины 4 добавить не могут. Итак, циклов длины 4 у нас всегда не более 27.

	Итоги командной олимпиады, 22.02.2009
	

	Старшая группа

	Команда
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	
	Место
	 

	Ульяновск-Курган
	7
	7
	7
	7
	5
	6
	7
	46
	1
	высшая

	СПб-239-7-8
	7
	7
	7
	7
	0
	7
	0
	35
	2
	

	Омск-8
	7
	7
	4
	7
	0
	7
	0
	32
	3
	

	23+31
	7
	7
	4
	0
	0
	7
	7
	32
	4
	

	Цунами
	7
	7
	7
	3
	0
	7
	0
	31
	5
	

	Ижевск-8-1
	7
	7
	7
	3
	0
	7
	0
	31
	6
	

	Киров-8-1
	7
	7
	7
	0
	0
	7
	3
	31
	7
	

	Магнат
	7
	6
	0
	7
	1
	6
	3
	30
	8
	

	Торнадо
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	5
	26
	9
	первая

	Самара-МТЛ-8
	7
	7
	3
	7
	0
	0
	0
	24
	10
	

	Москва-1514-8
	7
	7
	0
	0
	0
	7
	0
	21
	11
	

	Киров-8-3
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	21
	12
	

	Екатеринбург-8
	7
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	21
	13
	

	НовоКрасноБел
	7
	7
	3
	0
	0
	0
	2
	19
	14
	

	Нижний Тагил-8
	0
	7
	7
	0
	0
	0
	2
	16
	15
	вторая

	Киров-8-2
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	14
	16
	

	Красноярск-8
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	14
	17
	

	Ижевск-8-2
	7
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	14
	18
	

	Батарея
	7
	7
	0
	3
	0
	0
	0
	10
	19
	

	Призма
	7
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	7
	20
	

	При равенстве очков рейтинговые места команд определялись жребием.

	Юниорская группа

Команда

1

2

3

4

5

6

 



Место

 

Ижевск-7-1

7

7

7

7

0

7

 

35

1

высшая

Москва-Л2Ш-2

7

7

7

7

0

5

 

33

2

Киров-7-1

7

7

7

4

0

6

 

31

3

СПб-Фрактал-7

7

7

6

7

0

2

 

29

4

Курган-ЦДМО-7

7

7

7

0

0

7

 

28

5

Эврика-7

7

7

2

7

0

3

 

26

6

Киров-7-3

7

7

7

0

0

0

 

21

7

первая

Пермь-146

6

7

1

7

0

0

 

21

8

Киров-Курган

7

6

7

0

0

0

 

20

9

Москва-Л2Ш-1

6

2

7

2

0

0

 

17

10

Ижевск-7-2

7

7

2

0

0

0

 

16

11

Барнаул

7

1

6

0

0

0

 

14

12

Омск-7

7

3

2

0

0

0

 

12

13

Москва-1514-7

0

0

2

5

0

0

 

7

14

Группа "Старт"

Команда

1

2

3

4

5

6

 



Место

Ижевск-6

7

7

7

7

2

4

 

34

1

высшая

Эврика-6

7

5

2

7

1

7

 

29

2

Юпитер

7

0

6

7

4

0

 

24

3

Фрактал-6

7

7

0

0

1

4

 

19

4

Ижевск-30

7

2

0

4

6

0

 

19

5

Ижевск-5-6

7

1

0

4

0

0

 

12

6

Красноярск-6

7

1

1

1

1

0

 

11

7

первая

Омск-64

7

1

0

0

1

0

 

9

8

Киров-6

1

1

0

3

1

1

 

7

9

Киров-5-6

0

1

1

3

1

0

 

6

10

Екатеринбург-6

0

1

0

2

1

0

 

4

11

Киров-5

0

1

0

0

1

2

 

4

12


	


XXXIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2009

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.02.2009

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. Из числа 2009 вычли наименьший из его делителей, больших 1. Из полученной разности также вычли наименьший из её делителей, больших 1, и т.д., пока не получился 0. Сколько всего вычитаний было проделано? Ответ объясните. (И. Рубанов)
2. Код замка представляет собой слово (не обязательно осмысленное) из 4 букв. Каждое из слов икра, ирак, рика получено из правильного кода перестановкой каких-то двух букв. Каким мог быть правильный код? Постарайтесь найти все варианты и объяснить, почему других вариантов нет. (К. Кноп, И. Рубанов)
3. Натуральное число таково, что как в его десятичной записи, так и в десятичной записи его квадрата встречаются только нули и единицы. Докажите, что это число имеет вид 10…0. (И. Рубанов)
4. На столе лежат две кучки по 100 спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторыми ходами Вася и Петя перекладывают по две спички, третьими — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 200 спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть? Не забудьте обосновать ответ. (И. Рубанов)
5. На шахматной доске (8(8) выбраны точки A, B, C, не лежащие на границах клеток. В каком наибольшем количестве точек стороны треугольника ABC могут пересекать границы клеток доски? (С. Волчёнков)
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА

1. Из числа 132009 вычли наибольший его делитель, не равный самому числу. Из полученной разности также вычли наибольший её делитель, не равный ей самой, и т.д., пока не после очередного вычитания не получилась единица. Сколько всего вычитаний было произведено? (И. Рубанов)
2. На наибольшей стороне AC треугольника ABC отложили отрезки AD = AB и CE = BC. Какая из сторон треугольника BDE — наименьшая? (И. Рубанов)
3. Натуральные числа a и b таковы, что ab–1 делится на b+1. Докажите, что a ( b. (С. Берлов)
4. На шахматной доске (8(8) выбраны точки A, B, C, не лежащие на границах клеток. В каком наибольшем количестве точек стороны треугольника ABC могут пересекать границы клеток доски? (С. Волчёнков)
5. На столе лежат две кучки по 2009 спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторым ходом Вася и Петя перекладывают по две спички, третьим — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 4018 спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть? Не забудьте обосновать ответ. (И. Рубанов)
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. На наибольшей стороне AC треугольника ABC отложили отрезки AD = AB и CE = BC. Какая из сторон треугольника BDE — наименьшая? (И. Рубанов)
2. Натуральные числа a и b таковы, что ab–1 делится на b+1. Докажите, что a ( b. (С. Берлов)
3. Числа a, b и c (не обязательно рациональные) таковы, что произведения ab, bc и ac рациональны. Докажите, что найдутся такие целые числа A, B и C, что Aa+Bb+Cc = 0.

4. На шахматной доске (8(8) нарисован пятиугольник ABCDE (не обязательно выпуклый), ни одна из сторон которого не идёт по границам клеток доски. В каком наибольшем количестве точек он может пересекать границы клеток? (С. Берлов, С. Волчёнков)
5. На столе лежат две кучки по n спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторым ходом Вася и Петя перекладывают по две спички, третьим — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 2n спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Для каждого натурального n > 1 выясните, кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть. Не забудьте обосновать ответ. (И. Рубанов)
Решения задач личной олимпиады 6 класса

Задача 1. Из числа 2009 вычли наименьший из его делителей, больших 1. Из полученной разности также вычли наименьший из её делителей, больших 1, и т.д., пока не получился 0. Сколько всего вычитаний было проделано?
Ответ: 1002. Решение. Наименьший из делителей числа 2009, больший 1, равен 7. Вычитая, получаем 2002. Поскольку разность двух чётных чисел чётна, в дальнейшем всё время будет вычитаться двойка, и 0 получится после 1001 вычитания. 1001+1 = 1002.

Задача 2. Код замка представляет собой слово (не обязательно осмысленное) из 4 букв. Каждое из слов икра, ирак, рика получено из правильного кода перестановкой каких-то двух букв. Каким мог быть правильный код?
Ответ: ирка. Решение. Допустим, на первом месте в правильном коде стоит не буква и. Тогда буква и в словах икра и ирак участвовала в перестановках, с помощью которых эти слова были получены из правильного. Но тогда в этих перестановках участвовали не больше двух из трёх остальных букв правильного кода, и потому одна из его букв при обеих перестановках должна была остаться на месте. Однако, тогда на этом месте у слов икра и ирак должна была бы стоять одна и та же буква, а у них на буквы на втором, третьем и четвёртом местах отличаются. Итак, на первом месте у правильного кода стоит буква и. Аналогично сравнением слов икра и рика доказывается, что на последнем месте у правильного кода стоит буква а. Теперь рассмотрим слово икра. На первом и последнем местах у него стоят те же буквы, что и у правильного кода. Стало быть, при его получении из правильного менялись местами буквы к и р. Таким образом, правильным кодом может быть только слово ирка. Проверка показывает, что слова икра, ирак, рика действительно получаются из слова ирка перестановками второй и третьей, третьей и четвёртой, первой и второй букв соответственно.

Задача 3. Натуральное число таково, что как в его десятичной записи, так и в десятичной записи его квадрата встречаются только нули и единицы. Докажите, что это число имеет вид 10…0.
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Решение. Понятно, что в старшем разряде записи нашего число стоит единица. Допустим, в этой записи есть ещё единицы. Умножим наше число само на себя «в столбик». Тогда под чертой последняя единица во второй строке окажется под предпоследней единицей в первой строке, и больше в этом столбце ничего, кроме, возможно, нулей, быть не может (см. рис. справа). Поэтому в данном разряде десятичной записи квадрата числа будет находиться двойка, то есть только из нулей и единиц эта запись состоять не может.

Задача 4. На столе лежат две кучки по 100 спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторыми ходами Вася и Петя перекладывают по две спички, третьими — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 200 спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть? Не забудьте обосновать ответ.
Ответ: Второй. Решение. Первыми 49 ходами второй должен возвращать спички, взятые первым, в ту кучку, откуда первый их взял. В результате после каждого из этих ходов второго в кучках будет по 100 спичек. Пятидесятым ходом первый переложит из одной кучки в другую 50 спичек, затем второй переложит туда же оставшиеся 50, и все 200 спичек окажутся в одной кучке.

Задача 5. На шахматной доске (8(8) выбраны точки A, B, C, не лежащие на границах клеток. В каком наибольшем количестве точек треугольник ABC может пересекать границы клеток доски?
Ответ: 28. Решение. Поскольку никакая сторона треугольника ABC не идёт по границам клеток, каждая из семи линий, по которым граничат горизонтали доски, и каждая из семи линий, по которым граничат вертикали доски, пересекает контур треугольника не больше двух раз. Поэтому всего стороны нашего треугольника пересекают стороны клеток доски не больше 28 раз. Пример на 28 получится, если взять точки A и B внутри двух противоположных угловых клеток доски, а точку C произвольно, но так, чтобы стороны треугольника не проходили через вершины клеток. 
Решения задач личной олимпиады 7 класса
Задача 1. Из числа 132009 вычли наибольший его делитель, не равный самому числу. Из полученной разности также вычли наибольший её делитель, не равный ей самой, и т.д., пока не после очередного вычитания не получилась единица. Сколько всего вычитаний было произведено?
Ответ: 5(2009 = 10045. Решение. После первого вычитания получится 12(132008, после второго — 6(132008, после третьего — 3(132008, после четвёртого — 2(132008, после пятого — 132008. Аналогично, ещё через пять вычитаний получится 132007 и т.д., пока через 5(2009 вычитаний не получится единица.

Задача 2. На наибольшей стороне AC треугольника ABC отложили отрезки AD = AB и CE = BC. Какая из сторон треугольника BDE — наименьшая?
Ответ: DE. Решение. По неравенству треугольника AC < AB+BC. Поэтому точка E лежит между A и D. Стало быть, луч AE лежит внутри угла ABD, откуда (DBE < (ABD = (AEB. Аналогично, (DBE < (CDB. Таким образом, угол DBE является в треугольнике BDE наименьшим, и наименьшая сторона треугольника лежит против него.
Задача 3. Натуральные числа a и b таковы, что ab–1 делится на b+1. Докажите, что a ( b.
Решение. Если ab–1 делится на b+1, то на b+1 делится и a(b+1)–(ab–1) = a+1. Значит, a+1 ( b+1, откуда a ( b.

Задача 4. На шахматной доске (8(8) выбраны точки A, B, C, не лежащие на границах клеток доски. В каком наибольшем количестве точек треугольник ABC может пересекать границы клеток?
Ответ: 28. Решение. Поскольку никакая сторона треугольника ABC не идёт по границам клеток, каждая из семи линий, по которым граничат горизонтали доски, и каждая из семи линий, по которым граничат вертикали доски, пересекает контур треугольника не больше двух раз. Поэтому всего стороны нашего треугольника пересекают стороны клеток доски не больше 28 раз. Пример на 28 получится, если взять точки A и B внутри двух противоположных угловых клеток доски, а точку C произвольно, но так, чтобы стороны треугольника не проходили через вершины клеток. 
Задача 5. На столе лежат две кучки по 2009 спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторым ходом Вася и Петя перекладывают по две спички, третьим — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 4018 спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть?
Ответ: Первый. Решение. Поскольку игра может продолжаться не дольше 4018 пар ходов, достаточно показать, что второй не может выиграть. Заметим, что нечётные ходы первого и второго меняют чётность обоих кучек, а нечётные — сохраняют её. Поэтому чётность количества спичек в кучках меняется с периодом 4: НЧНННЧНННЧ… Отсюда видно, что после каждого хода второго в обоих кучках будет нечётное число спичек, так что второй не сможет победить, собрав все спички в одной кучке. Теперь заметим, что если второй своим очередным ходом переложил из одной кучки в другую n спичек, в этой другой кучке стало не менее n+1 спички (ведь там была хотя бы одна спичка, иначе второй проиграл бы на предыдущем ходу). Поэтому первый сможет своим очередным ходом переложить n+1 спичку, и, стало быть, проигрыш по причине отсутствия хода ему тоже не грозит.

Решения задач личной олимпиады 8 класса

Задача 1. На наибольшей стороне AC треугольника ABC отложили отрезки AD = AB и CE = BC. Какая из сторон треугольника BDE — наименьшая?
Ответ: DE. Решение. По неравенству треугольника AC < AB+BC. Поэтому точка E лежит между A и D. Стало быть, луч AE лежит внутри угла ABD, откуда (DBE < (ABD = (AEB. Аналогично, (DBE < (CDB. Таким образом, угол DBE является в треугольнике BDE наименьшим, и наименьшая сторона треугольника лежит против него.
Задача 2. Натуральные числа a и b таковы, что ab–1 делится на b+1. Докажите, что a ( b.
Решение. Если ab–1 делится на b+1, то на b+1 делится и a(b+1)–(ab–1) = a+1. Значит, a+1 ( b+1, откуда a ( b.

Задача 3. Числа a, b и c (не обязательно рациональные) таковы, что произведения ab, bc и ac рациональны. Докажите, что найдутся такие целые числа A, B и C, что Aa+Bb+Cc = 0.
Решение. Пусть ab = p/q, bc = r/s, ac = m/n, где p, q, r, s, m, n — целые числа. Тогда abc = pc/q = ra/s = mb/n. Умножив на qsn, получаем psnc = rqna = mqsb. Полагая A = rqn, B = mqs, C = –2psn, получаем Aa+Bb+Cc = 0.

Задача 4. На шахматной доске (8(8) нарисован пятиугольник ABCDE (не обязательно выпуклый), ни одна из сторон которого не идёт по границам клеток. В каком наибольшем количестве точек он может пересекать границы клеток доски?
Ответ: 56. Решение. Каждая из семи линий, по которым граничат горизонтали доски, и каждая из семи линий, по которым граничат вертикали доски, пересекает контур пятиугольника не больше 4 раз . Поэтому всего стороны нашего треугольника пересекают стороны клеток доски не больше 28 раз. Пример на 28 получится, если взять точки A и B внутри двух противоположных угловых клеток доски, а точку C так, чтобы стороны треугольника не проходили через вершины клеток.

Задача 5. На столе лежат две кучки по n спичек в каждой. Петя и Вася играют в такую игру. Первым ходом Петя перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую, затем Вася тоже перекладывает одну спичку из какой-то кучки в другую. Вторым ходом Вася и Петя перекладывают по две спички, третьим — по три и т.д. Побеждает тот, после хода которого либо все 2n спичек впервые окажутся в одной кучке, либо соперник не сможет сделать свой ход. Для каждого натурального n > 1 выясните, кто выиграет при правильной игре и как ему для этого надо играть.
Ответ: При нечётном n побеждает первый, при чётном — второй. Решение. Пусть n = 2k. Первыми k–1 ходами второй должен возвращать спички, взятые первым, в ту кучку, откуда первый их взял. В результате после каждого из этих ходов второго в кучках будет по 2k спичек. k-ым ходом первый переложит из одной кучки в другую k спичек, затем второй переложит туда же оставшиеся k, и все 2k спичек окажутся в одной кучке.

Пусть n = 2k+1. Поскольку игра может продолжаться не дольше 2n пар ходов, достаточно показать, что второй не может выиграть. Заметим, что нечётные ходы первого и второго меняют чётность обоих кучек, а нечётные — сохраняют её. Поэтому чётность количества спичек в кучках меняется с периодом 4: НЧНННЧНННЧ… Отсюда видно, что после каждого хода второго в обоих кучках будет нечётное число спичек, так что второй не сможет победить, собрав все спички в одной кучке. Теперь заметим, что если второй своим очередным ходом переложил из одной кучки в другую n спичек, в этой другой кучке стало не менее n+1 спички (ведь там была хотя бы одна спичка, иначе второй проиграл бы на предыдущем ходу). Поэтому первый сможет своим очередным ходом переложить n+1 спичку, и, стало быть, проигрыш по причине отсутствия хода ему тоже не грозит.

победители и призеры личной олимпиады
	Фамилия, имя
	класс
	город
	1
	2
	3
	4
	5
	∑
	награда

	Семёнов Константин
	6
	Ижевск
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I степени

	Холмогоров Ефим
	6
	Ижевск
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I степени

	Полевой Сергей
	6
	Москва
	7
	7
	4
	7
	7
	32
	Диплом II степени

	Гречухо Елена
	6
	Ижевск
	7
	7
	7
	7
	2
	30
	Диплом II степени

	Черевко Андрей
	6
	Харьков
	7
	7
	7
	7
	2
	30
	Диплом II степени

	Калашников Вадим
	6
	Харьков
	7
	7
	1
	7
	7
	29
	Диплом II степени

	Крымова Анна
	6
	Харьков
	7
	7
	4
	7
	2
	27
	Диплом III степени

	Петров Руслан
	6
	Ижевск
	7
	7
	4
	7
	2
	27
	Диплом III степени

	Огарок Петр
	5
	Москва
	7
	7
	4
	7
	1
	26
	Диплом III степени

	Цейтина Елена
	6
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	2
	3
	26
	Диплом III степени

	Буренев Иван
	6
	Санкт-Петербург
	7
	4
	5
	7
	2
	25
	Диплом III степени

	Тихоновская Татьяна
	6
	Санкт-Петербург
	7
	7
	1
	7
	2
	24
	Диплом III степени

	Асландуков Андрей
	6
	Харьков
	7
	7
	0
	7
	2
	23
	Диплом III степени

	Бучкин Александр
	5
	Ижевск
	7
	0
	7
	7
	2
	23
	Диплом III степени

	Смердов Антон
	6
	Киров
	6
	7
	1
	7
	2
	23
	Диплом III степени

	Лебедева  Дарья
	6
	Санкт-Петербург
	7
	7
	1
	7
	0
	22
	Диплом III степени

	Шуваев  Денис
	5
	Барнаул
	7
	7
	0
	7
	2
	23
	Диплом III степени

	Дубовцев Артем
	6
	Ижевск
	7
	4
	1
	7
	2
	21
	Похвальная грамота

	Белугина Виктория
	6
	Санкт-Петербург
	6
	7
	4
	0
	3
	20
	Похвальная грамота

	Торгашова Софья
	6
	Киров
	7
	7
	4
	0
	2
	20
	Похвальная грамота

	Макарцева Ирина
	6
	Ижевск
	7
	5
	0
	7
	0
	19
	Похвальная грамота

	Ракова Ирина
	5
	Ижевск
	6
	4
	0
	7
	2
	19
	Похвальная грамота

	Аникеев Дмитрий
	6
	Омск
	5
	7
	0
	2
	4
	18
	Похвальная грамота

	Широких Борис
	6
	Киров
	7
	7
	0
	0
	4
	18
	Похвальная грамота

	Сокол Евгений
	7
	Челябинск
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I степени

	Малыгин Виталий
	7
	Киров
	7
	7
	6
	7
	7
	34
	Диплом I степени

	Сазыкин Дмитрий
	7
	Курган
	7
	5
	7
	7
	7
	33
	Диплом I степени

	Любчик Евгений
	7
	Харьков
	6
	7
	7
	7
	4
	31
	Диплом II степени

	Филиппов Дмитрий
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	7
	3
	7
	31
	Диплом II степени

	Целищев Антон
	7
	Санкт-Петербург
	4
	6
	7
	7
	7
	31
	Диплом II степени

	Корякин Данил
	7
	Киров
	7
	5
	7
	7
	3
	29
	Диплом II степени

	Олухов Андрей
	7
	Курган
	2
	5
	7
	7
	7
	28
	Диплом II степени

	Матушкин Александр
	7
	Ижевск
	7
	4
	7
	2
	7
	27
	Диплом II степени

	Першаков Николай
	7
	Ижевск
	7
	6
	7
	7
	0
	27
	Диплом II степени

	Афризонов Денис
	7
	Курган
	7
	7
	7
	4
	0
	25
	Диплом II степени

	Жевнерчук Антон
	7
	Санкт-Петербург
	4
	7
	7
	0
	7
	25
	Диплом II степени

	Ибрагимов Сергей
	7
	Санкт-Петербург
	7
	5
	5
	5
	0
	22
	Диплом III степени

	Капитонов Александр
	7
	Курган
	6
	6
	6
	4
	0
	22
	Диплом III степени

	Марьин Егор
	7
	Киров
	6
	7
	0
	2
	7
	22
	Диплом III степени

	Софронова Алина
	7
	Киров
	6
	7
	6
	2
	0
	21
	Диплом III степени

	Акбаров Артур
	7
	Нижний Тагил
	6
	5
	0
	2
	7
	20
	Диплом III степени

	Баев Будимир
	7
	Санкт-Петербург
	7
	7
	0
	0
	6
	20
	Диплом III степени

	Зяблов Илья
	7
	Барнаул
	7
	7
	0
	2
	4
	20
	Диплом III степени

	Волков Артём
	7
	Челябинск
	6
	7
	0
	0
	6
	19
	Диплом III степени

	Колупаев Влад
	7
	Киров
	7
	5
	7
	0
	0
	19
	Диплом III степени

	Латышев Алексей
	7
	Киров
	7
	5
	0
	7
	0
	19
	Диплом III степени

	Князева Ксения
	7
	Киров
	5
	7
	6
	0
	0
	18
	Диплом III степени

	Кондратьев Артём
	7
	Ижевск
	7
	0
	7
	0
	4
	18
	Диплом III степени

	Крачун Владимир
	7
	Санкт-Петербург
	2
	7
	7
	2
	0
	18
	Диплом III степени

	Осипенко Григорий
	7
	Москва
	2
	7
	0
	2
	7
	18
	Диплом III степени

	Филимонова София
	7
	 
	7
	5
	5
	0
	0
	17
	Диплом III степени

	Гроховский Александр
	7
	Нижний Тагил
	7
	7
	0
	2
	0
	16
	Похвальная грамота

	Деб Натх Денис
	7
	Москва
	7
	7
	0
	2
	0
	16
	Похвальная грамота

	Бакунов Никита
	7
	Харьков
	7
	5
	1
	2
	0
	15
	Похвальная грамота

	Подлубняк Андрей
	7
	Киров
	7
	5
	3
	0
	0
	15
	Похвальная грамота

	Шкуратов Георгий
	7
	Москва
	6
	7
	0
	2
	0
	15
	Похвальная грамота

	Гладков Дмитрий
	7
	Пермь
	7
	0
	0
	0
	7
	14
	Похвальная грамота

	Ромасс Андрей
	7
	Челябинск
	2
	6
	6
	0
	4
	18
	Диплом III степени

	Гончаренко Кирилл
	8
	Нижний Тагил
	7
	7
	7
	7
	7
	35
	Диплом I степени

	Косинов Никита
	8
	Ульяновск
	6
	7
	7
	7
	7
	34
	Диплом I степени

	Боков Егор
	8
	Ижевск
	5
	7
	7
	7
	7
	33
	Диплом I степени

	Исхаков Ленар
	8
	Ижевск
	7
	7
	5
	7
	7
	33
	Диплом I степени

	Карпушкин Данил
	8
	Челябинск
	7
	7
	7
	5
	7
	33
	Диплом I степени

	Ахмедов Максим
	8
	Москва
	7
	7
	3
	7
	7
	31
	Диплом II степени

	Рябцева Мария
	8
	Ульяновск
	3
	7
	7
	7
	7
	31
	Диплом II степени

	Горелов Иван
	8
	Москва
	7
	7
	7
	0
	7
	28
	Диплом II степени

	Иванов Андрей
	8
	Екатеринбург
	7
	2
	7
	5
	7
	28
	Диплом II степени

	Иванов Даниил
	8
	Ульяновск
	7
	7
	7
	0
	7
	28
	Диплом II степени

	Завьялов Богдан
	8
	Омск
	7
	7
	7
	6
	0
	27
	Диплом II степени

	Кравцов Дмитрий
	8
	Белгород
	7
	7
	6
	2
	5
	27
	Диплом II степени

	Булейко Денис
	8
	Москва
	5
	7
	7
	0
	7
	26
	Диплом II степени

	Буфеев Василий
	8
	Москва
	7
	7
	7
	0
	5
	26
	Диплом II степени

	Коваль Алексей
	8
	Краснодар
	5
	7
	7
	7
	0
	26
	Диплом II степени

	Трошин Виктор
	8
	Москва
	5
	7
	7
	0
	7
	26
	Диплом II степени

	Даулбаев Талгат
	8
	Курган
	7
	7
	4
	0
	7
	25
	Диплом III степени

	Лункин Алексей
	8
	Москва
	7
	6
	7
	0
	5
	25
	Диплом III степени

	Крохмаль Николай
	8
	Белгород
	5
	6
	6
	0
	7
	24
	Диплом III степени

	Бубнова Анна
	7
	Курган
	7
	7
	7
	3
	0
	24
	Диплом III степени

	Бесман Михаил
	8
	Курган
	7
	7
	0
	7
	2
	23
	Диплом III степени

	Козицын Никита
	8
	Киров
	7
	7
	7
	2
	0
	23
	Диплом III степени

	Миронов Максим
	8
	Москва
	3
	6
	7
	0
	7
	23
	Диплом III степени

	Нурумов Андрей
	8
	Омск
	5
	7
	7
	2
	2
	23
	Диплом III степени

	Останин Александр
	8
	Ижевск
	7
	7
	7
	0
	2
	23
	Диплом III степени

	Тарабарина Мария
	8
	Киров
	7
	7
	7
	2
	0
	23
	Диплом III степени

	Южаков Александр
	8
	Курган
	7
	7
	7
	0
	2
	23
	Диплом III степени

	Турбин Максим
	8
	Челябинск
	7
	7
	0
	2
	7
	23
	Диплом III степени

	Игошина Виктория
	8
	Ижевск
	5
	7
	5
	0
	6
	23
	Диплом III степени

	Лахтанов Иван
	8
	Москва
	4
	4
	7
	0
	7
	22
	Диплом III степени

	Бурушева Лейла
	8
	Москва
	7
	7
	7
	0
	0
	21
	Похвальная грамота

	Зайков Александр
	6
	Краснодар
	5
	7
	7
	0
	2
	21
	Похвальная грамота

	Иванов Константин
	8
	Москва
	5
	7
	7
	2
	0
	21
	Похвальная грамота

	Тутынин Владимир
	8
	Киров
	7
	7
	0
	0
	7
	21
	Похвальная грамота

	Хворых Павел
	8
	Омск
	7
	7
	5
	2
	0
	21
	Похвальная грамота

	Пузырев Александр
	8
	Красноярск
	7
	7
	0
	0
	7
	21
	Похвальная грамота

	Абугалиев Ренат
	8
	Самара
	5
	7
	0
	2
	5
	19
	Похвальная грамота

	Манжина Ольга
	8
	Краснодар
	5
	5
	7
	0
	2
	19
	Похвальная грамота

	Чернобай Михаил
	8
	Санкт-Петербург
	5
	7
	7
	0
	0
	19
	Похвальная грамота

	Казанцев Дмитрий
	8
	Пермь
	5
	5
	7
	2
	0
	19
	Похвальная грамота

	Котельникова Дарья
	8
	Киров
	7
	6
	0
	0
	5
	18
	Похвальная грамота


XXXIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21–27.02.2009

ПРАВИЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО БОЯ

Общие положения. Математический бой – это соревнование двух команд в решении математических задач. Он состоит из двух частей. Сначала команды получают условия задач и определенное время на их решение. При решении задач команда может использовать любую литературу, но не имеет права общаться по поводу решения задач ни с кем, кроме жюри. По истечении этого времени начинается собственно бой, когда команды в соответствии с правилами рассказывают друг другу решения задач. Если одна команда рассказывает решение, то другая оппонирует его, т.е. ищет в нем ошибки (недостатки), и, если решения нет, то, возможно, приводит свое. При этом выступления оппонента и докладчика оцениваются жюри в баллах (за решение и за оппонирование). Если команды, обсудив предложенное решение, все-таки до конца задачу не решили или не обнаружили допущенные ошибки, то часть баллов (или даже все баллы) может забрать себе жюри боя. Если по окончании боя результаты команд отличаются не более чем на 3 балла, то считается, что бой закончился вничью. В противном случае побеждает команда, которая по окончании боя набирает больше баллов. Если же по условиям боя он не может закончиться вничью, то жюри до боя объявляет это командам и оглашает процедуру определения победителя.

Капитаны команд имеют право попросить жюри о предоставлении перерыва в ходе боя на 5–10 минут (примерно через каждые полтора часа). Перерыв может предоставляться только между обсуждением двух различных задач (между раундами). При этом команда, которая должна сделать вызов, делает его в письменной форме (без оглашения) непосредственно перед началом перерыва и сдает жюри, которое оглашает этот вызов сразу после окончания перерыва.

Вызовы. Бой состоит из нескольких раундов. В начале каждого раунда (если не происходит отказ от вызова – см. ниже пункт “Окончание боя”) одна из команд вызывает другую на одну из задач, решения которых еще не рассказывались (например: “Мы вызываем команду соперников на задачу номер 8”). После этого вызванная команда сообщает, принимает ли она вызов, т.е. согласна ли рассказывать решение задачи, на которую была вызвана (ответ можно обдумывать, но не более 1 минуты). Если да, то она выставляет докладчика, который должен рассказать решение, а вызвавшая команда выставляет оппонента, обязанность которого – искать в решении ошибки. Если нет, то докладчика обязана выставить команда, которая вызывала, а отказавшаяся отвечать команда выставляет оппонента. Команда, желающая сохранить выходы к доске, может отказаться выставлять оппонента. Тогда она в этом раунде не участвует (и изменить своего решения уже не может).

Ход раунда. Доклад. В начале раунда докладчик рассказывает решение. Доклад должен содержать ответы на все поставленные в задаче вопросы и доказательство правильности и полноты полученных ответов. В частности, докладчик обязан доказать каждое сформулированное им промежуточное утверждение либо сослаться на него, как на общеизвестное. Докладчик должен стремиться к ясности изложения, в частности, он обязан повторить по просьбе оппонента или жюри любую часть своего доклада. Время на доклад ограничивается 15 минутами, после чего жюри решает, разрешать ли докладчику рассказывать дальше.

Докладчик может иметь при себе записи и заглядывать в них, но жюри имеет право запретить ему ими пользоваться, если сочтет, что докладчик читает решение по бумажке. В докладе нельзя ссылаться на вычисления, проведенные с помощью калькулятора или иной вычислительной техники и не подтвержденные иным способом.

Докладчик имеет право :

– до начала выступления вынести на доску всю необходимую информацию (чертежи, вычисления и т.п.);

– не отвечать на вопросы оппонента, заданные до начала обсуждения;

– просить оппонента уточнить свой вопрос (в частности, докладчик может предложить свою версию вопроса: “Правильно ли я понимаю, что вы спросили о том-то и том-то?”);

– отказаться отвечать на вопрос, сказав, что: (а) он не имеет ответа на этот вопрос; (б) он уже ответил на этот вопрос (объяснив, когда и как); (в) вопрос некорректен или выходит за рамки научной дискуссии по поставленной задаче. В случае несогласия оппонента с основаниями (б) и (в) арбитром выступает жюри.

Докладчик не обязан:

– излагать способ получения ответа, если он может доказать его правильность и полноту ответа другим путем;

– сравнивать свой метод решения с другими возможными методами, в том числе с точки зрения краткости, красоты и пригодности для решения других задач.

Докладчик обязан рассказывать решение в вежливой, корректной форме, критикуя действия оппонента, не допускать критики его личности, обращаться к оппоненту только на “Вы”.

Окончание доклада докладчик обязан чётко зафиксировать фразой «Доклад окончен». В течение 10 секунд после этого докладчик или его команда имеют право отозвать эти слова (оппонент в это время молчит). Если такого не случилось, слово передаётся оппоненту.

Оппонирование. Пока доклад не окончен, оппонент может задавать вопросы только с согласия докладчика, но имеет право просить повторения части решения и разрешать докладчику не доказывать какие-либо очевидные с точки зрения оппонента факты. После окончания доклада оппонент имеет право задавать вопросы докладчику. Если в течение минуты оппонент не задал ни одного вопроса, то считается, что у него нет вопросов. Если докладчик в течение минуты не начинает отвечать на вопрос, то считается, что у него нет ответа.

В качестве вопроса оппонент может :

– потребовать у докладчика повторить любую часть доклада;

– попросить уточнения любого из высказываний докладчика, в том числе: (а) попросить дать определение любого термина (“Что Вы понимаете под ...”); (б) переформулировать утверждение докладчика своими словами и попросить подтверждения (“Правильно ли я понимаю, что Вы утверждаете следующее: ...”);

– попросить докладчика доказать сформулированное тем неочевидное необщеизвестное утверждение (в спорных случаях вопрос об известности или очевидности решает жюри; во всяком случае, известными считаются факты, изучающиеся в общеобразовательной школе);

– после ответа на вопрос выразить удовлетворенность или мотивированную неудовлетворенность ответом.

Если оппонент считает, что докладчик тянет время, придумывая решение у доски, или что существенная часть доклада не является изложением решения обсуждаемой задачи, он имеет право (но не ранее, чем через 10 минут после начала доклада) попросить докладчика предъявить ответ (если таковой в задаче подразумевается) или план дальнейших рассуждений.

Оппонент обязан:

– формулировать свои вопросы в вежливой, корректной форме, обращаться к докладчику только на “Вы”;

– критикуя доклад, не допускать критики докладчика;

– повторять и уточнять свои вопросы по просьбе докладчика или жюри.

По итогам доклада и ответов на вопросы оппонент имеет право дать свою оценку докладу и обсуждению в одной из следующих форм: (а) признать решение правильным; (б) признать решение (ответ) в основном правильным, но имеющим недостатки и/или пробелы с обязательным их указанием; (в) признать решение (ответ) неправильным с указанием ошибок в обоснованиях ключевых утверждений доклада или контрпримеров к ним (или ответу), или указанием существенных пробелов в обоснованиях или плане решения. В ситуациях (а) и (б) оппонент должен чётко зафиксировать своё мнение словами "С решением согласен" или "Других возражений нет" соответственно. В течение 10 секунд после этого оппонент или его команда имеют право отозвать эти слова (докладчик в это время молчит). Если такого не случилось, оппонент и его команда в этом раунде больше не участвуют.

Если оппонент имеет контрпример, опровергающий решение докладчика в целом, и этот контрпример сам является решением задачи (такое бывает, например, в случаях, когда вопрос задачи звучит как “Можно ли …?”, “Верно ли, что …?” и т.п.), то оппонент имеет право заявить: “Я с решением не согласен, у меня есть контрпример”, но сам контрпример пока докладчику не предъявлять (хотя жюри имеет право потребовать от оппонента предъявления контрпримера в письменном виде, чтобы убедиться в корректности заявления оппонента). В этом случае, если докладчик не изменит своего решения в течение минуты или после взятого командой перерыва, оппонент получает право предъявить докладчику упомянутый контрпример, причем докладчик и его команда уже не имеют права менять решение или ответ.

Аналогично, если решение требует перебора случаев, оппонент имеет право заявить “Я с решением не согласен, рассмотрены не все случаи”, не указывая пока докладчику явно, какой именно случай не рассмотрен. Дальнейшие действия докладчика, жюри и оппонента такие же, как в ситуации с контрпримером.

Участие жюри в обсуждении. После окончания диалога докладчика и оппонента жюри задает свои вопросы. При необходимости оно может вмешиваться и раньше. Жюри вправе прекратить доклад или диалог, если он зашел в тупик, утратил связь с существом обсуждаемой задачи или не может быть закончен за разумное время.

Выступающие и команда. Докладчик и оппонент могут обращаться к своим капитанам с просьбой о замене или перерыве для консультации. Другое общение между командой и докладчиком (оппонентом) допускается только во время полуминутного перерыва, который любая команда может взять в любой момент (при этом соперники тоже могут пользоваться этим временем). Каждая команда может взять в течение одного боя не более 6 полуминутных перерывов (см. также ниже пункт “Число выходов к доске”). Команда имеет право полностью использовать полуминутный перерыв, взятый командой соперников, даже если та закончила его досрочно.

Перемена ролей. Некорректный вызов. Порядок вызовов. Если по ходу дискуссии жюри установило, что оппонент доказал отсутствие у докладчика решения и ранее не произошел отказ от вызова, то возможны два варианта. Если вызов на этот раунд был принят, то оппонент получает право (но не обязан) рассказать свое решение. Если оппонент взялся рассказывать свое решение, то происходит полная перемена ролей: бывший докладчик становится оппонентом и может зарабатывать баллы за оппонирование. Если же вызов на этот раунд не был принят, то говорят, что вызов был некорректным. В этом случае перемены ролей не происходит, а команда, вызывавшая некорректно, должна снова вызывать соперника в следующем раунде. Во всех остальных случаях в следующем раунде вызывает та команда, которая была вызвана в текущем раунде.

Принятый вызов всегда считается корректным!
Если же оппонент не доказал, что у докладчика нет решения, но выявил в предложенном решении некоторые конкретные недостатки, то, если ранее не произошел отказ от вызова и вызов на этот раунд был принят, оппонент получает право (но не обязан) устранить все (или некоторые) из этих недостатков (“залатать дыры”). Такое же право оппонент получает, если он доказал, что у докладчика нет решения, но отказался рассказывать собственное решение. Если оппонент взялся “залатывать дыры”, то происходит частичная перемена ролей: оппонент обязан сформулировать предварительно, что именно он будет делать (например, разбирать такой-то не разобранный докладчиком случай, доказывать такое-то недоказанное докладчиком утверждение или что-либо еще), а бывший докладчик становится оппонентом и может зарабатывать баллы за оппонирование сформулированных утверждений. При проверке корректности вызова частичная перемена ролей невозможна.
Обратной перемены ролей ни в каком случае не происходит!
Число выходов к доске. Каждый член команды имеет право выйти к доске в качестве докладчика или оппонента не более двух раз за бой. Команда имеет право не более трех раз за бой заменять докладчика или оппонента, причем каждый раз выход засчитывается как тому, кого заменили, так и тому, кто вышел на замену. Кроме того, при замене время, отведенное команде на перерывы, уменьшается на 1 минуту. Эту минуту можно использовать непосредственно перед заменой, а можно и не использовать — в последнем случае команда соперников тоже не имеет права пользоваться ею.

Отказ от вызова. Окончание боя. В любой момент боя команда, которая должна вызывать, может отказаться делать это (обычно это происходит, когда у команды больше нет решенных задач, если она не хочет делать вызов, который может оказаться некорректным). Тогда другая команда получает право (но не обязана) рассказывать решения оставшихся задач. При этом команда, отказавшаяся делать вызов, может выставлять оппонентов и получать баллы только за оппонирование, но рассказывать решения она уже не имеет права, даже если они у нее и появятся (то есть после отказа от вызова не происходит ни полной, ни частичной перемены ролей).

Бой заканчивается, когда не остается необсужденных задач либо когда одна из команд отказалась от вызова, а другая команда отказалась рассказывать решения оставшихся задач.

Первый вызов. Конкурс капитанов. Кто будет делать первый вызов, определяет команда, победившая в конкурсе капитанов. Он проводится в начале боя. Капитанам предлагается задача. Капитан, первым сообщивший жюри о своем желании отвечать, получает такое право. Если он рассказывает правильное решение, то он победил, а если неправильное – победил его соперник. При этом что понимается под “правильным решением”: просто верный ответ, ответ с объяснением или что-либо еще – жюри при необходимости уточняет перед началом конкурса капитанов.

На решение задачи конкурса капитанов жюри отводит определенное время. Если за это время ни один из капитанов не высказал желания отвечать, жюри может заменить задачу или выявить победителя жребием. Вместо задачи жюри может предложить капитанам сыграть в игру. В этом случае победителем считается тот, кто выигрывает игру. Возможны и другие схемы проведения конкурса капитанов. Жюри боя заранее определяет способ проведения конкурса капитанов и сообщает о нем командам перед началом боя.

При желании на конкурс вместо капитана можно выставить любого другого члена команды.

Начисление баллов. Каждая задача оценивается в 12 баллов, которые по итогам раунда распределяются между докладчиком, оппонентом и жюри. Если докладчик, не опираясь существенно на наводящие вопросы и иные соображения жюри и/или оппонента, рассказал правильное и полное решение, все 12 баллов достаются ему. Если же в решении были выявлены "дыры" (пробелы), то жюри по окончании дискуссии определяет их стоимость. После этого оппонент, как правило, сразу получает половину стоимости обнаруженных им дыр. Если некоторые из этих "дыр" были в ходе дискуссии полностью или частично закрыты, соответствующая часть остатка их общей стоимости распределяется между докладчиком и оппонентом пропорционально их вкладу в закрытие "дыр". При этом вкладом оппонента может признаваться не только закрытие им дыры (в случае полной или частичной перемены ролей), но и помощь докладчику в закрытии дыр путем высказанных по окончании доклада наводящих соображений. Все оставшиеся баллы жюри забирает себе.

Если ошибки или пробелы в докладе указаны самим докладчиком и не устранены его командой, то оппонент получает за них баллы так, как если бы он сам нашел эти недостатки. В частности, если, получив отказ от вызова, капитан вызывающей команды сразу признается, что у его команды нет решения, то команда соперников получает 6 баллов за оппонирование (которое в этом случае могло бы состоять из одной фразы: “У Вас нет решения”), а вызов признается некорректным. Докладчик и оппонент в этом случае не назначаются и выходы к доске не засчитываются.

Если не было полной перемены ролей, то оппонент не может получить больше 6 баллов. Оппонент, доказавший некорректность вызова, получает 6 баллов независимо от суммарной стоимости найденных им дыр.
Капитан. Во время боя только капитан может от имени команды обращаться к жюри и соперникам: сообщать о вызове или отказе, просить перерыв и т.д. Он имеет право в любой момент прекратить доклад или оппонирование представителя своей команды. Если капитан у доски, он оставляет за себя заместителя, исполняющего в это время обязанности капитана. Имена капитана и заместителя сообщаются жюри до начала решения задач.

Во время решения задач главная обязанность капитана — координировать действия членов команды так, чтобы имеющимися силами решить как можно больше задач. Для этого капитан распределяет между членами команды задачи для решения (с учетом их пожеланий), следит, чтобы каждая задача кем-то решалась, организует проверку найденных решений. Капитан заранее выясняет, кто будет докладчиком или оппонентом по той или иной задаче и определяет всю тактику команды на предстоящем бое.

Жюри. Жюри является верховным толкователем правил боя. В случаях, не предусмотренных правилами, оно принимает решение по своему усмотрению. Решения жюри являются обязательными для команд.

Во время решения командами задач всякое существенное разъяснение условий задач, данное одной из команд, должно быть в кратчайшее время сообщено жюри всем остальным командам.

Жюри может снять вопрос оппонента (например, если он не по существу), прекратить доклад или оппонирование, если они затягиваются. Если жюри не может быстро разобраться в решении, оно может с согласия обоих капитанов выделить своего представителя, который продолжит обсуждение задачи совместно с докладчиком и оппонентом в другом помещении. При этом бой продолжается по другим задачам, а очки по этой задаче начисляются позже.

Жюри ведет протокол боя. Если одна из команд не согласна с принятым жюри решением по задаче, она имеет право немедленно потребовать перерыв на несколько минут для разбора ситуации с участием Старшего по лиге. После начала следующего раунда счет предыдущего раунда, как правило, изменен быть не может. Единственное исключение составляет случай, когда Старший по лиге по результатам разбора ситуации принимает решение поставить вопрос о ней на заседании Методической комиссии (МК) турнира. В этом случае МК должна принять решение по этому вопросу в тот же день. Вопрос о корректности вызова на заседание МК вынесен быть не может и должен разрешаться Старшим лиги на месте.

Жюри следит за порядком. Оно может оштрафовать команду за шум, некорректное поведение, общение со своим представителем, находящимся у доски.

Жюри обязано мотивировать свои решения, не вытекающие непосредственно из правил боя.

Зрители. За ходом боя могут с разрешения жюри наблюдать зрители: к ним относятся все, кроме членов играющих команд, жюри боя и Методической комиссии турнира. Зрители не имеют права общаться с командами, вслух комментировать ход боя или иным образом мешать его проведению. Зрители, нарушающие эти правила, обязаны по решению жюри боя покинуть помещение, где он проходит.

РЕГЛАМЕНТ ПОДГОТОВКИ К МАТЕМАТИЧЕСКОМУ БОЮ

1. При подготовке к бою членам играющих команд запрещается:

· пользоваться при решении задач помощью людей, не входящих в команду;

· без крайней необходимости общаться с людьми, не входящими в команду (за исключением членов Методической комиссии Кубка и уполномоченных ею лиц);

· пользоваться компьютерами, программируемыми калькуляторами, смартфонами и иными подобными устройствами; выходить в Интернет, использовать средства программирования и литературу на электронных носителях.

2. При подготовке к бою членам играющих команд разрешается:

· пользоваться непрограммируемыми калькуляторами;

· пользоваться литературой на бумажных носителях.

При установленном нарушении п. 1 команда-нарушитель снимается с боя и ей засчитывается поражение со счетом 0:60.

Правила блиц-боя.

1. Блиц-бой проводится для определения мест команд в случае равенства баллов в групповом турнире у двух или более команд, если (в случае двух команд) личная встреча между командами закончилась вничью, а также для определения победителя при ничейном исходе тех финальных боев, которые по регламенту не могут закончиться вничью.

2. Командам выдается 8 задач на 25 минут.

3. Ответы сдаются в письменном виде.

4. За каждый верный ответ начисляется 3 очка, за каждый неверный снимается 1 очко.

5. Места команд определяются по сумме баллов. При равенстве сумм баллов места определяются по результатам в командной олимпиаде. Если и эти результаты равны, места определяется жребием.

XXXIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2009

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1. (Молдавия, 2002)
2. Большее основание равнобочной трапеции ABCD не превосходит удвоенного меньшего основания. P — точка внутри трапеции. Докажите, что существует четырехугольник с вершинами на сторонах трапеции, длины которого совпадают с длинами отрезков AP, BP, CP, DP, взятых в некотором порядке. (KOMAL 2009:1, B.4145)
3. Решите уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей). (Д. Карпов, А. Пастор)
4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH. (С. Берлов)
5. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию 5(a2+b2+c2) < 6(ab+bc+ca). Докажите, что числа a, b, c равны длинам сторон некоторого треугольника. (Индонезия, 2007)
6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
7. Выпуклый многоугольник разбит на треугольники непересекающимися диагоналями. Докажите, что в его вершинах можно так расставить двойки, нули и девятки, чтобы для любых двух треугольников разбиения, граничащих по стороне, в вершинах образованного ими четырехугольника стояли цифры 2, 0, 0, 9 (в произвольном порядке). (Австрия, 2007, слегка модифицировано)
8. 2009 школьников решали 6 задач. Сергей Львович завел таблицу, в которой против имени каждого школьника отметил плюсом все решенные им задачи. Разглядывая таблицу, он обнаружил, что каждые три школьника вместе решили не менее 5 разных задач. Какое наименьшее количество плюсов может быть в таблице? (Великобритания, 2005/06)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1. (Молдавия, 2002)
2. Большее основание равнобочной трапеции ABCD не превосходит удвоенного меньшего основания. P — точка внутри трапеции. Докажите, что существует четырехугольник с вершинами на сторонах трапеции, длины которого совпадают с длинами отрезков AP, BP, CP, DP, взятых в некотором порядке. (KOMAL 2009:1, B.4145)
3. Докажите, что уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей) имеет не более, чем 2009 решений. (Д. Карпов, А. Пастор)
4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH. (С. Берлов)
5. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1. (Д. Карпов)
6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
7. Выпуклый многоугольник разбит на треугольники непересекающимися диагоналями. Докажите, что в его вершинах можно так расставить двойки, нули и девятки, чтобы для любых двух треугольников разбиения, граничащих по стороне, в вершинах образованного ими четырехугольника стояли цифры 2, 0, 0, 9 (в произвольном порядке). (Австрия, 2007, слегка модифицировано)
8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок. (Д. Карпов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу? (Омские олимпиады)
2. В треугольнике АВС АС = ВС и (АСВ = 120(. На основании АВ выбраны точки D и Е, которые делят основание на три равные части. Найдите углы треугольника CDE. (Эстонские олимпиады)
3. Сколько существует пар целых чисел (х, у), удовлетворяющих равенству
3х2–10ху+3у2–2х–2у–1 = 20092009? (А. Штерн)
4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH. (С. Берлов)
5. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1. (Д. Карпов)
6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
7. Докажите, что среди любых 1009 различных натуральных чисел от 1 до 2009 либо найдётся степень двойки, либо найдутся два числа, сумма которых есть степень двойки. (Ирландские олимпиады)
8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок. (Д. Карпов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1. (Молдавия, 2002)
2. Имеются неразличимые на вид 10 монет. Пять из них весят по 1 г, четыре — по 2 г, одна — 3 г.. Как за 7 взвешиваний на чашечных весах без гирь определить, какая монета сколько весит? (К. Кноп)
3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его семизначного телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся. (Фольклор)
4. Докажите, что уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей) имеет не более, чем 2009 решений. (Д. Карпов, А. Пастор)
5. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH. (С. Берлов)
6. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1. (Д. Карпов)
7. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок. (Д. Карпов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1. (Молдавия, 2002)
2. Имеются неразличимые на вид 8 монет, из которых четыре весят по 1 г, три — по 2 г, а одна — 3 г. Как за 6 взвешиваний на чашечных весах узнать вес каждой монеты? (К. Кноп)
3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его семизначного телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся. (Фольклор)
4. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу? (Омские олимпиады)
5. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH. (С. Берлов)
6. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b = 2 и ac+a+c = 8. Найдите 
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. (Д. Карпов)
7. Из центральной строки квадрата 7(7 вырезали несколько (более одной) клеток. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
8. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (С. Волченков)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В алфавите племени Мумбо-Юмбо всего две буквы А и У. Словом является любая последовательность из 16 букв, в которой нет двух рядом стоящих букв У. В словаре племени слова отсортированы по алфавиту. Так первым указано слово АААААААААААААААА, а последним — УАУАУАУАУАУАУАУА. На какую букву начинается слово, стоящее на 2009-м месте? (С.Волченков)
2. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (С. Волченков)
3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся. (Фольклор)
4. Имеются неразличимые на вид 8 монет, из которых четыре весят по 1 г, три — по 2 г, а одна — 3 г. Как за 6 взвешиваний на чашечных весах узнать вес каждой монеты? (К. Кноп)
5. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу? (Омские олимпиады)
6. Автомат преобразует введённое в него число по следующему правилу: на k-ом шаге он умножает число на k, если k нечётно, делит на k, если k чётно, но не делится на 4. В противном случае число не меняется. Если число становится нецелым, автомат ломается. От какого наименьшего числа автомат сломается в точности после сотого шага? (О. Нечаева)
7. Из центральной строки квадрата 7(7 вырезали несколько (более одной) клеток. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки. (С. Берлов)
8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок. (Д. Карпов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 23.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На острове живет племя лжецов, которые всегда лгут, племя хитрецов, которые говорят правду или ложь по своему желанию, и племя рыцарей, которые всегда говорят только правду. Однажды 10 аборигенов спросили, который час. Шестеро ответили: «Час дня», остальные: «полвторого». На тот же вопрос, заданный через полчаса, двое ответили: «два часа дня», остальные: «полтретьего». Еще через полчаса четверо сказали: «три часа дня», остальные: «полчетвертого». Сколько представителей каждого племени было среди опрошенных, если известно, что каждый из опрошенных хитрецов сказал правду ровно один раз? (О. Нечаева)
2. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (С. Волченков)
3. В семизначном телефонном номере Незнайки нет нулей. Как-то Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся. (Фольклор)
4. Имеются неразличимые на вид 6 монет, из которых три весят по 1 г, две — по 2 г, а одна — 3 г. Как за 4 взвешивания на чашечных весах узнать вес каждой монеты? (К. Кноп)
5. Три школьника Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя заканчивает дистанцию в момент встречи Пети и Васи. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася пробежит половину дистанции точно к моменту встречи Пети и Толи. Какую часть дистанции пробежит Петя к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу? (А. Штерн по мотивам омские олимпиады)
6. Автомат преобразует введённое в него число по следующему правилу: на k-ом шаге он умножает число на k, если k нечётно, делит на k, если k чётно, но не делится на 4. В противном случае число не меняется. Если число становится нецелым, автомат ломается. От какого наименьшего числа автомат сломается в точности после сотого шага? (О. Нечаева)
7. Из доски 4(100 вырезали произвольную клетку. Докажите, что оставшуюся часть можно разрезать на уголки из трех клеток. (Фольклор)
8. По окружности расставлены 2009 чисел таким образом, что сумма любых трёх, идущих подряд, равна сумме трёх чисел, идущих сразу после них по часовой стрелке. Одно из чисел на окружности равно 1. Какие числа соседствуют с ним? (Фольклор)
Старшая группа, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1.
Решение. Заменим числа ak остатками от их деления на 5. Тогда, как проверяется подстановкой, (k+1)-ый остаток получается из k-го по таким правилам: 2, 3, 4 ( 1, 1 ( 0, 0 ( 2. Отсюда следует, что среди каждых трёх чисел a1, a2, ..., a9, идущих подряд, есть число, делящееся на 5. Следовательно, среди девяти данных чисел есть хотя бы три, которые делятся на 5.

2. Большее основание равнобочной трапеции ABCD не превосходит удвоенного меньшего основания. P — точка внутри трапеции. Докажите, что существует четырехугольник с вершинами на сторонах трапеции, длины которого совпадают с длинами отрезков AP, BP, CP, DP, взятых в некотором порядке.
Решение. Проведём через точку P отрезок MN, параллельный основаниям трапеции, с концами на её боковых сторонах. Поскольку MN не больше большего основания трапеции, а то — не больше удвоенного меньшего, один из двух отрезков MP и NP — пусть MP — не длиннее меньшего основания трапеции. Пусть меньшее основание — это BC, а точка M лежит на стороне AB. Построим треугольник BQA, симметричный CPD относительно оси симметрии трапеции, и треугольник ABR, симметричный ABP относительно середины отрезка AB. Заметим, что точка Q лежит на MN, и QN = MP. Сдвинем четырёхугольник ARBQ на расстояние QN параллельно основаниям трапеции в направлении боковой стороны CD. Точки A и B перейдут в точки A1 и B1, лежащие на основаниях трапеции, поскольку QN = MP ≤ BC ≤ AD. Точка R перейдёт в точку M1, симметричную точке M относительно середины стороны AB, а точка Q — в точку N. Четырёхугольник A1N1B1N — искомый.

3. Решите уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей).
Ответ: 1/2009, 1/2007, …, 1/3, 1. Решение. Положим fn(x) = |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (n модулей). Нам надо решить уравнение f2009(x) = 0. Заметим, что: fn+1(x) = |x–fn(x)| = 0 ( fn(x) = x (1). Поэтому отрицательных корней у нашего уравнения нет, и далее мы будем считать, что x ( 0. Далее, очевидно, что fn(x) = x ( fn–1(x) = 0 или fn–1(x) = 2x. Прямое вычисление показывает, что при любых n ( 1 и 0 ≤ x ≤ 1/n выполнено равенство fn(x) = 1–nx. Решая на указанном отрезке уравнение fn(x) = x, получаем единственный корень x = 1/(n+1), откуда в силу (1) получаем, что fn+1(1/(n+1)) = 0, и других корней при 0 ≤ x ≤ 1/n уравнение fn+1(x) = 0 не имеет.

Покажем по индукции, что при x ( 1/(n+1) выполнено неравенство 0 ≤ fn(x) ≤ x. При n = 1 это очевидно. Пусть верно при n = k–1. Возьмём n = k. При 1/(k+1) ≤x ≤ 1/k неравенство 0 ≤ fk(x) ≤ x сводится к очевидному 1–kx < x, а при x ( 1/k по предположению индукции имеем fk(x) = |x–fk–1(x)| = x–fk–1(x), и искомое неравенство также очевидно.

Из доказанного следует, что при x ( 1/n равенство fn(x) = 2x невозможно, и на этом интервале fn+1(x) = 0 ( fn(x) = x ( fn–1(x) = 0. Но это значит, что у fn+1 те же корни, что у fn–1, плюс корень 1/(n+1). Отсюда без труда получается ответ.

( Только ответ — 4 балла.

4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH.
Решение. Рассмотрим точку T, симметричную точке C относительно высоты AH. Пусть AT пересекает HP в точке R. Поскольку (C > (B, (HAB > (CAH = (TAH. Поэтому точка T лежит на отрезке HB, а точка R — на отрезке HP. Ясно, что точки R и Q симметричны относительно AH, поэтому QH = HR. Осталось доказать, что AP = PR, что равносильно равенству (ARP = (RAP. Заметим, что в силу симметрии (CQH = (TRH = (ARP, а также (C–(B = (HAB–(HAC = (HAB–(HAT = (RAP, что и требовалось доказать.

5. Положительные числа a, b, c удовлетворяют условию 5(a2+b2+c2) < 6(ab+bc+ca). Докажите, что числа a, b, c равны длинам сторон некоторого треугольника.
Решение. 5(a2+b2+c2)–6(ab+bc+ca) = (a2–2a(b+c)+ (b+c)2)+(4a2–4a(b+c))+(4b2–8bc–4b2) = (a–b–c)2 + 4a(a–(b+c)) + 4(b–c)2. Последнее выражение при a ( b+c неотрицательно, а по условию должно быть отрицательно. Аналогично показывается, что b ( a+c и с ( a+b.

6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15.

( В боях вероятны переборные решения, основанные на подсчёте числа клеток уголков, не входящих в угловые квадраты 3(3. Они доводятся, но надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

7. Выпуклый многоугольник разбит на треугольники непересекающимися диагоналями. Докажите, что в его вершинах можно так расставить двойки, нули и девятки, чтобы для любых двух треугольников разбиения, граничащих по стороне, в вершинах образованного ими четырехугольника стояли цифры 2, 0, 0, 9 (в произвольном порядке).
Решение. Индукция по числу вершин. Для четырёхугольника очевидно. Пусть верно для произвольного разбиения n-угольника. Возьмём произвольное разбиение (n+1)-угольника. Как известно (командам это, разумеется, надо доказывать!), в нём найдётся треугольник ABC, две стороны AB и AC которого являются соседними сторонами (n+1)-угольника. Отрежем его и расставим цифры в вершинах оставшегося n-угольника. К треугольнику BCD, граничащему с ABC, в оставшемся n-угольнике примыкает какой-то треугольник BDE или CDE, и в вершинах четырёхугольника, образованного BCD и этим треугольником, уже стоят цифры 2, 0, 0, 9. Поставив в вершину A ту же цифру, что стоит в вершине E, мы получим нужную нумерацию вершин (n+1)-угольника.

( Не обосновано существование «крайнего» треугольника — дыра в 2 балла.

8. 2009 школьников решали 6 задач. Сергей Львович завел таблицу, в которой против имени каждого школьника отметил плюсом все решенные им задачи. Разглядывая таблицу, он обнаружил, что каждые три школьника вместе решили не менее 5 разных задач. Какое наименьшее количество плюсов может быть в таблице?
Ответ: 10015. Решение. Переформулируем задачу на языке теории множеств. Пусть каждому школьнику соответствует множество решенных им задач. Тогда объединение любых трех множеств содержит не менее пяти элементов. Рассмотрим для каждого множества его дополнение до множества всех задач. Тогда пересечение любых трех новых множеств содержит не более одного элемента. Надо найти максимальное суммарное количество элементов во всех 2009 множествах. Заметим, что каждая пара элементов входит не более, чем в два множества. Тогда всего имеется не более 2
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 = 30 множеств, содержащих более одного элемента. Можно считать, что все остальные множества содержат по одному элементу. Если какое-то множество A содержит более двух элементов, то заменим его и соответствующее количество одноэлементных множеств на всевозможные двухэлементные множества, содержащиеся в A. Нетрудно заметить, что любая пара элементов по-прежнему принадлежит не более, чем двум множествам, а сумма количеств элементов во множествах увеличилось. Проделав эту операцию несколько раз, получим, что все множества содержат по одному или по два элемента. Поскольку каждая пара элементов содержится не более, чем в двух множествах, то двухэлементных множеств не более 2
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 = 30. Тогда в исходной задаче множества содержат не менее 30(4+1979(5 = 10015. В качестве примера подходит 30 четырехэлементных множеств — все возможные по два раза — и 1979 любых пятиэлементных множеств.

( Только ответ — 0 баллов. Ответ с верным примером — 2 балла.

Старшая группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1.
Решение. Заменим числа ak остатками от их деления на 5. Тогда, как проверяется подстановкой, (k+1)-ый остаток получается из k-го по таким правилам: 2, 3, 4 ( 1, 1 ( 0, 0 ( 2. Отсюда следует, что среди каждых трёх чисел a1, a2, ..., a9, идущих подряд, есть число, делящееся на 5. Следовательно, среди девяти данных чисел есть хотя бы три, которые делятся на 5.

2. Большее основание равнобочной трапеции ABCD не превосходит удвоенного меньшего основания. P — точка внутри трапеции. Докажите, что существует четырехугольник с вершинами на сторонах трапеции, длины которого совпадают с длинами отрезков AP, BP, CP, DP, взятых в некотором порядке.
Решение. Проведём через точку P отрезок MN, параллельный основаниям трапеции с концами на её боковых сторонах. Поскольку MN не больше большего основания трапеции, а то — не больше удвоенного меньшего, один из двух отрезков MP и NP — пусть MP — не длиннее меньшего основания трапеции. Пусть меньшее основание — это BC, а точка M лежит на стороне AB. Построим треугольник BQA, симметричный CPD относительно оси симметрии трапеции, и треугольник ABR, симметричный ABP относительно середины отрезка AB. Заметим, что точка Q лежит на MN, и QN = MP. Сдвинем четырёхугольник ARBQ на расстояние QN параллельно основаниям трапеции в направлении боковой стороны CD. Точки A и B перейдут в точки A1 и B1, лежащие на основаниях трапеции, поскольку QN = MP ≤ BC ≤ AD. Точка R перейдёт в точку M1, симметричную точке M относительно середины стороны AB, а точка Q — в точку N. Четырёхугольник A1N1B1N — искомый.

3. Докажите, что уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей) имеет не более, чем 2009 решений.
Решение. Легко видеть, что x > 0. При любом раскрытии модуля получается уравнение с целыми коэффициентами, поэтому решение — обязательно рациональное число, и мы можем представить x = m/n, где m и n — взаимно простые натуральные числа. Домножив на знаменатель, мы получим уравнение |n–|n–|n–…–|n–|n–m||||| = 0 (2009 модулей). При последовательном раскрытии модулей некоторые экземпляры n могут сократиться друг с другом, и мы получим уравнение kn = m, где k ( 2009. Так как n взаимно просто с m и n — делитель m, то n = 1 и x = 1/k. Из 0 < k ( 2009 мы получаем, что количество решений не превосходит 2009.

4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH.
Решение. Рассмотрим точку T, симметричную точке C относительно высоты AH. Пусть AT пересекает HP в точке R. Поскольку (C > (B, (HAB > (CAH = (TAH. Поэтому точка T лежит на отрезке HB, а точка R — на отрезке HP. Ясно, что точки R и Q симметричны относительно AH, поэтому QH = HR. Осталось доказать, что AP = PR, что равносильно равенству (ARP = (RAP. Заметим, что в силу симметрии (CQH = (TRH = (ARP, а также (C–(B = (HAB–(HAC = (HAB–(HAT = (RAP, что и требовалось доказать.

5. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1.
Решение. Заметим, что если ab+a+b ( 0, то ab+a+b+1 = (a+1)(b+1) ( 1 > 0. Аналогично, (a+1)(с+1) > 0. Но это значит, что оба числа b+1 и c+1 имеют один и тот же знак — такой же, как у a+1. Следовательно, (b+1)(c+1) = bc+b+c +1 > 0, откуда и следует утверждение задачи.

6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15.

( В боях вероятны переборные решения, основанные на подсчёте числа клеток уголков, не входящих в угловые квадраты 3(3. Они доводятся, но надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

7. Выпуклый многоугольник разбит на треугольники непересекающимися диагоналями. Докажите, что в его вершинах можно так расставить двойки, нули и девятки, чтобы для любых двух треугольников разбиения, граничащих по стороне, в вершинах образованного ими четырехугольника стояли цифры 2, 0, 0, 9 (в произвольном порядке).
Решение. Индукция по числу вершин. Для четырёхугольника очевидно. Пусть верно для произвольного разбиения n-угольника. Возьмём произвольное разбиение (n+1)-угольника. Как известно (командам это, разумеется, надо доказывать!), в нём найдётся треугольник ABC, две стороны AB и AC которого являются соседними сторонами (n+1)-угольника. Отрежем его и расставим цифры в вершинах оставшегося n-угольника. К треугольнику BCD, граничащему с ABC, в оставшемся n-угольнике примыкает какой-то треугольник BDE или CDE, и в вершинах четырёхугольника, образованного BCD и этим треугольником, уже стоят цифры 2, 0, 0, 9. Поставив в вершину A ту же цифру, что стоит в вершине E, мы получим нужную нумерацию вершин (n+1)-угольника.

( Не обосновано существование «крайнего» треугольника — дыра в 2 балла.

8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок.
Решение. Допустим, утверждение задачи неверно. Тогда в каждую вершину входит нечётное число стрелочек. Следовательно, в 2009 вершин суммарно входит нечётное число стрелочек. Но число стрелочек, выходящих из вершин, равно числу стрелочек, входящих в вершины. Следовательно, суммарное количество входящих и выходящих стрелок во всех вершинах равно удвоенному нечётному числу, а по условию оно равно 4(2009. Противоречие.

Старшая группа, вторая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу?
Ответ: Нет, не успеет. Решение. Из первого условия следует, что скорость Толи не меньше суммы скоростей Пети и Васи, а значит, не меньше полусуммы скоростей всех трёх мальчиков. Аналогично, скорость Васи не меньше полусуммы скоростей Пети и Толи, а, значит, не меньше 1/3 суммы скоростей всех мальчиков. Но тогда, скорость Пети не превосходит 1/6 суммы скоростей всех трёх мальчиков, а, значит, не превосходит 1/5 суммы скоростей Васи и Толи. Поэтому к моменту встречи Васи и Толи Петя не пробежит даже 1/5 часть дистанции.

( Если вместо неравенств рассмотрены равенства — не более 2 баллов.

2. В равнобедренном треугольнике АВС АС=ВС и (АСВ = 120(. На основании АВ выбраны точки D и Е, которые делят основание на три равные части. Найдите углы треугольника CDE.
Ответ: Все по 60 градусов. Решение. Очевидно равенство треугольников ACD и BEC, соответствующих углов и отрезков CD = CE. Поэтому достаточно доказать, что (DСE = 60(. Пусть, например, (DСE > 60(. Тогда (СDE < 60( и СD < DE. В то же время в треугольнике АСD имеем (АСD = 1/2(120(–(DСE) < 30( = (САD ( AD < CD. Но AD = DЕ. Противоречие. К аналогичному противоречию приводит предположение (DСE < 60(.

( Если доказана только равнобедренность треугольника CDE — 0 баллов.

3. Сколько существует пар целых чисел (х, у), удовлетворяющих равенству
3х2–10ху+3у2–2х–2у–1 = 20092009?
Ответ: Ни одной. Решение. Выделяя полные квадраты, левую часть легко привести к виду
4(х–у)2–(х+у+1)2=(х–3у–1) (3х–у+1). Сумма выражений, стоящих в скобках, делится на 4 и, если их произведение равно 20092009, каждое из них нечётное. Значит, одно из них при делении на 4 даёт в остатке 1, а другое 3. Но тогда и произведение имеет вид 4k+3, в то время как правая часть при делении на 4 даёт в остатке 1.

( Разложение на множители без дальнейшего содержательного продвижения — 2 балла.

4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH.
Решение. Рассмотрим точку T, симметричную точке C относительно высоты AH. Пусть AT пересекает HP в точке R. Поскольку (C > (B, (HAB > (CAH = (TAH. Поэтому точка T лежит на отрезке HB, а точка R — на отрезке HP. Ясно, что точки R и Q симметричны относительно AH, поэтому QH = HR. Осталось доказать, что AP = PR, что равносильно равенству (ARP = (RAP. Заметим, что в силу симметрии (CQH = (TRH = (ARP, а также (C–(B = (HAB–(HAC = (HAB–(HAT = (RAP, что и требовалось доказать.

5. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1.
Решение. Заметим, что если ab+a+b ( 0, то ab+a+b+1 = (a+1)(b+1) ( 1 > 0. Аналогично, (a+1)(с+1) > 0. Но это значит, что оба числа b+1 и c+1 имеют один и тот же знак — такой же, как у a+1. Следовательно, (b+1)(c+1) = bc+b+c +1 > 0, откуда и следует утверждение задачи.

6. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15.

( В боях вероятны переборные решения, основанные на подсчёте числа клеток уголков, не входящих в угловые квадраты 3(3. Они доводятся, но надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

7. Докажите, что среди любых 1009 различных натуральных чисел от 1 до 2009 либо найдётся степень двойки, либо найдутся два числа, сумма которых есть степень двойки.
Решение. Рассмотрим числа 39, 40, …, 2009. Этих чисел 1971, среднее из них есть 1024=210, а остальные разбиваются на 985 пар, дающие в сумме 2048=211. Значит, если степеней двойки мы не получаем, среди выбранных не более 985 чисел этого набора. Рассмотрим следующий набор 26, 27, …, 38. Этих чисел 13, среднее из них есть 32=25, а остальные разбиваются на 6 пар, дающие в сумме 64=26. Значит, если степеней двойки мы не получаем, из этого набора среди выбранных не более 6 чисел. Наконец, рассмотрим набор 7, 8, …,25. Аналогичные рассуждения показывают, что в наш набор должны входить не более девяти из этих чисел. Но даже если все числа от 1 до 6 входят  в выбранные, всего получим не более 1006 чисел, а их всего 1009.

8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок.
Решение. Допустим, утверждение задачи неверно. Тогда в каждую вершину входит нечётное число стрелочек. Следовательно, в 2009 вершин суммарно входит нечётное число стрелочек. Но число стрелочек, выходящих из вершин, равно числу стрелочек, входящих в вершины. Следовательно, суммарное количество входящих и выходящих стрелок во всех вершинах равно удвоенному нечётному числу, а по условию оно равно 4(2009. Противоречие.

Юниорская группа, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1.
Решение. Заменим числа ak остатками от их деления на 5. Тогда, как проверяется подстановкой, (k+1)-ый остаток получается из k-го по таким правилам: 2, 3, 4 ( 1, 1 ( 0, 0 ( 2. Отсюда следует, что среди каждых трёх чисел a1, a2, ..., a9, идущих подряд, есть число, делящееся на 5. Следовательно, среди девяти данных чисел есть хотя бы три, которые делятся на 5.

2. Имеются неразличимые на вид 10 монет. Пять из них весят по 1 г, четыре — по 2 г, одна — 3 г. Как за 7 взвешиваний на чашечных весах без гирь определить, какая монета сколько весит?
Решение. Разделим все монеты попарно и сравним веса монет в каждой паре (5 взвешиваний). Назовем все монеты на перевесивших чашах «тяжёлыми», а остальные — «лёгкими». Случай 1. Все 5 результатов — неравенства. Тогда все «легкие» монеты весят 1 г, а четыре из пяти «тяжелых» мы снова разобьем на пары и взвесим попарно. Если хотя бы в одной паре будет неравенство, то мы определили монету 3 г, а если в обоих парах равенство, то монета 3 г определяется методом исключения, а все остальные «тяжелые» весят 2 г. Случай 2. Четыре неравенства и одно равенство. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 < 2, 1 < 2, 1 < 2, 2 < 3. Тогда две монеты 1 г уже определены, а из четыре «тяжелых» за два взвешивания мы легко определим монету 3 г, что позволяет указать веса всех остальных монет. Случай 3. Три неравенства и два равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 2 = 2, 1 < 2, 1 < 2, 1 < 3. Тогда пятым взвешиванием мы сравним по одной монете из первых двух пар, а шестым — определим 3-граммовую монету, сравнив между собой две «тяжелые» монеты из остальных пар. Случай 4. Два неравенства и три равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 = 1, 2 = 2, 1 < 2, 2 < 3. В этом случае одно взвешивание тратится на нахождение более тяжелых монет из первых трех, а второе – на сравнение двух «тяжелых» монет из последних двух. Случай 5. Одно неравенство и четыре равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 = 1, 2 = 2, 2 = 2, 1 < 3. Тогда монеты 1 и 3 уже определены. Пятым взвешиванием сравним какие-то две монеты из разных кучек. Если они не равны, то шестым взвешиванием сравниваем монеты из остальных кучек. Если же они равны, то мы знаем 4 одинаковых монеты, и последнее взвешивание можем потратить на то, чтобы сравнить любую из них с уже известной монетой 1 г.

( При способе решения, изложенном выше, неразбор хотя бы одного случая — не более 6 баллов, и задача не решена, неразбор двух случаев — 4 балла, неразбор более чем двух случаев — не более 2 баллов.

3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его семизначного телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся.
Решение. Заметим, что каждая цифра номера входит в 6 комбинаций из двух его цифр, поэтому всего таких комбинаций — 7(6/2 = 21 (в 7(6 каждая комбинация сосчитана дважды). При этом некоторые комбинации могут начинаться с нуля, то есть не являться двузначными числами. Рассмотрим сначала случай, когда таких комбинаций нет. Тогда каждая из цифр номера входит в ровно 6 полученных Незнайкой двузначных чисел. Как известно, натуральное число даёт при делении на 3 тот же остаток, что и сумма его цифр. Поэтому сумма полученных Незнайкой двузначных чисел должна, как и сумма из цифр, делиться на 3, а число 2009 на 3 не делится.

Допустим теперь, что не все комбинации из двух цифр являются двузначными числами. Тогда двузначных чисел у Незнайки получилось не больше 20, и их сумма не больше, чем 99(20, что меньше, чем 2009.

( Не разобран случай, когда есть нули — не более 6 баллов, и задача не решена. Не разобран случай, когда нет нулей — не более 4 баллов.

4. Докажите, что уравнение |x–|x–|x–... –|x–|x–1||…||| = 0 (2009 модулей) имеет не более, чем 2009 решений.
Решение. Легко видеть, что x > 0. При любом раскрытии модуля получается уравнение с целыми коэффициентами, поэтому решение — обязательно рациональное число, и мы можем представить x = m/n, где m и n — взаимно простые натуральные числа. Домножив на знаменатель, мы получим уравнение |n–|n–|n–…–|n–|n–m||…||| = 0 (2009 модулей). При последовательном раскрытии модулей некоторые экземпляры n могут сократиться друг с другом, и мы получим уравнение kn = m, где k ( 2009. Так как n взаимно просто с m и n — делитель m, то n = 1 и x = 1/k. Из 0 < k ( 2009 мы получаем, что количество решений не превосходит 2009.

5. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH.
Решение. Рассмотрим точку T, симметричную точке C относительно высоты AH. Пусть AT пересекает HP в точке R. Поскольку (C > (B, (HAB > (CAH = (TAH. Поэтому точка T лежит на отрезке HB, а точка R — на отрезке HP. Ясно, что точки R и Q симметричны относительно AH, поэтому QH = HR. Осталось доказать, что AP = PR, что равносильно равенству (ARP = (RAP. Заметим, что в силу симметрии (CQH = (TRH = (ARP, а также (C–(B = (HAB–(HAC = (HAB–(HAT = (RAP, что и требовалось доказать.

6. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b ( 0 и ac+a+c ( 0. Докажите, что bc+b+c > –1.
Решение. Заметим, что если ab+a+b ( 0, то ab+a+b+1 = (a+1)(b+1) ( 1 > 0. Аналогично, (a+1)(с+1) > 0. Но это значит, что оба числа b+1 и c+1 имеют один и тот же знак — такой же, как у a+1. Следовательно, (b+1)(c+1) = bc+b+c +1 > 0, откуда и следует утверждение задачи.

7. Из объединения центральной строки и центрального столбца квадрата 7(7 вырезали 4 клетки. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15.

( В боях вероятны переборные решения, основанные на подсчёте числа клеток уголков, не входящих в угловые квадраты 3(3. Они доводятся, но надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок.
Решение. Допустим, утверждение задачи неверно. Тогда в каждую вершину входит нечётное число стрелочек. Следовательно, в 2009 вершин суммарно входит нечётное число стрелочек. Но число стрелочек, выходящих из вершин, равно числу стрелочек, входящих в вершины. Следовательно, суммарное количество входящих и выходящих стрелок во всех вершинах равно удвоенному нечётному числу, а по условию оно равно 4(2009. Противоречие.

Юниорская группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Целые числа a1, a2, ..., a9 удовлетворяют соотношениям ak+1 = ak3+ak2+ak+2 при k = 1, 2, ..., 8. Докажите, что среди этих чисел есть три, имеющие общий делитель, больший 1.
Решение. Заменим числа ak остатками от их деления на 5. Тогда, как проверяется подстановкой, (k+1)-ый остаток получается из k-го по таким правилам: 2, 3, 4 ( 1, 1 ( 0, 0 ( 2. Отсюда следует, что среди каждых трёх чисел a1, a2, ..., a9, идущих подряд, есть число, делящееся на 5. Следовательно, среди девяти данных чисел есть хотя бы три, которые делятся на 5.

2. Имеются неразличимые на вид 8 монет, из которых четыре весят по 1 г, три — по 2 г, а одна — 3 г. Как за 6 взвешиваний на чашечных весах узнать вес каждой монеты?
Решение. Разделим все монеты попарно и сравним веса монет в каждой паре (4 взвешивания). Назовем все монеты на перевесивших чашах «тяжелыми», а остальные — «легкими». Случай 1. Все 4 результата — неравенства. Тогда все «легкие» монеты весят 1 г, а четыре «тяжелых» мы снова разобьем на пары и взвесим попарно. Более тяжелая из них весит 3 г, все остальные — 2 г. Случай 2. Три неравенства и одно равенство. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 < 2, 1 < 2, 2 < 3. Тогда две монеты 1 г уже определены, а из трех «тяжелых» за одно взвешивание мы легко определим монету 3 г, что сразу позволяет указать веса всех остальных монет. Случай 3. Два неравенства и два равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 2 = 2, 1 < 2, 1 < 3. Тогда пятым взвешиванием мы сравним по одной монете из тех пар, в которых было равенство, а шестым — «тяжелые» монеты из двух остальных пар. Случай 4. Одно неравенство и три равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 = 1, 2 = 2, 2 < 3. В этом случае также нужно всего еще одно взвешивание, чтобы найти более тяжелую кучку из тех трех, в которых были равенства.

( При способе решения, изложенном выше, неразбор хотя бы одного случая — не более 6 баллов, и задача не решена, неразбор двух случаев — 4 балла, неразбор более чем двух случаев — 0 баллов.

3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его семизначного телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся.
Решение. Заметим, что каждая цифра номера входит в 6 комбинаций из двух его цифр, поэтому всего таких комбинаций — 7(6/2 = 21 (в 7(6 каждая комбинация сосчитана дважды). При этом некоторые комбинации могут начинаться с нуля, то есть не являться двузначными числами. Рассмотрим сначала случай, когда таких комбинаций нет. Тогда каждая из цифр номера входит в ровно 6 полученных Незнайкой двузначных чисел. Как известно, натуральное число даёт при делении на 3 тот же остаток, что и сумма его цифр. Поэтому сумма полученных Незнайкой двузначных чисел должна, как и сумма из цифр, делиться на 3, а число 2009 на 3 не делится.

Допустим теперь, что не все комбинации из двух цифр являются двузначными числами. Тогда двузначных чисел у Незнайки получилось не больше 20, и их сумма не больше, чем 99(20, что меньше, чем 2009.

( Не разобран любой из двух случаев — не более 6 баллов, и задача не решена. Признак равноостаточности при делении на 3 считать известным.

4. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу?
Ответ: нет, не успеет. Решение. Из первого условия следует, что скорость Толи не меньше суммы скоростей Пети и Васи, а значит, не меньше полусуммы скоростей всех трёх мальчиков. Аналогично, скорость Васи не меньше полусуммы скоростей Пети и Толи, а, значит, не меньше 1/3 суммы скоростей всех мальчиков. Но тогда, скорость Пети не превосходит 1/6 суммы скоростей всех трёх мальчиков, а, значит, не превосходит 1/5 суммы скоростей Васи и Толи. Поэтому к моменту встречи Васи и Толи Петя не пробежит даже 1/5 часть дистанции.

5. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH. На сторонах AB и AC выбраны точки P и Q таким образом, что AH — биссектриса угла PHQ, а (CQH = (C–(B. Докажите, что AP+QH = PH.
Решение. Рассмотрим точку T, симметричную точке C относительно высоты AH. Пусть AT пересекает HP в точке R. Поскольку (C > (B, (HAB > (CAH = (TAH. Поэтому точка T лежит на отрезке HB, а точка R — на отрезке HP. Ясно, что точки R и Q симметричны относительно AH, поэтому QH = HR. Осталось доказать, что AP = PR, что равносильно равенству (ARP = (RAP. Заметим, что в силу симметрии (CQH = (TRH = (ARP, а также (C–(B = (HAB–(HAC = (HAB–(HAT = (RAP, что и требовалось доказать.

6. Числа a, b, c таковы, что ab+a+b = 2 и ac+a+c = 8. Найдите 
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Ответ: 10/3. Решение. ab+a+b = 2 ( (a+1)(b+1) = ab+a+b+1 = 3. ac+a+c = 8 ( (a+1)(с+1) = ac+a+c+1 = 9. Поделив (a+1)(с+1) на (a+1)(b+1), получаем, что (c+1)/(b+1) = 3, откуда и получается ответ.

7. Из центральной строки квадрата 7(7 вырезали несколько (более одной) клеток. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Первое решение. Заметим, что вырезали хотя бы 4 клетки, иначе число оставшихся клеток не делится на 3. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15. Схема второго решения. Нетрудно показать, что прямоугольник 3(7 разрезать на уголки без остатка нельзя. Поэтому при всяком разрезании указанной в условии фигуры на уголки какое-то количество уголков, мостящих верхний прямоугольник 3(7, будет вылезать из него. При этом вылезет не меньше 3 клеток (иначе число клеток, покрытых уголками в прямоугольнике 3(7, не будет делиться на 3, то есть он будет покрыт не весь). Также не менее 3 клеток вылезет из нижнего прямоугольника 3(7. Все эти клетки окажутся в центральной строке. Но там после вырезания осталось не более 5 клеток. Противоречие.

( В боях вероятны переборные решения (и в нашем втором решении первая фраза обосновывается перебором). Надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

8. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Второй. Решение. Первым ходом второй должен поставить свой уголок так, чтобы он получался сдвигом на одну клетку по диагонали уголка, находящегося в углу доски. После этого в соответствующем углу доски образуется «заповедник», который первый не сможет перекрыть, и потому второй сможет сделать туда ход в любой момент. Допустим, в какой-то момент у второго нет хода никуда, кроме «заповедника». Тогда он делает ход в «заповедник», и первый после этого не может сделать хода, потому что иначе второй предыдущим ходом мог бы сходить не в «заповедник».

( Идея «заповедника» без обоснования стратегии — 4 балла.

Группа «Старт», высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. В алфавите племени Мумбо-Юмбо всего две буквы А и У. Словом является любая последовательность из 16 букв, в которой нет двух рядом стоящих букв У. В словаре племени слова отсортированы по алфавиту. Так первым указано слово АААААААААААААААА, а последним — УАУАУАУАУАУАУАУА. На какую букву начинается слово, стоящее на 2009-м месте?
Решение. Пусть есть слова любой длины. Однобуквенных слов два: А и У. Двухбуквенных — три: АА, АУ и УА, причём два начинаются с А и одно — с У. Чтобы получить все трёхбуквенные, надо приписать букву А ко всем предыдущим словам или У ко всем предыдущим, начинающимся на А. Это правило позволяет последовательно подсчитать, сколько слов каждой длины получается:

	Длина слова
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	Начинаются на А
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233
	377
	610
	987
	1597

	Начинаются на У
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144
	233
	377
	610
	987


Посмотрим на последний столбец. 1597 слов в словаре племени начинаются на А. значит, 2009-е слово начинается на У. Отметим, что всего слов больше 2009, иначе ответ был бы другим.

( Только ответ — 0 баллов.

2. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Второй. Решение. Первым ходом второй должен поставить свой уголок так, чтобы он получался сдвигом на одну клетку по диагонали уголка, находящегося в углу доски. После этого в соответствующем углу доски образуется «заповедник», который первый не сможет перекрыть, и потому второй сможет сделать туда ход в любой момент. Допустим, в какой-то момент у второго нет хода никуда, кроме «заповедника». Тогда он делает ход в «заповедник», и первый после этого не может сделать хода, потому что иначе второй предыдущим ходом мог бы сходить не в «заповедник».

( Идея «заповедника» без обоснования стратегии — 4 балла.

3. Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его телефонного номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся.
Решение. Заметим, что каждая цифра номера входит в 6 комбинаций из двух его цифр, поэтому всего таких комбинаций — 7(6/2 = 21 (в 7(6 каждая комбинация сосчитана дважды). При этом некоторые комбинации могут начинаться с нуля, то есть не являться двузначными числами. Рассмотрим сначала случай, когда таких комбинаций нет. Тогда каждая из цифр номера входит в ровно 6 полученных Незнайкой двузначных чисел. Как известно, натуральное число даёт при делении на 3 тот же остаток, что и сумма его цифр. Поэтому сумма полученных Незнайкой двузначных чисел должна, как и сумма из цифр, делиться на 3, а число 2009 на 3 не делится.

Допустим теперь, что не все комбинации из двух цифр являются двузначными числами. Тогда двузначных чисел у Незнайки получилось не больше 20, и их сумма не больше, чем 99(20, что меньше, чем 2009.

( Не разобран один из двух случаев, не более 6 баллов, и задача не решена. Признак равноостаточности при делении на 3 считать известным.

4. Имеются неразличимые на вид 8 монет, из которых четыре весят по 1 г, три — по 2 г, а одна — 3 г. Как  за 6 взвешиваний на чашечных весах узнать вес каждой монеты?
Решение. Разделим все монеты попарно и сравним веса монет в каждой паре (4 взвешивания). Назовем все монеты на перевесивших чашах «тяжелыми», а остальные — «легкими». Случай 1. Все 4 результата — неравенства. Тогда все «легкие» монеты весят 1 г, а четыре «тяжелых» мы снова разобьем на пары и взвесим попарно. Более тяжелая из них весит 3 г, все остальные — 2 г. Случай 2. Три неравенства и одно равенство. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 < 2, 1 < 2, 2 < 3. Тогда две монеты 1 г уже определены, а из трех «тяжелых» за одно взвешивание мы легко определим монету 3 г, что сразу позволяет указать веса всех остальных монет. Случай 3. Два неравенства и два равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 2 = 2, 1 < 2, 1 < 3. Тогда пятым взвешиванием мы сравним по одной монете из тех пар, в которых было равенство, а шестым — «тяжелые» монеты из двух остальных пар. Случай 4. Одно неравенство и три равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 = 1, 2 = 2, 2 < 3. В этом случае также нужно всего еще одно взвешивание, чтобы найти более тяжелую кучку из тех трех, в которых были равенства.

( При способе решения, изложенном выше, неразбор хотя бы одного случая — не более 6 баллов, и задача не решена, неразбор двух случаев — 4 балла, неразбор более чем двух случаев — 0 баллов.

5. Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя успеет пробежать всю дистанцию до момента встречи Петя и Вася. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася успеет пробежать половину дистанции до момента встречи Пети и Толи. Успеет ли Петя пробежать четверть дистанции к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу?
Ответ: Нет, не успеет. Решение. Из первого условия следует, что скорость Толи не меньше суммы скоростей Пети и Васи, а значит, не меньше полусуммы скоростей всех трёх мальчиков. Аналогично, скорость Васи не меньше полусуммы скоростей Пети и Толи, а, значит, не меньше 1/3 суммы скоростей всех мальчиков. Но тогда, скорость Пети не превосходит 1/6 суммы скоростей всех трёх мальчиков, а, значит, не превосходит 1/5 суммы скоростей Васи и Толи. Поэтому к моменту встречи Васи и Толи Петя не пробежит даже 1/5 часть дистанции.

( Если вместо неравенств рассмотрены равенства — не более 4 баллов.

6. Автомат преобразует введённое в него число по следующему правилу: на k-ом шаге он умножает число на k, если k нечётно, делит на k, если k чётно, но не делится на 4, умножает на 1, если k делится на 4. Если число становится нецелым, автомат ломается. От какого наименьшего числа автомат сломается в точности после 102-го шага?
Ответ: 249. Решение. После 101 операции введённое в автомат число умножится на произведение всех нечётных чисел от 1 до 101 и поделится на произведение всех чётных чисел, не делящихся на 4, от 2 до 98. Последнее произведение равно произведению всех нечётных чисел от 1 до 49, умноженному на 249. Эти нечётные числа сократятся с соответствующими сомножителями в числителе, а 249 может сократиться только с сомножителем числа, введённого в автомат первоначально. Поэтому это число не меньше 249. С другой стороны, число 249, очевидно, подходит.

( Только ответ — 2 балла.

7. Из центральной строки квадрата 7(7 вырезали несколько (более одной) клеток. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на тримино-уголки.
Первое решение. Заметим, что вырезали хотя бы 4 клетки, иначе число оставшихся клеток не делится на 3. Допустим, разрезать удалось. Закрасим в первой, третьей, пятой и седьмой строках квадрата первую, третью, пятую и седьмую клетки. Ни одна из 16 закрашенных клеток не вырезана, и любые две из них должны принадлежать разным уголкам. Но уголков всего 45:3 = 15. Схема второго решения. Нетрудно показать, что прямоугольник 3(7 разрезать на уголки без остатка нельзя. Поэтому при всяком разрезании указанной в условии фигуры на уголки какое-то количество уголков, мостящих верхний прямоугольник 3(7, будет вылезать из него. При этом вылезет не меньше 3 клеток (иначе число клеток, покрытых уголками в прямоугольнике 3(7, не будет делиться на 3, то есть он будет покрыт не весь). Также не менее 3 клеток вылезет из нижнего прямоугольника 3(7. Все эти клетки окажутся в центральной строке. Но там после вырезания осталось не более 5 клеток. Противоречие.

( В боях вероятны переборные решения (и в нашем втором решении первая фраза обосновывается перебором). Надо внимательно следить за полнотой перебора. Если он неполон — задача не решена.

8. В графе 2009 вершин, и каждая вершина имеет степень 4. На каждом ребре этого графа поставили стрелочку. Докажите, что найдётся вершина, в которую входит чётное число стрелок.
Решение. Допустим, утверждение задачи неверно. Тогда в каждую вершину входит нечётное число стрелочек. Следовательно, в 2009 вершин суммарно входит нечётное число стрелочек. Но число стрелочек, выходящих из вершин, равно числу стрелочек, входящих в вершины. Следовательно, суммарное количество входящих и выходящих стрелок во всех вершинах равно удвоенному нечётному числу, а по условию оно равно 4(2009. Противоречие.

Группа «Старт», первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На острове живет племя лжецов, которые всегда лгут, племя хитрецов, которые говорят правду или ложь по своему желанию, и племя рыцарей, которые всегда говорят только правду. Однажды 10 аборигенов спросили, который час. Шестеро ответили: «Час дня», остальные: «полвторого». На тот же вопрос, заданный через полчаса, двое ответили: «два часа дня», остальные: «полтретьего». Еще через полчаса четверо сказали: «три часа дня», остальные: «полчетвертого». Сколько представителей каждого племени могло быть среди опрошенных, если известно, что каждый из опрошенных хитрецов сказал правду ровно один раз?
Ответ: Хитрецов либо нет, либо их 6. Решение. Заметим, что если правдивых ответов нет, то нет ни одного рыцаря и ни одного хитреца, поэтому все — лжецы. Если же правдивые ответы есть, то это либо группа из 6 ответов в первый раз, либо группа из 6 ответов в третий раз, либо группа в 4 ответа в первый раз и 2 ответа во второй раз (они лживы или правдивы одновременно), или группа в 8 ответов во второй раз и 4 ответов в третий раз. Таким образом, нет ни одного случая, когда правдивые ответы были даны во всех трёх опросах, поэтому рыцарей нет совсем. Теперь заметим, что во всех вариантах, кроме одного, 6 правильных ответов (а в оставшемся варианте 12 правильных ответов, а хитрецы дают ровно один верный ответ, поэтому вариант не подходит), поэтому ровно 6 хитрецов в опрошенной группе.

( Только ответ — 0 баллов; только ответ с верными примерами — 4 балла; только пример для одного случая — 2 балла.

2. Двое играют на доске 12(12. Первый игрок выставляет на доску Т-фигурки из четырех клеток, а второй — уголки из трех клеток. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Второй. Решение. Первым ходом второй должен поставить свой уголок так, чтобы он получался сдвигом на одну клетку по диагонали уголка, находящегося в углу доски. После этого в соответствующем углу доски образуется «заповедник», который первый не сможет перекрыть, и потому второй сможет сделать туда ход в любой момент. Допустим, в какой-то момент у второго нет хода никуда, кроме «заповедника». Тогда он делает ход в «заповедник», и первый после этого не может сделать хода, потому что иначе второй предыдущим ходом мог бы сходить не в «заповедник».

( Идея «заповедника» без обоснования стратегии — 4 балла.

3. В семизначном телефонном номере Незнайки нет нулей. Как-то Незнайка сказал, что если сложить все двузначные числа, получающиеся вычеркиванием пяти цифр из его номера, то получится 2009. Докажите, что Незнайка ошибся.
Решение. Заметим, что каждая цифра номера входит ровно в 6 двузначных чисел, полученных вычёркиванием пяти цифр. Как известно, натуральное число даёт при делении на 3 тот же остаток, что и сумма его цифр. Поэтому сумма полученных Незнайкой двузначных чисел должна, как и сумма из цифр, делиться на 3, а число 2009 на 3 не делится.

( Признак равноостаточности при делении на 3 считать известным.

4. Имеются неразличимые на вид 6 монет, из которых три весят по 1 г, две — по 2 г, а одна — 3 г. Как за 4 взвешивания на чашечных весах узнать вес каждой монеты?
Решение. Разделим все монеты попарно и сравним веса монет в каждой паре (3 взвешивания). Случай 1. Все три результата — неравенства. Тогда все «легкие» монеты весят 1 г, а из остальных монет (2, 2 и 3 г) мы найдем более тяжелую за одно взвешивание. Случай 2. Два неравенства и одно равенство. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 1 < 2, 2 < 3. Тогда две монеты 1 г уже определены, а сравнив четвертым взвешиванием друг с другом перевесившие монеты (т.е. 2 и 3), мы определим все остальные. Случай 3. Одно неравенство и два равенства. Это возможно только при таких результатах: 1 = 1, 2 = 2, 1 < 3. Тогда сравним по одной монете из первых двух пар.

( Неразбор одного случая — не более 6 баллов и задача не решена, неразбор более чем одного случая — 0 баллов.

5. Три школьника Петя, Вася и Толя соревнуются в беге на дистанции АВ. Если Петя и Вася одновременно выбегут из пунктов А и В навстречу друг другу, а Толя выбежит с ними одновременно, то Толя заканчивает дистанцию в момент встречи Пети и Васи. Если Петя и Толя побегут навстречу друг другу, а Вася выбежит с ними одновременно, то Вася пробежит половину дистанции точно к моменту встречи Пети и Толи. Какую часть дистанции пробежит Петя к моменту встречи Толи и Васи, если они побегут навстречу друг другу?
Ответ: 1/5. Решение. Из первого условия следует, что скорость Толи равна сумме скоростей Пети и Васи, а значит, полусумме скоростей всех трёх мальчиков. Аналогично, скорость Васи равна полусумме скоростей Пети и Толи, а, значит, 1/3 суммы скоростей всех мальчиков. Но тогда, скорость Пети равна 1/6 суммы скоростей всех трёх мальчиков, а, значит, 1/5 суммы скоростей Васи и Толи. Поэтому к моменту встречи Васи и Толи Петя пробежит 1/5 часть дистанции.

6. Автомат преобразует введённое в него число по следующему правилу: на k-ом шаге он умножает число на k, если k нечётно, делит на k, если k чётно, но не делится на 4, умножает на 1, если k делится на 4. Если число становится нецелым, автомат ломается. От какого наименьшего числа автомат сломается в точности после 102-го шага?
Ответ: 249. Решение. После 101 операции введённое в автомат число умножится на произведение всех нечётных чисел от 1 до 101 и поделится на произведение всех чётных чисел, не делящихся на 4, от 2 до 98. Последнее произведение равно произведению всех нечётных чисел от 1 до 49, умноженному на 249. Эти нечётные числа сократятся с соответствующими сомножителями в числителе, а 249 может сократиться только с сомножителем числа, введённого в автомат первоначально. Поэтому это число не меньше 249. С другой стороны, число 249, очевидно, подходит.

( Только ответ — 2 балла.

7. Из доски 4(100 вырезали произвольную клетку. Докажите, что оставшуюся часть можно разрезать на уголки из трех клеток.
Решение. Пометим вырезанную клетку в квадрат 4(4, слева и справа от которого расстояние до границы доски делится на 3 (легко видеть, что это возможно). Оставшуюся часть доски разрежем на прямоугольники 4(3. Каждый из таких прямоугольников режется на 4 уголка. Квадрат 4(4 разделим на 4 квадрата 2(2. Вырезанная клетка попадёт в один из них, и оставшаяся его часть — как раз уголок. Нетрудно показать также, что «большой уголок», составленный из трёх квадратов 2(2, можно разрезать на 4 обычных уголка, что и завершает доказательство.

8. По окружности расставлены 2009 чисел таким образом, что сумма любых трёх, идущих подряд, равна сумме трёх чисел, идущих сразу после них по часовой стрелке. Одно из чисел на окружности равно 1. Какие числа соседствуют с ним?
Ответ: 1 и 1. Решение. Занумеруем числа по часовой стрелке, начиная с произвольно выбранного. Приравнивая суммы последовательных троек чисел и пройдя полный круг, увидим, что сумма первых трёх чисел равна сумме двух последних и первого (поскольку 2009 даёт при делении на 3 остаток 2). Пройдя после этого ещё круг, убедимся, что сумма первых трёх чисел равна сумме последнего и двух первых. Отсюда следует, что каждое число равно третьему по счёту после него. Но тогда, пройдя три круга, мы убедимся, что равны между собой все числа, откуда и следует ответ.

( Только ответ — 2 балла.
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Внутри угла с вершиной O дана точка A. На сторонах угла всевозможными способами выбираются точки X и Y таким образом, что (AXO =(AYO > 90(. Докажите, что середины всех отрезков XY лежат на одной прямой. (Болгарская TST-2007)
2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих натуральных k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n. (Индонезия, 2007)
3. Из квадрата n(n вырезали одну угловую клетку и оставшуюся часть разрезали на прямоугольники 1(k. Докажите, что k — делитель n–1. (сообщение участника AndrewTom на форуме MathLinks)
4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC. (Швеция, 2005/2006)
5. Дан связный граф на 2009 вершинах. Докажите, что в нем можно выделить 2008 ребер и расставить на них стрелки так, чтобы для любых двух вершин, соединенных ребром в исходном графе, из одной из них в другую можно было бы пройти по стрелкам. (Н. Гравин)
6. Докажите, что при всех положительных x и y выполнено неравенство
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 (Индонезия, 2008)
7. Сколько решений в натуральных числах, меньших 2000000, имеет уравнение 
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8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что рано или поздно все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет. (Д. Карпов по мотивам неправильного поста на MathLinks)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На сторонах AB и AC равнобедренного треугольника ABC (AB=BC) выбраны точки K и L соответственно таким образом, что угол LKA равен углу LBC. Докажите, что площади треугольников ALB и KLC равны. (С. Берлов)
2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих натуральных k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n. (Индонезия, 2007)
3. Из квадрата 50(50 вырезали одну угловую клетку. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на прямоугольники 1(17. (Частный случай задачи 3 высшей лиги)
4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC. (Швеция, 2005/2006)
5. Три вершины выпуклого 100-угольника отмечены зеленым цветом. Докажите, что среди всех многоугольников, вершины которых являются вершинами этого 100-угольника, многоугольников, имеющих хотя бы одну зеленую вершину, более чем в 7 раз больше, чем многоугольников, не имеющих зеленых вершин. (С. Берлов по мотивам задачи болгарской олимпиады 1987 г.)
6. Докажите, что при всех положительных x и y выполнено неравенство
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 (Индонезия, 2008)
7. Сколько решений в натуральных числах, меньших 2000000, имеет уравнение 
[image: image30.wmf]2

4

()

1

mn

mn

mn

-=

+-

? (Индия, региональная олимпиада, 1999)
8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что когда-нибудь все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет. (Д. Карпов по мотивам неправильного поста на MathLinks)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 10, BC = 12, BD = 15 A = D и ABD = BCD . Найдите длину отрезка CD. (Канадские олимпиады)
2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих натуральных k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n. (Индонезия, 2007)
3. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты? (К. Кноп)
4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC. (Швеция, 2005/2006)
5. Словом называются восемь нулей и единиц, стоящие в ряд друг за другом. Два слова называются далёкими, если они отличаются друг от друга не менее чем в пяти местах. Сколько существует слов, далёких одновременно и от слова 00000000, и от слова 00000111? (Корейские олимпиады)
6. Натуральные числа a, b, c таковы, что 
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7. Делитель натурального числа называется собственным, если он отличен от 1 и самого этого числа. Натуральное число назовём восхитительным, если самый большой собственный делитель этого числа равен сумме собственного делителя, второго по величине и собственного делителя, третьего по величине. Сколько существует восхитительных чисел, не превосходящих полтора миллиона? (А. Штерн)
8. По кругу стоят 16 хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что когда-нибудь все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет. (Д. Карпов по мотивам неправильного поста на MathLinks)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На отрезке AB длины 3 взята точка C такая, что AC = 2. Равносторонние треугольники ACF и CBE лежат по одну сторону от прямой AB. Точка K — середина FC. Найдите отношение площади треугольника AKE к площади треугольника ACF. (Mathematical Mayhem, 2008, модификация)
2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих натуральных k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n. (Индонезия, 2007)
3. Из квадрата n(n вырезали одну угловую клетку и оставшуюся часть разрезали на прямоугольники 1(17. Докажите, что n–1 делится на 17. (сообщение участника AndrewTom на форуме MathLinks)
4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC. (Швеция, 2005/2006)
5. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты? (К. Кноп)
6. Натуральные числа a, b, c таковы, что 
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7. Простое число p > 2 и целые числа x и y таковы, что x3+y3 = x2y+xy2+p2009. Докажите, что x+y делится на p. (Crux Mathematicorum, 2008)
8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что рано или поздно все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет. (Д. Карпов по мотивам неправильного поста на MathLinks)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На плоскости дана точка А. Можно ли выбрать так 20 прямых, не проходящих через А и попарно не параллельных, чтобы точка А оказалась внутри нечетного числа треугольников, образованных этими прямыми? (Фольклор)
2. Перенумеруем делители данного натурального числа n в порядке убывания: d0, d1, ..., начав с d0 = n. Назовем число n восхитительным, если d1 = d2+d5. Сколько существует восхитительных чисел, меньших 2009? (А. Штерн)
3. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты? (К. Кноп)
4. AD и CE — высоты остроугольного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что BE+BD ≤ AC. (К. Кноп)
5. Из квадрата 20(20 вырезали одну угловую клетку. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на прямоугольники 1(7. (сообщение участника AndrewTom на форуме MathLinks)
6. Известно, что для некоторых натуральных чисел a, b, c выполнено равенство 2009(abc+a+с) = 4020(bс+1). Докажите, что a = c. (А. Штерн)
7. Решите в целых числах уравнение (x+y)(x–y)2 = 2009. (К. Кноп)
8. По кругу стоят 32 хамелеона красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что через какое-то время все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет. (Д. Карпов по мотивам неправильного поста на MathLinks, частный случай)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В клетках прямоугольника 4(3 расставлены различные положительные числа. Все суммы чисел по строкам равны и все суммы по столбцам равны. Можно ли в какой-нибудь такой таблице замазать несколько клеток (хотя бы одну, но меньше двенадцати) так, чтобы снова все суммы по столбцам оказались равными и все суммы по столбцам оказались равными? (С. Волчёнков)
2. Лучи ОА и ОВ образуют прямой угол. Петя провёл внутри этого угла лучи ОС и ОD, образующие угол 10(, а затем посчитал все острые углы между любыми парами нарисованных лучей (не только соседних). Оказалось, что сумма самого большого и самого маленького из найдённых углов составляет 85(. Найдите величины трёх углов, на которые прямой угол разбивается лучами ОС и ОD. (А. Штерн)
3. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты? (К. Кноп)
4. Имеется неограниченное количество карточек с цифрами 1, 4, 7. Болек и Лёлек по очереди (начинает Болек) складывают в копилку по одной карточке. После восьми ходов копилка вскрывается, и если из всех имеющихся карточек Болек сможет составить число, кратное 7, то он выиграл, в противном случае выиграл Лёлек. Кто выигрывает при правильной игре и как ему играть? (Фольклор)
5. Перенумеруем делители данного натурального числа n в порядке убывания: d0, d1, ..., начав с d0 = n. Назовем число n восхитительным, если d1 = d2+d5. Сколько существует восхитительных чисел, меньших 2009? (А. Штерн)
6. Внутри квадрата отмечены две произвольные точки. Докажите, что этот квадрат можно разрезать на три прямоугольника (линии разрезов не должны содержать отмеченные точки) и из полученных частей сложить квадрат (такого же размера) так, чтобы отмеченные точки оказались симметричными относительно центра полученного квадрата. (Фольклор)
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


7. Незнайка соорудил на столе конструкцию из кубиков двух цветов и посмотрел на неё сначала спереди, потом справа. Виды оказались одинаковыми по форме, но противоположными по цвету. Какое наибольшее и наименьшее число кубиков могло пойти на строительство?  (С. Волченков)
8. Каждый из трех толстяков за час расправляется с целым числом тортов. Скорости толстяков могут быть различными. На конкурсе по поеданию тортов требовалось съесть за час три торта. Первый торт первый толстяк съел в одиночку. Сообразив, что не уложится во время, второй торт он ел на пару со вторым. После чего третий торт они уже ели втроем, и уложились точно во время. Завтра команде из двух человек предстоит осилить пять тортов за час. Смогут ли толстяки выставить команду, способную на этот подвиг? (С. Усов)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 24.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В клетках прямоугольника 4(3 расставлены различные положительные числа. Все суммы чисел по строкам равны и все суммы по столбцам равны. Можно ли в какой-нибудь такой таблице замазать несколько клеток (хотя бы одну, но меньше двенадцати) так, чтобы снова все суммы по столбцам оказались равными и все суммы по столбцам оказались равными? (С. Волчёнков)
2. На прямой стоят в ряд пять домов, причем в каждом живет разное число жителей. Соседями называются люди, живущие в одном или в соседних домах. Известно, что у каждого жителя ровно 20 соседей или ровно 30 соседей. Сколько жителей в среднем доме? (О. Нечаева по мотивам питерской городской 2008 г.)
3. Имеются 6 неразличимых на вид монет, весящих 3, 4, 5, 6, 7, 8 г. Как за 10 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты? (К. Кноп)
4. Болек и Лёлек по очереди (начинает Болек) складывают в копилку по одной карточке с ненулевой цифрой. После шести ходов копилка вскрывается, и если из всех имеющихся карточек Лёлек сможет составить число, кратное 7, то он выиграл, в противном случае выиграл Болек. Кто выигрывает при правильной игре и как ему играть? (Фольклор)
5. Учительница дала Пете и Васе по одинаковому натуральному числу.  Петя прибавил к этому числу его старшую цифру, а Вася вычел из числа его старшую цифру, после чего они перемножили свои результаты и получили 8006004002. Докажите, что они ошиблись. (О. Нечаева)
6. Картонный квадрат положили на лист бумаги, обвели и в двух точках проткнули иголкой, обозначив их А и Б. Разрежьте этот квадрат на три прямоугольника (линии разрезов не должны проходить через А и Б) и полученные части сложите в контур квадрата так, чтобы точка А легла на место точки Б, и наоборот. (Фольклор)
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


7. Незнайка соорудил на столе конструкцию из кубиков двух цветов и посмотрел на неё сначала спереди, потом справа. Виды оказались одинаковыми по форме, но противоположными по цвету. Какое наименьшее количество кубиков мог использовать Незнайка? (С. Волчёнков)
8. Толстяк за час расправляется с целым числом тортов. На конкурсе по поеданию тортов требовалось съесть за час четыре торта. Первый торт Толстяк съел в одиночку. Сообразив, что не уложится во время, он позвал Товарища, который тоже съедает за час целое число тортов. В итоге остальные торты они съели на пару и уложились точно вовремя. Сколько тортов в час может съесть Товарищ? (По мотивам задачи С. Усова)
Старшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. Внутри угла с вершиной O дана точка A. На сторонах угла всевозможными способами выбираются точки X и Y таким образом, что (AXO =(AYO > 90(. Докажите, что середины всех отрезков XY лежат на одной прямой.
Решение. Опустим из точки A перпендикуляры AP и AQ на стороны OX и OY соответственно. Докажем, что все середины отрезков XY лежат на серединном перпендикуляре к PQ. Обозначим через K, M и L середины отрезков AX, XY и AY соответственно. Заметим, что PK = AX/2 = ML, KM = AY/2 = LQ, (PKM = (PKX+(XKM = 2(PAX+(XAY = (PAQ = (QLM, поэтому треугольники PKM и MLQ равны по двум сторонам и углу между ними. Но тогда MP = MQ и точка M действительно лежит на серединном перпендикуляре к PQ.
2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих целых k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n.
Решение. Пусть выполнено условие задачи. Тогда все такие k, кроме, может быть, конечного их числа, больше m и n. Допустим m > n. Тогда k2+2kn+т2 = (k+s)2 > k2+2kn+n2 = (k+n)2. Тогда для бесконечного количества чисел k имеем: т2 – n2 = (k+s)2 – (k+n)2 = (s–n)(2k+s+n) ( 2k, что, очевидно, невозможно. Случай m < n разбирается аналогично.

3. Из квадрата n(n вырезали одну угловую клетку и оставшуюся часть разрезали на прямоугольники 1(k. Докажите, что k — делитель n–1.
Решение. Покрасим квадрат по диагоналям в k цветов так, чтобы по горизонталям и вертикалям цвета циклически чередовались. Поскольку в каждом прямоугольнике будет по одной клетке каждого цвета, клеток всех цветов в квадрате без угловой клетки должно быть поровну. Но это означает, что все угловые клетки — одного цвета, поскольку если квадрат без угловой клетки можно разрезать на прямоугольники 1(k, то неважно, какую клетку вырезать. А из последнего утверждение задачи следует сразу.

( Правильная раскраска без дальнейшего содержательного продвижения — 4 балла.

4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC.
Решение. Опустим из точки I пересечения биссектрис треугольника ABC перпендикуляры IP и IQ на стороны AB и AC соответственно. Заметим, что (AEC = (B+(C/2 > 90(, ибо B — наибольший угол треугольника ABC. Поэтому AQ = AP > AE. Аналогично, CP > CD. Складывая два полученных неравенства, получаем искомое.

5. Дан связный граф на 2009 вершинах. Докажите, что в нем можно выделить 2008 ребер и расставить на них стрелки так, чтобы для любых двух вершин, соединенных ребром в исходном графе, из одной из них в другую можно было бы пройти по стрелкам.
Решение. Отметим в нашем графе G любую вершину a и построим дерево поиска в глубину T с корнем a. 

Пронумеруем вершину a числом 0 и будем добавлять в дерево и нумеровать вершины по следующему принципу: если в дереве есть вершины с номерами от 1 до k, то рассмотрим вершину с наибольшим номером, из которой выходит хотя бы одно ребро в вершину, не принадлежащую уже построенному дереву, добавим любое из таких рёбер в дерево, и новой вершине присвоим номер k+1. Все ребра дерева T ориентируем от меньшего номера к большему.

Пусть t(x) — номер вершины x при построении дерева T. Докажем, что все требования задачи выполняются. Очевидно, в остовном дереве графа на 2009 вершинах как раз 2008 ребер, так что мы поставили 2008 стрелочек. Пусть uv — ребро исходного графа G, причем t(u) < t(v). Если uv входит в T, всё в порядке. В противном случае вершина v подвешена в T к вершине v1 ( u. Так как в графе G вершина v смежна с u, то по построению дерева t(v1) > t(u), и t(v) > t(v1). Рассмотрим момент, когда добавлялась вершина v1. Так как в этот момент в дереве еще нет смежной с u вершины v, то по построению вершина v1 подвешена в T к вершине v2, где t(v1) > t(v2) ( t(u). И так далее, пока очередная вершина vm не окажется совпадающей с u (это случится, потому что номера t(vi) монотонно убывают, и все они не меньше, чем t(u)). Искомый путь u = vm(vm-1(...(v1(v построен.

6. Докажите, что при всех положительных x и y выполнено неравенство
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Решение. Применим неравенство 
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 (верное, как легко убедиться, для всех положительных u и v) к числам 
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Теперь нам достаточно доказать, что 2+x+y+2
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 ≤ 2x+2y+4, что сводится к очевидному неравенству (1–
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( Все классические неравенства о средних для двух чисел считаются известными.

7. Сколько решений в натуральных числах, меньших 2000000, имеет уравнение 
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Ответ: 3996. Решение. Найдем все решения, в которых m > n (очевидно, решения, в которых n > m, получаются из них переменой порядка m и n, поэтому их столько же, а натуральных решений с m = n быть не может). 

Пусть d — наибольший общий делитель чисел m и n. Тогда m = du, n = dv, где (u,v) = 1. Сокращая исходное уравнение на d2, получаем (u–v)2 = 4uv/(du+dv–1). Поскольку числа u и v взаимно просты друг с другом, они взаимно просты и со своей разностью, так что (u–v)2 должно быть делителем 4, и u–v равно 1 или 2. Разберем эти два случая по отдельности.

I. Если u–v = 1, уравнение принимает вид 4v(v+1) = d(2v+1)–1, откуда d = 2v+1, m = (v+1)(2v+1), n = v(2v+1). Эти формулы дают натуральные решения исходного уравнения в числах, меньших 2000000, при 1 ≤ v ≤ 999 — 999 решений.

II. Если u–v = 2, то u и v являются двумя последовательными нечетными числами: u = 2t+1, v = 2t–1. Тогда исходное уравнение принимает вид (2t+1)(2t–1) = d(4t–1, откуда d = t, m = t(2t+1), n = t(2t–1). Эти формулы дают натуральные решения исходного уравнения в числах, меньших 2000000, при 1 ≤ t ≤ 999 — еще 999 решений. 

Таким образом, решений с m > n нашлось 1998, а всего решений вдвое больше

( Найдены обе серии решений, но не подсчитано верно количество решений, меньших 2000000 — дыра в 2 балла.

8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что рано или поздно все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет.
Решение. Заменим красный цвет на +1, а синий — на –1. Тогда значение цвета каждого хамелеона каждую минуту умножается на значения цветов его соседей. Через минуту вместо xi будет xi–1xixi+1, через 2 минуты — xi–2xixi+2. Тем самым через два хода 2n хамелеонов распадаются на два независимых набора по 2n–1 хамелеонов в каждом. Продолжая рассуждение, получим, что через 2n–1 минут каждое xi заменится на 
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 = xi, потому что i–2n–1 и i+2n–1 сравнимы по модулю 2n.

Старшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. На сторонах AB и AC равнобедренного треугольника ABC (AB=BC) выбраны точки K и L соответственно таким образом, что угол LKA равен углу LBC. Докажите, что площади треугольников ALB и KLC равны.
Решение. Заметим, что треугольники AKL и CBL подобны по двум углам. Тогда у треугольников ALB и KLC равны углы ALB и KLC, поэтому их площади относятся как произведения сторон, заключающих эти углы. Но в силу подобия, AL/LK = CL/LB, откуда следует равенство произведений.

2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих целых k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n.
Решение. Пусть выполнено условие задачи. Тогда все такие k, кроме, может быть, конечного их числа, больше m и n. Допустим m > n. Тогда k2+2kn+т2 = (k+s)2 > k2+2kn+n2 = (k+n)2. Тогда для бесконечного количества чисел k имеем: т2 – n2 = (k+s)2 – (k+n)2 = (s–n)(2k+s+n) ( 2k, что, очевидно, невозможно. Случай m < n разбирается аналогично.

3. Из квадрата 50(50 вырезали одну угловую клетку. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на прямоугольники 1(17.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Покрасим квадрат по диагоналям в 17 цветов так, чтобы по горизонталям и вертикалям цвета циклически чередовались. Поскольку в каждом прямоугольнике будет по одной клетке каждого цвета, клеток всех цветов в квадрате без угловой клетки должно быть поровну. Но это означает, что все угловые клетки должны быть одного цвета, поскольку если квадрат без угловой клетки можно разрезать на прямоугольники 1(17, то неважно, какую клетку вырезать. Однако, легко видеть, что на самом деле цвета угловых клеток будут различными.

( Правильная раскраска без дальнейшего содержательного продвижения — 4 балла.

4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC.
Решение. Опустим из точки I пересечения биссектрис треугольника ABC перпендикуляры IP и IQ на стороны AB и AC соответственно. Заметим, что (AEC = (B+(C/2 > 90(, ибо B — наибольший угол треугольника ABC. Поэтому AQ = AP > AE. Аналогично, CP > CD. Складывая два полученных неравенства, получаем искомое.

5. Три вершины выпуклого 100-угольника отмечены зеленым цветом. Докажите, что среди всех многоугольников, вершины которых являются вершинами этого 100-угольника, многоугольников, имеющих хотя бы одну зеленую вершину, более чем в 7 раз больше, чем многоугольников, не имеющих зеленых вершин.
Решение. Всего многоугольников с вершинами в вершинах данного 100-угольника столько же, сколько подмножеств, содержащих не менее 3 элементов, в 100-элементном множестве, то есть 2100–100(99/2–100–1 = 2100–4851. Многоугольников, не имеющих ни одной зелёной вершины, столько же, сколько подмножеств, содержащих не менее 3 элементов, в 97-элементном множестве, то есть 297–97(96/2–97–1 = 297–4560. Умножая последнее число на 8, получаем 2100–7(4560 < 2100–4851, откуда и следует утверждение задачи.

6. Докажите, что при всех положительных x и y выполнено неравенство
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Решение. Применим неравенство 
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 (верное, как легко убедиться, для всех положительных u и v) к числам 
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Теперь нам достаточно доказать, что 2+x+y+2
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+2
[image: image52.wmf]y

 ≤ 2x+2y+4, что сводится к очевидному неравенству (1–
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( Все классические неравенства о средних для двух чисел считаются известными.

7. Сколько решений в натуральных числах, меньших 2000000, имеет уравнение 
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Решение. Найдем все решения, в которых m > n (очевидно, решения, в которых n > m, получаются из них переменой порядка m и n, поэтому их столько же, а натуральных решений с m = n быть не может). 

Пусть d — наибольший общий делитель чисел m и n. Тогда m = du, n = dv, где (u,v) = 1. Сокращая исходное уравнение на d2, получаем (u–v)2 = 4uv/(du+dv–1). Поскольку числа u и v взаимно просты друг с другом, они взаимно просты и со своей разностью, так что (u–v)2 должно быть делителем 4, и u–v равно 1 или 2. Разберем эти два случая по отдельности.

I. Если u–v = 1, уравнение принимает вид 4v(v+1) = d(2v+1)–1, откуда d = 2v+1, m = (v+1)(2v+1), n = v(2v+1). Эти формулы дают натуральные решения исходного уравнения в числах, меньших 2000000, при 1 ≤ v ≤ 999 — 999 решений.

II. Если u–v = 2, то u и v являются двумя последовательными нечетными числами: u = 2t+1, v = 2t–1. Тогда исходное уравнение принимает вид (2t+1)(2t–1) = d(4t–1, откуда d = t, m = t(2t+1), n = t(2t–1). Эти формулы дают натуральные решения исходного уравнения в числах, меньших 2000000, при 1 ≤ t ≤ 999 — еще 999 решений. 

Таким образом, решений с m > n нашлось 1998, а всего решений вдвое больше, то есть 3996.

( Найдены обе серии решений, но не подсчитано верно количество решений, меньших 2000000 — дыра в 2 балла.

8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что когда-нибудь все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет.
Решение. Заменим красный цвет на +1, а синий — на –1. Тогда значение цвета каждого хамелеона каждую минуту умножается на значения цветов его соседей. Через минуту вместо xi будет xi–1xixi+1, через 2 минуты — xi–2xixi+2. Тем самым через два хода 2n хамелеонов распадаются на два независимых набора по 2n–1 хамелеонов в каждом. Продолжая рассуждение, получим, что через 2n–1 минут каждое xi заменится на 
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 = xi, потому что i–2n–1 сравнимо с i+2n–1 по модулю 2n.

Старшая группа, вторая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 10, BC = 12, BD = 15 A = D и ABD = BCD . Найдите длину отрезка CD.
Ответ: CD = 18. Решение. Продлим отрезки BC и AD. Заметим, что они пересекутся, а точнее пересекутся продолжения этих отрезков за точки B и A, соответственно. В самом деле, BAD+ABC>BAD+ABD = CDA+BCD, Отсюда видно, что сумма углов четырёхугольника при вершинах А и В больше суммы двух других углов, а, значит, больше 180(, что и требуется. Обозначим за E точку пересечения этих прямых. По условию ЕСD = ABD и BАD = ЕDС. Следовательно, треугольники ABD и ECD подобны, и DЕС = ADВ. Поэтому треугольник EBD равнобедренный, и EB = BD = 15. В силу подобия также EC/BD = CD/AB, откуда СD = AB((EC/BD) = AB(((EB+BC)/BD)) = 10(((15+12)/15) = 18.

( Не обосновано, с какой стороны от AB пересекаются прямые AD и BC — дыра в 4 балла.

2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих целых k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n.
Решение. Пусть выполнено условие задачи. Тогда все такие k, кроме, может быть, конечного их числа, больше m и n. Допустим m > n. Тогда k2+2kn+т2 = (k+s)2 > k2+2kn+n2 = (k+n)2. Тогда для бесконечного количества чисел k имеем: т2 – n2 = (k+s)2 – (k+n)2 = (s–n)(2k+s+n) ( 2k, что, очевидно, невозможно. Случай m < n разбирается аналогично.

3. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты?
Решение. Первый этап. Найдем самую легкую монету (5 г) по "олимпийской" системе за 7 взвешиваний: сравним 8 монет попарно, 4 более легких из них снова сравним попарно, и, наконец, сравним две монеты, оказавшиеся легкими в этих парах. Второй этап. Определим монету, весящую 6 г. Очевидно, ею является одна из тех трех монет, которые сравнивались с монетой 5 г в ранее проведенных взвешиваниях. Следовательно, на этот этап нам потребуется еще два взвешивания. Третий этап: последовательно четырьмя взвешиваниями сравним с суммой 5+6 все монеты, оказавшиеся более тяжелыми в первых четырех взвешиваниях. При этом заведомо будет найдена монета 12 г — единственная, весящая больше, чем 5+6. Если одновременно будет найдена и монета 11 г, равная 5+6, то задача уже решена. Если же в этих четырех взвешиваний равенства не будет, то 11 г должна весить та монета, которая в первых  четырех взвешиваниях сравнивалась с монетой 12 г и оказалась легче ее. Таким образом, и в этом случае задача также решена за 7+2+4=13 взвешиваний.

4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC.
Решение. Опустим из точки I пересечения биссектрис треугольника ABC перпендикуляры IP и IQ на стороны AB и AC соответственно. Заметим, что (AEC = (B+(C/2 > 90(, ибо B — наибольший угол треугольника ABC. Поэтому AQ = AP > AE. Аналогично, CP > CD. Складывая два полученных неравенства, получаем искомое.

5. Словом называются восемь нулей и единиц, стоящие в ряд друг за другом. Два слова называются далёкими, если они отличаются друг от друга не менее чем в пяти местах. Сколько существует слов, далёких одновременно и от слова 00000000, и от слова 00000111?
Ответ: 38. Решение. Легко видеть, что слово, содержащее на первых пяти местах менее четырёх единиц, не может быть далёким одновременно и от слова 00000000, и от слова 00000111. Слов, у которых на этих местах только единицы, всего восемь. Если на первых пяти местах стоит ровно четыре единицы, то для удалённости от слов 00000000, и 00000111 на трёх последних .местах должны стоять два нуля и одна единица или, наоборот, один ноль и две единицы. Правило произведения сразу же показывает, что таких слов 5(3(2 = 30.

( Не обосновано утверждение первой фразы нашего решения — дыра в 2 балла.

6. Натуральные числа a, b, c таковы, что 
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Ответ: 4020/2009. Решение. Рассмотрим равенство 
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. Ясно, что первое слагаемое в этом равенстве больше единицы, а второе меньше единицы. Но, поскольку каждое число представляется в таком виде единственным образом и 
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. В силу той же единственности получаем b = 1004, c = 2. Значит, a = c и 
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( Не объяснено, почему одно из слагаемых в разложении дроби меньше 1 — дыра в 4 балла.

7. Делитель натурального числа называется собственным, если он отличен от 1 и самого этого числа. Натуральное число назовём восхитительным, если самый большой собственный делитель этого числа равен сумме собственного делителя, второго по величине и собственного делителя, третьего по величине. Сколько существует восхитительных чисел, не превосходящих полтора миллиона?
Ответ: 100000. Решение. Прежде всего, заметим, что любое восхитительное число N — чётное. В самом деле, у нечётного числа все делители нечётные, а сумма двух нечётных чисел не может быть равна нечётному числу. Поэтому самый маленький собственный делитель числа N равен 2, а самый большой, соответственно, равен N/2. Обозначим второй по величине собственный делитель через a, а третий через b. Тогда должно выполняться равенство 
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. Значит, а = 3 и b = 6. Это означает, что число N делится на 6, но не делится на 4 и 5. Последнее условие означает, что число N при делении на 60 даёт один из следующих остатков: 6, 18, 42, 54, то есть среди каждых 60 последовательных чисел четыре восхитительных. Поэтому имеется 
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восхитительных чисел, не превосходящих полтора миллиона.

( Нет подробного решения диофантова уравнения 
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 — дыра в 4 балла.

8. По кругу стоят 16 хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что когда-нибудь все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет.
Решение. Заменим красный цвет на +1, а синий — на –1. Тогда значение цвета каждого хамелеона каждую минуту умножается на значения цветов его соседей. Через минуту вместо xi будет xi–1xixi+1, через 2 минуты — xi–2xixi+2. Тем самым через два хода 16 хамелеонов распались на две восьмерки, и каждая восьмерка "независима". Аналогично, через 4 хода получим в каждой клетке xi–4xixi+4, а через 8 — xi–8xixi+8 = xi, потому что i–8 сравнимо с i+8 по модулю 16.

Младшая группа, высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. На отрезке AB длины 3 взята точка C такая, что AC = 2. Равносторонние треугольники ACF и CBE лежат по одну сторону от прямой AB. Точка K — середина FC. Найдите отношение площади треугольника AKE к площади треугольника ACF.
Ответ: 4. Решение. Заметим, что KC = CE = 1 и (KCE = 60(. Поэтому треугольник KCE — равносторонний, то есть KE = 1 и KE || AB. Поэтому высота треугольника AKE, опущенная из A на KE, такая же, как высота единичного равностороннего треугольника CEB, и вдвое короче высоты равностороннего треугольника ACF. Кроме того, AC = 2KE. Отсюда получаем ответ.

2. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что если при бесконечно многих целых k число k2+2kn+m2 является точным квадратом, то m = n.
Решение. Пусть выполнено условие задачи. Тогда все такие k, кроме, может быть, конечного их числа, больше m и n. Допустим m > n. Тогда k2+2kn+т2 = (k+s)2 > k2+2kn+n2 = (k+n)2. Тогда для бесконечного количества чисел k имеем: т2 – n2 = (k+s)2 – (k+n)2 = (s–n)(2k+s+n) ( 2k, что, очевидно, невозможно. Случай m < n разбирается аналогично.

3. Из квадрата n(n вырезали одну угловую клетку и оставшуюся часть разрезали на прямоугольники 1(17. Докажите, что n–1 делится на 17.
Решение. Покрасим квадрат по диагоналям в 17 цветов так, чтобы по горизонталям и вертикалям цвета циклически чередовались. Поскольку в каждом прямоугольнике будет по одной клетке каждого цвета, клеток всех цветов в квадрате без угловой клетки должно быть поровну. Но это означает, что все угловые клетки должны быть одного цвета, поскольку если квадрат без угловой клетки можно разрезать на прямоугольники 1(17, то неважно, какую клетку вырезать. Следовательно, n = 17k+1, то есть n–1 = 17k.

4. AD и CE — биссектрисы неравнобедренного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что AE+CD < AC.
Решение. Опустим из точки I пересечения биссектрис треугольника ABC перпендикуляры IP и IQ на стороны AB и AC соответственно. Заметим, что (AEC = (B+(C/2 > 90(, ибо B — наибольший угол треугольника ABC. Поэтому AQ = AP > AE. Аналогично, CP > CD. Складывая два полученных неравенства, получаем искомое.

5. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты?
Решение. Первый этап. Найдем самую легкую монету (5 г) по "олимпийской" системе за 7 взвешиваний: сравним 8 монет попарно, 4 более легких из них снова сравним попарно, и, наконец, сравним две монеты, оказавшиеся легкими в этих парах. Второй этап. Определим монету, весящую 6 г. Очевидно, ею является одна из тех трех монет, которые сравнивались с монетой 5 г в ранее проведенных взвешиваниях. Следовательно, на этот этап нам потребуется еще два взвешивания. Третий этап: последовательно не более чем четырьмя взвешиваниями сравним с суммой 5+6 все монеты, оказавшиеся более тяжелыми в первых четырех взвешиваниях. При этом заведомо будет найдена монета 12 г — единственная, весящая больше, чем 5+6. Если одновременно будет найдена и монета 11 г, равная 5+6, то задача уже решена. Если же в этих четырех взвешиваний равенства не будет, то 11 г должна весить та монета, которая в первых  четырех взвешиваниях сравнивалась с монетой 12 г и оказалась легче ее. Таким образом, и в этом случае задача также решена за 7+2+4=13 взвешиваний.

( Больше 13 взвешиваний — 0 баллов.

6. Натуральные числа a, b, c таковы, что 
[image: image70.wmf]4020

12009

abcac

bc

++

=

+

. Найдите 
[image: image71.wmf]1

abcac

ab

++

+

.
Ответ: 4020/2009. Решение. Рассмотрим равенство 
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. Ясно, что первое слагаемое в этом равенстве больше единицы, а второе меньше единицы. Но, поскольку каждое число представляется в таком виде единственным образом и 
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. В силу той же единственности получаем b = 1004, c = 2. Значит, a = c и 
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( Не объяснено, почему одно из слагаемых в разложении дроби меньше 1 — дыра в 4 балла.

7. Простое число p > 2 и целые числа x и y таковы, что x3+y3 = x2y+xy2+p2009. Докажите, что x+y делится на p.
Решение. x3+y3 = x2y+xy2+p2009 ( (x–y)2(x+y) = p2009. Таким образом, числа (x–y)2 и x+y — степени p. Но (x–y)2 — чётная степень p, стало быть, x+y — нечётная степень p, то есть делится на p.

8. По кругу стоят 2n хамелеонов красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что рано или поздно все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет.
Решение. Заменим красный цвет на +1, а синий — на –1. Тогда значение цвета каждого хамелеона каждую минуту умножается на значения цветов его соседей. Через минуту вместо xi будет xi–1xixi+1, через 2 минуты — xi–2xixi+2. Тем самым через два хода 2n хамелеонов распадаются на два независимых набора по 2n–1 хамелеонов в каждом. Продолжая рассуждение, получим, что через 2n–1 минут каждое xi заменится на 
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 = xi, потому что i–2n–1 сравнимо с i+2n–1 по модулю 2n.

Младшая группа, первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. На плоскости дана точка А. Можно ли так выбрать 20 прямых, не проходящих через А и попарно не параллельных, чтобы точка А оказалась внутри нечетного числа треугольников, образованных этими прямыми?
Ответ: нет. Решение. Предположим противное: пусть такое положение прямых нашлось, и l — какая-либо из прямых, отрезки которых составляют границу области, в которую попала точка A. Пусть CD — отрезок этой границы, лежащий на l. Рассмотрим любую точку B из области, граничащей по CD с той, в которой лежит А. Точка B лежит в тех же треугольниках, что и A, за исключением тех, чьи две вершины лежат на прямой l, причем так, что CD лежит на стороне треугольника. Всего на l лежит 19 таких вершин, так что если по одну сторону от C (включая саму точку C) лежит k вершин, то по другую сторону от D (включая саму точку D) будет 19–k вершин, и поэтому точки A и B различаются по k(19–k) треугольникам. Это число всегда четное, значит, B тоже лежит внутри нечетного числа треугольников. Продолжая переносить точки через границу таким образом, легко убедиться, что каждая точка плоскости лежит в нечетном числе треугольников. Однако это заведомо неверно для тех точек, которые не попадают ни в один треугольник. Полученное противоречие доказывает утверждение задачи.

2. Перенумеруем делители данного натурального числа n в порядке убывания: d0, d1, ..., начав с d0 = n. Назовем число n восхитительным, если d1 = d2+d5. Сколько существует восхитительных чисел, меньших 2009?
Ответ: 33. Решение: Докажем, что восхитительными являются все кратные 60, и только они. Действительно, восхитительное число должно быть четным, иначе все его делители нечетны, и сумма никаких двух не равна третьему. Значит, d1 = n/2. Если n не делится на 3, то d5+d2 < n/4+n/4 = d1. Поэтому n кратно 3, и d2 = n/3. Отсюда d5 = n/6, то есть d3 = n/4 и d4 = n/5. Мы доказали, что число кратно 3,4 и 5, то есть кратно 60.

( Верное решение с ответом, неверным из-за вычислительной ошибки — дыра в 2 балла.

3. Имеется 8 неразличимых на вид монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты?
Решение. Первый этап. Найдем самую легкую монету (5 г) по "олимпийской" системе за 7 взвешиваний: сравним 8 монет попарно, 4 более легких из них снова сравним попарно, и, наконец, сравним две монеты, оказавшиеся легкими в этих парах. Второй этап. Определим монету, весящую 6 г. Очевидно, ею является одна из тех трех монет, которые сравнивались с монетой 5 г в ранее проведенных взвешиваниях. Следовательно, на этот этап нам потребуется еще два взвешивания. Третий этап: последовательно четырьмя взвешиваниями сравним с суммой 5+6 все монеты, оказавшиеся более тяжелыми в первых четырех взвешиваниях. При этом заведомо будет найдена монета 12 г — единственная, весящая больше, чем 5+6 г. Если одновременно будет найдена и монета 11 г, равная 5+6, то задача уже решена. Если же в этих четырех взвешиваний равенства не будет, то 11 г должна весить та монета, которая в первых  четырех взвешиваниях сравнивалась с монетой 12 г и оказалась легче ее. Таким образом, и в этом случае задача также решена за 7+2+4 = 13 взвешиваний.

( Больше 13 взвешиваний — 0 баллов.

4. AD и CE — высоты остроугольного треугольника ABC, в котором сторона AC — наибольшая. Докажите, что BE+BD ≤ AC.
Решение. Заметим, что (BCE = 90(–(B ≤ 90(–(C = (ACE. Поэтому EB ≤ EA, откуда EB ≤ AB/2 ≤ AC/2. Аналогично, CD ≤ AC/2. Складывая два полученных неравенства, получаем искомое.
5. Из квадрата 20(20 вырезали одну угловую клетку. Докажите, что оставшуюся часть нельзя разрезать на прямоугольники 1(7.
Решение. Допустим, разрезать удалось. Покрасим квадрат по диагоналям в 7 цветов так, чтобы по горизонталям и вертикалям цвета циклически чередовались. Поскольку в каждом прямоугольнике будет по одной клетке каждого цвета, клеток всех цветов в квадрате без угловой клетки должно быть поровну. Но это означает, что все угловые клетки должны быть одного цвета, поскольку если квадрат без угловой клетки можно разрезать на прямоугольники 1(7, то неважно, какую клетку вырезать. Однако, легко видеть, что на самом деле цвета угловых клеток будут различными.

6. Известно, что для некоторых натуральных чисел a, b, c выполнено равенство 2009(abc+a+с) = 4020(bс+1). Докажите, что a = c.
Решение. Рассмотрим вытекающее из условия равенство 
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. Ясно, что первое слагаемое в этом равенстве больше единицы, а второе меньше единицы. Но, поскольку каждое число представляется в таком виде единственным образом и 
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. В силу той же единственности получаем b = 1004, c = 2 = a.

( Не объяснено, почему одно из слагаемых в разложении дроби меньше 1 — дыра в 4 балла.

7. Решите в целых числах уравнение (x+y)(x–y)2 = 2009.
Ответ: (24, 17), (17, 24), (1004, 1005), (1005, 1004). Решение: 2009 = 72(41. Если x–y делится на 7, то x–y = 7 или –7, а x+y = 41, откуда получаем первую пару ответов. Если же x–y не делится на 7, то x–y = 1 или –1, а x+y = 2009, откуда получаем вторую пару ответов.

8. По кругу стоят 32 хамелеона красного и синего цвета. Каждую минуту все хамелеоны, у которых соседи разного цвета, одновременно от испуга перекрашиваются в другой цвет: синие — в красный, красные — в синий. Остальные хамелеоны цвета не меняют. Докажите, что через какое-то время все хамелеоны одновременно вернут себе первоначальный цвет.
Решение. Заменим красный цвет на +1, а синий — на –1. Тогда значение цвета каждого хамелеона каждую минуту умножается на значения цветов его соседей. Через минуту вместо xi будет xi–1xixi+1, через 2 минуты — xi–2xixi+2. Тем самым через два хода 16 хамелеонов распались на две восьмерки, и каждая восьмерка "независима". Аналогично, через 4 хода получим в каждой клетке xi–4xixi+4, а через 16 – xi–16xixi+16 = xi, потому что i–16 сравнимо с i+16 по модулю 32.

Группа «Старт», высшая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. В клетках прямоугольника 4(3 расставлены различные положительные числа. Все суммы чисел по строкам равны и все суммы по столбцам равны. Можно ли в какой-нибудь такой таблице замазать несколько клеток (хотя бы одну, но меньше двенадцати) так, чтобы снова все суммы по столбцам оказались равными и все суммы по строкам оказались равными?
Ответ: Нет. Решение. Предположим, что это возможно. Если замазано более 6 клеток, замажем те клетки, которые не были замазанными, а замазанные восстановим. Легко видеть, что суммы опять окажутся одинаковыми (и по столбцам и по строкам), а замазано не более 6 клеток. Так как суммы в строках и столбцах изменились, в каждом ряду есть замазанные клетки. В каком-то столбце окажется замазана ровно одна клетка, иначе замазанных было бы не менее восьми. Но больше ни в одном столбце не может оказаться ровно одной замазанной клетки, иначе в этих столбцах суммы были бы разными. Значит, в оставшихся столбцах есть по две замазанные клетки, а всего их более шести. Противоречие.

( Только ответ — 0 баллов.

2. Лучи ОА и ОВ образуют прямой угол. Петя провёл внутри этого угла лучи ОС и ОD, образующие угол 10(, а затем посчитал все острые углы между любыми парами нарисованных лучей (не только соседних). Оказалось, что сумма наибольшего и наименьшего из найдённых углов составляет 85(. Найдите величины трёх углов, на которые прямой угол разбивается лучами ОС и ОD.
Ответ: 15(, 10(, 65(. Решение. Пусть ближе к OA лежит луч OC. Если из всех острых углов наименьшее значение имеет угол AOC или угол BOD, то угол, дополняющий наименьший до 90(, является наибольшим. Тогда их сумма равна 90(, что противоречит условиям. Следовательно, наименьшим является угол COD = 10(. Величина наибольшего равна 75(, следовательно, его дополняет угол в 15(. Отсюда вычисляем оставшийся угол.

( Только ответ: с примером — 2 балла, без примера — 0. Нет обоснования того, что наименьший угол равен 10(, то дыра в 4 балла. 

3. Имеются 8 неразличимых на вид 8 монет, весящих 5, 6, ..., 11, 12 г. Как за 13 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты?
Решение. Первый этап. Найдем самую легкую монету (5 г) по "олимпийской" системе за 7 взвешиваний: сравним 8 монет попарно, 4 более легких из них снова сравним попарно, и, наконец, сравним две монеты, оказавшиеся легкими в этих парах. Второй этап. Определим монету, весящую 6 г. Очевидно, ею является одна из тех трех монет, которые сравнивались с монетой 5 г в ранее проведенных взвешиваниях. Следовательно, на этот этап нам потребуется еще два взвешивания. Третий этап: последовательно четырьмя взвешиваниями сравним с суммой 5+6  все монеты, оказавшиеся более тяжелыми в первых четырех взвешиваниях. При этом заведомо будет найдена монета 12 г — единственная, весящая больше, чем 5+6. Если одновременно будет найдена и монета 11 г, равная 5+6, то задача уже решена. Если же в этих четырех взвешиваний равенства не будет, то 11 г должна весить та монета, которая в первых  четырех взвешиваниях сравнивалась с монетой 12 г и оказалась легче ее. Таким образом, и в этом случае задача также решена за 7+2+4 = 13 взвешиваний.

( Больше 13 взвешиваний — 0 баллов.

4. Имеется неограниченное количество карточек с цифрами 1, 4, 7. Болек и Лёлек по очереди (начинает Болек) складывают в копилку по одной карточке. После восьми ходов копилка вскрывается, и если из всех имеющихся карточек Болек сможет составить число, кратное 7, то он выиграл, в противном случае выиграл Лёлек. Кто выигрывает при правильной игре и как ему играть?
Ответ: Болек. Решение. Болеку достаточно вытащить цифры 1, 1, 4, 7 (наверное, есть и другие варианты). Эти цифры, записанные подряд в различных порядках, дают четырёхзначные числа со всеми возможными остатками от деления на 7, в чём легко убедиться перебором. Поэтому, зафиксировав на первых местах числа Лёлека и дописав затем четыре своих, дающие нужный остаток от деления на 7, Болек добьётся нужной делимости.

5. Перенумеруем делители данного натурального числа n в порядке убывания: d0, d1, ..., начав с d0 = n. Назовем число n восхитительным, если d1 = d2+d5. Сколько существует восхитительных чисел, меньших 2009?
Ответ: 33. Решение: Докажем, что восхитительными являются все кратные 60, и только они. Действительно, восхитительное число должно быть четным, иначе все его делители нечетны, и сумма никаких двух не равна третьему. Значит, d1 = n/2. Если n не делится на 3, то d5+d2 < n/4+n/4 < d1. Поэтому n кратно 3, и d2 = n/3. Отсюда d5 = n/6, то есть d3 = n/4 и d4 = n/5. Мы доказали, что число кратно 3,4 и 5, то есть кратно 60.

( Только ответ: с примером — 2 балла, без примера — 0.

6. Внутри квадрата отмечены две произвольные точки. Докажите, что этот квадрат можно разрезать на три прямоугольника (линии разрезов не должны содержать отмеченные точки) и из полученных частей сложить квадрат (такого же размера) так, чтобы отмеченные точки оказались симметричными относительно центра полученного квадрата.
Решение. Пусть M — середина отрезка между отмеченными точками. Нарисуем новый квадрат, равный исходному, с центром в точке M и сторонами, параллельными сторонам исходного. Поскольку новый квадрат симметричен старому относительно точки M, и отмеченные точки — тоже, обе отмеченные точки попадут внутрь нового квадрата. Сделаем разрез исходного квадрата вдоль границы нового, попавшей внутрь исходного. Образуется прямоугольник, куда попадают отмеченные точки, и прямоугольный уголок. Уголок поворотом на 180( относительно точки M перемещаем на противоположную сторону прямоугольника, образуя искомый квадрат. Очевидно, что уголок при этом можно разрезать на два прямоугольника.

( Не объяснено, почему отмеченные точки попадают внутрь нового квадрата — дыра в 4 балла (если, конечно, решение совпадает с нашим).

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


7. Незнайка соорудил на столе конструкцию из кубиков двух цветов и посмотрел на неё сначала спереди, потом справа. Виды оказались одинаковыми по форме, но противоположными по цвету. Какое наибольшее и наименьшее число кубиков могло пойти на строительство?
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Ответ: От 16 до 72. Решение. В верхнем слое видны 3 чёрных кубика (на верхнем рисунке) и 3 белых (на нижнем), значит, всего не менее 6. Пример на 6 приведён ниже справа. Под каждым верхним кубиком должен снизу быть кубик. Кроме того в крайних рядах должны добавится кубики (не менее двух белых и не менее двух чёрных), что даёт ответ. Пример ниже. Наибольшее возможное количество кубиков 48 (полный нижний слой без правого переднего кубика) + 24 (полный верхний слой без правого переднего кубика). Правый передний кубик не может присутствовать в конструкции, т.к. он был бы представлен в исходных рисунках, как кубик одного цвета. 

( Только пример на 16 — 2 балла, только пример на 72 — 2 балла, оба примера — 4 балла. Только пример на 16 с обоснованием минимальности или только пример на 72 с обоснованием максимальности — 6 баллов и задача не решена. Один пример с обоснованием, другой — нет — 8 баллов.

8. Каждый из трех толстяков за час расправляется с целым числом тортов. Скорости толстяков могут быть различными. На конкурсе по поеданию тортов требовалось съесть за час три торта. Первый торт первый толстяк съел в одиночку. Сообразив, что не уложится во время, второй торт он съел на пару со вторым. После чего третий торт они уже ели втроем, и уложились точно во время. Завтра команде из двух человек предстоит осилить пять тортов за час. Смогут ли толстяки выставить команду, способную на этот подвиг?
Ответ: Да. Решение. Если бы первый толстяк мог съесть за час три или больше тортов, он бы уложился во время даже в одиночку. Если бы съедал один торт, то сразу бы проиграл, поэтому он съедает два торта в час или торт в полчаса. Следовательно, его товарищам остается доесть один торт за полчаса. Второй не справляется с этим один, поэтому он ест меньше торта в полчаса, то есть меньше двух тортов в час, следовательно, ест один торт в час. Суммарная скорость первого и второго — три торта в час, поэтому они справились с одним тортом за 20 мин., и за оставшиеся 10 мин съели третий торт. Скорость всех троих — 6 тортов в час, то есть третий ест три торта в час, а первый и третий съедают пять тортов в час, и нужная команда из них получится.

(Арифметические ошибки — дыра до 4 баллов. Только нахождение скорости первого — 2 балла, первого и второго — 4 балла.

Группа «Старт», первая лига, 2 тур, решения и указания для жюри.

1. В клетках прямоугольника 4(3 расставлены различные положительные числа. Все суммы чисел по строкам равны и все суммы по столбцам равны. Можно ли в какой-нибудь такой таблице замазать несколько клеток (хотя бы одну, но меньше двенадцати) так, чтобы снова все суммы по столбцам оказались равными и все суммы по строкам оказались равными?
Ответ: Нет. Решение. Предположим, что это возможно. Если замазано более 6 клеток, замажем те клетки, которые не были замазанными, а замазанные восстановим. Легко видеть, что суммы опять окажутся одинаковыми (и по столбцам и по строкам), а замазано не более 6 клеток. Так как суммы в строках и столбцах изменились, в каждом ряду есть замазанные клетки. В каком-то столбце окажется замазана ровно одна клетка, иначе замазанных было бы не менее восьми. Но больше ни в одном столбце не может оказаться ровно одной замазанной клетки, иначе в этих столбцах суммы были бы разными. Значит, в оставшихся столбцах есть по две замазанные клетки, а всего их более шести. Противоречие.

( Только ответ — 0 баллов.

2. На прямой стоят в ряд пять домов, причем в каждом живет разное число жителей. Соседями называются люди, живущие в одном или в соседних домах. Известно, что у каждого жителя ровно 20 соседей или ровно 30 соседей. Сколько жителей в среднем доме?
Ответ: 10. Решение: Будем считать, что человек — сосед сам себе, поэтому число соседей равно 21 или 31. Заметим, что число соседей у жителя второго дома равно числу соседей жителя первого дома плюс число жителей третьего дома. Поэтому оно равно 31, а у жителя первого дома – 21. Тогда в третьем (среднем) доме живет 10 человек. Пусть в первом доме живет x жителей, а в пятом — y. Тогда во втором и в четвертом домах живут соответственно 21–x и 21–y жителей. Тогда у жителя среднего дома 10+21–x+21–y = 52–x–y соседей. Если это число равно 31, то x+y = 21, и тогда в пятом доме будет столько же жителей, сколько и во втором. Если же это число равно 21, то x+y = 31, пример 15, 6, 10, 5, 16.

( Только ответ — 2 балла. Арифметические ошибки при правильном ходе решения — дыра в 2 балла.

3. Имеются 6 неразличимых на вид  монет, весящих 3, 4, 5, 6, 7, 8 г. Как за 10 взвешиваний на чашечных весах найти две самых легких и две самых тяжелых монеты?
Решение. Решение. Первый этап. Найдем самую легкую монету (3 г) по "олимпийской" системе за 5 взвешиваний: сравним 6 монет попарно, а из 3 более легких из них найдем самую легкую за 2 сравнения. Второй этап. Определим монету, весящую 4 г. Очевидно, ею является одна из тех трех монет, которые сравнивались с монетой 3 г в ранее проведенных взвешиваниях. Следовательно, на этот этап нам потребуется еще два взвешивания. Третий этап: последовательно тремя взвешиваниями сравним с суммой 3+4 все монеты, оказавшиеся более тяжелыми в первых трех взвешиваниях. При этом заведомо будет найдена монета 8 г — единственная, весящая больше, чем 3+4 г. Если одновременно будет найдена и монета 7 г, равная 3+4, то задача уже решена. Если же в этих четырех взвешиваний равенства не будет, то 7 г должна весить та монета, которая в первых взвешиваниях сравнивалась с монетой 8 г и оказалась легче ее. Таким образом, и в этом случае задача также решена за 5+2+3 = 10 взвешиваний.

4. Болек и Лёлек по очереди (начинает Болек) складывают в копилку по одной карточке с ненулевой цифрой. После шести ходов копилка вскрывается, и если из всех имеющихся карточек Лёлек сможет составить число, кратное 7, то он выиграл, в противном случае выиграл Болек. Кто выигрывает при правильной игре и как ему играть?
Решение. Лёлек повторяет ходы Болека, после чего можно сложить число вида abcabc, которое делится на 7.

5. Учительница дала Пете и Васе по одинаковому натуральному числу. Петя прибавил к этому числу его старшую цифру, а Вася вычел из числа его старшую цифру, после чего они перемножили свои результаты и получили 8006004002. Докажите, что они ошиблись.
Решение. Заметим, что скобки у Пети и Васи имеют одну четность, поэтому произведение либо нечетно, либо делится на 4.

6. Картонный квадрат положили на лист бумаги, обвели и в двух точках проткнули иголкой, обозначив их А и Б. Разрежьте этот квадрат на три прямоугольника (линии разрезов не должны проходить через А и Б) и полученные части сложите в контур квадрата так, чтобы точка А легла на место точки Б, и наоборот.
Решение. 

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


7. Незнайка соорудил на столе конструкцию из кубиков двух цветов и посмотрел на неё сначала спереди, потом справа. Виды оказались одинаковыми по форме, но противоположными по цвету. Какое наименьшее количество кубиков мог использовать Незнайка?
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Решение. В конструкции видны 3 чёрных кубика (на верхнем рисунке) и 3 белых (на нижнем), значит, всего не менее 6. Пример на 6 приведён ниже.

( Ответ без примера — 4 балла.

8. Толстяк за час расправляется с целым числом тортов. На конкурсе по поеданию тортов требовалось съесть за час четыре торта. Первый торт Толстяк съел в одиночку. Сообразив, что не уложится во время, он позвал Товарища, который тоже съедает за час целое число тортов. В итоге остальные торты они съели на пару и уложились точно вовремя. Сколько тортов в час может съесть Товарищ?
Ответ: 4 торта в час. Решение. Если бы первый толстяк мог съесть за час четыре или больше тортов, он бы уложился во время даже в одиночку. Если бы съедал один торт, то сразу бы проиграл, поэтому он съедает два или три торта в торт в полчаса. В первом случае они за полчаса должны съесть три торта, итого 6 тортов в час, поэтому Товарищ ест четыре торта в час. Во втором случае им на 40 мин. останется  3 торта, то есть в час 4,5 торта, а это нецелое число.

( Только ответ — 2 балла. Нахождение скорости первого — 2 балла. Нерассмотрение одного из случаев — дыра в 6 баллов и задача не решена.МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В квадрате со стороной 1 лежат 9 непересекающихся прямоугольников со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма меньших сторон каких–то шести из них не превосходит 2. (И. Рубанов, С. Берлов)
2. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE такой, что треугольники ABC и CDE — равносторонние. Пусть S — центр треугольника ABC, а M и N — середины отрезков BD и AE соответственно. Докажите, что треугольники SME и SND подобны. (Болгария, 1979)
3. Решите в целых числах уравнение x5–x3y2–x3y–x2y3+y2 = 0. (KoMaL 2008:11, B.4127)
4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных. (Сообщил С. Берлов)
5. На сторонах AD и BC выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки N и M соответственно так, что AN/ND  = CM/MB. Прямые AM и BN пересекаются в точке P, а прямые CN и DM — в точке Q. Докажите, что SABP+SCDQ = SMPNQ. (С. Берлов, неправильный перевод с молдавского)
6. По кругу расставлены 37 различных чисел. Докажите, что среди всевозможных сумм 12 чисел, стоящих подряд, есть хотя бы 6 различных. (С. Волченков, О. Нечаева, К. Кноп в обработке С. Берлова)
7. На доске 2009(2009 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена. (С. Волчёнков)
8. Докажите, что при любом x выполнено неравенство

|x–1|+3|x–3|+5|x–5|+...+2009|x–2009| ( 2|x–2|+4|x–4|+6|x–6|+...+2008|x–2008|.

(О. Кукуш, У свiтi математики, 2008)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Двенадцать человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним? (Швеция, 2005/06)
2. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ. (С. Берлов)
3. Докажите, что существует бесконечно много пар (x,y) натуральных чисел, в которых x < y < x2, y–1 делится на x–1 и y2–1 делится на x2–1. (Индия, региональная олимпиада, 2008)
4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных. (Сообщил С. Берлов)
5. На сторонах AD и BC выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки N и M соответственно так, что AN/ND  = CM/MB. Прямые AM и BN пересекаются в точке P, а прямые CN и DM — в точке Q. Докажите, что SABP+SCDQ = SMPNQ. (С. Берлов, неправильный перевод с молдавского)
6. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел. (С. Волченков, О. Нечаева, К. Кноп)
7. На доске 2008(2008 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена. (С. Волчёнков)
8. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию a+b+c = 1. Докажите, что a2+b2+c2 ( 4(ab+bc+ca)–1. (Молдавия, 2002)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Восемь школьников решали m задач. Каждую задачу решили 4 школьника и, если для каждой пары школьников посчитать число решённых ими задач, получится одно и то же число для всех пар. При каком наименьшем m это возможно? (Китайские олимпиады)
2. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ. (С. Берлов)
3. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 1000. Разрешается либо прибавить по единице к двум, стоящим рядом, числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Можно ли за несколько таких ходов сделать все числа равными? (В. Мищенко)
4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных. (Сообщил С. Берлов)
5. На луче, делящем пополам угол A треугольника ABC, выбраны точки B1 и C1 так, что BB1 ( AB и CC1 ( AC. Докажите, что середина отрезка B1C1 равноудалена от вершин B и C. (Сербские олимпиады)
6. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел. (С. Волченков, О. Нечаева, К. Кноп)
7. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что из отрезков с длинами (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1) можно составить треугольник. (upgrade задачи В. Никула, Crux mathematicorum, 2007)
8. На доске 2009(2009 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена. (С. Волчёнков)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На биссектрисе угла A треугольника ABC выбраны точки B1 и C1 так, что BB1 ( AB и CC1 ( AC. Докажите, что середина отрезка B1C1 равноудалена от вершин B и C. (Сербские олимпиады)
2. Двенадцать человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним? (Швеция, 2005/06)
3. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что из отрезков с длинами (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1) можно составить треугольник. (upgrade задачи В. Никула, Crux mathematicorum, 2007)
4. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадратов со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10. (И. Рубанов)
5. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ. (С. Берлов)
6. Докажите, что существуют такие различные простые числа p1, ..., pn, что n!+1 делится на p1, ..., n!+n делится на pn. (Сообщил С. Берлов)
7. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел. (С. Волченков, О. Нечаева, К. Кноп)
8. Серёжа отметил на клетчатой доске 2009(2009 наибольшее возможное количество клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной. (С. Волчёнков)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 2009. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Можно ли за несколько таких ходов сделать все числа равными? (В. Мищенко)
2. Восемь человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним? (Швеция, 2005/06)
3. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что сумма любых двух из чисел (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1) больше оставшегося числа. (В. Никул, Crux mathematicorum, 2007)
4. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадратов со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10. (И. Рубанов)
5. Известно, что a, b и (a+b)/(a–b) — целые числа, а дробь a/b несократима. Докажите, что либо ab+1, либо 4ab+1 — квадрат целого числа. (Эстонские олимпиады)
6. Решите систему уравнений: a2 = 2b+3c, b2 = 2c+3a, c2 = 2a+3b. (К. Кноп)
7. По кругу стоят 11 различных чисел, сумма которых равна 0. Оля выписала на доску всевозможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы четыре различных числа. (О. Нечаева, С. Волченков, К. Кноп)
8. Серёжа отметил на клетчатой доске 29(29 сто клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной. (С. Волчёнков)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Серёжа отметил на клетчатой доске 2009(2009 наибольшее возможное количество клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной. (С. Волчёнков)
2. По окружности расставлены 11 попарно различных чисел. Вася подсчитал все суммы пяти подряд идущих чисел. Докажите, что у него получилось не менее четырёх разных значений. (О. Нечаева, К. Кноп)
3. На футболке каждого футболиста в команде написан его номер – одно из чисел от 1 до 11. Сколькими способами команду можно выстроить в шеренгу, чтобы каждый футболист встал на место отличающееся от его номера не более чем на 1. (Фольклор)
4. Дано натуральное число n, большее 6. Докажите, что число n!+n имеет простой делитель, не меньший n. Напомним, что n! — это произведение всех натуральных чисел от 1 до n. (Даунгрейд задачи старших лиг)
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5. В каждой клетке таблицы N(N (1 ( N ( 3000) записаны целые неотрицательные числа так, что число, стоящее на пересечении i-ой строки и j-ого столбца, является наименьшим из тех, которых нет в i-ой строке слева и в j-ом столбце сверху (фрагмент начала таблицы приведен на рисунке). Какое число стоит на пересечении 130-ой строки и 132-го столбца? (Фольклор)
6. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до n. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Найдите все n, при которых можно за несколько таких ходов сделать все числа равными? Для найденных n покажите, как это сделать, для остальных n объясните, почему этого сделать нельзя. (Апгрейд задачи В. Мищенко)
7. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадратов со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10. (И. Рубанов)
8. Учебник стоит число рублей, кратное 10. Первому школьнику не хватает 10 рублей для покупки учебника, второму — 20 рублей и так до десятого, которому не хватает 100 руб. Тогда они решили сложить деньги и купить хотя бы по одному учебнику на двоих. Но и тогда денег не хватило. Сколько стоит учебник? (О. Нечаева по фольклорным мотивам)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 26.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Четыре ладьи бьют все чёрные клетки шахматной доски (поле, на котором стоит ладья, тоже считается битым этой ладьёй). Докажите, что ладьи стоят на белых клетках. (С. Волчёнков)
2. По окружности расставлены 11 попарно различных чисел. Вася сказал, что сумма любых пяти подряд идущих чисел равна 10, 20 или 30. Докажите, что он ошибается. (О. Нечаева, К. Кноп)
3. У Васи есть 8 карточек со словами СОК, КОН, РОМ, КОМ, СОМ, ДОН, КОТ, СОН (в каждой карточке ровно одно слово). Назовём два слова родственными, если одно из другого получается заменой одной буквы с сохранением остальных букв на своих местах. Вася хочет выложить некоторые или все из своих карточек так, чтобы в начале цепочки было слово ДОН, в конце — РОМ, и любые два соседних слова были родственными. Сколькими разными способами он может это сделать? (О. Нечаева)
4. Докажите, что число 2009!+2009 имеет простой делитель, больший 2010. Напомним, что 2009! — это произведение всех натуральных чисел от 1 до 2009. (Даунгрейд задачи старших лиг в редакции А. Голованова)
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5. В каждой клетке таблицы N(N (1 ( N ( 3000) записаны целые неотрицательные числа так, что число, стоящее на пересечении i-ой строки и j-ого столбца, является наименьшим из тех, которых нет в i-ой строке слева и в j-ом столбце сверху (фрагмент начала таблицы приведен на рисунке). Какое число стоит на пересечении 129-ой строки и 131-го столбца? (Фольклор)
6. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 1000. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Как за несколько таких ходов сделать все числа равными? (В. Мищенко)
7. Натуральное число n называется перспективным, если существует палиндром (то есть число, которое одинаково читается слева направо и справа налево), кратный n и не превосходящий n2. Является ли число 2009 перспективным? (К. Кноп)
8. Учебник стоит число рублей, кратное 10. Первому школьнику не хватает 10 рублей для покупки учебника, второму — 20 рублей и так до десятого, которому не хватает 100 руб. Тогда они решили сложить деньги и купить хотя бы по одному учебнику на двоих. Но и тогда денег не хватило. Сколько стоит учебник? (О. Нечаева по фольклорным мотивам)
1.
Дан правильный 8-угольник. Сколько существует квадратов, среди вершин которых есть хотя бы две вершины 12-угольника?


2.Художник начал писать картину в последнюю пятницу февраля, а закончил во вторую  среду марта. Сколько дней работал художник? Найдите все ответы
13 или 20

3.Замените в записи * + * + * + * + * + * + * + * = ** звездочки цифрами 0, 1, ..., 9 так, чтобы получилось верное равенство, а каждая цифра была использована ровно один раз. Найдите все ответы.
0+1+2+4+5+7+8+9= 36

4.Сколько различных чисел можно составить из 6 единиц и 31 двойки, если единицы не должны стоять ни на первом, ни на последнем месте, ни три подряд?
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5.Длина стороны квадрата ABCD равна 1. На стороне BC взята точка M и на стороне CD – точка N  такая, что периметр треугольника MCN равен 2. Найдите угол MAN.
45 (
6.При каких натуральных n число (n–1)! не делится на n?
Все простые, 4, 8, 9, 16.

7.На доске 9×9 некоторые клетки покрасили в один из двух цветов. Оказалось, что если король идет с любой незакрашенной клетки до любой другой незакрашенной клетки, то он обязательно пройдет через клетки двух цветов. Какое наибольшее количество незакрашенных клеток могло быть на доске?
9

8.На складе лежало несколько целых головок сыра. Ночью пришли крысы и съели 22 целых головки сыра, причем все ели поровну (но не обязательно, что каждая съела целое число головок). В итоге у некоторых крыс от обжорства заболели животы, а оставшиеся здоровыми 7 крыс пришли на следующую ночь и доели весь сыр. При этом они опять съели поровну, но вдвое меньше, чем в предыдущую ночь. Сколько головок сыра было на складе?
29 или 23

Старшая группа, высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. В квадрате со стороной 1 лежат 9 непересекающихся прямоугольников со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма меньших сторон каких–то шести из них не превосходит 2.

Решение. Обрежем каждый прямоугольник вдоль меньшей стороны так, чтобы он стал квадратом. Возьмём 6 из 9 получившихся квадратов и покрасим ребро полного графа, вершинами которого служат 6 этих квадратов, в синий цвет, если проекции соединённых им квадратов на горизонтальную сторону большого квадрата не пересекаются, и в красный — в противном случае. Нетрудно показать (докладчик, конечно, должен это сделать!), что в последнем случае не пересекаются проекции этих квадратов на вертикальную сторону большого квадрата. Как хорошо известно, если рёбра полного графа на 6 вершинах покрашены в два цвета, то в нём найдётся одноцветный треугольник. Проекции трёх квадратов, служащих его вершинами, на одну из сторон большого квадрата попарно не пересекаются. Поэтому сумма их длин не превосходит 1. Забудем про эти три квадрата и проведём те же рассуждения для оставшихся шести. Найдём ещё три квадрата, сумма длин сторон которых, взятых по одной от каждого квадрата, не больше 1. Прямоугольники, из которых были получены эти 6 квадратов — искомые.

( Не доказана лемма о непересекающихся проекциях — дыра в 2 балла.

2. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE такой, что треугольники ABC и CDE — равносторонние. Пусть S — центр треугольника ABC, а M и N — середины отрезков BD и AE соответственно. Докажите, что треугольники SME и SND подобны.
Решение. Рассмотрим точку P, симметричную точке S относительно прямой BC. Рассмотрим поворот на 60( относительно точки C, который переводит точку P в точку S. Тогда этот поворот переводит отрезок PE в отрезок SD. Следовательно, эти отрезки равны и угол между ними равен 60(. Заметим, что отрезок SN является средней линией в треугольнике AEP, поэтому он вдвое меньше отрезка PE и параллелен ему. Тогда в треугольнике SND сторона SD вдвое больше стороны SN и составляет с ней угол 60(. Аналогично рассматривая точку Q, симметричную точке S относительно прямой CA, получим, что SE = QD = 2SM и (MSE = 60(, откуда и следует подобие треугольников.

3. Решите в целых числах уравнение x5–x3y2–x3y–x2y3+y2 = 0.
Ответ: x = y = 0. Решение. Понятно, что y2 делится на x2, то есть y делится на x.Подставляя y = zx и деля на x2, получаем x3–x3z2–x2z–x3z3+z2 = 0. Теперь видно, что z делится на x. Подставляя z = xt и деля на x2, получаем x–x3t2–xt–x4t3+t2 = 0. Теперь замечаем, что x делится на t. Подставляя x = ut и деля на t, получаем u–u3t4–ut–u4t6+t = 0 ( u+t = ut(1+u2t3+u3t5) (*). Если тут одно из двух чисел u, t равно 0, то равно 0 и другое, и мы получаем решение x = y = 0. Далее считаем, что оба они не равны 0. Заметим также, что хотя бы одно из чисел u и t чётно, иначе левая часть равенства (*) чётна, а правая нечётна.

Покажем, что |1+u2t3+u3t5| ( 3. Действительно, поскольку 1+u2t3+u3t5 нечётно, если |1+u2t3+u3t5| < 3, то |1+u2t3+u3t5| = 1 ( u2t3+u3t5 = u2t3(1+ut2) = 0 или u2t3(1+ut2) = –2. В первом случае ut2 = –1, во втором — |u| = |t| = 1, и в обоих случаях u с t нечётны, что невозможно.

Осталось заметить, что при u, t ( 0 |u+t| ≤ 2max{|u|, |t|} ≤ 2|ut| < 3|ut| ≤ |ut(1+u2t3+u3t5)|, и потому других решений, кроме u = t= 0, у уравнения (*) нет.
4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных.
Решение. Заметим, что при 1 ≤ k ≤ n НОД(n!+k, n!) = k. Для всех k = 1, 2, …, n положим ak = (n!+k)/k = n!/k+1. Если НОД(n!, ak) = 1, обозначим через pk любой простой делитель числа ak. Он, очевидно, больше n, и потому на него не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k. Если же НОД(n!, ak) > 1, то n! делится на какой-то простой делитель p числа n!/k+1. Поскольку n!/k не делится на это p, такое возможно только если p = k > n/2. В этом случае положим pk = k. Понятно, что и на такое pk не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k.

5. На сторонах AD и BC выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки N и M соответственно так, что AN/ND  = CM/MB. Прямые AM и BN пересекаются в точке P, а прямые CN и DM — в точке Q. Докажите, что SABP +SCDQ = SMPNQ.

Решение. Требуемое равенство равносильно такому: S(ABN)+S(DCM) = S(AMD). В случае параллельности сторон BC и AD равенство очевидно. В противном случае, не умаляя общности, можно считать, что лучи CB и DA пересекаются в точке X. Тогда, в силу теоремы Фалеса,

S(ABN)/S(AMD) = (AN/AD)(XB/XM) = (CM/CB)(XB/XM).

Аналогично,

S(DCN)/S(AMD) = (BM/BC)(XC/XM).

Сложив, получим
(S(ABN)+S(DCN))/S(AMD) = (CM/CB)(XB/XM)+(BM/BC)(XC/XM) = (CM(XB+BM(XC)/(BC(XM) =

= (CM((XM–BM)+BM((XM+CM))/(BC(XM) =  (CM(XM+BM(XM)/(BC(XM) = 1.

6. По кругу расставлены 37 различных чисел. Докажите, что среди всевозможных сумм 12 чисел, стоящих подряд, есть хотя бы 6 различных.
Решение. Предположим противное: суммы 12 последовательных чисел принимают не более 5 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 36 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из трех сумм по 12 последовательных чисел. Эти три суммы могут быть равны (5 вариантов); среди них могут быть две равных и третья, отличная от этих двух (еще 20 вариантов); наконец, все три суммы по 12 могут быть различны — выбрать три разных числа из 5 можно 10 способами. Таким образом, суммы по 36 последовательных чисел принимают не более 35 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

7. На доске 2009(2009 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(2, а справа внизу 2(2). В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Теперь такое же разбиение сделаем, начиная с правого нижнего угла. По тем же соображениям отмеченные клетки должны опять попасть по одной в квадратик, в частности, в неполные квадратики, расположенные в двух самых левых столбцах. Но это те же самые клетки, которые должны быть в полных квадратиках при первом разбиении. Значит, в третий столбец слева ни одна из отмеченных клеток попасть не может.

( Только нахождение числа отмеченных клеток (с обоснованием) — 2 балла.

8. Докажите, что при любом x выполнено неравенство

|x–1|+3|x–3|+5|x–5|+...+2009|x–2009| ( 2|x–2|+4|x–4|+6|x–6|+...+2008|x–2008|.

Решение. Будем многократно использовать очевидное неравенство |x–1|+|x+1| ( 2|x|. Тогда
|x–1|+|x–3| ( 2|x–2|, 2|x–3|+2|x–5| ( 4|x–4|, 3|x–5|+3|x–7| ( 6|x–6| и т. д. Сложив все эти неравенства и добавив неравенство 1005|x–2009| ( 0, получим требуемое.

Старшая группа, первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Двенадцать человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним?
Ответ: 233. Решение. Пусть an — количество перестановок с указанными свойствами ряда из n человек. Возьмём крайнего левого человека. На его место может встать либо он, либо его правый сосед, причём в последнем случае сам он должен встать на место правого соседа. Перестановок, где самый левый человек остаётся на месте, имеется, очевидно, an–1, перестановок, где самый левый человек и его сосед меняются местами — an–2. Таким образом, an = an–1+an–2. Легко видеть, что a1 = 1, a2 = 2. Таким образом, у нас получился ряд Фибоначчи. Последовательно вычисляя его члены, получаем ответ.

2. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ.
Решение. Пусть (BAC = (, (BCA = (. Тогда (PBA = (BPA = (/2, (CAQ = (CQA = (/2. Опустим перпендикуляр AH на PB. Тогда (HAQ = (HAB+(BAC+(CAQ = (90(–(/2)+(+(/2 = 90(+((+()/2 < 180(. Поскольку угол HAB составляет часть угла HAQ, получается, что точка Q лежит с той же стороны серединного перпендикуляра отрезка BP, что и точка B, откуда и следует утверждение задачи.

3. Докажите, что существует бесконечно много пар (x,y) натуральных чисел, в которых x < y < x2, y–1 делится на x–1 и y2–1 делится на x2–1.
Решение. При любом натуральном m подходят числа x = 2m+1, y = 2m2+2m+1.

4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных.
Решение. Заметим, что при 1 ≤ k ≤ n НОД(n!+k, n!) = k. Для всех k = 1, 2, …, n положим ak = (n!+k)/k = n!/k+1. Если НОД(n!, ak) = 1, обозначим через pk любой простой делитель числа ak. Он, очевидно, больше n, и потому на него не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k. Если же НОД(n!, ak) > 1, то n! делится на какой-то простой делитель p числа n!/k+1. Поскольку n!/k не делится на это p, такое возможно только если p = k > n/2. В этом случае положим pk = k. Понятно, что и на такое pk не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k.

5. На сторонах AD и BC выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки N и M соответственно так, что AN/ND  = CM/MB. Прямые AM и BN пересекаются в точке P, а прямые CN и DM — в точке Q. Докажите, что SABP +SCDQ = SMPNQ.

Решение. Требуемое равенство равносильно такому: S(ABN)+S(DCM) = S(AMD). В случае параллельности сторон BC и AD равенство очевидно. В противном случае, не умаляя общности, можно считать, что лучи CB и DA пересекаются в точке X. Тогда, в силу теоремы Фалеса,

S(ABN)/S(AMD) = (AN/AD)(XB/XM) = (CM/CB)(XB/XM).

Аналогично,

S(DCN)/S(AMD) = (BM/BC)(XC/XM).

Сложив, получим
(S(ABN)+S(DCN))/S(AMD) = (CM/CB)(XB/XM)+(BM/BC)(XC/XM) = (CM(XB+BM(XC)/(BC(XM) =

= (CM((XM–BM)+BM((XM+CM))/(BC(XM) =  (CM(XM+BM(XM)/(BC(XM) = 1.

6. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел.
Решение. Предположим противное: суммы 5 последовательных чисел принимают не более 4 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 10 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из двух сумм по 5 последовательных чисел. Эти две суммы могут быть равны (4 варианта) или различны (6 вариантов — выбрать два разных числа из 4 можно 6 способами). Таким образом, суммы по 10 последовательных чисел принимают не более 10 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

7. На доске 2008(2008 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(1, а справа внизу 1(1). В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Заметим, что в самом правом столбце их расположение этим задано однозначно: отмечена угловая клетка, и затем отмеченные клетки идут через две. Но тогда от любой клетки во втором столбце справа можно добраться до отмеченной не более чем за 3 хода. Значит, второй столбец справа пуст.

8. Неотрицательные числа a, b, c удовлетворяют условию a+b+c = 1. Докажите, что a2+b2+c2 ( 4(ab+bc+ca)–1.
Решение. a2+b2+c2 ( 4(ab+bc+ca)–1 ( (a+b+c)2+1 ( 6(ab+bc+ca) ( 2(ab+bc+ca) ≤ 2/3 ( (ab+bc)+(bc+ca)+(ca+ab) ≤ 2/3 ( b(1–b)+c(1–c)+a(1–a) ≤ 2/3 ( a2+b2+c2 ( 1/3. Последнее неравенство очевидно: это неравенство между средним арифметическим и средним квадратическим для a, b и c/

Старшая группа, вторая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Восемь школьников решали m задач. Каждую задачу решили 4 школьника и, если для каждой пары школьников посчитать число решённых ими задач, получится одно и то же число для всех пар. При каком наименьшем m это возможно?
Решение. Так как каждую задачу решили 4 школьника, число различных пар школьников, решивших каждую задачу, равно 6. А поскольку все пары решили одно и то же число задач, и всего пар 28, получаем, что число 6m должно без остатка делиться на 28. Это происходит тогда и только тогда, когда m делится на 14. Значит m ( 14. Приведём пример, показывающий, что 14 задач с соблюдением условий школьники решить могут: {1,2,3,4}, {1,2,5,6}, {1,2,7,8}, {5,6,3,4}, {7,8,3,4}, {5,6,7,8}, {1,3,5,7}, {1,3,6,8}, {1,4,6,7}, {1,4,5,8}, {2,4,5,7}, {2,4,6,8}, {2,3,5,8}, {2,3,6,7}.

( Только оценка — 6 баллов и задача не решена. Только пример — 4 балла.

2. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ.
Решение. Пусть (BAC = (, (BCA = (. Тогда (PBA = (BPA = (/2, (CAQ = (CQA = (/2. Опустим перпендикуляр AH на PB. Тогда (HAQ = (HAB+(BAC+(CAQ = (90(–(/2)+(+(/2 = 90(+((+()/2 < 180(. Поскольку угол HAB составляет часть угла HAQ, получается, что точка Q лежит с той же стороны серединного перпендикуляра отрезка BP, что и точка B, откуда и следует утверждение задачи.

3. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 1000. Разрешается либо прибавить по единице к двум, стоящим рядом, числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Можно ли за несколько таких ходов сделать все числа равными?
Ответ: Можно. Решение. Последовательно «вырастим» все числа от 999 до 2 включительно с помощью их левых соседей так, чтобы они стали равны 1000. Несложно убедиться, что после этого единица превратится в 500. Теперь прибавим по разу по единице к первому и второму, первому и третьему, …, первому и 501-му числам. Первое число станет равным 1000, числа со второго по 501-е станут равными 1001, а числа с 502-го по 1000-е останутся равными 1000. Осталось разбить на пары числа от 502-го до 999-го, 1000-е число соединить в пару с первым и добавить к числам в этих парах по единице.

4. Докажите, что у каждого из чисел n!+1, n!+2, ..., n!+n есть простой делитель, на который не делится ни одно из остальных.
Решение. Заметим, что при 1 ≤ k ≤ n НОД(n!+k, n!) = k. Для всех k = 1, 2, …, n положим ak = (n!+k)/k = n!/k+1. Если НОД(n!, ak) = 1, обозначим через pk любой простой делитель числа ak. Он, очевидно, больше n, и потому на него не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k. Если же НОД(n!, ak) > 1, то n! делится на какой-то простой делитель p числа n!/k+1. Поскольку n!/k не делится на это p, такое возможно только если p = k > n/2. В этом случае положим pk = k. Понятно, что и на такое pk не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k. Ясно, что все числа p1, …, pn различны.

5. На луче, делящем пополам угол A треугольника ABC, выбраны точки B1 и C1 так, что BB1 ( AB и CC1 ( AC. Докажите, что середина отрезка B1C1 равноудалена от вершин B и C.
Решение. Предположим, что точка С1 расположена ближе к вершине А, чем точка В1. Опустим из точек С1 и M перпендикуляры С1С2 и MN на прямую АВ. По теореме Фалеса NB = NC2, откуда MВ = MС2. Из равенства углов ВAM и САM Следует: С1С=С1С2 и (MС1С=(MС1С2. Поэтому равны треугольники MС1С и MС1С2 и отрезки MС = MС2. Значит, MВ = MС.

6. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел.
Решение. Предположим противное: суммы 5 последовательных чисел принимают не более 4 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 10 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из двух сумм по 5 последовательных чисел. Эти две суммы могут быть равны (4 варианта) или различны (6 вариантов — выбрать два разных числа из 4 можно 6 способами). Таким образом, суммы по 10 последовательных чисел принимают не более 10 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

7. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что из отрезков с длинами (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1) можно составить треугольник.
Решение. (x+1)(y+1)+(y+1)(z+1) > (z+1)(x+1) ( xy+yz+x+2y+z+2 > xz+x+z+1 ( xy+yz+2y+1 > xz. Но уже 1 = xy+yz+xz > xz.

8. На доске 2008(2008 отмечено максимально возможное количество клеток таким образом, что король не может пройти ни с какой отмеченной клетки на другую отмеченную клетку меньше, чем за три хода. Докажите, что есть вертикаль, на которой ни одна клетка не отмечена.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(1, а справа внизу 1(1). В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Заметим, что в самом правом столбце их расположение этим задано однозначно: отмечена угловая клетка, и затем отмеченные клетки идут через две. Но тогда от любой клетки во втором столбце справа можно добраться до отмеченной не более чем за 3 хода. Значит, второй столбец справа пуст.

( Только нахождение числа отмеченных клеток (с обоснованием) — 2 балла.

Юниорская группа, высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На биссектрисе угла A треугольника ABC выбраны точки B1 и C1 так, что BB1 ( AB и CC1 ( AC. Докажите, что середина отрезка B1C1 равноудалена от вершин B и C.
Решение. Предположим, что точка С1 расположена ближе к вершине А, чем точка В1. Опустим из точек С1 и M перпендикуляры С1С2 и MN на прямую АВ. По теореме Фалеса NB = NC2, откуда MВ = MС2. Из равенства углов ВAM и САM следует: С1С = С1С2 и (MС1С = (MС1С2. Поэтому равны треугольники MС1С и MС1С2 и отрезки MС = MС2. Значит, MВ = MС.

2. Двенадцать человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним?
Ответ: 233. Решение. Пусть an — количество перестановок с указанными свойствами ряда из n человек. Возьмём крайнего левого человека. На его место может встать либо он, либо его правый сосед, причём в последнем случае сам он должен встать на место правого соседа. Перестановок, где самый левый человек остаётся на месте, имеется, очевидно, an–1, перестановок, где самый левый человек и его сосед меняются местами — an–2. Таким образом, an = an–1+an–2. Легко видеть, что a1 = 1, a2 = 2. Таким образом, у нас получился ряд Фибоначчи. Последовательно вычисляя его члены, получаем ответ.

3. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что из отрезков с длинами (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1) можно составить треугольник.
Решение. Достаточно доказать, что сумма любых двух из трёх данных чисел больше оставшегося. (x+1)(y+1)+(y+1)(z+1) > (z+1)(x+1) ( xy+yz+x+2y+z+2 > xz+x+z+1 ( xy+yz+2y+1 > xz. Но уже 1 = xy+yz+xz > xz. Два других неравенства аналогичны.

4. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадратов со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10.
Решение. Если сторона каждого квадрата не больше 1/2, утверждение задачи очевидно. Если же есть квадрат со стороной a > 1/2, сторона каждого из остальных квадратов не превосходит 1–a (потому что каждый из них располагается в одной из полос шириной не более 1–a, образованных сторонами квадрата со стороной 1 и продолжениями сторон квадрата со стороной a). Суммарный периметр пяти квадратов в этом случае не превосходит 4a+4(4(1–a) = 16–12a < 10.

( Факт, сформулированный в нашем решении в скобках, считать наглядно очевидным, обоснования не требовать.

5. В треугольнике ABC на продолжениях сторон CA и BC за точки A и C соответственно выбраны точки P и Q так, что AP = AB, а CQ = CA. Докажите, что PQ > BQ.
Решение. Пусть (BAC = (, (BCA = (. Тогда (PBA = (BPA = (/2, (CAQ = (CQA = (/2. Опустим перпендикуляр AH на PB. Тогда (HAQ = (HAB+(BAC+(CAQ = (90(–(/2)+(+(/2 = 90(+((+()/2 < 180(. Поскольку угол HAB составляет часть угла HAQ, получается, что точка Q лежит с той же стороны серединного перпендикуляра отрезка BP, что и точка B, откуда и следует утверждение задачи.

6. Докажите, что существуют такие различные простые числа p1, ..., pn, что n!+1 делится на p1, ..., n!+n делится на pn.
Решение. Заметим, что при 1 ≤ k ≤ n НОД(n!+k, n!) = k. Для всех k = 1, 2, …, n положим ak = (n!+k)/k = n!/k+1. Если НОД(n!, ak) = 1, обозначим через pk любой простой делитель числа ak. Он, очевидно, больше n, и потому на него не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k. Если же НОД(n!, ak) > 1, то n! делится на какой-то простой делитель p числа n!/k+1. Поскольку n!/k не делится на это p, такое возможно только если p = k > n/2. В этом случае положим pk = k. Понятно, что и на такое pk не делятся никакие числа от n!+1 до n!+n, кроме n!+k.

7. По кругу стоят 11 различных чисел. Оля выписала на доску все возможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы пять различных чисел.
Решение. Предположим противное: суммы 5 последовательных чисел принимают не более 4 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 10 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из двух сумм по 5 последовательных чисел. Эти две суммы могут быть равны (4 варианта) или различны (6 вариантов — выбрать два разных числа из 4 можно 6 способами). Таким образом, суммы по 10 последовательных чисел принимают не более 10 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

8. Серёжа отметил на клетчатой доске 2009(2009 наибольшее возможное количество клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(2, а справа внизу 2(2). В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Теперь такое же разбиение сделаем, начиная с правого нижнего угла. По тем же соображениям отмеченные клетки должны опять попасть по одной в квадратик, в частности, в неполные квадратики, расположенные в двух самых левых столбцах. Но это те же самые клетки, которые должны быть в полных квадратиках при первом разбиении. Значит, в третий столбец слева ни одна из отмеченных клеток попасть не может.

( Только нахождение числа отмеченных клеток (с обоснованием) — 2 балла.

Юниорская группа, первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 2009. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Можно ли за несколько таких ходов сделать все числа равными?
Ответ: Да. Решение. «Вырастим» с помощью первого числа все числа от 2 до 2009 так, чтобы они стали равными 2009. Единица на первом месте при этом превратится в число k > 2009. Затем разобьём все числа от 2 до 2009 на пары соседних и, прибавляя к числам в парах по единице, «дорастим» все их до k.

( Возможны и другие решения.

2. Восемь человек выстроены в ряд. Сколькими способами их можно выстроить на том же месте так, чтобы каждый человек оказался либо на своем прежнем месте, либо на соседнем с ним?
Ответ: 34. Решение. Пусть an — количество перестановок с указанными свойствами ряда из n человек. Возьмём крайнего левого человека. На его место может встать либо он, либо его правый сосед, причём в последнем случае сам он должен встать на место правого соседа. Перестановок, где самый левый человек остаётся на месте, имеется, очевидно, an–1, перестановок, где самый левый человек и его сосед меняются местами — an–2. Таким образом, an = an–1+an–2. Легко видеть, что a1 = 1, a2 = 2. Таким образом, у нас получился ряд Фибоначчи. Последовательно вычисляя его члены, получаем ответ.

3. Положительные числа x, y, z удовлетворяют условию xy+yz+zx = 1. Докажите, что сумма любых двух из чисел (x+1)(y+1), (y+1)(z+1), (z+1)(x+1)  больше оставшегося числа.
Решение. (x+1)(y+1)+(y+1)(z+1) > (z+1)(x+1) ( xy+yz+x+2y+z+2 > xz+x+z+1 ( xy+yz+2y+1 > xz. Но уже 1 = xy+yz+xz > xz.

4. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадрата со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10.
Решение. Если сторона каждого квадрата не больше 1/2, утверждение задачи очевидно. Если же есть квадрат со стороной a > 1/2, сторона каждого из остальных квадратов не превосходит 1–a (потому что каждый из них располагается в одной из полос шириной не более 1–a, образованных сторонами единичного квадрата и продолжениями сторон квадрата со стороной a). Суммарный периметр пяти квадратов в этом случае не превосходит 4a+4(4(1–a) = 16–12a < 10.

( Факт, сформулированный в нашем решении в скобках, считать наглядно очевидным, обоснования не требовать.

5. Известно, что a, b и (a+b)/(a–b) — целые числа, а дробь a/b несократима. Докажите, что либо ab+1, либо 4ab+1 — квадрат целого числа.
Решение. Поскольку (a+b)/(a–b) — целое, a+b делится на a–b. Но тогда на a–b делится также (a+b)+(a–b) = 2a. Поскольку a и a–b взаимно просты (иначе дробь a/b была бы сократимой), на a–b делится число 2. Это значит, что либо a–b = (1, либо a–b = (2. В первом случае 4ab+1 = (2b(1)2, во втором — ab+1 = (b(1)2.

6. Решите систему уравнений: a2 = 2b+3c, b2 = 2c+3a, c2 = 2a+3b.
Ответ: a = b = c = 0 или a = b = c = 5. Решение. Без ограничения общности можно считать, что a — наибольшее из чисел a, b, c. Тогда (2b+3c)–(2c+3a) = a2–b2 ( 0, откуда 2b+c ( 3a. Но 3a ( 2b+c, поэтому a = b = c. Подставив это в любое из уравнений, получим ответ.

7. По кругу стоят 11 различных чисел, сумма которых равна 0. Оля выписала на доску всевозможные суммы пяти подряд стоящих чисел. Докажите, что на доске написано хотя бы четыре различных числа.
Решение. Предположим противное: суммы 5 последовательных чисел принимают не более 3 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 10 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из двух сумм по 5 последовательных чисел. Эти две суммы могут быть равны (3 варианта) или различны (3 вариантов — выбрать два разных числа из трёх можно 3 способами). Таким образом, суммы по 10 последовательных чисел принимают не более 6 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

8. Серёжа отметил на клетчатой доске 29(29 сто клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(2, а справа внизу 2(2). Всего их 100. В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Теперь такое же разбиение сделаем, начиная с правого нижнего угла. По тем же соображениям отмеченные клетки должны опять попасть по одной в квадратик, в частности, в неполные квадратики, расположенные в двух самых левых столбцах. Но это те же самые клетки, которые должны быть в полных квадратиках при первом разбиении. Значит, в третий столбец слева ни одна из отмеченных клеток попасть не может.

Группа «Старт», высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Серёжа отметил на клетчатой доске 2009(2009 наибольшее возможное количество клеток так, что шахматный король не может пройти от одной отмеченной клетки до другой за два хода. Докажите, что существует вертикальный ряд клеток, в котором нет ни одной отмеченной.
Решение. Разобьём доску на квадратики 3(3, начиная с левого верхнего угла. Квадратики справа и снизу окажутся неполными (3(2, а справа внизу 2(2). В каждом таком квадратике может быть отмечено не более одной клетки, и разместить их по одной в этих квадратиках можно, например, в левой верхней позиции каждого из них. Значит, клетки должны быть отмечены по одной в квадратике. Теперь такое же разбиение сделаем, начиная с правого нижнего угла. По тем же соображениям отмеченные клетки должны опять попасть по одной в квадратик, в частности, в неполные квадратики, расположенные в двух самых левых столбцах. Но это те же самые клетки, которые должны быть в полных квадратиках при первом разбиении. Значит, в третий столбец слева ни одна из отмеченных клеток попасть не может.

( Только нахождение числа отмеченных клеток (с обоснованием) — 2 балла.

2. По окружности расставлены 11 попарно различных чисел. Вася подсчитал все суммы пяти подряд идущих чисел. Докажите, что у него получилось не менее четырёх разных значений.
Решение. Предположим противное: суммы 5 последовательных чисел принимают не более 3 различных значений. Найдем максимально возможное количество сумм 10 последовательных чисел. Каждая такая сумма состоит из двух сумм по 5 последовательных чисел. Эти две суммы могут быть равны (3 варианта) или различны (3 вариантов — выбрать два разных числа из трёх можно 3 способами). Таким образом, суммы по 10 последовательных чисел принимают не более 6 различных значений, следовательно, среди них есть две одинаковых. Но тогда числа, не входящие в эти суммы, тоже равны — противоречие.

3. На футболке каждого футболиста в команде написан его номер – одно из чисел от 1 до 11. Сколькими способами команду можно выстроить в шеренгу, чтобы каждый футболист встал на место отличающееся от его номера не более чем на 1.
Ответ: 144. Решение. Пусть an — количество расстановок с указанными свойствами ряда из n человек. Возьмём крайнего левого. Это может быть либо номер 1, либо номер 2, причём во втором случае на втором месте слева должен стоять номер 1. Перестановок, где самый левый человек — это номер 1, имеется, очевидно, an–1, а перестановок, где самый левый — номер 2, а его сосед — номер 2 — an–2. Таким образом, an = an–1+an–2. Легко видеть, что a1 = 1, a2 = 2. Таким образом, у нас получился ряд Фибоначчи. Последовательно вычисляя его члены, получаем ответ.

( Ошибка в подсчётах при верной рекурренте — дыра в 2 балла.

4. Дано натуральное число n, большее 6. Докажите, что число n!+n имеет простой делитель, не меньший n. Напомним, что n! — это произведение всех натуральных чисел от 1 до n.
Решение. n!+n = n((n–1)!+1). Число ((n–1)!+1 взаимно просто со всеми числами от 2 до n–1. Поэтому любой его простой делитель больше n–1, то есть не меньше n.
	0
	1
	2
	3
	4
	

	1
	0
	3
	2
	5
	

	2
	3
	0
	1
	6
	

	3
	2
	1
	0
	7
	

	
	
	
	
	
	


5. В каждой клетке таблицы N(N (1 ( N ( 3000) записаны целые неотрицательные числа так, что число, стоящее на пересечении i-ой строки и j-ого столбца, является наименьшим из тех, которых нет в i-ой строке слева и в j-ом столбце сверху (фрагмент начала таблицы приведен на рисунке). Какое число стоит на пересечении 130-ой строки и 132-го столбца?
Решение. Покажем, что во всех квадратах, образованных пересечением 2k первых строк и 2k первых столбцов, каждая строка (и каждый столбец) содержит все числа от 0 до 2k–1, а во всех таких же квадратах, соседствующих с указанными, – все числа от 2k до 2k+1–1. Эти утверждения видны для k = 1 (см. рис.). Из них следуют аналогичные утверждения для k = 2, затем k = 3, k = 4, k = 5, k = 6, k = 7, k = 8. Из этих утверждений следует, что все квадраты размером 2k(2k, расположенные вдоль главной диагонали, одинаковы. Значит, фрагмент таблицы со 129-й строки и 129-го столбца точно такой же, как и c первой строки и c первого столбца. Посмотрев на рисунок, видим, что на пересечении 130-й строки и 132-го столбца стоит 2.

( Любое обоснованное утверждение о повторяемости квадратов — 4 балла.

6. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до n. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Найдите все n, при которых можно за несколько таких ходов сделать все числа равными? Для найденных n покажите, как это сделать, для остальных n объясните, почему этого сделать нельзя.
Ответ: Сделать все числа равными можно тогда и только тогда, когда n нечётно или деляится на 4. Решение. Если n нечётно, «вырастим» с помощью первого числа все числа от 2 до n–1 так, чтобы они стали равными n. Единица на первом месте при этом превратится в число k > n. Затем разобьём все числа от 2 до n на пары соседних и, прибавляя к числам в парах по единице, «дорастим» все их до k.

Пусть n = 4k. Последовательно «вырастим» все числа от n–1 до 2 включительно с помощью их левых соседей так, чтобы они стали равны n. Несложно убедиться, что после этого единица превратится в 2k. Теперь прибавим по разу по единице к первому и второму, первому и третьему, …, первому и (2k+1)-му числам соответственно. Первое число станет равным n, числа со второго по (2k+1)-е станут равными n+1, а числа с (2k+2)-го по n-ое останутся равными n. Осталось разбить на пары числа от (2k+2)-го до (n–1)-го, n-ое число соединить в пару с первым и добавить к числам в этих парах по единице.

Пусть n = 4k+2. Среди чисел 1, 2, …, 4k+2 — нечётное количество нечётных. Заметим, что при описанных в условии задачи операциях четность количества нечётных чисел не меняется, а если бы все их удалось сделать равными, количество нечётных чисел оказалось бы чётным. Таким образом, при n = 4k+2 сделать все числа равными нельзя.

( Только случай нечётного n — 2 балла. Только случай n = 4k или n = 4k+2 — 4 балла. Любые два случая без третьего — 6 баллов и задача не решена.
7. В квадрате со стороной 1 лежат пять непересекающихся квадрата со сторонами, параллельными сторонам большого квадрата. Докажите, что сумма их периметров не превосходит 10.
Решение. Если сторона каждого квадрата не больше 1/2, утверждение задачи очевидно. Если же есть квадрат со стороной a > 1/2, сторона каждого из остальных квадратов не превосходит 1–a (потому что каждый из них располагается в одной из полос шириной не более 1–a, образованных сторонами квадрата со стороной 1 и продолжениями сторон квадрата со стороной a). Суммарный периметр пяти квадратов в этом случае не превосходит 4a+4(4(1–a) = 16–12a < 10.

( Факт, сформулированный в нашем решении в скобках, считать наглядно очевидным, обоснования не требовать.

8. Учебник стоит число рублей, кратное 10. Первому школьнику не хватает 10 рублей для покупки учебника, второму — 20 рублей и так до десятого, которому не хватает 100 руб. Тогда они решили сложить деньги и купить хотя бы по одному учебнику на двоих. Но и тогда денег не хватило. Сколько стоит учебник?
Ответ: 100 рублей. Решение. На 10 учебников ученикам всего не хватало 10+20+…+100 = 550 рублей. Поскольку имеющихся у них денег в сумме не хватает даже на 5 учебников, денег у них меньше 550 рублей. Тем самым 10 учебников стоят меньше 550(2 = 1100 рублей, то есть один учебник стоит меньше 110 рублей. С другой стороны, так как десятому ученику не хватает 100 рублей, учебник стоит не меньше 100 рублей. Учитывая, что цена учебника в рублях делится на 10, получаем ответ.

( Только ответ — 0 баллов, ответ с проверкой — 2 балла.

Группа «Старт», первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Четыре ладьи бьют все чёрные клетки шахматной доски (поле, на котором стоит ладья, тоже считается битым этой ладьёй). Докажите, что ладьи стоят на белых клетках.
Решение. Всего на шахматной доске 32 чёрных клетки. Ладья, стоящая на белой клетке, бьёт 8 чёрных клеток, а стоящая на чёрной — 7. Поэтому если хотя бы одна ладья из четырёх стоит на чёрной клетке, вместе они бьют не больше 7+3(8 = 31 клетки.

2. По окружности расставлены 11 попарно различных чисел. Вася сказал, что сумма любых пяти подряд идущих чисел равна 10, 20 или 30. Докажите, что он ошибается.
Решение. Возьмем наименьшее число на окружности, обозначив его за x. Рассмотрев пятерки, в которых x является крайним правым и крайним левым числом и сдвиг этих пятерок соответственно влево и вправо. Так как суммы в пятерках равны или отличаются на 10 или 20,  получаем, что числа, отстоящие от x на пять позиций, равны x+10 и x+20. Рассмотрим x+10. На пять позиций вперед от него (рядом с х) могут стоять числа x, x+20, x+30, но первые два значения уже использованы. Тогда располагаем x+30. Следующим шагом ставим число x+40  на пять позиций от числа x+20. Действуя аналогично, однозначно получим расстановку чисел на окружности. Далее обратим внимание на суммы по пять. Идя в одну сторону от x, сумма сначала увеличивается на 10, а потом дважды уменьшается на 20, что невозможно.

3. У Васи есть 8 карточек со словами СОК, КОН, РОМ, КОМ, СОМ, ДОН, КОТ, СОН (в каждой карточке ровно одно слово). Назовём два слова родственными, если одно из другого получается заменой одной буквы с сохранением остальных букв на своих местах. Вася хочет выложить некоторые или все из своих карточек так, чтобы в начале цепочки было слово ДОН, в конце — РОМ, и любые два соседних слова были родственными. Сколькими разными способами он может это сделать? 

[image: image104.emf] 

 Ответ: 16. Решение. Нарисуем граф переходов. Все пути из ДОН в РОМ проходят через СОМ или КОМ Рассмотрим пути, которые проходят через слово СОМ и не проходят перед этим через КОМ. Все такие пути проходят через СОН. От ДОН до СОН — 2 варианта (напрямую или через КОН), от СОН до СОМ — тоже 2, итого таких путей 4. От слова СОМ до РОМ есть еще два варианта прохода, итого путей 8. В силу симметрии графа путей, проходящих через КОМ раньше, чем через СОМ, или вообще не проходящих через СОМ, тоже 8, итого всего 16 вариантов.

4. Докажите, что число 2009!+2009 имеет простой делитель, больший 2010. Напомним, что 2009! — это произведение всех натуральных чисел от 1 до 2009.
Решение. 2009!+2009 = 2009((2008!+1). Заметим, что число 2008!+1 взаимно просто с числом 2008!, то есть не делится ни на одно простое число, меньшее 2009. Не делится оно и на 2009 = 49(41. Поэтому любой простой делитель числа 2008!+1 больше, чем 2009, и каждый такой делитель будет также делителем числа 2009!+2009.
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5. В каждой клетке таблицы N(N (1 ( N ( 3000) записаны целые неотрицательные числа так, что число, стоящее на пересечении i-ой строки и j-ого столбца, является наименьшим из тех, которых нет в i-ой строке слева и в j-ом столбце сверху. Фрагмент начала таблицы приведен на рисунке. Какое число стоит на пересечении 129-ой строки и 131-го столбца?
Решение. Покажем, что во всех квадратах, образованных пересечением 2k первых строк и 2k первых столбцов, каждая строка (и каждый столбец) содержит все числа от 0 до 2k–1, а во всех таких же квадратах, соседствующих с указанными, – все числа от 2k до 2k+1–1. Эти утверждения видны для k = 1 (см. рис.). Из них следуют аналогичные утверждения для k = 2, затем k = 3, k = 4, k = 5, k = 6, k = 7, k = 8. Из этих утверждений следует, что все квадраты размером 2k(2k, расположенные вдоль главной диагонали, одинаковы. Значит, фрагмент таблицы со 129-й строки и 129-го столбца точно такой же, как и c первой строки и c первого столбца. Посмотрев на рисунок, видим, что на пересечении 129-й строки и 131-го столбца стоит 2.

6. В ряд слева направо по порядку выписаны числа от 1 до 1000. Разрешается либо прибавить по единице к двум стоящим рядом числам, либо прибавить по единице к первому и любому другому числу. Как за несколько таких ходов сделать все числа равными?
Решение. Последовательно «вырастим» все числа от 999 до 2 включительно с помощью их левых соседей так, чтобы они стали равны 1000. Несложно убедиться, что после этого единица превратится в 500. Теперь прибавим по разу по единице к первому и второму, первому и третьему, …, первому и 501-му числам. Первое число станет равным 1000, числа со второго по 501-е станут равными 1001, а числа с 502-го по 1000-е останутся равными 1000. Осталось разбить на пары числа от 502-го до 999-го, 1000-е число соединить в пару с первым и добавить к числам в этих парах по единице.

7. Натуральное число n называется перспективным, если существует палиндром (то есть число, которое одинаково читается слева направо и справа налево), кратный n и не превосходящий n2. Является ли число 2009 перспективным?
Решение. Да: 2009(9 = 18081.

8. Учебник стоит число рублей, кратное 10. Первому школьнику не хватает 10 рублей для покупки учебника, второму — 20 рублей и так до десятого, которому не хватает 100 руб. Тогда они решили сложить деньги и купить хотя бы по одному учебнику на двоих. Но и тогда денег не хватило. Сколько стоит учебник?
Ответ: 100 рублей. Решение. На 10 учебников ученикам всего не хватало 10+20+…+100 = 550 рублей. Поскольку имеющихся у них денег в сумме не хватает даже на 5 учебников, денег у них меньше 550 рублей. Тем самым 10 учебников стоят меньше 550(2 = 1100 рублей, то есть один учебник стоит меньше 110 рублей. С другой стороны, так как десятому ученику не хватает 100 рублей, учебник стоит не меньше 100 рублей. Учитывая, что цена учебника в рублях делится на 10, получаем ответ.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В графе 80 вершин и 20 ребер. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников. (Болгария, отбор на ММО, 2007)
2. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ... удовлетворяет условию an+3 = an+1+an при всех натуральных n. Докажите, что an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 — точный квадрат при всех натуральных n. (Crux Mathematicorum, 2007, 3276)
3. Докажите, что если 0 < x1, x2, ..., xn ≤ 1, то 
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 (Сингапур, 2004)
4. Множество 1, 2, ..., 2n разбито на k подмножеств, причём k3+1 ≤ n. Докажите, что существуют натуральные a1, a2, ..., ak+1 такие, что числа 2a1, 2a2, ..., 2ak+1 принадлежат одному множеству разбиения, и числа 2a1–1, 2a2–1, ..., 2ak+1–1 тоже принадлежат одному множеству разбиения. (Болгария, 1979)
5. Внутри треугольника ABC на биссектрисе угла B выбрана точка D. Серединный перпендикуляр к BD пересекает стороны AB и BC в точках X и Y, а лучи AD и CD — в точках K и L соответственно. Оказалось, что LX(KY = BX2. Докажите, что D — точка пересечения биссектрис треугольника ABC. (Болгария, региональный тур, 2008)
[image: image105.emf] 

6. Клетки прямоугольной таблицы 2010(2010 пусты. Разрешается добавить по фишке в 4 клетки, образующие одну из фигур, изображённых на рисунке справа. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы во всех клетках таблицы лежало одинаковое ненулевое число фишек?

7. Биссектрисы BB1 и CC1 остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Докажите, что если (C = 4(B, то 2BC1 > BC+IB1, (А. Пастор)
8. Найдите все простые p, для которых p3+2p+1 — степень двойки. (Сербия, 2007, сильное упрощение)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В графе 80 вершин и 20 ребер, попарно не имеющих общих вершин. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников. (Болгария, отбор на ММО, 2007)
2. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ... удовлетворяет условию an+3 = an+1+an при всех натуральных n. Докажите, что an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 — точный квадрат при всех натуральных n. (Crux Mathematicorum, 2007, 3276)
3. Докажите, что если 0 < x1, x2, ..., xn ≤ 1, то 
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 (Сингапур, 2004)
4. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа. (Индонезия, 2008)
5. I — точка пересечения биссектрис треугольника ABC. Серединный перпендикуляр к BI пересекает стороны AB и BC в точках X и Y, а лучи AI и CI — в точках K и L соответственно. Докажите, что LX(KY = BX2. (Болгария, региональный тур, 2008)
[image: image106.emf] 

6. Клетки прямоугольной таблицы 2008(2009 пусты. Разрешается добавить по фишке в 4 клетки, образующие одну из фигур, изображённых на рисунке справа. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы во всех клетках таблицы лежало одинаковое ненулевое число фишек? 

7. В равнобедренном треугольнике ABC BM и CK — медианы, проведённые к боковым сторонам. Точка L на стороне BC такова, что BL = 2CL. Оказалось, что CK ( ML. Чему может быть равен угол A? (С. Берлов)
8. Найдите все простые p, для которых p3+2p2+1 — степень четвёрки. (Сербия, 2007, сильное упрощение)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. В графе 80 вершин и 20 ребер, попарно не имеющих общих вершин. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников. (Болгария, отбор на ММО, 2007)
2. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа. (Индонезия, 2008)
3. Докажите, что для любых четырёх чисел a, b, c, d, лежащих на отрезке [0;1] выполнено неравенство 
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. (Сингапур, 2004, частный случай)
4. Натуральное число называется странным, если среди любых его трёх натуральных делителей можно выбрать два, один из которых делится на другой. Сколько странных чисел среди делителей числа 3030? (А. Штерн)
5. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция. (Зарубежные олимпиады)
6. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно 2009 монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. Удастся ли с помощью таких операций уложить все монеты вверх цифрами? (Колумбия)
7. В равнобедренном треугольнике ABC BM и CK — медианы, опущенные на боковые стороны. Точка L на стороне BC такова, что BL = 2CL. Оказалось, что CK ( ML. Чему может быть равен угол A? (С. Берлов)
8. На доске выписаны в ряд 2009 чисел, причём каждое число, кроме двух крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел в этом ряду равна нулю, а сумма первых двухсот чисел в этом ряду равна трём. Найдите сумму всех чисел в этом ряду. (А. Штерн)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В графе 80 вершин и 20 ребер. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 800 треугольников. (Болгария, отбор на ММО, 2007)
2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция. (Зарубежные олимпиады)
3. Для чисел x1, x2, ..., xn, лежащих на отрезке [0, 1], докажите неравенство
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4. Множество {1, 2, ..., 56} разбито на три подмножества. Докажите, что существуют натуральные a1, a2, a3, a4 такие, что числа 2a1, 2a2, 2a3, 2a4 принадлежат одному множеству разбиения, и числа 2a1–1, 2a2–1, 2a3–1, 2a4–1 тоже принадлежат одному множеству разбиения. (Болгария, 1979, downgrade)
5. В ряд выписаны 2009 чисел, причём каждое число кроме двух крайних равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел в этом ряду равна нулю, а сумма первых двухсот чисел в этом ряду равна трём. Найдите сумму всех чисел в этом ряду. (А. Штерн)
6. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно n монет. Первоначально все монеты лежат орлом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. При каких n можно с помощью нескольких таких операций перевернуть все монеты вверх решкой? (Колумбийская олимпиада)
7. В треугольнике ABC провели биссектрису BD. Известно, что (C = 2(B. Докажите, что 2AB > BC+CD. (А. Пастор)
8. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа. (Индонезия, 2008)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Автомат "Х" (где х - некоторое натуральное число, не превосходящее 8) работает по следующему принципу. Ему вводят число n, и если одно из пары чисел (n, x) делится на другое, то автомат отправляет по электронной почте ответ "да", а иначе отправляет ответ "нет". Костя хочет узнать, чему равно X, введя в автомат три числа и лишь затем прочитав (один раз) электронную почту. Сможет ли он это сделать? (К. Кноп)
2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция. (Зарубежные олимпиады)
3. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел один абориген А и, не вставая в круг, произнес: "Теперь мы вместе тоже можем (возможно, в каком-то другом порядке) образовать дружественный круг". После чего подошел абориген из другого племени, чем А, и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек. (О. Нечаева)
4. Из квадрата 7(7 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной? (Сообщил А.Штерн)
5. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел. (по мотивам задачи А. Штерна)
6. Монеты выложены в форме равностороннего треугольника со стороной 2009 (вдоль каждой стороны треугольника лежит 2009 монет). За один ход разрешается перевернуть любые три монеты, образующие равносторонний треугольник. Можно ли такими ходами перевернуть все монеты? (Колумбийская олимпиада)
7. В треугольнике ABC провели биссектрису BD. Известно, что (C = 2(B. Докажите, что 2AB > BC+CD. (А. Пастор)
8. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа. (Индонезия, 2008)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно n монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. При каких n удастся уложить все монеты вверх цифрами? (Колумбия)
2. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел. (По мотивам задачи А. Штерна)
3. В школе решили провести полный круговой турнир по теннису (каждый играет с каждым, ничьих в теннисе нет) на n участников, но из-за экономии средств решили сократить число игр. Если участник выигрывал больше половины от запланированных вначале встреч, то он объявлялся призером, и больше в турнире не играл. Какое наибольшее число призеров могло быть на турнире? (О. Нечаева)
4. Натуральное число называется странным, если среди любых его трёх натуральных делителей можно выбрать два, один из которых делится на другой. Сколько странных чисел среди делителей числа 3030? (А. Штерн)
5. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел один абориген А и, не вставая в круг, произнес: "Теперь мы вместе тоже можем (возможно, в каком-то другом порядке) образовать дружественный круг". После чего подошел абориген из другого племени, чем А, и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек. (О. Нечаева)
6. Из квадрата 7(7 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной? (Болгарские олимпиады)
7. Шахматный конь захромал, и, делая обычный ход буквой Г, наступает на каждую клетку, входящую в эту букву (например, делая ход с a1 на b3, он наступает еще и на клетки a2, a3, либо на b1, b2). Может ли хромой конь обойти поле 5(11 так, чтобы наступить на каждую клетку ровно один раз. (А. Адельшин)
8. Автомат «Х» (где х – заранее неизвестное натуральное число, не превосходящее 8) работает по следующему принципу. Ему вводят число n, и если из пары (n, x) одно из них делится на другое, то автомат зажигает зеленую лампочку, а иначе — красную. Существует ли такие три числа, введя которые в автомат и получив ответы, можно затем однозначно определить x? (К.Кноп)
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 27.02.2009

ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно 5 монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. Можно ли уложить все монеты вверх цифрами? (Колумбия)
2. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел. (А. Штерн)
3. В классе решили провести полный круговой турнир по теннису (каждый играет с каждым, ничьих не бывает) среди 7 участников, но из-за экономии средств решили сократить число игр. Если участник выигрывал больше половины от запланированных вначале встреч, то он объявлялся призером, и больше в турнире не играл. Какое наибольшее число призеров могло быть на турнире? (О. Нечаева)
4. У Попа больше земли, чем у Балды на 90 квадратных аршин. Каждый год Поп и Балда одновременно обмениваются землёй: Поп отдаёт Балде третью часть своего надела, и Балда отдаёт Попу третью часть своего надела. У кого из них будет больше земли через 5 лет и насколько? (С.Усов)
5. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел рыцарь и сказал: «Теперь мы вместе тоже можем образовать дружественный круг». После чего подошел лжец и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек. (О. Нечаева)
6. Из квадрата 5(5 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной? (Болгарские олимпиады, упрощение)
7. У старшего брата на карточке было написано число. Средний брат записал один из его делителей. Младший брат записал один из делителей числа среднего, после чего братья возвели свои числа в квадрат и сложили результаты, получив 2009. Какие числа могли быть записаны на карточках у братьев? Найдите все возможности. (О. Нечаева)
8. Одновременно Ахиллес и черепаха начали двигаться навстречу друг другу. Гора Олимп находится ровно посередине между ними, но дорога от черепахи до Олимпа идёт по земле, а от Олимпа до Ахиллеса по асфальту. Известно, что Ахиллес движется по асфальту в 3 раза быстрее, чем черепаха по земле, а по земле они движутся с одинаковыми скоростями. Ахиллес добрался до Олимпа за час. Через какое время после этого он встретит черепаху, если продолжит движение, не останавливаясь? (А.Штерн)
Старшая группа, высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. В графе 80 вершин и 20 ребер. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников.
Решение. Пусть K — множество концов этих 20 ребер, и |K| = k. Предположим, что k ≤ 35. Тогда рассмотрим 80–k ( 45 остальных вершин и применим к каждой из них операцию, описанную в условии задачи (порядок операций не имеет значения). В результате нетрудно понять, что для каждого из наших 20 ребер появится 80–k треугольников с этим ребром (и каждой из не входящих в K вершин). Итого мы имеем 20(80–k) ( 20(45 = 900 треугольников.
Пусть k ( 36. Всего у 20 ребер 40 концов и легко понять, что есть не менее 12 ребер, концы которых не совпадают с другими концами наших 20 ребер. Выберем 5 таких ребер — пусть это ребра a1b1, ..., a5b5. Обозначим через S множество, состоящие из вершин a1, ..., a5, b1, ... b5 и произвольных 40 вершин не входящих в K. Применим операцию ко всем 50 вершинам множества S. Тогда на каждом из ребер a1b1, ..., a5b5 образуется по 30 треугольников (со всеми вершинами, не входящими в S), а на каждом из 15 оставшихся ребер — по 50 треугольников (со всеми вершинами множества S). Итого получается 5(30+15(50 = 150+750 = 900 треугольников.
2. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ... удовлетворяет условию an+3 = an+1+an при всех натуральных n. Докажите, что an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 — точный квадрат при всех натуральных n.
Решение. Заметим, что an+5 = an+3+an+2 = an+2+an+1+an. Тогда получается, что
an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 = (an+2+an+1+an)2+(an+2+an+1)2+(an+1+an)2–an+22+an+12–an2 =
= an+22+4an+12+an2+4an+2an+1+2an+2an+4an+1an = (an+2+2an+1+an)2.

3. Докажите, что если 0 < x1, x2, ..., xn ≤ 1, то 
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Решение. Достаточно проверить, что при 0 ≤ x ≤ 1 выполнено неравенство x/(1+(n–1)x) ≤ 1/n.
4. Множество 1, 2, ..., 2n разбито на k подмножеств, причём k3+1 ≤ n. Докажите, что существуют натуральные a1, a2, ..., ak+1 такие, что числа 2a1, 2a2, ..., 2ak+1 принадлежат одному множеству разбиения, и числа 2a1–1, 2a2–1, ..., 2ak+1–1 тоже принадлежат одному множеству разбиения.
Решение. По принципу Дирихле среди n чётных чисел от 2 до 2n найдутся хотя бы k2+1 принадлежащих одному множеству. По тому же принципу среди не менее чем k2+1 чисел, получаемых из них уменьшением на 1, найдутся хотя бы k+1 принадлежащих одному множеству.
5. Внутри треугольника ABC на биссектрисе угла B выбрана точка D. Серединный перпендикуляр к BD пересекает стороны AB и BC в точках X и Y, а лучи AD и CD — в точках K и L соответственно. Оказалось, что LX(KY = BX2. Докажите, что D — точка пересечения биссектрис треугольника ABC.
Решение. Сначала заметим, что (LDB > (DBC = (DBX, поэтому точка L лежит вне треугольника ABC. Аналогично, точка K лежит вне треугольника. Поскольку (LXB = (BYK и по условию LX/XB = BY/YK, то треугольники LXB и BYK подобны. Тогда подобны и симметричные им треугольники LXD и DYK. Поэтому
(ADC = (LDK = (XDY+(LDX+(XLD = (ABC+(DXY = 90(+(ABC/2.

Но для точки пересечения биссектрис I угол AIC = 90(+(ABC/2, а такая точка на биссектрисе угла B единственна.
( Не доказано, что точки K и L лежат вне треугольника — дыра в 4 балла.
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6. Клетки прямоугольной таблицы 2010(2010 пусты. Разрешается добавить по фишке в 4 клетки, образующие одну из фигур, изображённых на рисунке справа. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы во всех клетках таблицы лежало одинаковое ненулевое число фишек?
Ответ: Нет. Решение. Рассмотрим все фигурки, в которые добавляются фишки — каждую фигурку столько раз, сколько раз это с ней проделывается. Занумеруем столбцы таблицы слева направо числами от 1 до 2010. Будем для краткости говорить, что фигурка начинается в k-м столбце, если в нем лежит самая левая клетка этой фигурки (может быть, не одна). Каждая фигурка, начинающаяся в первом столбце, занимает в нем столько же клеток, сколько во втором. Если бы какие-то фигурки начинались во втором столбце, в нем оказалось бы больше фишек, чем в первом. Поэтому во втором столбце фигурки не начинаются. Фигурки, начинающиеся в первом и третьем столбцах, занимают в третьем и четвертом столбцах поровну клеток. Поэтому в четвертом столбце фигурки тоже не начинаются. Аналогично показывается, что все фигурки начинаются только в столбцах с нечетными номерами. Повернув голову на 90(и повторив то же рассуждение, мы узнаем, что самая верхняя клетка каждой фигурки находится в строке с нечетным номером. Теперь разобьём таблицу на квадраты 2(2 и раскрасим их в черный и белый цвета в шахматном порядке. Поскольку левая верхняя клетка каждой фигурки находится в левом верхнем углу одного из этих квадратов 2(2, в каждой фигурке 2 белых и 2 черных клетки. Это значит, что и во всех фигурках черных и белых клеток поровну, то есть общее количество фишек на черных клетках равно количеству фишек на белых клетках. С другой стороны, в таблице черных и белых клеток не поровну, и поэтому фишек на черных и белых клетках тоже не должно быть поровну. Полученное противоречие доказывает, что требуемый в условии результат невозможен.
7. Биссектрисы BB1 и CC1 остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке I. Докажите, что если (C = 4(B, то 2BC1 > BC+IB1,
Решение. Отметим на продолжении стороны BA за точку A точку X такую, что AX = AI. Обозначим через Y точку пересечения прямых XI и BC. Заметим, что (AXY = (IAB/2 = (ABC. Тогда 2BA1 > 2BY = BY+YX > BX = BA+AI, поэтому достаточно доказать, что AI > IB1. Но (AB1I > (ACB, поэтому достаточно доказать, что (ACB > (CAI. Но в силу остроугольности треугольника ABC (ABC+(ACB > (CAB, откуда
(ACB > (CAB–(ACB = 3(ABC > 2(ABC = (CAI.

8. Найдите все простые p, для которых p3+2p+1 — степень двойки.
Решение. Легко видеть, что p3+2p+1 дает при делении на 3 остаток 1, поэтому показатель степени двойки должен быть четным: p3+2p+1=22k, то есть 22k= p3–p2+(p+1)2, или p2(p–1)=(2k+p+1)(2k–p–1). Разность сомножителей 2p+2 не кратна p, поэтому один из них не кратен p. Следовательно, тот из сомножителей, который кратен p, делится и на p2, а другой — делитель p–1. Поэтому p2 ≤ 2k+p+1, а p–1 ( 2k–p–1. Тогда p2 ≤ p–1+2p+2=3p+1 < 4p и p < 4. Но единственная оставшаяся возможность p = 3 тоже не подходит.
( Доказано, что двойка в чётной степени — 2 балла.
Старшая группа, первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. В графе 80 вершин и 20 ребер, попарно не имеющих общих вершин. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников.
Решение. Пусть K — множество концов этих 20 ребер, и |K| = k. Предположим, что k ≤ 35. Тогда рассмотрим 80–k ( 45 остальных вершин и применим к каждой из них операцию, описанную в условии задачи (порядок операций не имеет значения). В результате нетрудно понять, что для каждого из наших 20 ребер появится 80–k треугольников с этим ребром (и каждой из не входящих в K вершин). Итого мы имеем 20(80–k) ( 20(45 = 900 треугольников.
Пусть k ( 36. Всего у 20 ребер 40 концов и легко понять, что есть не менее 12 ребер, концы которых не совпадают с другими концами наших 20 ребер. Выберем 5 таких ребер — пусть это ребра a1b1, ..., a5b5. Обозначим через S множество, состоящие из вершин a1, ..., a5, b1, ... b5 и произвольных 40 вершин не входящих в K. Применим операцию ко всем 50 вершинам множества S. Тогда на каждом из ребер a1b1, ..., a5b5 образуется по 30 треугольников (со всеми вершинами, не входящими в S), а на каждом из 15 оставшихся ребер — по 50 треугольников (со всеми вершинами множества S). Итого получается 5(30+15(50 = 150+750 = 900 треугольников.
2. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ... удовлетворяет условию an+3 = an+1+an при всех натуральных n. Докажите, что an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 — точный квадрат при всех натуральных n.
Решение. Заметим, что an+5 = an+3+an+2 = an+2+an+1+an. Тогда получается, что
an+52+an+42+an+32–an+22+an+12–an2 = (an+2+an+1+an)2+(an+2+an+1)2+(an+1+an)2–an+22+an+12–an2 =
= an+22+4an+12+an2+4an+2an+1+2an+2an+4an+1an = (an+2+2an+1+an)2.

3. Докажите, что если 0 < x1, x2, ..., xn ≤ 1, то 
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Решение. Достаточно проверить, что при 0 ≤ x ≤ 1 выполнено неравенство x/(1+(n–1)x) ≤ 1/n.
4. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа.
Ответ: 6, 7, 8. Решение. Если такая сумма трех дробей равна натуральному числу n, то каждая из дробей получается вычитанием из натурального числа двух остальных: например, (a+b)/c = n–(b+c)/a}–(c+a)/b. Приведя правую часть к общему знаменателю, мы получим дробь со знаменателем ab, то есть окажется, что равны две дроби со взаимно простыми знаменателями ab и c. Это может быть только в случае, если обе эти дроби равны целым числам (потому что при сокращении этих дробей должен получиться один и тот же знаменатель, являющийся общим делителем ab и c, то есть 1. Таким образом, все три слагаемых — целые числа: a+b делится на c, b+c делится на a, c+a делится на b. Переставив, если нужно, числа a, b и c, мы можем считать, что a ( b ( c. Если b = c, то b = c = 1, значит, a тоже равно 1, и сумма дробей равна 6. Если же b < c, то a+b < 2c, следовательно, a+b = c. Тогда b+c = a+2b делится на a, значит, 2b делится на a и аналогично 2a делится на b. Поэтому числа a и b — делители 2: или a = b = 1, или a = 1 и b = 2. В первом случае получаем c = 2 и сумма дробей равна 7. Во втором получаем c = 3 и сумма дробей равна 8.
( Только ответ — 0 баллов. Доказано, что все слагаемые целые — 4 балла.

5. I — точка пересечения биссектрис треугольника ABC. Серединный перпендикуляр к BI пересекает стороны AB и BC в точках X и Y, а лучи AI и CI — в точках K и L соответственно. Докажите, что LX(KY = BX2.
Решение. Сначала заметим, что (LIB > (IBC = (IBX, поэтому точка L лежит вне треугольника ABC. Аналогично, точка K лежит вне треугольника. Поскольку (LXI = (KYI, а (LIX = (LIB–(XIB = (LIB–(IBC = (BCI и (YKI = (BXY–(BAK = (BCI, то треугольники LXI и IYK подобны. Тогда подобны и симметричные им треугольники LXB и BYK, откуда и следует утверждение задачи.
( Не доказано, что точки K и L лежат вне треугольника — дыра в 4 балла.
6. Клетки прямоугольной таблицы 2008(2009 пусты. Разрешается добавить по фишке в 4 клетки, образующие одну из фигур, изображённых на рисунке справа. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы во всех клетках таблицы лежало одинаковое ненулевое число фишек?
Ответ: Нет. Решение. Занумеруем столбцы таблицы слева направо числами от 1 до 2009 и закрасим —все клетки столбцов с нечетными номерами в черный цвет, а все клетки столбцов с четными номерами — в белый. Каждый раз, добавляя фишки, мы добавляем две фишки на черные клетки и две на белые. Поэтому после всех операций на черных клетках будет лежать столько же фишек, сколько и на белых. С другой стороны, черных клеток больше, чем белых, и если во всех клетках поровну шариков, то на черных клетках их больше. Это означает, что добиться требуемого в условии результата невозможно.
7. В равнобедренном треугольнике ABC BM и CK — медианы, проведённые к боковым сторонам. Точка L на стороне BC такова, что BL = 2CL. Оказалось, что CK ( ML. Чему может быть равен угол A?
Решение. 
8. Найдите все простые p, для которых p3+2p2+1 — степень четвёрки.
Решение. Очевидно, p > 2. Перепишем условие в виде p2(p+2) = p3+2p2 = 4n–1 = (2n–1)(2n+1). Ровно один из сомножителей в правой части делится на p, и, следовательно, на p2. Тогда другой сомножитель не превосходит p+2 и, следовательно, p+2 ( p2–2. Из последнего неравенства легко вывести, что p < 3. Таким образом, решений нет.

Старшая группа, вторая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. В графе 80 вершин и 20 ребер, попарно не имеющих общих вершин. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 900 треугольников.
Решение. Пусть K — множество концов этих 20 ребер, и |K| = k. Предположим, что k ≤ 35. Тогда рассмотрим 80–k ( 45 остальных вершин и применим к каждой из них операцию, описанную в условии задачи (порядок операций не имеет значения). В результате нетрудно понять, что для каждого из наших 20 ребер появится 80–k треугольников с этим ребром (и каждой из не входящих в K вершин). Итого мы имеем 20(80–k) ( 20(45 = 900 треугольников.
Пусть k ( 36. Всего у 20 ребер 40 концов и легко понять, что есть не менее 12 ребер, концы которых не совпадают с другими концами наших 20 ребер. Выберем 5 таких ребер — пусть это ребра a1b1, ..., a5b5. Обозначим через S множество, состоящие из вершин a1, ..., a5, b1, ... b5 и произвольных 40 вершин не входящих в K. Применим операцию ко всем 50 вершинам множества S. Тогда на каждом из ребер a1b1, ..., a5b5 образуется по 30 треугольников (со всеми вершинами, не входящими в S), а на каждом из 15 оставшихся ребер — по 50 треугольников (со всеми вершинами множества S). Итого получается 5(30+15(50 = 150+750 = 900 треугольников.
2. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа.
Ответ: 6, 7, 8. Решение. Если такая сумма трех дробей равна натуральному числу n, то каждая из дробей получается вычитанием из натурального числа двух остальных: например, (a+b)/c = n–(b+c)/a}–(c+a)/b. Приведя правую часть к общему знаменателю, мы получим дробь со знаменателем ab, то есть окажется, что равны две дроби со взаимно простыми знаменателями ab и c. Это может быть только в случае, если обе эти дроби равны целым числам (потому что при сокращении этих дробей должен получиться один и тот же знаменатель, являющийся общим делителем ab и c, то есть 1. Таким образом, все три слагаемых — целые числа: a+b делится на c, b+c делится на a, c+a делится на b. Переставив, если нужно, числа a, b и c, мы можем считать, что a ( b ( c. Если b = c, то b = c = 1, значит, a тоже равно 1, и сумма дробей равна 6. Если же b < c, то a+b < 2c, следовательно, a+b = c. Тогда b+c = a+2b делится на a, значит, 2b делится на a и аналогично 2a делится на b. Поэтому числа a и b — делители 2: или a = b = 1, или a = 1 и b = 2. В первом случае получаем c = 2 и сумма дробей равна 7. Во втором получаем c = 3 и сумма дробей равна 8.
( Только ответ — 2 балла.

3. Докажите, что для любых четырёх чисел a, b, c, d, лежащих на отрезке [0;1] выполнено неравенство 
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Решение. Достаточно проверить, что при 0 ≤ x ≤ 1 выполнено неравенство x/(1+3x) ≤ 1/4.

4. Натуральное число называется странным, если среди любых его трёх натуральных делителей можно выбрать два, один из которых делится на другой. Сколько странных чисел среди делителей числа 3030?
Ответ: 100. Решение. Число является странным тогда и только тогда, когда  оно либо есть степень простого числа, либо произведение двух различных простых, либо произведение квадрата простого числа на другое простое число, либо равно 1. Докажем это. У степени простого числа даже из любых двух делителей один делится на другой. Если число есть произведение двух различных простых, то среди любых трёх его делителей встречается либо 1, либо само это число. Пусть число имеет вид N = p2q. Выберем тройку его делителей, среди которых нет ни 1, ни N. Тогда в этой тройке целиком содержится либо пара делителей p, p2 , либо пара делителей q, рq. А в этих парах одно число делится на другое. Если же число N  делится на p2q2, то в тройке p2, q2, pq ни одно число не делится на другое. Числа, имеющие три различных простых делителя, тоже не подходят Теперь ясно, что странные делители  числа 3030 имеют вид 1, 2((, 3(, 5(, 12, 20, 45, 18, 50, 6, 10, 15, 75. Всего их 100 штук.

( Арифметические ошибки при верном ходе решения — дыра в 2 балла. Потеря одного из трёх случаев — 6 баллов и задача не решена. Рассмотрен только один случай — не более 2 баллов.
5. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция.
Решение. Отложим на стороне AD отрезок AE = 2. Треугольник ABE — равносторонний. У треугольников BED и BCD сторона BD — общая, BE = CD = 1, (BED = (BCD = 120(. Построением доказывается, что по таким данным (поскольку равные углы — тупые) треугольник строится единственным образом. Поэтому BC = ED = 1, то есть BCDE — параллелограмм, откуда и следует утверждение задачи.
( Используется, но не обосновано равенство треугольников BED и BCD — дыра в 4 балла.
6. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно 2009 монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. Удастся ли с помощью таких операций уложить все монеты вверх цифрами?
Ответ: Да. Решение. Легко замостить треугольниками из трёх монет трапецию, составленную из двух рядов монет длинами 3k+2 и 3k+1. Отрезая такую трапецию от треугольника со стороной 2009, мы сводим проблему к случаю стороны 2007 = 3(669. Заметим, что если в треугольнике со стороной в 3 монеты перевернуть по разу монеты во всех четырёх треугольниках из трёх монет, каждая монета перевернётся нечётное число раз, и цель будет достигнута. Заметим также, что треугольниками со стороной 3 и противоположно ориентированными треугольниками со стороной 2 можно при любом натуральном k замостить трапецию, составленную из трёх рядов монет длинами 3k, 3k–1, 3k–2, а из таких трапеций и треугольника со стороной 3 можно составить любой треугольник со стороной, кратной 3, что завершает построение нужного примера.
7. В равнобедренном треугольнике ABC BM и CK — медианы, опущенные на боковые стороны. Точка L на стороне BC такова, что BL = 2CL. Оказалось, что CK ( ML. Чему может быть равен угол A?
Решение.
8. На доске выписаны в ряд 2009 чисел, причём каждое число, кроме двух крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел в этом ряду равна нулю, а сумма первых двухсот чисел в этом ряду равна трём. Найдите сумму всех чисел в этом ряду.
Ответ: –1. Решение. Пусть первые три числа равны a, b, с. Тогда b = a+c ( c = b–a. Далее аналогично находим, что четвёртое число равно –a, пятое — –b, шестое — a–b, седьмое — a, восьмое —b. Итак, наша последовательность периодична с периодом 6, причём сумма чисел в периоде равна 0. Сумма первых 100 чисел равна сумме первых четырёх чисел периода, то есть 0 = 2b–a, а сумма первых 200 чисел равна сумме первых двух чисел периода, то есть 3 = a+b. Решая полученную систему уравнений, находим, что a = 2, b = 1. Сумма всех 2009 чисел равна сумме первых пяти чисел периода, то есть b–a = –1.

Младшая группа, высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. В графе 80 вершин и 20 ребер. Разрешается взять любую вершину, стереть все выходящие из нее ребра и соединить ее со всеми вершинами, с которыми она была не соединена. Докажите, что такими операциями можно получить граф, в котором не менее 800 треугольников.
Решение. Пусть K — множество концов этих 20 ребер, и |K| = k. Предположим, что k ≤ 35. Тогда рассмотрим 80–k ( 45 остальных вершин и применим к каждой из них операцию, описанную в условии задачи (порядок операций не имеет значения). В результате нетрудно понять, что для каждого из наших 20 ребер появится 80–k треугольников с этим ребром (и каждой из не входящих в K вершин). Итого мы имеем 20(80–k) ( 20(45 = 900 треугольников.
Пусть k ( 36. Всего у 20 ребер 40 концов и легко понять, что есть не менее 12 ребер, концы которых не совпадают с другими концами наших 20 ребер. Выберем 5 таких ребер — пусть это ребра a1b1, ..., a5b5. Обозначим через S множество, состоящие из вершин a1, ..., a5, b1, ... b5 и произвольных 40 вершин не входящих в K. Применим операцию ко всем 50 вершинам множества S. Тогда на каждом из ребер a1b1, ..., a5b5 образуется по 30 треугольников (со всеми вершинами, не входящими в S), а на каждом из 15 оставшихся ребер — по 50 треугольников (со всеми вершинами множества S). Итого получается 5(30+15(50 = 150+750 = 900 треугольников.
2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция.
Решение. Отложим на стороне AD отрезок AE = 2. Треугольник ABE — равносторонний. У треугольников BED и BCD сторона BD — общая, BE = CD = 1, (BED = (BCD = 120(. Построением доказвается, что по таким данным треугольник строится единственным образом. Поэтому BC = ED = 1, то есть BCDE — параллелограмм, откуда и следует утверждение задачи.

3. Для чисел x1, x2, ..., xn, лежащих на отрезке [0, 1], докажите неравенство
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Решение. Достаточно проверить, что при 0 ≤ x ≤ 1 выполнено неравенство x/(1+(n–1)x) ≤ 1/n.
4. Множество {1, 2, ..., 56} разбито на три подмножества. Докажите, что существуют натуральные a1, a2, a3, a4 такие, что числа 2a1, 2a2, 2a3, 2a4 принадлежат одному множеству разбиения, и числа 2a1–1, 2a2–1, 2a3–1, 2a4–1 тоже принадлежат одному множеству разбиения.
Решение. Среди 28 чётных чисел, не превосходящих 56, найдутся 10, принадлежащие одному множеству. Среди 10 чисел, получающихся из них вычитанием единицы, найдутся 4, принадлежащие одному множеству.
5. В ряд выписаны 2009 чисел, причём каждое число кроме двух крайних равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел в этом ряду равна нулю, а сумма первых двухсот чисел в этом ряду равна трём. Найдите сумму всех чисел в этом ряду.
Ответ: –1. Решение. Пусть первые три числа равны a, b, с. Тогда b = a+c ( c = b–a. Далее аналогично находим, что четвёртое число равно –a, пятое — –b, шестое — a–b, седьмое — a, восьмое —b. Итак, наша последовательность периодична с периодом 6, причём сумма чисел в периоде равна 0. Сумма первых 100 чисел равна сумме первых четырёх чисел периода, то есть 0 = 2b–a, а сумма первых 200 чисел равна сумме первых двух чисел периода, то есть 3 = a+b. Решая полученную систему уравнений, находим, что a = 2, b = 1. Сумма всех 2009 чисел равна сумме первых пяти чисел периода, то есть b–a = –1.

6. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно n монет. Первоначально все монеты лежат орлом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. При каких n можно с помощью нескольких таких операций перевернуть все монеты вверх решкой?
Ответ: При всех n вида 3k и 3k+2, и только при них. Решение. Покажем сначала, как перевернуть все монеты в случаях, когда это возможно. Легко замостить треугольниками из трёх монет трапецию, составленную из двух рядов монет длинами 3k+2 и 3k+1. Отрезая такую трапецию от треугольника со стороной 3k+2, мы сводим проблему к случаю стороны 3k. Заметим, что если в треугольнике со стороной в 3 монеты перевернуть по разу монеты во всех четырёх треугольниках из трёх монет, каждая монета перевернётся нечётное число раз, и цель будет достигнута. Заметим, что треугольниками со стороной 3 и противоположно ориентированными треугольниками со стороной 2 можно замостить трапецию, составленную из трёх рядов монет длинами 3k, 3k–1, 3k–2, а из таких трапеций и треугольника со стороной 3 можно составить любой треугольник со стороной 3k, что завершает построение нужных примеров.
Теперь рассмотрим треугольник со стороной 3k+1. Покрасим верхнюю его монету в цвет 1, а две примыкающие к ней слева направо в цвета 2 и 3. Затем покрасим сторону с цветами 1 и 2 в три цвета циклически: 1-2-3-1-…, после чего, начиная с монет этой стороны, так же циклически покрасим все горизонтальные ряды. Легко видеть, что три монеты, попарно касающиеся друг друга, всегда будут покрашены в три разных цвета, и потому перевёрнутых монет каждого из цветов всегда будет поровну. Но общее число монет в треугольнике со стороной 3k+1 не делится на 3, и потому одновременно перевернуть все монеты никогда не удастся.

7. В треугольнике ABC провели биссектрису BD. Известно, что (C = 2(B. Докажите, что 2AB > BC+CD.
Решение. На продолжении стороны BC за точку C отметим точку E такую, что CD = CE. Пусть F — точка пересечения прямой DE и стороны AB. Тогда (FEC = (DEC = (EDC = (ACB/2 = (FBC, следовательно, FB = FE. Поэтому 2AB > 2FB = FB+FE > BE = BC+CE = BC+CD.

8. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа.
Ответ: 6, 7, 8. Решение. Если такая сумма трех дробей равна натуральному числу n, то каждая из дробей получается вычитанием из натурального числа двух остальных: например, (a+b)/c = n–(b+c)/a}–(c+a)/b. Приведя правую часть к общему знаменателю, мы получим дробь со знаменателем ab, то есть окажется, что равны две дроби со взаимно простыми знаменателями ab и c. Это может быть только в случае, если обе эти дроби равны целым числам (потому что при сокращении этих дробей должен получиться один и тот же знаменатель, являющийся общим делителем ab и c, то есть 1. Таким образом, все три слагаемых — целые числа: a+b делится на c, b+c делится на a, c+a делится на b. Переставив, если нужно, числа a, b и c, мы можем считать, что a ( b ( c. Если b = c, то b = c = 1, значит, a тоже равно 1, и сумма дробей равна 6. Если же b < c, то a+b < 2c, следовательно, a+b = c. Тогда b+c = a+2b делится на a, значит, 2b делится на a и аналогично 2a делится на b. Поэтому числа a и b — делители 2: или a = b = 1, или a = 1 и b = 2. В первом случае получаем c = 2 и сумма дробей равна 7. Во втором получаем c = 3 и сумма дробей равна 8.
( Только ответ — 2 балла.

Младшая группа, первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Автомат "Х" (где х — некоторое натуральное число, не превосходящее 8) работает по следующему принципу. Ему вводят число n, и если одно из пары чисел (n, x) делится на другое, то автомат отправляет по электронной почте ответ "да", а иначе отправляет ответ "нет". Костя хочет узнать, чему равно X, введя в автомат три числа и лишь затем прочитав (один раз) электронную почту. Сможет ли он это сделать?
Ответ: Да. Решение. Достаточно ввести числа n = 6, 20, 105. Нетрудно проверить, что числам от 1 до 8 будут соответствовать 8 разных комбинаций трёх ответов автомата.
( Ответ без проверки — 8 баллов. Возможны и другие наборы чисел. Проверяйте их!
2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD AB = 2, BC = 1, DA = 3, (BAD = 60(и (BCD = 120(. Докажите, что этот четырёхугольник — трапеция.
Решение. Отложим на стороне AD отрезок AE = 2. Треугольник ABE — равносторонний. У треугольников BED и BCD сторона BD — общая, BE = CD = 1, (BED = (BCD = 120(. Построением доказывается, что по таким данным треугольник строится единственным образом. Поэтому BC = ED = 1, то есть BCDE — параллелограмм, откуда и следует утверждение задачи.

( Используется, но не обосновано равенство треугольников BED и BCD — дыра в 4 балла.
3. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел один абориген А и, не вставая в круг, произнес: "Теперь мы вместе тоже можем (возможно, в каком-то другом порядке) образовать дружественный круг". После чего подошел абориген из другого племени, чем А, и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек.
Решение. Допустим, в первоначальном круге стояло 2009 человек. Круг дружественен тогда и только тогда, когда рядом с каждым рыцарем есть хотя бы один рыцарь, а оба соседа каждого лжеца — рыцари, то есть лжецы стоят поодиночке, а рыцари идут цепочками не короче двух. Рыцарь в такой круг с сохранением его дружественности сможет встать всегда, а лжец не сможет встать в него только тогда, когда все цепочки рыцарей состоят из двух человек или все цепочки рыцарей состоят из двух человек, а одна — из трёх. В первом случае число людей в круге делится на 3, а во втором дает при делении на 3 остаток 1. Последнее невозможно ни при 2009, ни при 2010 людях в круге, а первое возможно только в случае 2010 человек. Поэтому первым должен был подойти рыцарь, и после этого рыцарей должно было стать 2/3 от 2010, то есть 1340. Но тогда в первоначальном кругу их было 1339. Значит, там было не более 669 цепочек рыцарей (668 по 2 человека и одна из 3 человек), то есть не более 669 лжецов. Но 1339+669 = 2008 < 2009. Противоречие.

( Не замечено, что лжец может лгать не только в случае 3k, но и в случае 3k+1 — не более 6 баллов, и задача не решена.

4. Из квадрата 7(7 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной?
Ответ: Да. Решение. В 8 краевых клетках, примыкающих к вырезанным углам, запишем по пятёрке, в остальных 12 краевых клетках — по десятке, а в 25 клетках, образующих центральный квадрат 5(5 — по числу –6. Сумма всех чисел в фигуре равна 10, а сумма чисел в каждом кресте не более –8.
5. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел.
Ответ: –1. Решение. Пусть первые три числа равны a, b, с. Тогда b = a+c ( c = b–a. Далее аналогично находим, что четвёртое число равно –a, пятое — –b, шестое — a–b, седьмое — a, восьмое —b. Итак, наша последовательность периодична с периодом 6, причём сумма чисел в периоде равна 0. Сумма первых 100 чисел равна сумме первых четырёх чисел периода, то есть 3 = 2b–a, а сумма первых 200 чисел равна сумме первых двух чисел периода, то есть 9 = a+b. Решая полученную систему уравнений, находим, что a = 5, b = 4. Сумма всех 2009 чисел равна сумме первых пяти чисел периода, то есть b–a = –1.

6. Монеты выложены в форме равностороннего треугольника со стороной 2009 (вдоль каждой стороны треугольника лежит 2009 монет). За один ход разрешается перевернуть любые три монеты, образующие равносторонний треугольник. Можно ли такими ходами перевернуть все монеты?
Ответ: Да. Решение. Легко замостить треугольниками из трёх монет трапецию, составленную из двух рядов монет длинами 3k+2 и 3k+1. Отрезая такую трапецию от треугольника со стороной 2009, мы сводим проблему к случаю стороны 2007 = 3(669. Заметим, что если в треугольнике со стороной в 3 монеты перевернуть по разу монеты во всех четырёх треугольниках из трёх монет, каждая монета перевернётся нечётное число раз, и цель будет достигнута. Заметим также, что треугольниками со стороной 3 и противоположно ориентированными треугольниками со стороной 2 можно при любом натуральном k замостить трапецию, составленную из трёх рядов монет длинами 3k, 3k–1, 3k–2, а из таких трапеций и треугольника со стороной 3 можно составить любой треугольник со стороной, кратной 3, что завершает построение нужного примера.
( Только пример или только обоснование невозможности при n = 3k+1 — 6 баллов и задача не решена.
7. В треугольнике ABC провели биссектрису BD. Известно, что (C = 2(B. Докажите, что 2AB > BC+CD.
Решение. На продолжении стороны BC за точку C отметим точку E такую, что CD = CE. Пусть F — точка пересечения прямой DE и стороны AB. Тогда (FEC = (DEC = (EDC = (ACB/2 = (FBC, следовательно, FB = FE. Поэтому 2AB > 2FB = FB+FE > BE = BC+CE = BC+CD.

8. Найдите все натуральные числа, представимые в виде 
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, где a, b, c — попарно взаимно простые натуральные числа.
Ответ: 6, 7, 8. Решение. Если такая сумма трех дробей равна натуральному числу n, то каждая из дробей получается вычитанием из натурального числа двух остальных: например, (a+b)/c = n–(b+c)/a}–(c+a)/b. Приведя правую часть к общему знаменателю, мы получим дробь со знаменателем ab, то есть окажется, что равны две дроби со взаимно простыми знаменателями ab и c. Это может быть только в случае, если обе эти дроби равны целым числам (потому что при сокращении этих дробей должен получиться один и тот же знаменатель, являющийся общим делителем ab и c, то есть 1. Таким образом, все три слагаемых — целые числа: a+b делится на c, b+c делится на a, c+a делится на b. Переставив, если нужно, числа a, b и c, мы можем считать, что a ( b ( c. Если b = c, то b = c = 1, значит, a тоже равно 1, и сумма дробей равна 6. Если же b < c, то a+b < 2c, следовательно, a+b = c. Тогда b+c = a+2b делится на a, значит, 2b делится на a и аналогично 2a делится на b. Поэтому числа a и b — делители 2: или a = b = 1, или a = 1 и b = 2. В первом случае получаем c = 2 и сумма дробей равна 7. Во втором получаем c = 3 и сумма дробей равна 8.
( Только ответ — 2 балла.

Группа «Старт», высшая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно n монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. При каких n удастся уложить все монеты вверх цифрами?
Ответ: При всех n вида 3k и 3k+2, и только при них. Решение. Покажем сначала, как перевернуть все монеты в случаях, когда это возможно. Легко замостить треугольниками из трёх монет трапецию, составленную из двух рядов монет длинами 3k+2 и 3k+1. Отрезая такую трапецию от треугольника со стороной 3k+2, мы сводим проблему к случаю стороны 3k. Заметим, что если в треугольнике со стороной в 3 монеты перевернуть по разу монеты во всех четырёх треугольниках из трёх монет, каждая монета перевернётся нечётное число раз, и цель будет достигнута. Заметим, что треугольниками со стороной 3 и противоположно ориентированными треугольниками со стороной 2 можно замостить трапецию, составленную из трёх рядов монет длинами 3k, 3k–1, 3k–2, а из таких трапеций и треугольника со стороной 3 можно составить любой треугольник со стороной 3k, что завершает построение нужных примеров.
Теперь рассмотрим треугольник со стороной 3k+1. Покрасим верхнюю его монету в цвет 1, а две примыкающие к ней в цвета 2 и 3. Затем покрасим сторону с цветами 1 и 2 в три цвета циклически: 1-2-3-1-…, после чего, начиная с монет этой стороны, так же циклически покрасим все горизонтальные ряды. Легко видеть, что три монеты, попарно касающиеся друг друга, всегда будут покрашены в три разных цвета, и потому перевёрнутых монет каждого из цветов всегда будет поровну. Но общее число монет в треугольнике со стороной 3k+1 не делится на 3, и потому одновременно перевернуть все монеты никогда не удастся.

( Только пример или только обоснование невозможности при n = 3k+1 — 6 баллов и задача не решена.
2. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел.
Ответ: –1. Решение. Пусть первые три числа равны a, b, с. Тогда b = a+c ( c = b–a. Далее аналогично находим, что четвёртое число равно –a, пятое — –b, шестое — a–b, седьмое — a, восьмое —b. Итак, наша последовательность периодична с периодом 6, причём сумма чисел в периоде равна 0. Сумма первых 100 чисел равна сумме первых четырёх чисел периода, то есть 3 = 2b–a, а сумма первых 200 чисел равна сумме первых двух чисел периода, то есть 9 = a+b. Решая полученную систему уравнений, находим, что a = 5, b = 4. Сумма всех 2009 чисел равна сумме первых пяти чисел периода, то есть b–a = –1.
( Только периодичность — 2 балла.
3. В школе решили провести полный круговой турнир по теннису (каждый играет с каждым, ничьих в теннисе нет) на n участников, но из-за экономии средств решили сократить число игр. Если участник выигрывал больше половины от запланированных вначале встреч, то он объявлялся призером, и больше в турнире не играл. Какое наибольшее число призеров могло быть на турнире?
Ответ: 2k–1 при n = 2k и n = 2k+1. Решение. Рассмотрим n = 2k. Тогда всего было разыграно k(2k–1) очко, при этом любой призер набрал не меньше k очков, поэтому призеров не больше 2k–1. Пример: одного человека оставим неиграющим, после чего происходит полный круговой турнир на 2k–1 человеке таким образом: все встают в круг, и каждый выигрывает у k–1 человека слева от него и проигрывает k–1 справа. После этого у каждого участника k–1 победа, и они по очереди играют с оставшимся, выигрывают и становятся призерами. 

В случае n = 2k+1 было разыграно k(2k+1) очко, при этом любой призер набрал не меньше k+1 очка, поэтому призеров не больше k(2k+1)/(k+1) < 2k. Пример на 2k–1 аналогичен, только оставляем двух человек, проводим турнир на 2k–1 человека, после которого у каждого по k–1 победе, после чего каждый выигрывает у двух оставшихся и становится призером.
( Только один случай — не более 6 баллов, и задача не решена. Внутри случая пример — 4 балла, оценка — 2 балла.
4. Натуральное число называется странным, если среди любых его трёх натуральных делителей можно выбрать два, один из которых делится на другой. Сколько странных чисел среди делителей числа 3030?
Ответ: 100. Решение.Число является странным тогда и только тогда, когда  оно либо есть степень простого числа, либо произведение двух различных простых, либо произведение квадрата простого числа на другое простое число, либо равно 1. Докажем это. У степени простого числа даже из любых двух делителей один делится на другой. Если число есть произведение двух различных простых, то среди любых трёх его делителей встречается либо 1, либо само это число. Пусть число имеет вид N = p2q. Выберем тройку его делителей, среди которых нет ни 1, ни N. Тогда в этой тройке целиком содержится либо пара делителей p, p2 , либо пара делителей q, рq. А в этих парах одно число делится на другое. Если же число N  делится на p2q2, то в тройке p2, q2, pq ни одно число не делится на другое. Числа, имеющие три различных простых делителя, тоже не подходят Теперь ясно, что странные делители  числа 3030 имеют вид 1, 2((, 3(, 5(, 12, 20, 45, 18, 50, 6, 10, 15, 75. Всего их 100 штук.
( Арифметические ошибки при верном ходе решения — дыра в 2 балла. Потеря одного из трёх случаев — 6 баллов и задача не решена. Рассмотрен только один случай — не более 2 баллов.
5. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел один абориген А и, не вставая в круг, произнес: "Теперь мы вместе тоже можем (возможно, в каком-то другом порядке) образовать дружественный круг". После чего подошел абориген из другого племени, чем А, и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек.
Решение. Допустим, в первоначальном круге стояло 2009 человек. Круг дружественен тогда и только тогда, когда рядом с каждым рыцарем есть хотя бы один рыцарь, а оба соседа каждого лжеца — рыцари, то есть лжецы стоят поодиночке, а рыцари идут цепочками не короче двух. Рыцарь в такой круг с сохранением его дружественности сможет встать всегда, а лжец не сможет встать в него только тогда, когда все цепочки рыцарей состоят из двух человек или все цепочки рыцарей состоят из двух человек, а одна — из трёх. В первом случае число людей в круге делится на 3, а во втором дает при делении на 3 остаток 1. Последнее невозможно ни при 2009, ни при 2010 людях в круге, а первое возможно только в случае 2010 человек. Поэтому первым должен был подойти рыцарь, и после этого рыцарей должно было стать 2/3 от 2010, то есть 1340. Но тогда в первоначальном кругу их было 1339. Значит, там было не более 669 цепочек рыцарей (668 по 2 человека и одна из 3 человек), то есть не более 669 лжецов. Но 1339+669 = 2008 < 2009. Противоречие.

( Не замечено, что лжец может лгать не только в случае 3k, но и в случае 3k+1 — не более 6 баллов, и задача не решена.

6. Из квадрата 7(7 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной?
Ответ: Да. Решение. В 8 краевых клетках, примыкающих к вырезанным углам, запишем по пятёрке, в остальных 12 краевых клетках — по десятке, а в 25 клетках, образующих центральный квадрат 5(5 — по числу –6. Сумма всех чисел в фигуре равна 10, а сумма чисел в каждом кресте не более –8.
7. Шахматный конь захромал, и, делая обычный ход буквой Г, наступает на каждую клетку, входящую в эту букву (например, делая ход с a1 на b3, он наступает еще и на клетки a2, a3, либо на b1, b2). Может ли хромой конь обойти поле 5(11 так, чтобы наступить на каждую клетку ровно один раз.
Ответ: Может. Решение: Начало обхода представлено на рисунке. Конь двигается с правой верхней клетки в левую нижнюю. Шестую горизонталь он использует, чтобы перейти за два хода в точно такой же квадрат, расположенный ниже (на рисунке он не указан) и обойти его по такой же схеме.
8. Автомат «Х» (где х – заранее неизвестное натуральное число, не превосходящее 8) работает по следующему принципу. Ему вводят число n, и если из пары (n, x) одно из них делится на другое, то автомат зажигает зеленую лампочку, а иначе — красную. Существует ли такие три числа, введя которые в автомат и получив ответы, можно затем однозначно определить x?
Ответ: Да. Решение. Достаточно ввести числа n = 6, 20, 105. Нетрудно проверить, что числам от 1 до 8 будут соответствовать 8 разных комбинаций трёх ответов автомата.

( Ответ без проверки — 8 баллов. Возможны и другие наборы чисел. Проверяйте их!
Группа «Старт», первая лига, 4 тур, решения и указания для жюри.

1. Монеты выложены в виде равностороннего треугольника, каждая сторона которого содержит ровно 5 монет. Первоначально все монеты лежат гербом вверх. Разрешается перевернуть одновременно любые три попарно соприкасающиеся монеты. Можно ли уложить все монеты вверх цифрами?
Ответ: Да. Решение. Если в треугольнике со стороной в 3 монеты перевернуть по разу монеты во всех четырёх треугольниках из трёх монет, каждая монета перевернётся нечётное число раз, и цель будет достигнута. Треугольник из условия нетрудно разбить на один треугольник со стороной в 3 монеты и три треугольника со стороной в 2 монеты, откуда и следует утверждение задачи.

2. В ряд выписаны 2009 чисел. Каждое число, кроме крайних, равно сумме двух соседних с ним чисел. Известно, что сумма первых ста чисел равна 3, а сумма первых двухсот равна 9. Найдите сумму всех чисел.
Ответ: –1. Решение. Пусть первые три числа равны a, b, с. Тогда b = a+c ( c = b–a. Далее аналогично находим, что четвёртое число равно –a, пятое — –b, шестое — a–b, седьмое — a, восьмое —b. Итак, наша последовательность периодична с периодом 6, причём сумма чисел в периоде равна 0. Сумма первых 100 чисел равна сумме первых четырёх чисел периода, то есть 3 = 2b–a, а сумма первых 200 чисел равна сумме первых двух чисел периода, то есть 9 = a+b. Решая полученную систему уравнений, находим, что a = 5, b = 4. Сумма всех 2009 чисел равна сумме первых пяти чисел периода, то есть b–a = –1.

( Только периодичность — 2 балла.
3. В классе решили провести полный круговой турнир по теннису (каждый играет с каждым, ничьих не бывает) среди 7 участников, но из-за экономии средств решили сократить число игр. Если участник выигрывал больше половины от запланированных вначале встреч, то он объявлялся призером, и больше в турнире не играл. Какое наибольшее число призеров могло быть на турнире?
Ответ: 5. Решение. Нетрудно построить турнирную таблицу для первых пяти игроков, где каждый из них выиграл ровно по 2 игры. Допустим, сначала первые пятеро сыграли именно так, а потом каждый из них выиграл у 6-го и 7-го. Так у нас получается 5 призёров. Больше 5 призёров быть не может, так как всего в турнире сыграно не более 7(6/2 = 21 игры.

( Оценка — 2 балла, пример — 6 баллов, и задача не решена.
4. У Попа больше земли, чем у Балды на 90 квадратных аршин. Каждый год Поп и Балда одновременно обмениваются землёй: Поп отдаёт Балде третью часть своего надела, и Балда отдаёт попу третью часть своего надела. У кого из них будет больше земли через 5 лет и насколько?
Ответ: 10/27. Решение: После первого обмена у Попа две трети земли Попа и одна треть – земли Балды, а у Балды – одна треть земли Попа и две трети земли Балды. То есть разность между их наделами совпадает с разностью между одной третью земли Попа и одной третью земли Балды. Итак, после каждого обмена разность уменьшается втрое. После пятого обмена она составит 90:243=10/27.

5. На острове Лжецов и Рыцарей круг называют дружественным, если каждый, стоящий в кругу, может сказать, что среди его соседей есть представитель его племени. Однажды несколько аборигенов образовали дружественный круг. К ним подошел рыцарь и сказал: «Теперь мы вместе тоже можем образовать дружественный круг». После чего подошел лжец и повторил ту же фразу. Докажите, что в первоначальном кругу не могло стоять 2009 человек.
Решение. Допустим, в первоначальном круге стояло 2009 человек. Круг дружественен тогда и только тогда, когда рядом с каждым рыцарем есть хотя бы один рыцарь, а оба соседа каждого лжеца — рыцари, то есть лжецы стоят поодиночке, а рыцари идут цепочками не короче двух. Рыцарь в такой круг с сохранением его дружественности сможет встать всегда, а лжец не сможет встать в него только тогда, когда все цепочки рыцарей состоят из двух человек или рыцарей ровно трое. Последнее в дружественном круге из 2009 человек невозможно, а первое возможно только в случае, когда число людей в круге делится на 3. Поэтому после того, как подошёл рыцарь, рыцарей должно было стать 2/3 от 2010, то есть 1340. Но тогда в первоначальном кругу их было 1339. Значит, там было не более 669 цепочек рыцарей (668 по 2 человека и одна из 3 человек), то есть не более 669 лжецов. Но 1339+669 = 2008 < 2009. Противоречие.
6. Из квадрата 5(5 удалены 4 угловые клетки. Можно ли записать в каждую клетку целое число так, чтобы сумма чисел в каждом пятиклеточном кресте была отрицательной, а сумма всех чисел в данной фигуре была положительной?
Ответ: Да. Решение. В 8 краевых клетках, примыкающих к вырезанным углам, запишем по пятёрке, в остальных 4 краевых клетках — по десятке, а в 9 клетках, образующих центральный квадрат 3(3 — по числу –4. Сумма всех чисел в фигуре равна 44, а сумма чисел в каждом кресте не более –2.
7. У старшего брата на карточке было написано число. Средний брат записал один из его делителей. Младший брат записал один из делителей числа среднего, после чего братья возвели свои числа в квадрат и сложили результаты, получив 2009. Какие числа могли быть записаны на карточках у братьев? Найдите все возможности.
Ответ: У старшего — 42, у среднего — 14, у младшего — 7. Решение: Заметим, что число 2009 делится на квадрат числа младшего. Следовательно, либо это 1, либо это 7. В первом случае сумма квадратов среднего и старшего равна 2008, и это число делится на квадрат среднего. Тогда либо у среднего записано 1, но 2007 – не квадрат, либо записано 2, но 2004 тоже не квадрат.  Во втором случае после вычитания и сокращения на 49 получаем, что сумма квадратов двух чисел равна 40, откуда перебором или аналогичными рассуждениями получаем ответ.
( Потеря случая — не более 6 баллов, и задача не решена. Только ответ — 2 балла.

8. Одновременно Ахиллес и черепаха начали двигаться навстречу друг другу. Гора Олимп находится ровно посередине между ними, но дорога от черепахи до Олимпа идёт по земле, а от Олимпа до Ахиллеса по асфальту. Известно, что Ахиллес движется по асфальту в 3 раза быстрее, чем черепаха по земле, а по земле они движутся с одинаковыми скоростями. Ахиллес добрался до Олимпа за час. Через какое время после этого он встретит черепаху, если продолжит движение, не останавливаясь?
Ответ: Через 1 час. Решение. Ахиллес добежал до горы за час, Черепаха двигалась втрое медленнее и прошла за час треть расстояния до Олимпа. Теперь между Ахиллесом и Черепахой осталось две трети исходного расстояния от Черепахи до Олимпа. Теперь Ахиллес и Черепаха движутся с одинаковыми скоростями и до встречи пробегут ровно по трети – столько же, сколько прошла черепаха за первый час. Следовательно, им потребуется еще один час.
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