XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.02.2010
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. Дорога состоит из трех частей. Оказалось, что если первую часть увеличить вдвое, вторую уменьшить вдвое, а третью оставить неизменной, то все части окажутся равны по длине. Какую часть всей дороги составляет первая часть? (KoMaL-2010)
2. Существует ли такое шестизначное число, что каждая из цифр в его записи, кроме первой и последней, равна сумме двух соседних с ней в этой записи цифр? (И. Рубанов)
3. Каждая клетка доски 9(9 окрашена в один из трёх цветов, причем клеток всех цветов поровну. Верно ли, что всегда найдется строка или столбец, в котором присутствуют клетки всех трех цветов? (С. Берлов)
4. Найдите наибольший простой делитель числа 99!+100!+101!. Напомним, что n! = 1(2(…(n. (С. Берлов по мотивам KOMAL-2010)
5. Васе и Пете выдали одинаковые наборы карточек. В каждом наборе 99 карточек, на которых написаны числа от 1 до 99 по одному разу каждое. Вася и Петя по очереди выкладывают на стол свои карточки. Начинает Вася. Выигрывает тот, после хода которого сумма чисел на всех карточках, лежащих на столе, будет делиться на 132. Кто выиграет при правильной игре? (Српска JBMO TST, 2006, упрощение)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.02.2010
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА

1. Умная девочка Маша читает научно-познавательную книжку, все страницы подряд. Вчера Маша прочитала 9 страниц, а сегодня только 6. Оказалось, что сумма номеров страниц, прочитанных вчера равна сумме номеров страниц, прочитанных сегодня. На какой странице Маша сегодня закончила чтение книжки? (Чешская олимпиада 2008, автор М.Петрова)
2. Найдите наибольший простой делитель числа 99!+100!+101!. (С. Берлов по мотивам KOMAL-2010)
3. Клетки квадрата 300(300 раскрашены в три цвета так, что клеток всех цветов было поровну. Может ли случиться так, что каждая строчка и каждый столбец раскрашены в один или два цвета? (С. Берлов)
4. Точка F — середина медианы BD треугольника ABC. Точка E на стороне BC такова, что DE ( BC. Докажите, что если AB = AE, то (AFD = (FED. (А. Пастор)
5. Имеется колода из 2n карт, с номерами от 1 до 2n. Двое играют в следующую игру. Карты перемешиваются и каждый получает n карт. Игроки по очереди выкладывают по одной карте на стол. Игрок, после хода которого сумма чисел на выложенных картах делится на 2n+1, выигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Српска JBMO TST, 2006)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 22.02.2010
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. Действительные числа a, b, c таковы, что 1 < a < b+c < a+1 и b < c. Докажите, что b < a. (Киргизия, 2005, 10 класс неспециализированных школ)
2. Найдите все натуральные n такие, что если 1 = d1 < d2 < ... < dk < dk+1 = n — все натуральные делители n, то n делится на d1+d2 и d1+d2+...+dk. (Республика Сербска (Босния и Герцеговина), 2005)
3. Сколькими способами можно на клетчатой доске размером n(n расставить 2n–2 шахматных слона, не бьющих друг друга? Напоминаем, что шахматный слон бьёт по диагонали на любое число клеток. (Центральноевропейская математическая олимпиада, 2008)
4. Имеется колода из 2n карт, с номерами от 1 до 2n. Двое играют в следующую игру. Карты перемешиваются и каждый получает n карт. Игроки по очереди выкладывают по одной карте на стол. Игрок, после хода которого сумма чисел на выложенных картах делится на 2n+1, выигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Српска JBMO TST, 2006)
5. В треугольнике ABC (B = 30(, (C = 20(. Точки D и E на сторонах BC и AC соответственно таковы, что AC = DC, EC = BD. Найдите (EBC. (Mathlink, 327361)
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
Решения задач личной олимпиады 6 класса

Задача 1. Дорога состоит из трех частей. Оказалось, что если первую часть увеличить вдвое, вторую уменьшить вдвое, а третью оставить неизменной, то все части окажутся равны по длине. Какую часть всей дороги составляет первая часть?
Ответ: 1/7. Решение. Пусть первая часть дороги равна x. Тогда вторая равна 4x, третья — 2x, а вся дорога — 7x.
Задача 2. Существует ли такое шестизначное число, что каждая из цифр в его записи, кроме первой и последней, равна сумме двух соседних с ней в этой записи цифр?
Ответ: Нет. Решение. Покажем, что в таком числе не больше трёх цифр. В самом деле, допустим, что оно начинается с цифр a, b, c и d. Тогда b = a+c, c = b+d, откуда b = a+b+d, то есть a+d = 0. Но это значит, что a = d = 0, а первая цифра числа нулю равняться не может.
Задача 3. Каждая клетка доски 9(9 окрашена в один из трёх цветов, причем клеток всех цветов поровну. Верно ли, что всегда найдется строка или столбец, в котором присутствуют клетки всех трех цветов?
Ответ: Неверно. Решение. Разобьём доску на квадраты 3(3 и каждый покрасим так: верхнюю строку 112, среднюю — 133, нижнюю — 232. Получим по 27 квадратов каждого цвета, и каждые строка и столбец будут раскрашены в 2 цвета.
Задача 4. Найдите наибольший простой делитель числа 99!+100!+101!.
Ответ: 101. Решение. 99!+100!+101! = 99!(1+100+10101) = 99!(10201 = 99!(1012. Поскольку 101 — простое число, а все простые сомножители числа 99! меньше 100, 101 является искомым наибольшим простым сомножителем.
Задача 5. Васе и Пете выдали одинаковые наборы карточек. В каждом наборе 99 карточек, на которых написаны числа от 1 до 99 по одному разу каждое. Вася и Петя по очереди выкладывают на стол свои карточки. Начинает Вася. Выигрывает тот, после хода которого сумма чисел на всех карточках, лежащих на столе, будет делиться на 132. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Петя. Решение. Петя проиграет, если выложит такую карточку, что сумма чисел на столе после добавления одной из Васиных карточек станет делиться на 132. Назовём такие карточки опасными. Поскольку все числа на карточках меньше 132, опасных карточек ровно столько, сколько карточек на руках у Васи. Но у Пети после хода Васи всегда на одну карточку больше, поэтому он всегда сможет выложить на стол не опасную карточку. Таким образом, Петя может играть так, чтобы не проиграть до своего последнего хода. Последним же ходом он выиграет, потому что сумма чисел на всех карточках 2((1+…+99) = 9900 делится на 132.
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
Решения задач личной олимпиады 7 класса

Задача 1. Умная девочка Маша читает научно-познавательную книжку, все страницы подряд. Вчера Маша прочитала 9 страниц, а сегодня только 6. Оказалось, что сумма номеров страниц, прочитанных вчера равна сумме номеров страниц, прочитанных сегодня. На какой странице Маша сегодня закончила чтение книжки?
Ответ: На 25-ой. Решение. Пусть n — номер последней прочитанной страницы. По условию
n+(n–1)+…+(n–5) = (n–6)+…+(n–14). Приводя подобные члены, получаем уравнение 3n–75 = 0, откуда n = 25.
Задача 2. Найдите наибольший простой делитель числа 99!+100!+101!.
Ответ: 101. Решение. 99!+100!+101! = 99!(1+100+10101) = 99!(10201 = 99!(1012. Поскольку 101 — простое число, а все простые сомножители числа 99! меньше 100. Отсюда — ответ.
Задача 3. Клетки квадрата 300(300 раскрашены в три цвета так, что клеток всех цветов было поровну. Может ли случиться так, что каждая строчка и каждый столбец раскрашены в один или два цвета?
Ответ: Может. Решение. Разобьём доску на квадраты 3(3 и каждый покрасим так: верхнюю строку 112, среднюю — 133, нижнюю — 232. Легко видеть, что такая раскраска удовлетворяет всем условиям задачи.
Задача 4. Точка F — середина медианы BD треугольника ABC. Точка E на стороне BC такова, что DE ( BC. Докажите, что если AB = AE, то (AFD = (FED.
Решение. Опустим их точки A перпендикуляр AG на BC. Поскольку AB = AE, BG = GE и по теореме Фалеса (так как AG || DE) прямая AG делит медиану BD пополам, то есть проходит через точку F. Пусть (DBC = x. Тогда (AFD = (BFG = 90(–x. Теперь заметим, что в треугольнике BFE BF — медиана и высота. Поэтому (FEB = (FBE = x, а (FED = (DEB – (FEB = 90(– x = (AFD.
Задача 5. Имеется колода из 2n карт, с номерами от 1 до 2n. Двое играют в следующую игру. Карты перемешиваются и каждый получает n карт. Игроки по очереди выкладывают по одной карте на стол. Игрок, после хода которого сумма чисел на выложенных картах делится на 2n+1, выигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Тот, кто ходит вторым. Решение. Второй проиграет, если выложит такую карточку, что сумма чисел на столе после добавления одной из карточек, имеющихся на руках у первого, станет делиться на 2n+1. Назовём такие карточки опасными. Поскольку все числа на карточках меньше 2n+1, опасных карточек ровно столько, сколько карточек на руках у первого. Но у второго после хода первого всегда на одну карточку больше, поэтому он всегда сможет выложить на стол не опасную карточку. Таким образом, второй может играть так, чтобы не проиграть до своего последнего хода. Последним же ходом он выиграет, потому что сумма чисел на всех карточках 2((1+…+2n) = 2n((2n+1) делится на 2n+1.
XXXV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 21-27.02.2010
Решения задач личной олимпиады 8 класса

Задача 1. Действительные числа a, b, c таковы, что 1 < a < b+c < a+1 и b < c. Докажите, что b < a.
Решение. Допустим, b ( a. Тогда из неравенства a < b+c < a+1 следует, что c < 1. Но тогда и b < c < 1, откуда 1 > b ( a, и получаем противоречие с условием a > 1.
Задача 2. Найдите все натуральные n такие, что если 1 = d1 < d2 < ... < dk < dk+1 = n — все натуральные делители n, то n делится на d1+d2 и d1+d2+...+dk.
Ответ: 6. Решение. Допустим, d2 нечётно. Тогда d1+d2 = d2+1 чётно, и потому среди делителей числа n есть двойка, то есть d2 = 2 — противоречие. Стало быть, d2 = 2 и d3 = d1+d2 = 3. Заметим далее, что d1+d2+...+dk = n, так как n — единственный делитель числа n, больший dk. Поскольку среди делителей числа n есть числа 2, 3 и 2(3 = 6, среди них есть и числа n/2, n/3, n/6. Но уже сумма трёх этих чисел равна n, и потому никаких других делителей у числа n быть не может. Поэтому n/6 = 1, откуда n = 6.
Задача 3. Сколькими способами можно на клетчатой доске размером n(n расставить 2n–2 шахматных слона, не бьющих друг друга? Напоминаем, что шахматный слон бьёт по диагонали на любое число клеток.
Ответ: 2n. Решение. Разобьём доску n(n на 2n–1 параллельных диагоналей. Две крайние из них состоят из одной клетки и служат концами диагонали, перпендикулярной нашим. В двух этих клетках стоит не больше одного слона. Понятно, что в такой ситуации один слон должен стоять в одной из этих двух клеток, а остальные — по одному на каждой из оставшихся 2n–3 диагоналей. На две одноклеточные диагонали одного слона можно поставить двумя различными способами. На две соседние с ними двуклеточные диагонали двух слонов можно также поставить двумя различными способами: слон, поставленный на одну из них бьёт одну из клеток другой. Далее, на каждой из трёхклеточных диагоналей одна из клеток уже побита, и потому двух слонов на них также можно поставить. Продолжая эти рассуждения, убеждаемся, что на каждую новую пару диагоналей слонов можно поставить ровно двумя способами. В конце останется одна самая длинная диагональ, на которой не побиты две клетки. Поэтому слона на неё также можно поставить двумя способами. Отсюда, поскольку пар диагоналей у нас n–1, и получается ответ.
Задача 4. Имеется колода из 2n карт, с номерами от 1 до 2n. Двое играют в следующую игру. Карты перемешиваются и каждый получает n карт. Игроки по очереди выкладывают по одной карте на стол. Игрок, после хода которого сумма чисел на выложенных картах делится на 2n+1, выигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Тот, кто ходит вторым. Решение. Второй проиграет, если выложит такую карточку, что сумма чисел на столе после добавления одной из карточек, имеющихся на руках у первого, станет делиться на 2n+1. Назовём такие карточки опасными. Поскольку все числа на карточках меньше 2n+1, опасных карточек ровно столько, сколько карточек на руках у первого. Но у второго после хода первого всегда на одну карточку больше, поэтому он всегда сможет выложить на стол не опасную карточку. Таким образом, второй может играть так, чтобы не проиграть до своего последнего хода. Последним же ходом он выиграет, потому что сумма чисел на всех карточках 2((1+…+2n) = 2n((2n+1) делится на 2n+1.
Задача 5. В треугольнике ABC (B = 30(, (C = 20(. Точки D и E на сторонах BC и AC соответственно таковы, что AC = DC, EC = BD. Найдите (EBC.
Ответ:10(. Решение. Отложим на продолжении стороны CA отрезок AF = EC. Поскольку CF = CA+AF = CD+DB = CB, (CBF = (CFB = (180(–(С)/2 = 80(. Рассмотрим равносторонний треугольник EBG, у которого вершина G лежит с той же стороны от прямой BF, что и точка C. Заметим, что (ABF = (CBF –(ABC = 50( и (FAB = 180( – (AFB – (ABF = 50( = (ABF, откуда FB = AF и GB = FB = AF = CE. Следовательно, треугольники CEB и CGB равны (CE = BG, CB = BC, (CBG = (CBF – (GBF = 20( = (C). Осталось заметить, что (CGB = (CGF = (360(–(FGB)/2 = 150(, откуда (CEB = (CGB = 150( и (EBC = 180( – (CEB – (C = 10(.






