XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Куб 3(3(3 состоит из 27 единичных кубиков. В центре одного из кубиков сидит кубогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего кубика (то есть имеющего с ее нынешним кубиком общую грань). Добравшись до центра нового кубика, кубогрызка поворачивает на 90(. Какую наибольшую длину может иметь замкнутый маршрут кубогрызки, не проходящий ни через какой кубик, кроме начального, больше одного раза, и возвращающийся в начальный только один раз под прямым углом к начальному ходу?
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Ответ: 24. Решение. Оценка. Покрасим единичные кубики в черный и белый цвета в шахматном порядке. Заметим, что наша зверушка за ход меняет цвет кубика в котором находится, откуда следует, что длина ее пути будет четная. Допустим, она равна 26. Тогда кубогрызка посетила по крайней мере 7 угловых кубиков. Заметим, что путь между двумя угловыми кубиками имеет четную длину и не может быть равен 2, и, значит, не короче 4. Но тогда длина пути не меньше 28 — противоречие. Пример — на рисунке справа (показаны три слоя куба и последовательность обхода кубиков).
( Пример — 4 балла, оценка — 6 баллов. Только ответ — 0 баллов.

2. В равнобочной трапеции ABCD из точки B опущена высота на большее основание AD и на ее продолжении взята точка E. Отрезки EC и BD пересекаются в точке P. Докажите, что SPED = SEBA+SBPC.
Решение. Добавим к обеим частям SEBP. Получим, что требуется доказать равенство площадей четырехугольника ABCE и треугольника BED. Площадь последнего равна BE(HD/2, где H — точка пересечения BE и AD. Площадь ABCE равна BE((AH+BC)/2. Осталось заметить, что AH+BC = HD, поскольку трапеция равнобокая.
3. Решите в целых неотрицательных числах уравнение (xy–7)2 = x2+y2.
Ответ: x = 0, y = 7; x = 7, y = 0; x = 3, y = 4; x = 4, y = 3. Решение. Исходное уравнение нетрудно привести к виду (x+y)2–(xy–6)2 = 13 ( (x+y+xy–6)(x+y–xy+6) = 13. Допустим, xy > 6. Тогда
x+y+xy–6 > 1, откуда x+y+xy–6 = 13 и x+y–xy+6 = 1. Складывая уравнения и деля на 2, получаем x+y = 7, откуда коротким перебором находим решения (3, 4) и (4, 3). Перебирая же случаи, когда xy ≤ 6, находим решения (0, 7) и (7, 0).
( Вся логика решения верна, но при разборе вариантов потеряна одна из двух пар ответов — дыра в 4 балла. Найдено разумное разложение на множители, дальнейшего содержательного продвижения нет — 4 балла. Только ответ — 0 баллов.
4. Докажите, что 
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Решение. Докажем сначала, что [image: image2.wmf]2
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. В самом деле, умножив обе части на a+b, после приведения подобных получаем a2+b2 ( 2ab. Складывая теперь это неравенство с аналогичным неравенством [image: image3.wmf]2
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, получаем искомое.
5. На столе лежат n камней. Два игрока по очереди берут камни из кучи; каждый игрок при своем ходе может взять любое количество камней, являющееся квадратом натурального числа. Проигрывает не имеющий хода. Докажите, что для бесконечно многих n второй игрок может обеспечить себе победу.
Решение. Пусть утверждение задачи неверно. Тогда найдется такое натуральное число a, что при любом исходном числе камней, большем a, побеждает первый. Возьмём кучу из (a+1)2–1 камней. После первого хода в ней останется не меньше, чем (a+1)2–1 –a2 = 2a камней, и, следовательно, в получившейся позиции должен побеждать тот, чья очередь ходить. Но это — второй. Противоречие.
6. Дано натуральное число k > 1. Какое наибольшее количество прямых можно расположить на плоскости таким образом, чтобы среди любых k из них нашлись две прямые, образующие угол 60(?
Ответ: 3k–3. Решение. Пример. Проведем через одну точку три прямые, делящие полный угол на шесть углов по 60(, затем добавим к каждой k–2 параллельные ей прямые. Оценка. Пусть даны 3k–2 прямые. Разобьем их на несколько семейств по следующему принципу: две прямые принадлежат одному семейству, если они параллельны или угол между ними равен 60( (легко проверить, что это действительно разбиение). Каждое семейство состоит из трех наборов параллельных прямых. Очевидно, один из этих наборов содержит не меньше трети всех прямых этого семейства. Далее, выбрав из каждого семейства по такому набору, мы получим набор из прямых, содержащий не менее трети из 3k–2 прямых, то есть не менее k прямых, и угол между любыми двумя из них не равен 60(.

( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

7. В треугольнике ABC угол B равен 120( и BC = 2AB. Найдите угол между медианами AM и BK.
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Ответ: 60(. Решение. Достроим треугольник ABC до параллелограмма ABCD, а точку пересечения медиан обозначим через P. Получаем что, точки B, P и D лежат на одной прямой, а (BCD = 60(. Из условия следует, что MC = CD, поэтому треугольник MCD — равносторонний. Поэтому BM = MD, а (BMD=120(. Из равнобедренности треугольников ABM и BMD получаем (BMA = (DBM = 30(, откуда (BPA = 60(.
( Только ответ — 0 баллов.

8. Существует ли такое нецелое положительное число x, что [x]3+x2 = x3+[x]2? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)3–a3 = (a+b)2–a2. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)2+a(a+b)+a2 = 2a+b (*). По условию a ( 0. Тогда (a+b)2+a(a+b)+a2 > 3a2, а 2a+b < 2a+1. При a ( 1 имеем 3a2–2a–1 = (a–1)2+2a2–2 ( 0, и потому равенство (*) тут невозможно. Подставляя в уравнение (*) a = 0, убеждаемся, что в этом случае оно также не имеет решений, лежащих между 0 и 1, что и завершает доказательство.
( Только ответ — 0 баллов.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.
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1. Дан клетчатый квадрат 9(9. В центре одного из квадратиков сидит квадрогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего (по стороне) квадратика. Добравшись до центра нового квадратика, квадрогрызка поворачивает на 90(. Какую наибольшую длину может иметь замкнутый маршрут квадрогрызки, не проходящий ни через какой квадратик больше одного раза?
Ответ: 64. Решение. Раскрасим клеточки в 4 цвета: четные горизонтали — 121212121, нечетные — 434343434. Легко убедиться, что при такой раскраске цвета на маршруте квадратогрызки чередуются с периодом 4: …123412341… . Заметим, что клеточек цвета 2 всего 16. Поэтому замкнутый маршрут квадратогрызки не может быть длиннее 64 клеточек. Пример на 64 — на рисунке справа (клетки пронумерованы в порядке обхода).

( Пример — 4 балла, оценка — 6 баллов. Только ответ — 0 баллов.

2. Точка D лежит внутри треугольника ABC. На сторонах этого треугольника построены внешним образом прямоугольники BCEF, CAGH и ABKL, площадь каждого из которых вдвое больше площади треугольника ABC. Докажите, что сумма площадей треугольников DEF, DGH и DKL в четыре раза больше площади треугольника ABC.
Решение. Пусть перпендикуляр DD1, опущенный из точки D на прямую EF, пересекает прямую BC в точке D2. SDEF = DD1(EF/2 = DD2(BC/2+D1D2(BC/2 = SDBC+SBCEF/2 = SDBC+SABC. Аналогично SDGH = SDAC+SABC и SDKL = SDAB+SABC. Осталось сложить три полученных равенства.
3. Решите в целых неотрицательных числах уравнение (xy–7)2 = x2+y2.
Ответ: x = 0, y = 7; x = 7, y = 0; x = 3, y = 4; x = 4, y = 3. Решение. Исходное уравнение нетрудно привести к виду (x+y)2–(xy–6)2 = 13 ( (x+y+xy–6)(x+y–xy+6) = 13. Допустим, xy > 6. Тогда
x+y+xy–6 > 1, откуда x+y+xy–6 = 13 и x+y–xy+6 = 1. Складывая уравнения и деля на 2, получаем x+y = 7, откуда коротким перебором находим решения (3, 4) и (4, 3). Перебирая же случаи, когда xy ≤ 6, находим решения (0, 7) и (7, 0).
( Вся логика решения верна, но при разборе вариантов потеряна одна из двух пар ответов — дыра в 4 балла. Найдено разумное разложение на множители, дальнейшего содержательного продвижения нет — 4 балла. Только ответ — 0 баллов.
4. Докажите, что 
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 при всех положительных a, b и c.
Решение. Докажем сначала, что [image: image5.wmf]2
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. В самом деле, умножив обе части на a+b, после приведения подобных получаем a2+b2 ( 2ab. Складывая теперь это неравенство с аналогичным неравенством [image: image6.wmf]2
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, получаем искомое.
5. На столе лежат n камней. Два игрока по очереди берут камни из кучи; каждый игрок при своем ходе может взять любое количество камней, являющееся квадратом натурального числа. Проигрывает не имеющий хода. Докажите, что для некоторого n > 1000000 второй игрок может обеспечить себе победу.
Решение. Допустим, при всех n > 1000000 побеждает первый. Возьмём кучу из 100000012–1 камней. После первого хода первого игрока в куче останется не меньше, чем 100000012–1 –10000002 = 2000000 камней, и в получившейся позиции должен побеждать тот, чья очередь ходить. Но это — второй.
6. Дано натуральное число k > 1. Какое наибольшее количество прямых можно расположить на плоскости таким образом, что среди любых k из них нашлись две прямые, образующие угол 90(?
Ответ: 2k–2. Решение. Пример: k–1 параллельных прямых и k–1 прямая, перпендикулярная им. Оценка. Пусть есть n прямых, обладающих указанным в задаче свойством. Покрасим одну из них в синий цвет, все перпендикулярные ей — в красный, а все параллельные — в синий. Если после этого остались непокрашенные прямые — будем повторять процедуру, пока все прямые не будут покрашены. Заметим, что перпендикулярными могут быть только разноцветные прямые. Если n ( 2k–1, у нас найдутся k одноцветных прямых. Поэтому n не превосходит 2k–2.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

7. В треугольнике ABC угол B равен 120( и BC = 2AB. Найдите угол между медианами AM и BK.
Ответ: 60(. Решение. Достроим треугольник ABC до параллелограмма ABCD, а точку пересечения медиан обозначим через P. Получаем что, точки B, P и D лежат на одной прямой, а (BCD = 60(. Из условия следует, что MC = CD, поэтому треугольник MCD — равносторонний. Поэтому BM = MD, а (BMD=120(. Из равнобедренности треугольников ABM и BMD получаем (BMA = (DBM = 30(, откуда (BPA = 60(.

( Только ответ — 0 баллов.

8. Существует ли такое нецелое положительное число x. что [x]+x2 = x+[x]2? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)2–a2 = (a+b)–a. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)+a = 1 ( b = 1–2a. Но нецелое число b не может равняться целому числу 1–2a.
( Только ответ — 0 баллов.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, вторая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. Квадрат 9(9 состоит из 81 единичного квадратика. В центре одного из квадратиков сидит квадрогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего по стороне квадратика. Добравшись до центра нового квадратика, квадрогрызка поворачивает на 90(. Какую наибольшую длину может иметь замкнутый маршрут квадрогрызки, не проходящий ни через какой квадратик, кроме начального, больше одного раза, и возвращающийся в начальный только один раз?
Ответ: 64. Решение. Раскрасим клеточки в 4 цвета: четные горизонтали — 121212121, нечетные — 434343434. Легко убедиться, что при такой раскраске цвета на маршруте квадратогрызки чередуются с периодом 4: …123412341… . Заметим, что клеточек цвета 2 всего 16. Поэтому замкнутый маршрут квадратогрызки не может быть длиннее 64 клеточек. Пример на 64 — на рисунке справа (клетки пронумерованы в порядке обхода).

( Пример — 4 балла, оценка — 6 баллов. Только ответ — 0 баллов.

2. Точка D лежит внутри треугольника ABC. На сторонах этого треугольника построены внешним образом прямоугольники BCEF, CAGH и ABKL, площадь каждого из которых вдвое больше площади треугольника ABC. Докажите, что сумма площадей треугольников DEF, DGH и DKL в четыре раза больше площади треугольника ABC.
Решение. Пусть перпендикуляр DD1, опущенный из точки D на прямую EF, пересекает прямую BC в точке D2. SDEF = DD1(EF/2 = DD2(BC/2+D1D2(BC/2 = SDBC+SBCEF/2 = SDBC+SABC. Аналогично SDGH = SDAC+SABC и SDKL = SDAB+SABC. Осталось сложить три полученных равенства.

3. Над пятизначным числом проводят следующую операцию: заменяют одну из его цифр на последнюю цифру суммы цифр данного числа. Какое наименьшее число можно получить из числа 13579 несколькими такими операциями?
Ответ: 11111. Решение. Очевидно, можно получить только пятизначные числа, у которых все цифры нечетны. 11111 самое маленькое из них. Последовательность такая 13579, 15579, 15779, 15799, 11599, 11559, 11155, 11135, 11113, 11117, 11111.
( Только ответ — 0 баллов.

4. Докажите, что 
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Решение. Искомое неравенство получается сложением неравенств 
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. Оба эти неравенства сводятся к очевидным применением правила пропорции с последующим приведением подобных.

5. Участники олимпиады устроили вечеринку, договорившись разделить расходы поровну. Получив счет на $1680, они посчитали было, сколько нужно заплатить каждому участнику, но вдруг заметили, что четыре человека уже ушли, из-за чего взнос каждого из оставшихся возрос на $1. Сколько человек участвовало в вечеринке?
Ответ: 84. Решение. Пусть x — число участников вечеринки. По условию 1+1680/x = 1680/(x–4). Это уравнение приводится к квадратному, единственным положительным корнем которого является число 84.
( Только ответ — 2 балла.

6. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых пяти из них нашлись две, образующие угол в 90(?
Ответ: 8. Решение. Пример: 4 параллельных прямых и 4 прямых, перпендикулярных им. Оценка. Пусть есть n прямых, обладающих указанным в задаче свойством. Покрасим одну из них в синий цвет, все перпендикулярные ей — в красный, а все параллельные — в синий. Если после этого остались непокрашенные прямые — будем повторять процедуру, пока все прямые не будут покрашены. Заметим, что перпендикулярными могут быть только разноцветные прямые. Если n ( 9, у нас найдутся 5 одноцветных прямых. Поэтому n не превосходит 8.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

7. В треугольнике ABC угол B равен 120( и BC = 2AB. Найдите угол между медианами AM и BK.
Ответ: 60(. Решение. Достроим треугольник ABC до параллелограмма ABCD, а точку пересечения медиан обозначим через P. Получаем что, точки B, P и D лежат на одной прямой, а (BCD = 60(. Из условия следует, что MC = CD, поэтому треугольник MCD — равносторонний. Поэтому BM = MD, а (BMD=120(. Из равнобедренности треугольников ABM и BMD получаем (BMA = (DBM = 30(, откуда (BPA = 60(.

( Только ответ — 0 баллов.

8. Существует ли такое нецелое положительное число x, что [x]2+x = x2+[x]? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)2–a2 = (a+b)–a. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)+a = 1 ( b = 1–2a. Но нецелое число b не может равняться целому числу 1–2a.
( Только ответ — 0 баллов.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежат a красных, b синих и c белых бусин (причем есть хотя бы по одной бусине каждого цвета). Петя и Вася ходят по очереди. За каждый ход игрок берет со стола две или три бусины. Первым ходит Петя. Побеждает тот игрок, после хода которого со стола исчезнут бусины хотя бы одного из цветов. При каких значениях a, b и c Петя имеет выигрышную стратегию?
Ответ: При тех, где одно из чисел a, b и c не больше 3, а если все эти числа больше 3 — когда a+b+c дает остаток 0, 1 или 4 при делении на 5. Решение. Если одно из чисел a, b и c не больше 3, Петя выигрывает первым же ходом. Далее будем считать, что все эти числа больше 3. В этом случае сумма a+b+c не меньше 12. Суммы 12 и 13 дают расклады 4,4,4 и 5,4,4, где тот, чья очередь ходить, очевидно, проигрывает. Из позиций с суммами 14, 15 и 16 тот, чья очередь ходить, всегда может перевести партнера в позицию с суммой 12 или 13 (и каждым из чисел, не меньшим 4), и победить. Из позиций с суммами 17 и 18 тот, чья очередь ходить, может попасть только в позиции с суммами 14, 15 или 16, и потому проигрывает, а из позиций с суммами 19, 20 и 21 тот, чья очередь ходить, всегда может перевести партнера в позицию с суммой 17 или 18 и выиграть. Продолжая по индукции, убеждаемся в правильности ответа.
2. Даны различные простые числа a, b, c и d. Докажите, что abc+bcd+cda+abd+173 ≤ 2abcd.
Решение. Поделив обе части неравенства на abcd, получим 1/a+1/b+1/c+1/d+173/abcd ≤ 2. Очевидно, наибольшее значение левая часть последнего неравенства принимает, когда данные простые числа равны 2, 3, 5 и 7. Нетрудно проверить, что в этом случае она равна 2, откуда и вытекает нужное нам неравенство.
3. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых ста из них нашлись две перпендикулярные?
Ответ: 198. Решение. Пример: 99 параллельных прямых и 99 прямых, перпендикулярных им. Оценка. Пусть есть n прямых, обладающих указанным в задаче свойством. Покрасим одну из них в синий цвет, все перпендикулярные ей — в красный, а все параллельные — в синий. Если после этого остались непокрашенные прямые — будем повторять процедуру, пока все прямые не будут покрашены. Заметим, что перпендикулярными могут быть только разноцветные прямые. Если n ( 199, у нас найдутся 100 одноцветных прямых. Поэтому n не превосходит 198.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

4. Существует ли такое нецелое положительное число x, что [x]3+x2 = x3+[x]2? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)3–a3 = (a+b)2–a2. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)2+a(a+b)+a2 = 2a+b (*). По условию a ( 0. Тогда (a+b)2+a(a+b)+a2 > 3a2, а 2a+b < 2a+1. При a ( 1 имеем 3a2–2a–1 = (a–1)2+2a2–2 ( 0, и потому равенство (*) тут невозможно. Подставляя в уравнение (*) a = 0, убеждаемся, что в этом случае оно также не имеет решений, лежащих между 0 и 1, что и завершает доказательство.
( Только ответ — 0 баллов.
5. Найдите все пары натуральных чисел a и b, для которых 4a+4a2+4 = b2.
Ответ: a = 2, b = 6; a = 4, b = 18. Решение. Заметим, что 4a = (2a)2, а b четно. Поэтому b2 ( (2a+2)2, откуда 4a2+4 ( 2a+2+4 ( a2 ( 2a. Последнее неравенство, как легко показать, выполняется только при a, равном 2, 3 или 4. Подстановкой убеждаемся, что 4a+4a2+4 будет точным квадратом только при a = 2 и a = 4, откуда и получаем ответ. 
( Только ответ — 2 балла. Без обоснования используется, что a2 ( 2a только при a = 2, 3, 4 — дыра в 4 балла.
6. Про натуральное число n известно три факта: 

1) Если оно делится на 3, то оно лежит между 50 и 59 включительно;

2) Если оно не делится на 4, то оно лежит между 60 и 69 включительно;

3) Если оно не делится на 6, то оно лежит между 70 и 79 включительно.

Чему может быть равно число n?
Ответ: 76. Решение. Допустим n делится на 3. Тогда, в силу 1), оно равно 51, 54 или 57. Но ни одно из этих чисел не делится на 4, и второе утверждение для каждого из них не выполнено. Итак, искомое число не делится на 3. Но тогда оно не делится и на 6, и, значит, лежит между 70 и 79. Отсюда, в свою очередь, следует, что искомое число делится на 4. Такое число только одно — 76.

( Только ответ — 0 баллов. Только ответ с проверкой — 2 балла.

7. На стороне CD выпуклого четырехугольника ABCD отмечена такая точка E, что AD = DE. На отрезке AE отмечена такая точка F, что AF = EC. Известно, что (ADB = (BDC = 90(–(ABE. Докажите, что BF = BC.
Решение. По условию, треугольник EDA — равнобедренный с биссектрисой DB. Поэтому DB — серединный перпендикуляр отрезков EA. Треугольники ADB и EDB равны по двум сторонам и углу между ними, следовательно, BE = BA и (ABD = (EBD. Тогда (BEC = (EDB+(EBD = 90(–(ABE +(EBD  = 90(–(ABD = (BAF. Соединяя это равенство с равенствами AF = EC и BE = BA получаем, что треугольники BEC и BAF равны, откуда и следует, что BF = BC.
8. Дан клетчатый квадрат 9(9. В центре одного из квадратиков сидит квадрогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего по стороне квадратика. Добравшись до центра нового квадратика, квадрогрызка поворачивает на 90(. Какую наибольшую длину может иметь замкнутый маршрут квадрогрызки, не проходящий ни через какой квадратик, кроме начального, больше одного раза, и возвращающийся в начальный только один раз?
Ответ: 64. Решение. Раскрасим клеточки в 4 цвета: четные горизонтали — 121212121, нечетные — 434343434. Легко убедиться, что при такой раскраске цвета на маршруте квадратогрызки чередуются с периодом 4: …123412341… . Заметим, что клеточек цвета 2 всего 16. Поэтому замкнутый маршрут квадратогрызки не может быть длиннее 64 клеточек. Пример на 64 — на рисунке справа (клетки пронумерованы в порядке обхода).

( Пример — 4 балла, оценка — 6 баллов. Только ответ — 0 баллов.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежат a красных, b синих и 4 белых бусины (причем есть хотя бы по одной красной и синей бусине). Петя и Вася ходят по очереди. За каждый ход игрок берет со стола две или три бусины. Первым ходит Петя. Побеждает тот игрок, после хода которого со стола исчезнут бусины хотя бы одного из цветов. При каких значениях a и b Петя имеет выигрышную стратегию?
Ответ: Если одно из чисел a, b не больше 3 или a+b+4 дает остаток 0, 1 или 4 при делении на 5, побеждает Петя, иначе — Вася. Решение. Если одно из чисел a или b не больше 3, Петя выигрывает первым же ходом. Далее будем считать, что оба этих числа больше 3. В этом случае сумма a+b+4 не меньше 12. Суммы 12 и 13 дают расклады 4,4,4 и 5,4,4, где тот, чья очередь ходить, очевидно, проигрывает. Из позиций с суммами 14, 15 и 16 тот, чья очередь ходить, всегда может перевести партнера в позицию с суммой 12 или 13 (и каждым из чисел, не меньшим 4), и победить. Из позиций с суммами 17 и 18 тот, чья очередь ходить, может попасть только в позиции с суммами 14, 15 или 16, и потому проигрывает, а из позиций с суммами 19, 20 и 21 тот, чья очередь ходить, всегда может перевести партнера в позицию с суммой 17 или 18 и выиграть. Продолжая по индукции, убеждаемся в правильности ответа.
2. Даны различные простые числа a, b и c. Докажите, что ab+bc+ca+29 ≤ 2abc.
Решение. Поделив обе части неравенства на abc, получим 1/a+1/b+1/c+29/abc ≤ 2. Очевидно, наибольшее значение левая часть последнего неравенства принимает, когда данные простые числа равны 2, 3 и 5. Нетрудно проверить, что в этом случае она равна 2, откуда и вытекает нужное нам неравенство.
3. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых трех из них нашлись две перпендикулярные?
Ответ: 4. Решение. Пример для 4: продолжения сторон прямоугольника. Оценка. Пусть есть пять прямых. Среди них найдутся две не перпендикулярных — обозначим их a и b. Каждая из трёх оставшихся прямых перпендикулярна либо a, либо b, и найдутся две, перпендикулярные одной и той же — пусть это a. Тогда среди этих двух прямых и прямой b нет двух перпендикулярных.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

4. Существует ли такое нецелое положительное число x, что [x]3+x2 = x3+[x]2? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)3–a3 = (a+b)2–a2. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)2+a(a+b)+a2 = 2a+b (*). По условию a ( 0. Тогда (a+b)2+a(a+b)+a2 > 3a2, а 2a+b < 2a+1. При a ( 1 имеем 3a2–2a–1 = (a–1)2+2a2–2 ( 0, и потому равенство (*) тут невозможно. Подставляя в уравнение (*) a = 0, убеждаемся, что в этом случае оно также не имеет решений, лежащих между 0 и 1, что и завершает доказательство.
( Только ответ — 0 баллов.
5. Найдите все пары (m,n) натуральных чисел, для которых число 4(mn+1) делится на (m+n)2.
Ответ: m = n+2 (n ( 1), n = m+2 (m ( 1), m = n = 1. Решение. Если частное от деления 4(mn+1) на (m+n)2 равно k ( 2, имеем: 4(mn+1) = k(m+n)2 ( 4kmn, откуда (k–1)mn ≤ 1, и m = n = 1. Равенство же 4(mn+1) = (m+n)2 равносильно равенству (m–n)2 = 4, что дает первые две серии ответов.
( Только ответ — 2 балла. Потеря ответа (1, 1) — дыра в 2 балла.
6. Про натуральное число n известно три факта: 

1) Если оно делится на 3, то оно лежит между 50 и 59 включительно;

2) Если оно не делится на 4, то оно лежит между 60 и 69 включительно;

3) Если оно не делится на 6, то оно лежит между 70 и 79 включительно.

Чему может быть равно число n?
Ответ: 76. Решение. Допустим n делится на 3. Тогда, в силу 1), оно равно 51, 54 или 57. Но ни одно из этих чисел не делится на 4, и второе утверждение для каждого из них не выполнено. Итак, искомое число не делится на 3. Но тогда оно не делится и на 6, и, значит, лежит между 70 и 79. Отсюда, в свою очередь, следует, что искомое число делится на 4. Такое число только одно — 76.

( Только ответ — 0 баллов. Только ответ с проверкой — 2 балла.

7. На стороне CD выпуклого четырехугольника ABCD отмечена такая точка E, что AD = DE. На отрезке AE отмечена такая точка F, что AF = EC. Известно, что (ADB = (BDC = 90(–(ABE. Докажите, что BF = BC. 
Решение. По условию, треугольник EDA — равнобедренный с биссектрисой DB. Поэтому DB — серединный перпендикуляр отрезков EA. Треугольники ADB и EDB равны по двум сторонам и углу между ними, следовательно, BE = BA и (ABD = (EBD. Тогда (BEC = (EDB+(EBD = 90(–(ABE +(EBD  = 90(–(ABD = (BAF. Соединяя это равенство с равенствами AF = EC и BE = BA получаем, что треугольники BEC и BAF равны, откуда и следует, что BF = BC.
8. За круглым столом сидят 180 человек, каждый из которых — рыцарь или лжец. Каждый из них произнес фразу: «Среди 17 человек, сидящих следом за мной по часовой стрелке, не менее 9 лжецов». Сколько рыцарей может сидеть за этим столом?
Ответ: 90. Решение. Из условия ясно, что из 17 человек, сидящих следом за лжецом, не менее 9 — рыцари, а из 17 человек, сидящих следом за рыцарем, не менее 9 — лжецы. Допустим, среди 17 человек, сидящих за каким-то рыцарем, хотя бы 10 — лжецы. Но тогда среди 17 человек, сидящих следом за первым из этих лжецов, есть хотя бы 9 лжецов, и получается, что этот лжец сказал правду. Стало быть, среди 17 человек, сидящих следом за каждым рыцарем, ровно 9 лжецов (и, стало быть, 8 рыцарей). Аналогично, среди 17 человек, сидящих следом за каждым лжецом, ровно 9 рыцарей и 8 лжецов. Поэтому среди любых 18 человек, сидящих подряд, 9 рыцарей и 9 лжецов, откуда и следует ответ.

( Предъявлять схему рассадки 90 рыцарей и 90 лжецов не требуется. Только ответ с примером — 0 баллов.
XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, вторая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежат 5 красных, 6 синих и 6 белых бусин. Петя и Вася ходят по очереди. За каждый ход игрок берет со стола две или три бусины. Первым ходит Петя. Побеждает тот игрок, после хода которого со стола исчезнут бусины хотя бы одного из цветов. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Вася. Решение. Если после первого хода Пети появится кучка, где не больше трех бусин, Вася, очевидно, выиграет своим первым ходом. В противном случае Вася может своим первым ходом создать позицию 4, 4, 4 (потому что 5 = 4+1, 6 = 4+2, 2+2+1 = 5, и Вася всегда может своим ходом дополнить количество спичек, взятых Петей, до 5), которая, как легко показать, проигрышна для того, чья очередь ходить.
2. Даны различные простые числа p и q. Докажите, что p+q+7 ≤ 2pq.
Решение. Поделив обе части неравенства на pq, получим 1/p+1/q+7/pq ≤ 2. Очевидно, наибольшее значение левая часть последнего неравенства принимает, когда простые числа равны 2 и 3. Нетрудно проверить, что в этом случае она равна 2, откуда и вытекает нужное нам неравенство.
3. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых трех из них нашлись две перпендикулярные?
Ответ: 4. Решение. Пример для 4: продолжения сторон прямоугольника. Оценка. Пусть есть пять прямых. Среди них найдутся две не перпендикулярных — обозначим их a и b. Каждая из трёх оставшихся прямых перпендикулярна либо a, либо b, и найдутся две, перпендикулярные одной и той же — пусть это a. Тогда среди этих двух прямых и прямой b нет двух перпендикулярных.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

4. Существует ли такое нецелое положительное число x, что [x]2+x = x2+[x]? (Через [x] обозначается целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x).
Ответ: Нет. Решение. Пусть для краткости [x] = a, x–a = b. По условию (a+b)2–a2 = (a+b)–a. Раскладывая обе части последнего равенства на множители и сокращая на b ( 0, получаем равенство (a+b)+a = 1 ( b = 1–2a. Но нецелое число b не может равняться целому числу 1–2a.
Только ответ — 0 баллов.

5. Найдите все пары (m,n) натуральных чисел, для которых число 4(mn+1) делится на (m+n)2.
Ответ: m = n+2 (n ( 1), n = m+2 (m ( 1), m = n = 1. Решение. Если частное от деления 4(mn+1) на (m+n)2 равно k ( 2, имеем: 4(mn+1) = k(m+n)2 ( 4kmn, откуда (k–1)mn ≤ 1, и m = n = 1. Равенство же 4(mn+1) = (m+n)2 равносильно равенству (m–n)2 = 4, что дает первые две серии ответов.
( Только ответ — 2 балла. Потеря ответа (1, 1) — дыра в 2 балла.
6. Про натуральное число n известно три факта: 

1) Если оно делится на 3, то оно лежит между 50 и 59 включительно;

2) Если оно не делится на 4, то оно лежит между 60 и 69 включительно;

3) Если оно не делится на 6, то оно лежит между 70 и 79 включительно.

Чему может быть равно число n?
Ответ: 76. Решение. Допустим n делится на 3. Тогда, в силу 1), оно равно 51, 54 или 57. Но ни одно из этих чисел не делится на 4, и второе утверждение для каждого из них не выполнено. Итак, искомое число не делится на 3. Но тогда оно не делится и на 6, и, значит, лежит между 70 и 79. Отсюда, в свою очередь, следует, что искомое число делится на 4. Такое число только одно — 76.

( Только ответ — 0 баллов. Только ответ с проверкой — 2 балла.

7. Чтобы пронумеровать страницы объемистого тома по порядку, начиная с первой, печатник использовал 2010 цифр. Сколько страниц содержит том?
Ответ: 706. Решение. На страницы с первой по девятую понадобилось 9 цифр, с десятой по 99-ю — 2(90 = 180 цифр. Трехзначные числа от 100 до 999 содержат вместе 3(900 = 2700 цифр, что больше, чем 2010. Поэтому в книге меньше 1000 страниц, и номер последней страницы равен
99+(2010–9–180)/3 = 1821/3 = 706.
( Ход решения верен, но забыли прибавить 99 (ответ — 607) — дыра в 4 балла. Только ответ — 0 баллов.
8. За круглым столом сидят 180 человек, каждый из которых — рыцарь или лжец. Каждый из них произнес фразу: «Среди 17 человек, сидящих следом за мной по часовой стрелке, не менее 9 лжецов». Сколько рыцарей может сидеть за этим столом?
Ответ: 90. Решение. Из условия ясно, что из 17 человек, сидящих следом за лжецом, не менее 9 — рыцари, а из 17 человек, сидящих следом за рыцарем, не менее 9 — лжецы. Допустим, среди 17 человек, сидящих за каким-то рыцарем, хотя бы 10 — лжецы. Но тогда среди 17 человек, сидящих следом за первым из этих лжецов, есть хотя бы 9 лжецов, и получается, что этот лжец сказал правду. Стало быть, среди 17 человек, сидящих следом за каждым рыцарем, ровно 9 лжецов (и, стало быть, 8 рыцарей). Аналогично, среди 17 человек, сидящих следом за каждым лжецом, ровно 9 рыцарей и 8 лжецов. Поэтому среди любых 18 человек, сидящих подряд, 9 рыцарей и 9 лжецов, откуда и следует ответ.

( Предъявлять схему рассадки 90 рыцарей и 90 лжецов не требуется. Только ответ с примером — 0 баллов.
XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Группа «Старт», высшая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежат 17 красных и 37 синих бусин. Петя и Вася ходят по очереди. За каждый ход игрок берет со стола две или три бусины. Первым ходит Петя. Побеждает тот игрок, после хода которого со стола исчезнут бусины хотя бы одного из цветов. Кто из игроков может обеспечить себе выигрыш, независимо от игры соперника?
Ответ: Вася. Решение. Если после очередного хода Пети бусин какого-то цвета осталось не больше 3, Вася победит следующим ходом. В противном случае Вася каждый раз берёт 2 бусины, если Петя перед этим взял 3, и 3 бусины, если Петя взял две, следя за тем, чтобы бусин каждого цвета оставалось не меньше 4 (что всегда возможно, пока бусин остается не меньше 11). После 9 пар таких ходов на столе останется 9 бусин, причем 5 будут одного цвета, а 4 — другого, и будет Петина очередь ходить. После любого его хода на столе останется не больше 7 бусин, то есть бусин какого-то цвета будет не больше 3, и Вася выиграет следующим ходом.
( Только ответ — 0 баллов.
2. Для каких натуральных n найдутся натуральные числа a и b такие, что сумма цифр каждого из чисел a, b, a+b равна n?
Ответ: Для всех n, делящихся на 9, и только для них. Решение. Пример. 
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 — сумма цифр равна 9k. Оценка. Пусть число n дает при делении на 9 ненулевой остаток l. Тогда если суммы цифр чисел a и b равны n, то сумма цифр числа a+b дает при делении на 9 остаток 2l, не равный l.
( Только ответ — 0 баллов. Ответ с примером без оценки — 4 балла. Оценка без примера — 6 баллов.
3. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых десяти из них нашлись две перпендикулярные?
Ответ: 18. Решение. Пример: 9 параллельных прямых и 9 прямых, перпендикулярных им. Оценка. Пусть есть n прямых, обладающих указанным в задаче свойством. Покрасим одну из них в синий цвет, все перпендикулярные ей — в красный, а все параллельные — в синий. Если после этого остались непокрашенные прямые — будем повторять процедуру, пока все прямые не будут покрашены. Заметим, что перпендикулярными могут быть только разноцветные прямые. Если n ( 19, у нас найдутся 10 одноцветных прямых. Поэтому n не превосходит 18.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

4. В стране 100 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит ровно 5 дорог. Страна разделилась на 2 республики по 50 городов в каждой. Докажите, что в первой республике дорог, соединяющих её города, столько же, сколько во второй.
Решение. Пусть первую республику со второй соединяет k дорог. Тогда дорог, соединяющих ее города, как в первой, так и во второй республике — по (5(50–k)/2.

5. За круглым столом сидят 180 человек, каждый из которых — рыцарь или лжец. Каждый из них произнес фразу: «Среди 17 человек, сидящих следом за мной по часовой стрелке, не менее 9 лжецов». Сколько рыцарей может сидеть за этим столом?
Ответ: 90. Решение. Из условия ясно, что из 17 человек, сидящих следом за лжецом, не менее 9 — рыцари, а из 17 человек, сидящих следом за рыцарем, не менее 9 — лжецы. Допустим, среди 17 человек, сидящих за каким-то рыцарем, хотя бы 10 — лжецы. Но тогда среди 17 человек, сидящих следом за первым из этих лжецов, есть хотя бы 9 лжецов, и получается, что этот лжец сказал правду. Стало быть, среди 17 человек, сидящих следом за каждым рыцарем, ровно 9 лжецов (и, стало быть, 8 рыцарей). Аналогично, среди 17 человек, сидящих следом за каждым лжецом, ровно 9 рыцарей и 8 лжецов. Поэтому среди любых 18 человек, сидящих подряд, 9 рыцарей и 9 лжецов, откуда и следует ответ.
( Предъявлять схему рассадки 90 рыцарей и 90 лжецов не требуется. Только ответ с примером — 0 баллов.
6. Про натуральное число n известно три факта: 

1) Если оно делится на 3, то оно лежит между 50 и 59 включительно.

2) Если оно не делится на 4, то оно лежит между 60 и 69 включительно.

3) Если оно не делится на 6, то оно лежит между 70 и 79 включительно.

Чему может быть равно число n?
Ответ: 76. Решение. Допустим n делится на 3. Тогда, в силу 1), оно равно 51, 54 или 57. Но ни одно из этих чисел не делится на 4, и второе утверждение для каждого из них не выполнено. Итак, искомое число не делится на 3. Но тогда оно не делится и на 6, и, значит, лежит между 70 и 79. Отсюда, в свою очередь, следует, что искомое число делится на 4. Такое число только одно — 76.

( Только ответ — 0 баллов. Только ответ с проверкой — 2 балла.

7. У паука есть 8 одинаковых носков и 8 одинаковых ботинок. Паук каждую секунду либо надевает на одну из своих ног носок, либо натягивает ботинок на какую-нибудь из ног, на которую носок уже надет (у паука 8 ног; на каждую ногу он надевает один носок и один ботинок). Два способа обувания паука считаются различными, если паук хотя бы в одну из 16 секунд делает различные действия. Сколькими различными способами паук может обуться?
Ответ: 16!/28. Решение. Обуть первую лапу паук может в любые две секунды из шестнадцати (в первую из них он надевает на лапу носок, во вторую – ботинок). Выбрать две секунды из шестнадцати можно 16(15/2 способами. Аналогично, для обувания второй лапы надо выбрать две секунды из оставшихся четырнадцати. Это можно сделать 14(13/2 способами. Продолжая рассуждения для остальных лап и применяя правило умножения вариантов, получаем ответ.
( Только ответ — 2 балла.

8. Дан клетчатый квадрат 9(9. В центре одного из квадратиков сидит квадрогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего по стороне квадратика. Добравшись до центра нового квадратика, квадрогрызка поворачивает на 90(. Какую наибольшую длину может иметь замкнутый маршрут квадрогрызки, не проходящий ни через какой квадратик, кроме начального, больше одного раза, и возвращающийся в начальный только один раз?
Ответ: 64. Решение. Раскрасим клеточки в 4 цвета: четные горизонтали — 121212121, нечетные — 434343434. Легко убедиться, что при такой раскраске цвета на маршруте квадратогрызки чередуются с периодом 4: …123412341… . Заметим, что клеточек цвета 2 всего 16. Поэтому замкнутый маршрут квадратогрызки не может быть длиннее 64 клеточек. Пример на 64 — на рисунке справа (клетки пронумерованы в порядке обхода).
( Пример — 4 балла, оценка — 6 баллов. Только ответ — 0 баллов.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Группа «Старт», первая лига, 1 тур, решения и указания для жюри.

1. На столе лежат 5 красных, 6 синих и 6 белых бусин. Петя и Вася ходят по очереди. За каждый ход игрок берет со стола две или три бусины. Первым ходит Петя. Побеждает тот игрок, после хода которого со стола исчезнут бусины хотя бы одного из цветов. Кто выигрывает при правильной игре?
Ответ: Вася. Решение. Если после первого хода Пети появится кучка, где не больше трех бусин, Вася, очевидно, выиграет своим первым ходом. В противном случае Вася может своим первым ходом создать позицию 4, 4, 4 (потому что 5 = 4+1, 6 = 4+2, 2+2+1 = 5, и Вася всегда может своим ходом дополнить количество спичек, взятых Петей, до 5), которая, как легко показать, проигрышна для того, чья очередь ходить.

2. Существуют ли такие натуральные числа a и b, что сумма цифр каждого из чисел a, b, a+b равна 999?
Ответ: Да. Решение. 
[image: image11.wmf]{

{

{

111111110

9...99...919...98

разразраз

+=

.
( Только ответ «да» — 0 баллов.

3. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых трех из них нашлись две перпендикулярные?
Ответ: 4. Решение. Пример для 4: продолжения сторон прямоугольника. Оценка. Пусть есть пять прямых. Среди них найдутся две не перпендикулярных — обозначим их a и b. Каждая из трёх оставшихся прямых перпендикулярна либо a, либо b, и найдутся две, перпендикулярные одной и той же — пусть это a. Тогда среди этих двух прямых и прямой b нет двух перпендикулярных.
( Ответ с примером — 2 балла, без примера — 0 баллов. Только оценка — 6 баллов.

4. В стране 100 городов. Некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит ровно 5 дорог. Страна разделилась на 2 республики по 50 городов в каждой. Докажите, что в первой республике дорог, соединяющих её города, столько же, сколько во второй.
Решение. Пусть первую республику со второй соединяет k дорог. Тогда дорог, соединяющих ее города, как в первой, так и во второй республике — по (5(50–k)/2.
5. За круглым столом сидят 180 человек, каждый из которых — рыцарь или лжец. Каждый из них произнес фразу: «Среди 17 человек, сидящих следом за мной по часовой стрелке, не менее 9 лжецов». Сколько рыцарей может сидеть за этим столом?
Ответ: 90. Решение. Из условия ясно, что из 17 человек, сидящих следом за лжецом, не менее 9 — рыцари, а из 17 человек, сидящих следом за рыцарем, не менее 9 — лжецы. Допустим, среди 17 человек, сидящих за каким-то рыцарем, хотя бы 10 — лжецы. Но тогда среди 17 человек, сидящих следом за первым из этих лжецов, есть хотя бы 9 лжецов, и получается, что этот лжец сказал правду. Стало быть, среди 17 человек, сидящих следом за каждым рыцарем, ровно 9 лжецов (и, стало быть, 8 рыцарей). Аналогично, среди 17 человек, сидящих следом за каждым лжецом, ровно 9 рыцарей и 8 лжецов. Поэтому среди любых 18 человек, сидящих подряд, 9 рыцарей и 9 лжецов, откуда и следует ответ.

( Предъявлять схему рассадки 90 рыцарей и 90 лжецов не требуется. Только ответ с примером — 0 баллов.
6. Про натуральное число n известно три факта: 

1) Если оно делится на 3, то оно лежит между 50 и 59 включительно.

2) Если оно не делится на 4, то оно лежит между 60 и 69 включительно.

3) Если оно не делится на 6, то оно лежит между 70 и 79 включительно.

Чему может быть равно число n?
Ответ: 76. Решение. Допустим n делится на 3. Тогда, в силу 1), оно равно 51, 54 или 57. Но ни одно из этих чисел не делится на 4, и второе утверждение для каждого из них не выполнено. Итак, искомое число не делится на 3. Но тогда оно не делится и на 6, и, значит, лежит между 70 и 79. Отсюда, в свою очередь, следует, что искомое число делится на 4. Такое число только одно — 76.

( Только ответ — 0 баллов. Только ответ с проверкой — 2 балла.

7. В бассейн ведут две одинаковых трубы. Одна труба заполняет бассейн за 3 часа. Сначала включили обе трубы, но через час одна из труб засорилась и через нее вода стала поступать вдвое медленнее. Через сколько времени бассейн заполнится?
Ответ: Через 1 час 40 минут. Решение. Каждая труба за час заполняет треть бассейна. За первый час две трубы заполнили 2/3 бассейна. После этого вторая труба стала заполнять бассейн со скоростью 1/6 бассейна в час, стало быть, две трубы вместе — со скоростью 1/6+1/3 = 1/2 бассейна в час. Поэтому оставшуюся треть бассейна они заполнят за 1/3:1/2 = 2/3 часа.
8. Дан клетчатый квадрат 8(8. В центре одного из квадратиков сидит квадрогрызка, которая может перебираться по прямой в центр соседнего по стороне квадратика. Добравшись до центра нового квадратика, квадрогрызка поворачивает на 90(. Может ли квадрогрызка посетить ровно по одному разу все клетки доски?
Ответ: Нет. Решение. Легко убедиться, что если квадратогрызка вошла в угловую клетку квадрата, то после следующего хода она не сможет никуда свернуть.
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