XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть n — натуральное число. Для каждого его простого делителя p рассмотрим наибольшую его степень, не превосходящую n. Сумму всех таких степеней назовём степенной суммой числа n. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, степенные суммы которых превосходят их более, чем в полтора раза.
Решение. Заметим, что если число n делится на простое число p, то соответствующее слагаемое в степенной сумме не меньше чем n/p. Рассмотрим число n = 22k+2. У него есть простой делитель 2, поэтому в степенной сумме этого числа есть 22k = n–2. Также оно делится на 22k–1+1, которое, в свою очередь, делится на 3, поэтому в его степенной сумме будет слагаемое 3l, не меньшее, чем n/3. Если оно меньше, чем n/2, то есть n/2 > 3l > n/3, то 2n > 3l+1 > n. Таким образом, либо у числа n, либо у числа 2n слагаемое для 3 не меньше половины числа, и, стало быть, степенная сумма не меньше, чем это число, умноженное на 3/2, минус 4. Заметим теперь, что среди чисел вида 4k+2 бесконечно много делящихся на 11. У одного из них степенная сумма не меньше, чем это число, умноженное на 3/2, плюс 7.
( Доказано для 1,5n–5 — 8 баллов.
2. На стороне BC треугольника ABC лежат точки D и E, причем BD < BE. Докажите, что разность периметров треугольников ABC и ADE больше, чем удвоенная длина меньшего из отрезков BD и EC.
Будем обозначать через P(() периметр треугольника (. Пусть BD ≤ EC, то есть min(BD, EC) = BD. Выберем на стороне BC такую точку E1, что BD = CE1. По неравенству треугольника AE1+EE1 ( AE, следовательно, P(ADE) ≤ P(ADE1). Имеем P(ABC)–P(ADE)–2BD ( P(ABC)–P(ADE1)–2BD = AB+AC+BC–AD–AE1–DE1–BD–E1C = AB+BC–AD–AE1 (*). Осталось показать, что правая часть (*) положительна. Отразим точку A относительно середины BC, получившуюся точку обозначим через A1. Тогда, AC = A1B и AE1 = A1D. Но, AB+A1B > AD+A1D, поскольку точка D находится внутри треугольника ABA1.
3. Существуют ли на плоскости четыре бесконечных семейства параллельных прямых такие, что расстояние между любыми двумя соседними прямыми одного семейства больше 1 и меньше 2, а через каждую точку пересечения двух прямых из разных семейств проходят прямые двух других семейств?
Ответ: Нет. Решение. Пронумеруем семейства прямых. Прямые двух первых семейств разбивают плоскость (или некоторую ее часть) на параллелограммы. Прямые из двух других семейств должны пересекать прямые двух первых семейств исключительно в вершинах этих параллелограммов — иначе появится точка, через которую проходят по прямой одного из двух первых и одного из двух других семейств, а прямая другого из двух первых семейств не проходит— причем прямые двух последних семейств должны проходить через каждую такую вершину. Рассмотрим прямые третьего семейства, проходящие через четыре вершины одного из параллелограммов. Легко видеть, что две из них, проходящие через противоположные вершины, пересекаются с внутренностью параллелограмма. Но тогда они должны совпадать, так что одна их диагоналей нашего параллелограмма лежит на прямой третьего семейства. По тем же причинам другая диагональ лежит на прямой четвертого семейства. Но тогда через центр параллелограмма проходят прямые двух последних семейств, а двух первых — нет.
( Доказано только, что три семейства прямых образуют сеть их треугольников — 6 баллов.

4. В каждом из 30 сундуков лежит по 13 монет. Монеты весят натуральное число граммов, не большее 30, причем монет каждого веса ровно 13. Известно, что веса любых двух монет, лежащих в одном сундуке, отличаются не более, чем на 4 грамма. Назовем сундук максимальным, если суммарный вес монет в нем не меньше, чем в других сундуках. Какой наименьший суммарный вес может быть у монет в максимальном сундуке?
Ответ: 360 грамм. Решение. Пример. (30(5, 26(6, 27(2) = 360 грамм. (30(4, 26(3, 27(6) = 360 грамм. (30(4, 26(4, 27(5) = 359 грамм. (29(7, 25(6) и (29(6, 25(7) по 353 и 349 грамм. (28(7, 24(6) и (28(6, 24(7) по 340 и 336 грамм. Остальные монеты с одинаковым весом будем класть в один сундук. Максимальный вес оставшихся сундуков будет 24(13 = 312. Оценка. Заметим, что в сундуках где есть монета в 30 грамм, могут лежать монеты только с весом 29, 28, 27 и 26 грамм. Если все монеты в 30 грамм лежат в одному сундуке, то его вес 30(13 = 390 > 360. Если в двух, то их суммарный вес не меньше чем (30+26)(13 = 728, значит, вес хотя бы одного из сундуков не меньше, чем 364 > 360. Если в трех, то их суммарный вес не меньше, чем (30+26+27)(13 = 1079, и в одном из сундуков лежат монеты с суммарным весом хотя бы 360 г. Аналогично для четырех: (30+26+27+28)(13 = 1443 > 360(4 = 1440. Для пяти сундуков имеем (30+26+27+28+29)(13 = 1820 > 5(360 = 1800. Больше чем в пяти сундуках лежать они не могут, так как число монет в этих сундуках будет больше чем 13(5 = 165, а монет с весом 26-30 грамм ровно 165 штук.
( Только ответ — 0 баллов, ответ с примером — 4 балла, только оценка — 6 баллов.

5. В бесконечной последовательности a1, a2, a3, ... первый член равен 1, а каждый следующий получается из предыдущего умножением на одно из чисел 2, 3, …, 9, причем умножение на каждое число из них производилось хотя бы один раз. Докажите, что для бесконечно многих n сумма цифр числа an+1 не превосходит суммы цифр числа an.
Решение. Предположим, сумма цифр не увеличивалась лишь конечное количество раз. Так как у нас каждое умножение на цифры произошло как минимум один раз, то, начиная с некоторого места, все числа делятся на 9 (было умножение на 9). Тогда будем следить за суммой цифр, начиная с того момента, когда она всегда увеличивается и делится на 9. Назовем число в этот начальный момент n0, а следующие за ним — n1, n2 и т.д. Заметим, что если сумма цифр растет и число делится на 9, то сумма цифр увеличивается хотя бы на 9. Отсюда следует, что сумма цифр числа nk больше, чем 9k. С другой стороны, nk ≤ n0(9k. Но если сумма цифр числа больше, чем 9k, то число не меньше, чем 10k. Таким образом 10k ≤ 9k(n0, то есть для любого натурального k (10/9)k ≤ n0, что невозможно, например, потому, что (10/9)9 > 2.
( Не доказано, что 10k ≤ 9k(n0 невозможно при всех n — дыра в 2 балла.

6. В тупоугольном треугольнике ABC с тупым углом C угол B в два раза больше угла A. На стороне AB отмечена точка P такая, что BP = 2BC. Известно, что середина M стороны AB лежит между P и B. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из M на сторону AC, делит отрезок PC пополам.
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Решение. Обозначим угол A через (. Пусть перпендикуляр из точки А к AС пересекает AB в точке Q, а R — такая точка на AB, что RB = CB. Тогда, как нетрудно видеть, (CRB = (AQC = 90(–(, поэтому CQ = CR. Поскольку CR = 2BCsin(, а CQ = AQsin(, получаем AQ = 2BC = BP. Таким образом, M — середина отрезка PQ, а перпендикуляр из M к AC — средняя линия треугольника CPQ, из чего и следует утверждение задачи.
7. В каждой клетке таблицы k(n (k строк, n столбцов) стоит 1 или 0. Известно, что в каждой строчке есть хотя бы две единицы и хотя бы один ноль. При каком наибольшем k заведомо можно так переставить столбцы, чтобы в результате ни в одной строчке все единицы не стояли подряд?
Ответ: При k = n–2. Решение. Рассмотрим n–1 строк, в которых ровно по одному нулю, и все нули стоят в разных столбцах. Тогда при любой перестановке столбцов один из нулей окажется в крайнем столбце и все единицы в соответствующей строке будут стоять подряд. Поэтому k < n–1. Покажем по индукции, что при k = n–2 такая перестановка столбцов возможна. Для n = 3 все очевидно. Пусть n > 3. Покажем что найдутся два столбца a и b и строка с, что на местах a и b в строке с стоят 0 и 1, и нет строки d такой что на местах a и b стоят единственные две единицы строки d. Если во всех строках хотя бы три единиц, то очевидно. Пусть есть строка c в которой две единицы. Тогда пару из 0 и 1 в этой строке можно выбрать 2(n–2) способами. При этом, если соответствующие выбору столбцы a и b не подходят, то нашлась строка в которой единственные две единицы стоят на местах a и b. Но так как строк меньше чем 2(n–2), то искомая пара столбцов обязательно найдется.
Временно «объединим» столбцы a и b в столбец x, при этом в любой строке d (кроме c) на месте x будет стоять 0, если в одном из столбцов a и b стоял единственный 0 строки d, и 1, если в строке d было ровно две единицы, и в столбцах a и b стояла одна из них.. Если там не было ни того, ни другого, то напишем любое из двух чисел, стоящих в пересечении d с a и b. По предположению индукции, в получившейся таблице (без строки c) можно переставить столбцы требуемым образом. Теперь заменим x на a и b, при этом столбцы a и b поставим в таком порядке, чтобы в строке c единицы не стояли подряд. Получившаяся таблица будет удовлетворять требованиям задачи.
( Ответ с примером — 4 балла, оценка — 6 баллов.
8. В кружок записались 2011 мальчиков и 2011 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с 10 девочками. Докажите, что можно выбрать 100 мальчиков и 10 девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Пока это возможно, будем выбирать девочку, знакомую хотя бы с 10 мальчиками, после чего удалять ее и всех знакомых с ней мальчиков. Пусть мы сделали несколько таких шагов, и за них удалено менее 100 мальчиков. Тогда понятно, что шагов сделано менее 10, то есть удалено менее 10 девочек. Кроме того, осталось хотя бы 1912 мальчиков, и суммарное количество их знакомств с неудаленными девочками не менее 19120 (по 10 на каждого мальчика, все их знакомые девочки, очевидно, не удалены). Так как осталось не более 2010 девочек, среди них есть девочка, знакомая хотя бы с 10 неудаленными мальчиками (т.к. 2010(9 < 19120), ее и выберем. Таким образом, мы можем выбрать девочку хотя бы 10 раз, в результате с выбранными девочками будут знакомы хотя бы 100 мальчиков.
( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с 10 мальчиками — 2 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть n — натуральное число. Для каждого его простого делителя p рассмотрим наибольшую его степень, не превосходящую n. Сумму всех таких степеней назовём степенной суммой числа n. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, меньших, чем их степенные суммы.
Решение. Рассмотрим число n = 2k+2. У него есть простой делитель 2 и еще какой-то простой делитель p. Заметим что максимальная степень двойки, не превосходящая n, есть 2k, а число p не меньше 3, поэтому степенная сумма числа n никак не меньше, чем 2k+p > 2k+2 = n.
2. На стороне BC треугольника ABC лежат точки D и E, причем BD < BE. Докажите, что разность периметров треугольников ABC и ADE больше, чем удвоенная длина меньшего из отрезков BD и EC.
Решение. Будем обозначать через P(() периметр треугольника (. Пусть BD < EC. Выберем на стороне BC такую точку E1, что BD = CE1. По неравенству треугольника AE1+EE1 > AE, следовательно P(ADE) < P(ADE1). Имеем, P(ABC)–P(ADE)–2min(BD, EC) > P(ABC)–P(ADE1)–2BD = AB+AC+BC–AD–AE1–DE1–BD–E1C = AB+BC–AD–AE1.(*) Осталось показать, что правая часть (*) положительна. Отразим точку A относительно середины BC, получившуюся точку обозначим через A1. Тогда, AC = A1B и AE1 = A1D. Но, AB+A1B > AD+A1D, поскольку точка D находится внутри треугольника ABA1.
3. Существуют ли на плоскости четыре конечных семейства параллельных прямых(в каждом — хотя бы две прямые) такие, что расстояние между любыми двумя соседними прямыми одного семейства больше 1 и меньше 2, а через каждую точку пересечения двух прямых из разных семейств проходят прямые из двух других семейств?
Ответ: Нет. Решение. Пронумеруем семейства прямых. Прямые двух первых семейств разбивают плоскость (или некоторую ее часть) на параллелограммы. Прямые из двух других семейств должны пересекать прямые двух первых семейств исключительно в вершинах этих параллелограммов — иначе появится точка, через которую проходят по прямой одного из двух первых и одного из двух других семейств, а прямая другого из двух первых семейств не проходит— причем прямые двух последних семейств должны проходить через каждую такую вершину. Рассмотрим прямые третьего семейства, проходящие через четыре вершины одного из параллелограммов. Легко видеть, что две из них, проходящие через противоположные вершины, пересекаются с внутренностью параллелограмма. Но тогда они должны совпадать, так что одна их диагоналей нашего параллелограмма лежит на прямой третьего семейства. По тем же причинам другая диагональ лежит на прямой четвертого семейства. Но тогда через центр параллелограмма проходят прямые двух последних семейств, а двух первых — нет.

( Доказано только, что три семейства прямых образуют сеть их треугольников — 6 баллов.

4. В каждом из 30 сундуков лежит по 13 монет. Монеты весят натуральное число граммов, не большее 30, причем монет каждого веса ровно 13. Известно, что веса любых двух монет, лежащих в одном сундуке, отличаются не более, чем на 2 грамма. Назовем сундук максимальным, если суммарный вес монет в нем не меньше, чем в других сундуках. Какой наименьший суммарный вес может быть у монет в максимальном сундуке?
Ответ: 29(13 = 377. Решение. Пример. В первом сундуке — все монеты веса 1, во втором — все монеты веса 2, …, в 27-м — все монеты веса 27, в 28-м и 29-м — по 6 монет веса 28 и 30 и одной монете веса 29, в 30-м — по монете веса 28 и 30 и 11 монет веса 29. Оценка. Рассмотрим сундуки, где лежат монеты веса 30. Все монеты в них не легче 28. Таких монет всего 39, поэтому таких сундуков не более трех. Если такой сундук один, то вес монет в нем — 30(13 > 29(13. Если таких сундуков два, суммарный вес монет в них не меньше, чем 30(13+28(13 = 2(29(13, и потому хотя бы в одном из них общий вес монет не меньше, чем 2(29(13/2 = 29(13. Наконец, если таких сундуков три, то суммарный вес монет в них равен 30(13+29(13+28(13 = 3(29(13, и снова общий вес монет хотя бы в одном из не меньше, чем 3(29(13/3 = 29(13.
( Только ответ — 0 баллов, ответ с примером — 4 балла, только оценка — 6 баллов.

5. В бесконечной последовательности a1, a2, a3, ... первый член равен 1, а каждый следующий получается из предыдущего умножением на натуральное число на одно из чисел 2, 3, …, 9, причем умножение на каждое из них производилось хотя бы один раз. Докажите, что для бесконечно многих n сумма цифр числа an+1 не превосходит суммы цифр числа an.
Решение. Предположим, сумма цифр не увеличивалась лишь конечное количество раз. Так как у нас каждое умножение на цифры произошло как минимум один раз, то, начиная с некоторого места, все числа делятся на 9 (было умножение на 9). Тогда будем следить за суммой цифр, начиная с того момента, когда она всегда увеличивается и делится на 9. Назовем число в этот начальный момент n0, а следующие за ним — n1, n2 и т.д. Заметим, что если сумма цифр растет и число делится на 9, то сумма цифр увеличивается хотя бы на 9. Отсюда следует, что сумма цифр числа nk больше, чем 9k. С другой стороны, nk ≤ n0(9k. Но если сумма цифр числа больше, чем 9k, то число не меньше, чем 10k. Таким образом 10k ≤ 9k(n0, то есть для любого натурального k (10/9)k ≤ n0, что невозможно, например, потому, что (10/9)9 > 2.

( Не доказано, что 10k ≤ 9k(n0 невозможно при всех n — дыра в 2 балла.

6. Даны натуральное n и простое p. Докажите, что если n! делится на pp, то оно делится и на pp+1.
Решение. Если число n меньше, чем p2, то среди чисел от 1 до n меньше, чем p чисел, делятся на p, и, следовательно, n! не может делится на pp. Если же n не меньше чем p2, то в произведении чисел от 1 до n есть не менее, чем p чисел, делящихся на p, и, как минимум, одно, делящееся на p2, то есть уже есть делимость на pp+1.
7. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) (A = 30(. На медиане AD взята точка P, а на стороне AB — точка Q таким образом, что PB = PQ. Найдите угол PQC.
Ответ: 15(. Решение. Заметим, что PB = PQ = PC, то есть P — центр описанной окружности треугольника BQC. Имеем: (QPC = 2(ABC = (180(–30() = 150(, откуда и получается ответ.
8. В кружок записались 2011 мальчиков и 2011 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с 10 девочками. Докажите, что можно выбрать 100 мальчиков и 10 девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Пока это возможно, будем выбирать девочку, знакомую хотя бы с 10 мальчиками, после чего удалять ее и всех знакомых с ней мальчиков. Пусть мы сделали несколько таких шагов, и за них удалено менее 100 мальчиков. Тогда понятно, что шагов сделано менее 10, то есть удалено менее 10 девочек. Следовательно, осталось хотя бы 1912 мальчиков, и суммарное количество их знакомств с неудаленными девочками не менее 19120 (по 10 на каждого мальчика, все их знакомые девочки, очевидно, не удалены). Так как осталось не более 2010 девочек, среди них есть девочка, знакомая хотя бы с 10 неудаленными мальчиками (т.к. 2010(9 < 19120), ее и выберем. Таким образом, мы можем выбрать девочку хотя бы 10 раз, в результате с выбранными девочками будут знакомы хотя бы 100 мальчиков.
( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с 10 мальчиками — 4 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Старшая группа, вторая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Пусть n — натуральное число. Для каждого его простого делителя p рассмотрим наибольшую его степень, не превосходящую n. Сумму всех таких степеней назовём степенной суммой числа n. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, меньших, чем их степенные суммы.
Решение. Рассмотрим число n = 2k+2. У него есть простой делитель 2 и еще какой-то простой делитель p. Заметим что максимальная степень двойки, не превосходящая n, есть 2k, а число p не меньше 3, поэтому степенная сумма числа n никак не меньше, чем 2k+p > 2k+2 = n.

2. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD (ABC = 65( и (ADC = 130(. Биссектриса угла ADC пересекает отрезок AB в точке E. Известно, что AD = 12 и BE = 15. Найдите среднюю линию трапеции.
Ответ: 21. Решение. Заметим, что (DEA = (EDC = (EDA = 65( = (EBC. Отсюда AE = AD = 12 и DE || BC ( DEBC — параллелограмм ( DC = BE = 15. Средняя линия равна (AE+EB+DC)/2, что и дает ответ.

3. Существуют ли на плоскости четыре конечных семейства параллельных прямых (в каждом — хотя бы две прямые) таких, что расстояние между любыми двумя соседними прямыми одного семейства больше 1 и меньше 2, а через каждую точку пересечения двух прямых из разных семейств проходят прямые из двух других семейств?
Ответ: Нет. Решение. Пронумеруем семейства прямых. Прямые двух первых семейств разбивают плоскость (или некоторую ее часть) на параллелограммы. Прямые из двух других семейств должны пересекать прямые двух первых семейств исключительно в вершинах этих параллелограммов — иначе появится точка, через которую проходят по прямой одного из двух первых и одного из двух других семейств, а прямая другого из двух первых семейств не проходит— причем прямые двух последних семейств должны проходить через каждую такую вершину. Рассмотрим прямые третьего семейства, проходящие через четыре вершины одного из параллелограммов. Легко видеть, что две из них, проходящие через противоположные вершины, пересекаются с внутренностью параллелограмма. Но тогда они должны совпадать, так что одна их диагоналей нашего параллелограмма лежит на прямой третьего семейства. По тем же причинам другая диагональ лежит на прямой четвертого семейства. Но тогда через центр параллелограмма проходят прямые двух последних семейств, а двух первых — нет.

( Доказано только, что три семейства прямых образуют сеть их треугольников — 6 баллов.

4. Даны натуральное n и простое p. Докажите, что если n! делится на pp, то оно делится и на pp+1.
Решение. Если число n меньше, чем p2, то среди чисел от 1 до n меньше, чем p чисел, делятся на p, и, следовательно, n! не может делится на pp. Если же n не меньше чем p2, то в произведении чисел от 1 до n есть не менее, чем p чисел, делящихся на p, и, как минимум, одно, делящееся на p2, то есть уже есть делимость на pp+1.

5. В каждом из 30 сундуков лежит по 13 монет. Монеты весят натуральное число граммов, не большее 30, причем монет каждого веса ровно 13. Известно, что веса любых двух монет, лежащих в одном сундуке, отличаются не более, чем на 2 грамма. Назовем сундук максимальным, если суммарный вес монет в нем не меньше, чем в других сундуках. Какой наименьший суммарный вес может быть у монет в максимальном сундуке?
Ответ: 29(13 = 377. Решение. Пример. В первом сундуке — все монеты веса 1, во втором — все монеты веса 2, …, в 27-м — все монеты веса 27, в 28-м и 29-м — по 6 монет веса 28 и 30 и одной монете веса 29, в 30-м — по монете веса 28 и 30 и 11 монет веса 29. Оценка. Рассмотрим сундуки, где лежат монеты веса 30. Все монеты в них не легче 28. Таких монет всего 39, поэтому таких сундуков не более трех. Если такой сундук один, то вес монет в нем — 30(13 > 29(13. Если таких сундуков два, суммарный вес монет в них не меньше, чем 30(13+28(13 = 2(29(13, и потому хотя бы в одном из них общий вес монет не меньше, чем 2(29(13/2 = 29(13. Наконец, если таких сундуков три, то суммарный вес монет в них равен 30(13+29(13+28(13 = 3(29(13, и снова общий вес монет хотя бы в одном из не меньше, чем 3(29(13/3 = 29(13.
( Только ответ — 0 баллов, ответ с примером — 4 балла, только оценка — 6 баллов.

6. В строчку выписывают натуральные числа. Каждое число, начиная с третьего – наибольший нечетный делитель суммы двух предыдущих чисел, уменьшенный на 1. Докажите, что рано или поздно в строчке появится 0.
Решение. Все числа, начиная с третьего, четны. Но тогда каждое следующее число меньше среднего арифметического двух предыдущих. Поэтому если два соседних члена последовательности не больше n, то все дальнейшие не больше, чем n–1. Это означает, что не позже, чем через 2n+3 членов, где n — наибольший из первых трех членов, в последовательности появится 0.
7. В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) (A = 30(. На медиане AD взята точка P, а на стороне AB — точка Q таким образом, что PB = PQ. Найдите угол PQC.
Ответ: 15(. Решение. Заметим, что PB = PQ = PC, то есть P — центр описанной окружности треугольника BQC. Имеем: (QPC = 2(ABC = (180(–30() = 150(, откуда и получается ответ.
8. В кружок записались 2011 мальчиков и 2011 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с 10 девочками. Докажите, что можно выбрать 19 мальчиков и 2 девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Поскольку всего дружеских связей по крайней мере 2011(10, найдется девочка, знакомая хотя бы с 10 мальчиками. Удалим ее и 10 знакомых с ней мальчиков. У каждого из 2001 оставшегося мальчика есть хотя бы 9 знакомых девочек среди оставшихся 2010. Всего знакомств между ними не меньше 2001(9. Поскольку 2001(9/2010 > 8, среди оставшихся девочек найдется такая, которая знакома хотя бы с 9 мальчиками. Присоединим ее и 9 знакомых с ней мальчиков к удаленным девочке и мальчикам, и задача решена.

( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с 10 мальчиками — 4 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На каждой клетке доски 8(9 (8 строк, 9 столбцов) стоит по фишке. В некоторый момент каждая фишка сдвинулась на соседнее поле по горизонтали или диагонали. Докажите, что в результате этого образовалось хотя бы 8 пустых клеток.
Решение. Пронумеруем столбцы по порядку и заметим, что фишки из четных столбцов сдвигаются в нечетные и наоборот. Но нечетных столбцов у нас 5, а четных — 4, поэтому в нечетных столбцах хотя бы 8 клеток останутся пустыми.
2. Петя и Вася играют в такую игру. На крайнем левом поле клетчатой ленты длины 20 лежит кучка из 2011 камней. Игроки ходят по очереди, начинает Петя. Каждый из ребят своим ходом может сдвинуть любой камень на одно или два поля вправо. Выигрывает тот, кто первым поставит камень на крайнюю правую клетку. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Петя. Решение. Очевидно, проиграет тот, кто первым поставит камень на 18-ю или 19-ю клетку ленты. Покажем, как Петя может вынудить Васю сделать такой ход. Покрасим один камень в красный цвет, а остальные разобьем на пары. Первым ходом Петя сдвигает на одно поле красный камень, а затем на каждый ход Васи, сделанный не красным камнем, отвечает таким же ходом, сделанным парным камнем, а каждый ход Васи, сделанный красным камнем, дополняет своим ходом до 3 (то есть, на ход 2 отвечает ходом 1 и наоборот). При такой игре Пети он не сможет раньше Васи пойти не красным камнем на 18-ю или 19-ю клетку, а красный камень после каждого хода Пети будет на клетке, номер которой дает остаток 2 при делении на 3, и потому поставить его 18-ю или 19-ю клетку Петя тоже не сможет.

3. На доске написаны числа 1, 2, ..., 33. За один шаг можно стереть любые два числа, произведение которых — квадрат натурального числа, и вместо них записать квадратный корень из их произведения (в частности можно заменить два равных числа на одно). После нескольких шагов на доске остались числа, произведение любых двух из которых — не точный квадрат. Докажите, что на доске осталось не менее 16 чисел.
Решение. На доске заведомо останутся числа 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, ни одно из которых нельзя умножить ни на какое другое число от 1 до 33 так, чтобы получился точный квадрат (понятно, что при выполнении указанной в условии операции числа, большие 33, получаться не могут). Кроме того, останется хотя бы одно из чисел 6, 12, 18, 24: при любой возможной операции с одним из этих чисел получается число, делящееся на 6 и не делящееся на 5, то есть снова одно из них.

( Доказано только оценка 15 — 6 баллов.
4. Найдите все натуральные n, для которых число 5n+12n является точным квадратом.
Ответ: 2. Решение. Пусть n > 2. Пусть n нечетно. Тогда, как легко проверить, 5n дает при делении на 12 остаток 5, а квадраты при делении на 12 такого остатка давать не могут. Пусть n = 2k четно. Допустим, 52k = a2–122k = (a–12k)(a+12k). Но тогда либо оба числа a–12k и a+12k делятся на 5, что невозможно, так как их разность не делится на 5, либо a–12k = 1. В последнем случае получаем равенство 25k = 2(12k+1, которое выполнено при k = 1 и не выполнено при k > 1, потому что тогда 25k > 2(12k+1.
( Только ответ с примером — 0 баллов. Доказано, что n четно — 4 балла. То же плюс ответ — 6 баллов. Задача сведена к доказательству неравенства, которое не доказано — 8 баллов.
5. В каждом из 30 сундуков лежит по 13 монет. Монеты весят натуральное число граммов, не большее 30, причем монет каждого веса ровно 13. Известно, что веса любых двух монет, лежащих в одном сундуке, отличаются не более, чем на 2 грамма. Назовем сундук наибольшим, если суммарный вес монет в нем не меньше, чем в других сундуках. Какой наименьший суммарный вес может быть у монет в наибольшем сундуке?
Ответ: 29(13 = 377. Решение. Пример. В первом сундуке — все монеты веса 1, во втором — все монеты веса 2, …, в 27-м — все монеты веса 27, в 28-м и 29-м — по 6 монет веса 28 и 30 и одной монете веса 29, в 30-м — по монете веса 28 и 30 и 11 монет веса 29. Оценка. Рассмотрим сундуки, где лежат монеты веса 30. Все монеты в них не легче 28. Таких монет всего 39, поэтому таких сундуков не более трех. Если такой сундук один, то вес монет в нем — 30(13 > 29(13. Если таких сундуков два, суммарный вес монет в них не меньше, чем 30(13+28(13 = 2(29(13, и потому хотя бы в одном из них общий вес монет не меньше, чем 2(29(13/2 = 29(13. Наконец, если таких сундуков три, то суммарный вес монет в них равен 30(13+29(13+28(13 = 3(29(13, и снова общий вес монет хотя бы в одном из не меньше, чем 3(29(13/3 = 29(13.
( Только ответ — 0 баллов, ответ с примером — 2 балла, только оценка — 6 баллов.

6. Для чисел a и b, не меньших 1, докажите неравенство (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 ( 4.
Решение. (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 = a2b2–(a–1)2(b–1)2+a2+b2+1 = (a+b–1)(2ab–a–b+1)+a2+b2+1. Поскольку при a, b ( 1 a2+b2 ( 2 и a+b–1 ( 1, достаточно доказать, что 2ab–a–b+1 ( 1. Последнее же следует из того, что при a, b ( 1 ab ( a и ab ( b.
7. O — точка пересечения диагоналей CE и AD выпуклого пятиугольника ABCDE. Известно, что AB = DE, BC = AD = CE/2 и (ADE = (BAC+(BCA. Докажите, что AO = OE.
Решение. Продолжим отрезок CB за точку B на расстояние BF = BC. Тогда CF = CE. Кроме того, (FBA = 180(–(CBA = (BAC+(BCA = (ADE. Поскольку, кроме того, FB = BC = AD и AB = DE, треугольники ABF и EDA равны, откуда AF = AE и (BFA = (DAE. С другой стороны, треугольники FAC и EAC равны по трем сторонам, откуда (CFA = (CEA. Таким образом, в треугольнике AOE углы при стороне AE равны, откуда и следует утверждение задачи.
8. В кружок записались 2011 мальчиков и 2011 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с 10 девочками. Докажите, что можно выбрать 100 мальчиков и 10 девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Пока это возможно, будем выбирать девочку, знакомую хотя бы с 10 мальчиками, после чего удалять ее и всех знакомых с ней мальчиков. Пусть мы сделали несколько таких шагов, и за них удалено менее 100 мальчиков. Тогда понятно, что шагов сделано менее 10, то есть удалено менее 10 девочек. Следовательно, осталось хотя бы 1912 мальчиков, и суммарное количество их знакомств с неудаленными девочками не менее 19120 (по 10 на каждого мальчика, все их знакомые девочки, очевидно, не удалены). Так как осталось не более 2010 девочек, среди них есть девочка, знакомая хотя бы с 10 неудаленными мальчиками (т.к. 2010(9 < 19120), ее и выберем. Таким образом, мы можем выбрать девочку хотя бы 10 раз, в результате с выбранными девочками будут знакомы хотя бы 100 мальчиков.
( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с 10 мальчиками — 2 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На каждой клетке доски 8(9 (8 строк, 9 столбцов) стоит по фишке. В некоторый момент каждая фишка сдвинулась на соседнее поле по горизонтали или диагонали. Докажите, что в результате этого образовалось хотя бы 8 пустых клеток.
Решение. Пронумеруем столбцы по порядку и заметим, что фишки из четных столбцов сдвигаются в нечетные и наоборот. Но нечетных столбцов у нас 5, а четных — 4, поэтому в нечетных столбцах хотя бы 8 клеток останутся пустыми.
2. Петя и Вася играют в такую игру. На крайнем левом поле клетчатой ленты длины 20 лежит кучка из 2010 камней. Игроки ходят по очереди, начинает Петя. Каждый из ребят своим ходом может сдвинуть любой камень на одно или два поля вправо. Выигрывает тот, кто первым поставит камень на крайнюю правую клетку. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Вася. Решение. Очевидно, проиграет тот, кто первым поставит камень на 18-ю или 19-ю клетку ленты. Покажем, как Вася может вынудить Петю сделать такой ход. Разобьем камни на пары, и пусть на каждый ход Пети Вася отвечает таким же ходом, сделанным парным камнем. Очевидно, при такой игре Вася не сможет раньше Пети пойти на 18-ю или 19-ю клетку, и, поскольку игра конечна, Вася выиграет.

3. На доске написаны числа 1, 2, ..., 33. За один шаг можно стереть любые два числа, произведение которых — квадрат натурального числа, и вместо них записать квадратный корень из их произведения (в частности можно заменить два равных числа на одно). После нескольких шагов на доске остались числа, произведение любых двух из которых — не точный квадрат. Докажите, что на доске осталось не менее 15 чисел.
Решение. На доске заведомо останутся числа 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, ни одно из которых нельзя умножить ни на какое другое число от 1 до 33 так, чтобы получился точный квадрат (понятно, что при выполнении указанной в условии операции числа, большие 33, получаться не могут).
4. Найдите все натуральные n, для которых число 5n+12n является точным квадратом.
Ответ: 2. Решение. Пусть n > 2. Пусть n нечетно. Тогда, как легко проверить, 5n дает при делении на 12 остаток 5, а квадраты при делении на 12 такого остатка давать не могут. Пусть n = 2k четно. Допустим, 52k = a2–122k = (a–12k)(a+12k). Но тогда либо оба числа a–12k и a+12k делятся на 5, что невозможно, так как их разность не делится на 5, либо a–12k = 1. В последнем случае получаем равенство 25k = 2(12k+1, которое выполнено при k = 1 и не выполнено при k > 1, потому что тогда 25k > 2(12k+1.
( Только ответ с примером — 0 баллов. Доказано, что n четно — 4 балла.
5. При каких натуральных n > 1 натуральные числа от 1 до n можно так покрасить в красный, синий, желтый и зеленый цвета, что чисел каждого цвета будет поровну и суммы синих, красных, желтых и зеленых чисел одинаковы.
Ответ: При всех n, кратных 8, и только при них. Решение. Для выполнения условия задачи необходимо, чтобы n делилось на 4 и сумма всех чисел от 1 до n делилась на 4, то есть n(n+1) делилось на 8, что при четном n возможно только если n делится на 8. Если же n делится на 8, то искомая раскраска такова: все числа, дающие при делении на 8 остатки 0 и 1 красятся в один цвет, остатки 2 и 7 — в другой, остатки 3 и 6 — в третий, остатки 4 и 5 — в четвертый. Тогда если n = 8k, то сумма всех чисел каждого цвета равна 8(k+1).
( Только пример или только оценка — 4 балла.
6. Для чисел a и b, не меньших 1, докажите неравенство (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 ( 4.
Решение. (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 = a2b2–(a–1)2(b–1)2+a2+b2+1 = (a+b–1)(2ab–a–b+1)+a2+b2+1. Поскольку, при a, b ( 1 a2+b2 ( 2 и a+b–1 ( 1, достаточно доказать, что 2ab–a–b+1 ( 1. Последнее же следует из того, что при a, b ( 1 ab ( a и ab ( b.

7. O — точка пересечения диагоналей CE и AD выпуклого пятиугольника ABCDE. Известно, что AB = DE, BC = AD = CE/2 и (ADE = (BAC+(BCA. Докажите, что AO = OE.
Решение. Продолжим отрезок CB за точку B на расстояние BF = BC. Тогда CF = CE. Кроме того, (FBA = 180(–(CBA = (BAC+(BCA = (ADE. Поскольку, кроме того, FB = BC = AD и AB = DE, треугольники ABF и EDA равны, откуда AF = AE и (BFA = (DAE. С другой стороны, треугольники FAC и EAC равны по трем сторонам, откуда (CFA = (CEA. Таким образом, в треугольнике AOE углы при стороне AE равны, откуда и следует утверждение задачи.
8. В кружок записались 15 мальчиков и 15 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с тремя девочками. Докажите, что можно выбрать шестерых мальчиков и двух девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Всего между мальчиками и девочками не менее 45 дружеских связей. Поэтому найдется девочка, знакомая по крайней мере с тремя мальчиками. Удалим ее и всех знакомых с ней мальчиков. Если их хотя бы шестеро, добавим к удаленным любую девочку, и задача решена. Иначе останутся неудаленными хотя бы 10 мальчиков, у которых все подруги — среди 14 неудаленных девочек. Получается минимум 30 дружеских связей на 14 девочек. Поэтому среди них найдется такая, которая дружит хотя бы с тремя мальчиками. Добавим ее и 6–k ее друзей к удаленным девочке и k (3 мальчикам, и задача решена.
( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с тремя мальчиками — 2 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Младшая группа, вторая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На каждой клетке доски 8(9 (8 строк, 9 столбцов) стоит по фишке. В некоторый момент каждая фишка сдвинулась на соседнее поле по горизонтали или диагонали. Докажите, что в результате этого образовалось хотя бы одна пустая клетка.
Решение. Пронумеруем столбцы по порядку и заметим, что фишки из четных столбцов сдвигаются в нечетные и наоборот. Но нечетных столбцов у нас 5, а четных — 4, поэтому в нечетных столбцах хотя бы 8 клеток останутся пустыми.
2. Петя и Вася играют в такую игру. На крайнем левом поле клетчатой ленты длины 19 лежит кучка из 2011 камней. Игроки ходят по очереди, начинает Петя. Каждый из ребят своим ходом может сдвинуть любой камень на одно или два поля вправо. Выигрывает тот, кто первым поставит камень на крайнюю правую клетку. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Вася. Решение. Вася должен после каждого хода Пети двигать тот же камень на 1, если Петя двинул его на 2, и наоборот. При такой игре Вася всегда будет ставить камень на поле, номер которого дает при делении на 3 остаток 1, а Петя никогда не сможет сходить на такое поле. Поскольку 19 дает при делении на 3 остаток 1, а игра конечна, Вася победит.
3. На доске написаны числа 1, 2, ..., 33. За один шаг можно стереть любые два числа, произведение которых — квадрат натурального числа, и вместо них записать квадратный корень из их произведения (в частности можно заменить два равных числа на одно). После нескольких шагов на доске остались числа, произведение любых двух из которых — не точный квадрат. Докажите, что на доске осталось не менее 9 чисел.
Решение. На доске заведомо останутся числа 11, 13, 17, 19, 22, 23, 26, 29, 31, 33, ни одно из которых нельзя умножить ни на какое другое число от 1 до 33 так, чтобы получился точный квадрат (понятно, что при выполнении указанной в условии операции числа, большие 33, получаться не могут).
4. Вася перемножил все натуральные числа от 1000 до 2000 включительно и прибавил к этому произведению единицу. Докажите, что все простые делители полученного числа больше 2000.
Решение. Заметим, что произведение всех натуральных чисел от 1000 до 2000 включительно делится как на все числа, большие 1000, но меньшие 2000, так и на все числа, меньшие 1000, так как у всякого числа, меньшего 1000, найдется кратное ему между 1000 и 2000. Поэтому указанное в условии число не делится ни на одно число, меньшее 2000, откуда и вытекает утверждение задачи.
5. При каких натуральных n > 1 натуральные числа от 1 до n можно так покрасить в красный, синий, желтый и зеленый цвета, что чисел каждого цвета будет поровну и суммы синих, красных, желтых и зеленых чисел одинаковы.
Ответ: При всех n, кратных 8, и только при них. Решение. Для выполнения условия задачи необходимо, чтобы n делилось на 4 и сумма всех чисел от 1 до n делилась на 4, то есть n(n+1) делилось на 8, что при четном n возможно только если n делится на 8. Если же n делится на 8, то искомая раскраска такова: все числа, дающие при делении на 8 остатки 0 и 1 красятся в один цвет, остатки 2 и 7 — в другой, остатки 3 и 6 — в третий, остатки 4 и 5 — в четвертый. Тогда если n = 8k, то сумма всех чисел каждого цвета равна 8(k+1).
( Только пример или только оценка — 4 балла.
6. Для чисел a и b, не меньших 1, докажите неравенство (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 ( 4.

Решение. (a2+1)(b2+1)–(a–1)2(b–1)2 = a2b2–(a–1)2(b–1)2+a2+b2+1 = (a+b–1)(2ab–a–b+1)+a2+b2+1. Поскольку, при a, b ( 1 a2+b2 ( 2 и a+b–1 ( 1, достаточно доказать, что 2ab–a–b+1 ( 1. Последнее же следует из того, что при a, b ( 1 ab ( a и ab ( b.

7. Существуют ли два таких картонных треугольника, из которых, разными способами прикладывая их друг к другу без наложений, можно получить треугольник, четырёхугольник, пятиугольник и шестиугольник?
Ответ: Да. Первое решение. Возьмем равнобедренный, но не равносторонний треугольник ABC и разрежем его по отрезку BD, соединяющему вершину B с точкой D на основании AC, не являющейся серединой основания. Треугольники ABD и ACD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами BC и BA, получим четырехугольник. Немного сдвинув после этого один из треугольников вдоль линии их соприкосновения, получим шестиугольник. Наконец, пятиугольник можно получить, приложив треугольник ABD стороной BD к стороне BC треугольника ABC так, чтобы два экземпляра вершины B совместились (поскольку BD < BC). Второе решение. Возьмем треугольник ADB с прямым углом D На продолжении стороны BD за точку D возьмем точку C так, что CD = AB. Треугольники ABD и ACD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами CD и AB, получим четырехугольник. Пятиугольник и шестиугольник получаем аналогично первому решению.
( Докладчик должен отметить следующие факты: в треугольниках должны быть равные стороны; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые не дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть неравные стороны. Если эти факты отмечены, то не требовать строгого доказательства существования таких треугольников.
8. В кружок записались 15 мальчиков и 15 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с тремя девочками. Докажите, что можно выбрать пятерых мальчиков и двух девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Если есть девочка, знакомая хотя бы с 5 мальчиками, все ясно. Пусть есть девочка А, знакомая с ровно 4 мальчиками. Возьмем любого из оставшихся 11 мальчиков и знакомую с ним девочку Б, отличную от А. У девочек А и Б есть хотя бы 5 знакомых мальчиков, все в порядке. Пусть каждая девочка знакома не более чем с 3 мальчиками. Тогда каждая знакома ровно с тремя — иначе суммарное количество дружеских связей у девочек будет меньше, чем у мальчиков. Возьмем любую девочку А. У 12 мальчиков, с которыми она не знакома, по крайней мере 36 дружеских связей с 14 оставшимися девочками. Поэтому среди них найдется девочка Б, знакомая с двумя (и даже с тремя) из этих 14 мальчиков. Возьмем девочек А и Б и пятерых из их знакомых мальчиков.

( Доказано, что есть девочка, знакомая хотя бы с тремя мальчиками — 4 балла.

XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Группа «Старт», высшая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. Петя и Вася играют в такую игру. На крайнем левом поле клетчатой ленты длины 20 лежит кучка из 2011 камней. Игроки ходят по очереди, начинает Петя. Каждый из ребят своим ходом может сдвинуть любой камень на одно или два поля вправо. Выигрывает тот, кто первым поставит камень на крайнюю правую клетку. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Петя. Решение. Очевидно, проиграет тот, кто первым поставит камень на 18-ю или 19-ю клетку ленты. Покажем, как Петя может вынудить Васю сделать такой ход. Покрасим один камень в красный цвет, а остальные разобьем на пары. Первым ходом Петя сдвигает на одно поле красный камень, а затем на каждый ход Васи, сделанный не красным камнем, отвечает таким же ходом, сделанным парным камнем, а каждый ход Васи, сделанный красным камнем, дополняет своим ходом до 3 (то есть, на ход 2 отвечает ходом 1 и наоборот). При такой игре Пети он не сможет раньше Васи пойти не красным камнем на 18-ю или 19-ю клетку, а красный камень после каждого хода Пети будет на клетке, номер которой дает остаток 2 при делении на 3, и потому поставить его 18-ю или 19-ю клетку Петя тоже не сможет.

2. В кружок записались 15 мальчиков и 15 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с тремя девочками. Докажите, что можно выбрать пятерых мальчиков и двух девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Если есть девочка, знакомая хотя бы с 5 мальчиками, все ясно. Пусть есть девочка А, знакомая с ровно 4 мальчиками. Возьмем любого из оставшихся 11 мальчиков и знакомую с ним девочку Б, отличную от А. У девочек А и Б есть хотя бы 5 знакомых мальчиков, все в порядке. Пусть каждая девочка знакома не более чем с 3 мальчиками. Тогда каждая знакома ровно с тремя — иначе суммарное количество дружеских связей у девочек будет меньше, чем у мальчиков. Возьмем любую девочку А. У 12 мальчиков, с которыми она не знакома, по крайней мере 36 дружеских связей с 14 оставшимися девочками. Поэтому среди них найдется девочка Б, знакомая с двумя (и даже с тремя) из этих 14 мальчиков. Возьмем девочек А и Б и пятерых из их знакомых мальчиков.
3. На доске написано несколько (больше одного) различных натуральных чисел. Известно, что из любых трех написанных чисел можно выбрать два таких, что одно из них делится на другое. Докажите, что можно выбрать такие два написанных числа a и b, что любое из написанных чисел делится хотя бы на одно из этих двух.
Решение. Примем за a самое маленькое из написанных чисел. Если все остальные на него делятся, примем за b любое другое из написанных чисел, и задача решена. В противном случае примем за b наименьшее из чисел, не делящихся на a. Все написанные числа, меньшие b, делятся на a. Пусть c — написанное число, большее b. Поскольку ни a, ни b на c делиться не могут, и a не делится на b, с делится на a или на b, что и требовалось доказать.
4. На каждой клетке доски 8(9 (8 строк, 9 столбцов) стоит по фишке. В некоторый момент каждая фишка сдвинулась на соседнее поле по горизонтали или диагонали. Докажите, что в результате этого образовалось хотя бы 8 пустых клеток.
Решение. Пронумеруем столбцы по порядку и заметим, что фишки из четных столбцов сдвигаются в нечетные и наоборот. Но нечетных столбцов у нас 5, а четных — 4, поэтому в нечетных столбцах хотя бы 8 клеток останутся пустыми.
5. На доске написаны все натуральные числа от 1 до 100. За одну операцию любые два написанных числа заменяют на сумму цифр их суммы. В результате 99 таких операций на доске осталось одно число. Может ли оно равняться 5?
Ответ: Нет. Решение. Остаток от деления числа на 9 таков же, как остаток от деления на 9 суммы его цифр. Поэтому при описанных в условии задачи операциях остаток от деления на 9 суммы всех написанных на доске чисел не меняется. В начале он, как легко проверить, равен 1. Поэтому в конце он не может равняться 5.
6. Вася перемножил все натуральные числа от 100 до 200 включительно и прибавил к этому произведению единицу. Докажите, что все делители полученного числа, кроме единицы, больше 200.
Решение. Заметим, что произведение всех натуральных чисел от 100 до 200 включительно делится как на все числа, большие 100, но меньшие 200, так и на все числа, меньшие 100, так как у всякого числа, меньшего 100, найдется кратное ему между 100 и 200. Поэтому указанное в условии число не делится ни на одно число, меньшее 200, откуда и вытекает утверждение задачи.
7. Среди семи монет есть одна фальшивая, которая на 1 грамм легче настоящих, и одна фальшивая, которая на 1 грамм тяжелее настоящих. Как за 4 взвешивания на чашечных весах без гирь найти и лёгкую, и тяжёлую монеты?
Решение. 1 взвешивание. Взвешиваем по две монеты: (1 и 2) с (3 и 4). Если веса равны, значит, либо обе пары настоящие, либо одна состоит из двух фальшивых монет. На долю монет 5, 6 и 7 приходится 0 или 2 фальшивых. 2 взвешивание. Взвешиваем 5 и 6. Если они равны, то 5, 6 и 7 – настоящие. Двумя последними взвешиваниями: 1 с 2 и 3 с 4, находим и лёгкую и тяжёлую монеты. Если веса монет при первом взвешивании не равны. Пусть для определённости (1 и 2) тяжелее (3 и 4). 2 взвешивание. Взвешиваем 1 и 2. Если они равны, то они настоящие, и среди (3 и 4) лёгкая монета, а среди (5, 6, 7) — тяжёлая. Обе они находятся за одно взвешивание в каждой группе. Пусть веса не равны (для определённости, 1 тяжелее 2). Это значит, что 1 — тяжёлая монета, а лёгкая находится среди монет 3, 4, 5, 6 или 7. За два взвешивания легко находим ее.
( Верный алгоритм без обоснования — 4 балла.

8. Существуют ли два таких картонных треугольника, из которых, разными способами прикладывая их друг к другу без наложений, можно получить треугольник, четырёхугольник, пятиугольник и шестиугольник?
Ответ: Да. Первое решение. Возьмем равнобедренный, но не равносторонний треугольник ABC и разрежем его по отрезку BD, соединяющему вершину B с точкой D на основании AC, не являющейся серединой основания. Треугольники ABD и ACD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами BC и BA, получим четырехугольник. Немного сдвинув после этого один из треугольников вдоль линии их соприкосновения, получим шестиугольник. Наконец, пятиугольник можно получить, приложив треугольник ABD стороной BD к стороне BC треугольника ABC так, чтобы два экземпляра вершины B совместились (поскольку BD < BC). Второе решение. Возьмем треугольник ADB с прямым углом D На продолжении стороны BD за точку D возьмем точку C так, что CD = AB. Треугольники ABD и ACD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами CD и AB, получим четырехугольник. Пятиугольник и шестиугольник получаем аналогично первому решению.
( Докладчик должен отметить следующие факты: в треугольниках должны быть равные стороны; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые не дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть неравные стороны. Если эти факты отмечены, то не требовать строгого доказательства существования таких треугольников.
XXXVII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 14-21.02.2011
Группа «Старт», первая лига, 3 тур, решения и указания для жюри.

1. На первой горизонтали клетчатой доски 9(9 стоят пешки. Пешкой разрешается ходить только вперёд на одно или два поля. Выходить за пределы доски нельзя. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Выигрывает тот, кто первым поставит пешку на последнюю горизонталь. Кто выиграет при правильной игре?
Ответ: Петя. Решение. Разобьем первые восемь вертикалей на пары. Первым ходом Петя сдвигает на два поля пешку на девятой вертикали, а затем на каждый ход Васи, сделанный в одной из восьми первых вертикалей отвечает таким же ходом в парной вертикали, а каждый ход Васи в девятой вертикали дополняет своим ходом до 3 (то есть, на ход 2 отвечает ходом 1 и наоборот). При такой игре Пети он в первых восьми горизонталях всегда имеет ответный ход, потому что после каждого его хода пешки из одной пары всегда находятся на одной горизонтали, а в девятой вертикали пешка после каждого хода Пети будет на горизонтали, номер которой делится на 3, и потому на девятую горизонталь ее поставит именно Петя.
2. В кружок записались 15 мальчиков и 15 девочек, причем каждый из мальчиков знаком хотя бы с тремя девочками. Докажите, что можно выбрать пятерых мальчиков и двух девочек так, чтобы каждый из выбранных мальчиков был знаком хотя бы с одной из выбранных девочек.
Решение. Если есть девочка, знакомая хотя бы с 5 мальчиками, все ясно. Пусть есть девочка А, знакомая с ровно 4 мальчиками. Возьмем любого из оставшихся 11 мальчиков и знакомую с ним девочку Б, отличную от А. У девочек А и Б есть хотя бы 5 знакомых мальчиков, все в порядке. Пусть каждая девочка знакома не более чем с 3 мальчиками. Тогда каждая знакома ровно с тремя — иначе суммарное количество дружеских связей у девочек будет меньше, чем у мальчиков. Возьмем любую девочку А. У 12 мальчиков, с которыми она не знакома, по крайней мере 36 дружеских связей с 14 оставшимися девочками. Поэтому среди них найдется девочка Б, знакомая с двумя (и даже с тремя) из этих 14 мальчиков. Возьмем девочек А и Б и пятерых из их знакомых мальчиков.

3. Даны 2011 различных натуральных чисел. Известно, что для любых двух из этих чисел одно делится на другое. Докажите, что у какого-то из этих 2011 чисел среди остальных данных чисел столько же делителей, сколько чисел делятся на него.
Решение. Из условия ясно, что из двух данных чисел большее всегда делится на меньшее (а меньшее делиться на большее не может). Запишем данные числа в порядке возрастания. Среднее по величине число делится в точности на 1005 меньших, и является делителем в точности 1005 больших.
4. На каждой клетке доски 8(9 (8 строк, 9 столбцов) стоит по фишке. В некоторый момент каждая фишка сдвинулась на соседнее поле по горизонтали или диагонали. Докажите, что в результате этого образовалось хотя бы 8 пустых клеток.
Решение. Пронумеруем столбцы по порядку и заметим, что фишки из четных столбцов сдвигаются в нечетные и наоборот. Но нечетных столбцов у нас 5, а четных — 4, поэтому в нечетных столбцах хотя бы 8 клеток останутся пустыми.
5. На доске написаны все натуральные числа от 1 до 99. За одну операцию любые два написанных числа заменяют на сумму цифр их суммы. В результате 98 таких операций на доске осталось одно число. Может ли оно равняться 5?
Ответ: Нет. Решение. Остаток от деления суммы цифр числа на 3 таков же, как остаток от деления на 3 суммы его цифр. Поэтому при описанных в условии задачи операциях остаток от деления на 3 суммы всех написанных на доске чисел не меняется. В начале он, как легко проверить, равен 1. Поэтому в конце он не может равняться 5.

6. Вася перемножил все натуральные числа от 100 до 200 включительно и прибавил к этому произведению единицу. Докажите, что все простые делители полученного числа, кроме единицы, больше 200
Решение. Заметим, что произведение всех натуральных чисел от 100 до 200 включительно делится как на все числа, большие 100, но меньшие 200, так и на все числа, меньшие 100, так как у всякого числа, меньшего 100, найдется кратное ему между 100 и 200. Поэтому указанное в условии число не делится ни на одно число, меньшее 200, откуда и вытекает утверждение задачи.
7. Среди шести монет есть одна фальшивая, которая на 1 грамм легче настоящих, и одна фальшивая, которая на 1 грамм тяжелее настоящих. Как за 4 взвешивания на чашечных весах без гирь найти и лёгкую и тяжёлую монеты?
Решение. Разобьем монет на три пары, и первыми тремя взвешиваниями сравним монеты в парах. Пусть фальшивые монеты попали в одну пару. Тогда в двух других парах — равновесие, а тяжелая фальшивая та, что перевесила в своей паре. Пусть фальшивые монеты — по одной в двух парах. Тогда равновесие в одной паре. Возьмем перевесившие монеты из двух других пар. Среди них одна тяжелая фальшивая и одна настоящая. Сравнив четвертым взвешиванием эти две монеты, мы узнаем, где какая фальшивая.
( Верный алгоритм без обоснования — 4 балла.

8. Существуют ли два таких картонных треугольника, из которых, разными способами прикладывая их друг к другу без наложений, можно получить треугольник, четырёхугольник, пятиугольник и шестиугольник?
Ответ: Да. Первое решение. Возьмем равнобедренный, но не равносторонний треугольник ABC и разрежем его по отрезку BD, соединяющему вершину B с точкой D на основании AC, не являющейся серединой основания. Треугольники ABD и CBD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами BC и BA, получим четырехугольник. Немного сдвинув после этого один из треугольников вдоль линии их соприкосновения, получим шестиугольник. Наконец, пятиугольник можно получить, приложив треугольник ABD стороной BD к стороне BC треугольника ABC так, чтобы два экземпляра вершины B совместились (поскольку BD < BC). Второе решение. Возьмем треугольник ADB с прямым углом D На продолжении стороны BD за точку D возьмем точку C так, что CD = AB. Треугольники ABD и ACD — искомые. Во-первых, из них составляется треугольник ABC. Во-вторых, совместив их равными сторонами CD и AB, получим четырехугольник. Пятиугольник и шестиугольник получаем аналогично первому решению.
( Докладчик должен отметить следующие факты: в треугольниках должны быть равные стороны; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть два угла, примыкающие к равным сторонам в разных треугольниках, которые не дополняют друг друга до 180 градусов; должны быть неравные стороны. Если эти факты отмечены, то не требовать строгого доказательства существования таких треугольников.
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