XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. В турнире по футболу каждая из 300 команд сыграла с каждой из остальных по одному матчу. В итоговой таблице количества очков, набранных командами, оказались тремястами последовательными натуральными числами. Докажите, что в турнире хотя бы 600 матчей закончились вничью. (Победа в футбольном матче приносит 3 очка, ничья — 1 очко, поражение — 0.) (К. Сухов по мотивам: Аргентина, 2012, национальный этап, уровень I)
2. 2k фишек выставлены в ряд. Каждым ходом две соседние фишки меняются местами. Какого наименьшего количества ходов хватит, чтобы каждая фишка побывала и на первом, и на последнем месте? (Аргентина, 2012, национальный этап, уровень II)
3. В треугольнике ABC, где CB > CA, точка D расположена на луче CA таким образом, что CD = CB. Точки E и F — середины отрезков AD и BC. Докажите, что (BAC = 2(CEF тогда и только тогда, когда AB = BC. (Чехия, 2005/06, категория B, I тур)
4. Натуральные числа a, b, c, d, e, f удовлетворяют соотношению a2+b2+c2+ab+bc+ca = de+ef+fd. Докажите, что число a2+b2+c2+d2+e2+f2 — составное. (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 2)
5. В четырехугольнике ABCD (DAB = 110(, (ABC = 50( и (BCD = 70(. Точки M и N — середины сторон AB и CD соответственно. Точка P расположена на отрезке MN так, что AM/CN = MP/PN и AP = CP. Найдите (APC. (India Postal Coaching, 2010)
6. В последовательности нулей и единиц можно (i) стереть две единицы, идущих подряд, (ii) стереть три нуля, идущих подряд, (iii) заменить стоящие подряд цифры 01 цифрами 100. Сколько существует последовательностей длины 10, из которых нельзя такими операциями получить последовательность длины, не большей 2 (возможно, пустую)? (Италия, 2010)
7. Сумма положительных чисел a, b и c равна 1. Докажите, что 
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8. Для каждого натурального n положим E(n) = n(n+1)(2n+1)(...((10n+1). Найдите наибольший общий делитель чисел E(1), E(2), ..., E(2012). (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 1)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. В турнире по футболу каждая из 300 команд сыграла с каждой из остальных по одному матчу. В итоговой таблице количества очков, набранных командами, оказались тремястами последовательными натуральными числами. Докажите, что в турнире хотя бы 600 матчей закончились вничью. (Победа в футбольном матче приносит 3 очка, ничья — 1 очко, поражение — 0.) (К. Сухов по мотивам: Аргентина, 2012, национальный этап, уровень I)
2. Перед Гарри Поттером в ряд лежат несколько шариков, на которых написаны ненулевые цифры (на каждом шарике одна цифра). За один взмах волшебной палочки он может удалить самый левый шарик, при этом после каждого шарика с цифрой k появятся шарики с цифрами k+1, k+2, ..., 9. Например, если перед Гарри лежат шарики 2, 6, 5, 9, после взмаха палочки будут шарики 6, 7, 8, 9, 5, 6, 7, 8, 9, 9. Всегда ли Гарри сможет убрать все шарики? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237)
3. В треугольнике ABC, где CB > CA, точка D расположена на луче CA таким образом, что CD = CB. Точки E и F — середины отрезков AD и BC. Докажите, что (BAC = 2(CEF тогда и только тогда, когда AB = BC. (Чехия, 2005/06, категория B, I тур)
4. Натуральные числа a, b, c и d удовлетворяют соотношению a2+b2+ab = cd. Докажите, что число a2+b2+c2+d2 — составное. (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 2, упрощение)
5. Внутри прямоугольника ABCD выбрана такая точка X, что треугольник BCX равносторонний. Точка Y такова, что треугольник CDY равносторонний и внутри него лежит точка X. Докажите, что треугольник AXY также равносторонний. (Ибероамериканская олимпиада, 2012, упрощение)
6. В последовательности нулей и единиц можно (i) стереть две единицы, идущих подряд, (ii) стереть три нуля, идущих подряд, (iii) заменить стоящие подряд цифры 01 цифрами 100. Сколько существует последовательностей длины 10, из которых нельзя такими операциями получить последовательность длины, не большей 2 (возможно, пустую)? (Италия, 2010)
7. Докажите, что для любого вещественного числа a > 1 справедливо неравенство 
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8. Для каждого натурального n положим E(n) = n(n+1)(2n+1)(3n+1)(4n+1)(5n+1)(6n+1)(7n+1). Найдите наибольший общий делитель чисел E(1), E(2), ..., E(2012). (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 1, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На доске написаны 6 различных шестизначных чисел. Вася вычел из каждого из этих чисел число, образованное его первыми тремя цифрами (например, 314859–314 = 314545), и полученные 6 новых чисел записал к себе в тетрадь. Какое наименьшее количество попарно различных чисел могло быть записано у Васи в тетради? (С. Берлов)
2. В таблице 10(10 расставлены натуральные числа от 1 до 100. Оказалось, что в каждом столбце (сверху вниз) и в каждой строке (слева направо) числа идут в порядке возрастания. Найдите наибольшее возможное значение суммы чисел шестого столбца. (Eesti regional 2009, 11 class)
3. Перед Гарри Поттером в ряд лежат несколько шариков, на которых написаны ненулевые цифры (на каждом шарике одна цифра). За один взмах волшебной палочки он может удалить самый левый шарик, при этом после каждого шарика с цифрой k появятся шарики с цифрами k+1, k+2, ..., 9. Например, если перед Гарри лежат шарики 2, 6, 5, 9, после взмаха палочки будут шарики 6, 7, 8, 9, 5, 6, 7, 8, 9, 9. Всегда ли Гарри сможет убрать все шарики? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237)
4. Докажите, что для любого вещественного числа a > 1 справедливо неравенство 
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5. Каждое натуральное число окрашено в синий или красный цвет таким образом, что есть и синие, и красные числа, а сумма любых трёх (не обязательно различных) чисел одного цвета имеет тот же самый цвет, что и эти три числа. Найдите все такие раскраски. (BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK 2007, 1 тур)
6. Натуральные числа a, b, c и d удовлетворяют соотношению a2+b2+ab = cd. Докажите, что число a2+b2+c2+d2 — составное. (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 2, упрощение)
7. Положим E(n) = n(n+1)(2n+1)(3n+1)(4n+1)(5n+1)(6n+1)(7n+1) для каждого натурального n. Найдите наибольший общий делитель чисел E(1), E(2), ..., E(2012). (Olimpiada Matematica Rioplatense, 2011, уровень 1, упрощение)
8. Внутри прямоугольника ABCD выбрана такая точка X, что треугольник BCX равносторонний. Точка Y такова, что треугольник CDY равносторонний и внутри него лежит точка X. Докажите, что треугольник AXY также равносторонний. (Iberoamericana 2012, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На доске написаны 6 различных шестизначных чисел. Вася вычел из каждого из этих чисел число, образованное его первыми тремя цифрами (например, 314859–314 = 314545), и полученные 6 новых чисел записал к себе в тетрадь. Какое наименьшее количество попарно различных чисел могло быть записано у Васи в тетради? (С. Берлов)
2. В таблице 10(10 расставлены натуральные числа от 1 до 100. Оказалось, что в каждом столбце и в каждой строке числа идут в порядке возрастания. Найдите наименьшее возможное значение суммы чисел пятого столбца. (Eesti regional 2009, 11 class)
3. Перед Гарри Поттером в ряд лежат несколько красных и синих шариков. За один взмах волшебной палочки он может удалить самый левый шарик, при этом после каждого красного шарика появится синий. Например, если перед Гарри лежат шарики С,К,К,С,С,К,С, то после взмаха палочки будут шарики К,С,К,С,С,С,К,С,С. Всегда ли Гарри сможет убрать все шарики? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237, упрощение)
4. Докажите, что для любого вещественного числа a > 1 справедливо неравенство 
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5. Натуральные числа от одного до миллиона окрашены в синий или красный цвет таким образом, что есть и синие, и красные числа а сумма любых трёх (не обязательно различных) чисел одного цвета имеет тот же самый цвет, что и эти три числа. Найдите все такие раскраски. (BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK 2007, 1 тур, формулировка изменена)
6. Дорога из пункта А в пункт Б имеет длину 34 км. Из пункта А регулярно едут автобусы в пункт Б со скоростью 60 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. Можно ли построить одну автобусную остановку таким образом, чтобы каждый житель, живущий у дороги, мог добраться от своего дома до пункта Б, проведя в пути не больше 2 часов? (Временем ожидания автобуса и стоянки автобуса на остановке можно пренебречь; в автобус можно садиться и в пункте А.) (С. Берлов)
7. 666 лжецов и рыцарей сидят за круглым столом (среди сидящих есть как рыцари, так и лжецы). На вопрос: «Сколько лжецов рядом с тобой?» все ответили: «Два». Сколько лжецов может сидеть за столом? (С. Волчёнков)
8. Внутри прямоугольника ABCD выбрана такая точка X, что треугольник BCX равносторонний. Точка Y такова, что треугольник CDY равносторонний и внутри него лежит точка X. Докажите, что треугольник AXY также равносторонний. (Iberoamericana 2012, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. На доске написаны 11 различных шестизначных чисел. Вася по очереди по каждому числу вычисляет новое, вычитая из старого трехзначное число, образованное его первыми тремя цифрами (например, 314859–314 = 314545). Новое число он пишет себе в тетрадь, если такое же еще не записано. Докажите, что Вася запишет в тетрадь не менее шести чисел. (С. Берлов)
2. В таблице 5(5 расставлены натуральные числа от 1 до 25. Оказалось, что в каждом столбце (сверху вниз) и в каждой строке (слева направо) числа идут в порядке возрастания. Найдите наименьшее возможное значение суммы чисел третьего столбца. (15 Турнир городов)
3. Можно ли клетчатый квадрат 8(8 разрезать по границам клеток на три многоугольника разной площади так, чтобы их периметры были тем больше, чем меньше площади? (Фольклор)
4. Муравей ползает по проволочному каркасу куба, нигде не разворачиваясь в обратном направлении и не проходя никакой участок дважды в одном направлении. Какой наибольший путь сможет проделать муравей, если ребро куба равно 1 м? (А. Шаповалов)
5. Три друга — Степан, Иван и Кирсан — преподают арифметику, этику и эстетику в школах Казани, Рязани и Лозанны. Степан работает не в Рязани, Иван — не в Казани, казанец преподает эстетику, рязанец — не этику, Иван — не арифметику. Какой предмет и в каком городе преподает каждый из них?
6. Дорога из пункта А в пункт Б имеет длину 33 км. Из пункта А регулярно едут автобусы в пункт Б со скоростью 60 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. Можно ли построить одну автобусную остановку таким образом, чтобы каждый житель, живущий у дороги, мог добраться от своего дома до пункта Б, проведя в пути не больше 2 часов? (Временем ожидания автобуса и стоянки автобуса на остановке можно пренебречь; в автобус можно садиться и в пункте А.) (С. Берлов)
7. 666 лжецов и рыцарей сидят за круглым столом (среди сидящих есть как рыцари, так и лжецы). На вопрос: «Сколько лжецов рядом с тобой?» все ответили: «Один». Сколько лжецов может сидеть за столом? (С. Волчёнков)
8. По кругу стояли 50 корзин с яблоками. Петя шел по кругу и для каждой пары соседних корзин записывал, на сколько отличается в них количество яблок (он из большего вычитал меньшее). В результате у него оказались записаны по разу все числа от 1 до 50 в некотором порядке. Докажите, что Петя где-то ошибся. (А. Шаповалов)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Натуральное число назовём складным, если его можно представить в виде суммы как четырёх, так и пяти последовательных натуральных чисел. Сколько существует складных пятизначных чисел? (С. Берлов)
2. Дано несколько гирь, причем каждая гиря легче суммы остальных. Докажите, что эти гири можно разбить на 3 кучи таким образом, что суммарный вес гирь в любых двух кучах будет не меньше суммарного веса гирь в оставшейся. (С. Волчёнков по мотивам задачи П. Эрдёша)
3. Каждое натуральное число окрашено в синий или красный цвет таким образом, что есть и синие, и красные числа, а сумма любых трёх (не обязательно различных) чисел одного цвета имеет тот же самый цвет, что и эти три числа. Найдите все такие раскраски. (BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK 2007, 1 тур)
4. Перед Гарри Поттером в ряд лежат несколько красных и синих шариков. За один взмах волшебной палочки он может удалить самый левый шарик, при этом после каждого красного шарика появится синий. Например, если перед Гарри лежат шарики С,К,К,С,С,К,С, то после взмаха палочки будут шарики К,С,К,С,С,С,К,С,С. Всегда ли Гарри сможет убрать все шарики? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237, упрощение)
5. На диагонали шахматной доски, идущей из левого нижнего угла в правый верхний, стоит 8 фишек. За один ход можно выбрать 2 фишки и одну сдвинуть на одну клетку вправо, а другую — на одну клетку вверх (если соответствующие клетки свободны). Можно ли несколькими ходами расположить все фишки в виде прямоугольника 2(4 в правом верхнем углу? (С. Берлов)
6. Дорога из пункта А в пункт Б имеет длину 33 км. Из пункта А регулярно едут автобусы в пункт Б со скоростью 60 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. Можно ли построить одну автобусную остановку таким образом, чтобы каждый житель, живущий у дороги, мог добраться от своего дома до пункта Б, проведя в пути не больше 2 часов? (Временем ожидания автобуса и стоянки автобуса на остановке можно пренебречь; в автобус можно садиться и в пункте А.) (С. Берлов)
7. На доске написаны 6 различных шестизначных чисел. Вася по очереди по каждому числу вычисляет новое, вычитая из старого трехзначное число, образованное его первыми тремя цифрами (например, 314859 – 314 = 314545). Новое число он пишет себе в тетрадь, если там оно еще не записано. Какое наименьшее количество чисел могло быть записано у Васи в тетради? (С. Берлов)
8. 666 лжецов и рыцарей сидят за круглым столом (среди сидящих есть как рыцари, так и лжецы). На вопрос: «Сколько лжецов рядом с тобой?» все сказали: «Два». Сколько лжецов может сидеть за столом? (С. Волчёнков)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Натуральное число назовём складным, если его можно представить в виде суммы как четырёх, так и пяти последовательных натуральных чисел. Сколько существует складных четырехзначных чисел? (С. Берлов)
2. Дано несколько гирь, причем каждая гиря легче суммы остальных. Докажите, что эти гири можно разбить на 2 кучи таким образом, что суммарные веса в этих кучах отличаются не более чем вдвое. (С. Берлов по мотивам задачи П. Эрдёша)
3. Каждое натуральное число окрашено в синий или красный цвет таким образом, что есть и синие, и красные числа, а сумма любых трёх (не обязательно различных) чисел одного цвета имеет тот же самый цвет, что и эти три числа. Найдите все такие раскраски. (BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK 2007, 1 тур)
4. Перед Гарри Поттером в ряд лежат 100 красных шариков. Одним взмахом палочки он может уничтожить левый шар, но при этом справа от каждого красного шара появится белый шар. Сможет ли Гарри уничтожить все шары? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237, упрощение)
5. В нижнем левом углу доски 6(8 стоят 10 фишек. За один ход можно выбрать 2 фишки и одну сдвинуть на одну клетку вправо, а другую — на одну клетку вверх. Можно ли через несколько ходов все фишки собрать в верхней правой клетке доски? (Упрощение задачи 5 высшей лиги)
6. По дороге до пункта А ходит автобус со скоростью 60 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. Вдоль дороги на расстоянии 26 км от пункта А и ближе расположены дома. Можно ли построить одну автобусную остановку таким образом, чтобы каждый житель, живущий у дороги, мог добраться от своего дома до пункта А, проведя в пути не больше 2 часов? (Временем ожидания автобуса и стоянки автобуса на остановке можно пренебречь.) (С. Берлов)
7. На доске написано три различных шестизначных числа. Вася вычел из каждого из них число, образованное его первыми тремя цифрами, и полученные числа записал к себе в тетрадь. Могут ли у него в тетради оказаться три одинаковых числа? (С. Берлов)
8. 666 лжецов и рыцарей сидят за круглым столом (среди сидящих есть как рыцари, так и лжецы). На вопрос: «Сколько лжецов рядом с тобой?» все сказали: «Один». Сколько лжецов может сидеть за столом? (С. Волчёнков)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №1. 2.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. Натуральное число назовём складным, если его можно представить в виде суммы как трёх, так и пяти последовательных натуральных чисел. Сколько существует складных четырехзначных чисел? (С. Берлов)
2. Дано несколько гирь, причем каждая гиря легче суммы остальных. Докажите, что эти гири можно разбить на 2 кучи таким образом, что суммарные веса в этих кучах отличаются не более чем втрое. (С. Берлов по мотивам задачи П. Эрдёша)
3. Раскрасьте все натуральные числа в 2 цвета так, чтобы сумма любых трех одноцветных чисел была покрашена в тот же цвет. (BUNDESWETTBEWERB MATHEMATIK 2007, 1 тур, упрощение)
4. Перед Гарри Поттером в ряд лежат 100 красных шариков. Одним взмахом палочки он может уничтожить левый шар, но при этом справа от каждого красного шара появится белый шар. Сможет ли Гарри уничтожить все шары? (Mathematical Reflections, 4-2012, s237, упрощение)
5. В ящике лежат 45 маркеров, из которых 15 черных, 15 красных, 10 синих и 5 зеленых. Какое наименьшее число маркеров нужно извлечь из коробки, чтобы среди них заведомо нашлось 10 одноцветных? (Фольклор)
6. По дороге до пункта А ходит автобус со скоростью 60 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. Вдоль дороги на расстоянии 26 км от пункта А и ближе расположены дома. Можно ли построить одну автобусную остановку таким образом, чтобы каждый житель, живущий у дороги, мог добраться от своего дома до пункта А, проведя в пути не больше 2 часов? (Временем ожидания автобуса и стоянки автобуса на остановке можно пренебречь.) (С. Берлов)
7. Придумайте два различных шестизначных числа с таким свойством: если вычесть из каждого из них число, образованного первыми тремя его цифрами, получаются одинаковые разности. (С. Берлов)
8. 666 лжецов и рыцарей сидят за круглым столом (среди сидящих есть как рыцари, так и лжецы). На вопрос: «Сколько лжецов рядом с тобой?» все сказали: «Один». Сколько лжецов может сидеть за столом? (С. Волчёнков)
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