XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На доске написаны два натуральных числа. Разрешается проделывать следующие операции: (i) увеличить оба числа на 1; (ii) если хотя бы одно из чисел — точный куб, извлечь из него кубический корень. Найдите все пары начальных чисел a, b, из которых такими операциями можно получить два равных числа.  (Аргентина, 2011, национальный этап)
2. Из доминошек (прямоугольников 1(2) строят башню. Этаж башни — это прямоугольник 10(11, составленный из 55 доминошек, причём каждый этаж, начиная со второго, полностью накрывает предыдущий. Башня называется прочной, если над каждой внутренней точкой основания, не являющейся вершиной одного из единичных квадратиков — клеток домино, есть внутренняя точка одной из доминошек башни. Какую наименьшую высоту может иметь прочная башня? (Олимпиада им. Кюршака, 2005)
3. В остроугольном треугольнике ABC проведена биссектриса AD (точка D лежит на стороне BC). Точке E на отрезке BC такова, что BD = EC. Точка P расположена внутри треугольника на прямой l, проходящей через E параллельно AD. Прямая BP пересекает сторону AC в точке G, а прямая CP пересекает сторону AB в точке F. Докажите, что BF = CG. (Мексика, 2005)
4. На гипотенузу BC прямоугольного треугольника ABC опущена высота AF. Равнобедренные прямоугольные треугольники CFD и BFE с прямыми углами C и B расположены вне треугольника ABC. Точка R — середина отрезка DE. Докажите, что RF ( AF. (Чехия, 2012, школьный этап)
5. На сцене стоят n человек. У одного из них, Андрюши, 1 цветок, у второго — 2, у третьего — 3, ..., у последнего n цветков. Андрюша здоровается со всеми остальными в некотором порядке по одному разу. Если у человека, с которым здоровается Андрюша, цветков меньше, чем у него, Андрюша даёт этому человеку один цветок; в противном случае забирает у него один цветок. Какое наименьшее количество цветков может оказаться у Андрюши после того, как он поздоровается со всеми остальными? (Швеция, 2007)
6. Для каждого натурального n положим an = n+m, где m — наибольшее целое число, удовлетворяющее условию 
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. Какие натуральные числа не являются членами последовательности (an)? (Ибероамериканская олимпиада, 2009)
7. У натурального числа n ровно 120 натуральных делителей (считая 1 и n). Для каждого делителя d числа n нашли неполное частное и остаток от деления 4n–3 на d. Пусть Q — сумма всех полученных неполных частных, а R — сумма всех полученных остатков. Чему может быть равно число Q–4R? (Аргентина, 2012, национальный этап, уровень III)
8. Найдите наименьшее натуральное k, для которого верно следующее утверждение: если любое число от 1 до k является суммой некоторых цифр натурального числа M, то такой суммой является любое число, не превосходящее суммы цифр числа M. (Мексика, 2006)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На доске написаны два натуральных числа. Разрешается проделывать следующие операции: (i) увеличить оба числа на 1; (ii) если хотя бы одно из чисел — точный квадрат, извлечь из него квадратный корень. Найдите все пары начальных чисел a, b, из которых такими операциями можно получить два равных числа. (Аргентина, 2011, национальный этап, упрощение)
2. Сумма положительных чисел x и y равна 1. Докажите неравенство 
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. (Эстония, 2010, районный тур, 10 класс)
3. Даны правильные треугольники ABC и ADF. Известно, что точка D расположена на стороне BC так, что отрезки DF и AB пересекаются. Кроме того, на стороне BC отмечена такая точка E, что BD = EC. Докажите, что AB перпендикулярно EF. (А. Пастор)
4. На гипотенузу BC прямоугольного треугольника ABC опущена высота AF. Равнобедренные прямоугольные треугольники CFD и BFE с прямыми углами C и B расположены вне треугольника ABC. Точка R — середина отрезка DE. Докажите, что RF ( AF. (Чехия, 2012, школьный этап)
5. На сцене стоят n человек. У одного из них, Андрюши, 1 цветок, у второго — 2, у третьего — 3, ..., у последнего n цветков. Андрюша здоровается со всеми остальными в некотором порядке по одному разу. Если у человека, с которым здоровается Андрюша, цветков меньше, чем у него, Андрюша даёт этому человеку один цветок; в противном случае забирает у него один цветок. Какое наименьшее количество цветков может оказаться у Андрюши после того, как он поздоровается со всеми остальными? (Швеция, 2007)
6. Для каждого натурального n положим an = n+m, где m — наибольшее целое число, удовлетворяющее условию 
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. Сколько натуральных чисел, не превосходящих миллиона, не являются членами последовательности (an)? (Ибероамериканская олимпиада, 2009)
7. У натурального числа n ровно 120 натуральных делителей (считая 1 и n). Для каждого делителя d числа n нашли неполное частное и остаток от деления 4n–3 на d. Пусть Q — сумма всех полученных неполных частных, а R — сумма всех полученных остатков. Чему может быть равно число Q–4R? (Аргентина, 2012, национальный этап, уровень III)
8. Докажите, что если любое число от 1 до 100 является суммой некоторых цифр натурального числа M, то такой суммой является любое число, не превосходящее суммы цифр числа M. (Мексика, 2006)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Назовём натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует палиндром, делящийся на 62012. (А. Шаповалов)
2. На доске написано число 120. За одну операцию число на доске можно либо умножить на простое число, либо разделить на квадрат натурального числа (если делится нацело). За какое наименьшее количество операций можно получить на доске число 1? (К. Савенков)
3. На сцене стоят n человек. У одного из них, Андрюши, 1 цветок, у второго — 2, у третьего — 3, ..., у последнего n цветков. Андрюша здоровается со всеми остальными в некотором порядке по одному разу. Если у человека, с которым здоровается Андрюша, цветков меньше, чем у него, Андрюша даёт этому человеку один цветок; в противном случае забирает у него один цветок. Какое наименьшее количество цветков может оказаться у Андрюши после того, как он поздоровается со всеми остальными? (Швеция, 2007)
4. За круглым столом сидят n ( 5 депутатов. После оживлённой дискуссии некоторые из них дали другим пощёчины. Оказалось, что если взять любых двоих депутатов, сидящих рядом за столом, то каждый из остальных n–2 депутатов дал пощёчину хотя бы одному из этих двоих. Причем никакие двое из них не дали пощёчины друг другу. При каких n такое могло быть? (China Girls Math Olympiad 2011, problem 4, переформулировка)
5. Вася задумал трёхзначное число, а Петя хочет его угадать. Для этого Петя называет трёхзначные числа, а Вася говорит «угадал», если Петино число совпало с задуманным, или «почти угадал», если Петино число отличается от задуманного на 1. Какое наименьшее количество чисел должен назвать Петя, чтобы точно узнать задуманное Васей число? (С. Берлов)
6. На доске написаны два натуральных числа. Разрешается проделывать следующие операции: (i) увеличить оба числа на 1; (ii) если хотя бы одно из чисел — точный куб, извлечь из него кубический корень. Найдите все пары начальных чисел a, b, из которых такими операциями можно получить два равных числа.  (Аргентина, 2011, национальный этап)
7. Сумма положительных чисел x и y равна 1. Докажите неравенство 
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. (А. Храбров)
8. Даны правильные треугольники ABC и ADF. Известно, что точка D расположена на стороне BC так, что отрезки DF и AB пересекаются. Кроме того, на стороне BC отмечена такая точка E, что BD = EC. Докажите, что AB перпендикулярно EF. (А. Пастор)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Назовём натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует палиндром, делящийся на 9(22012. (KoMaL)
2. На доске написано число 120. За одну операцию число на доске можно либо умножить на простое число, либо разделить на квадрат натурального числа (если делится нацело). За какое наименьшее количество операций можно получить на доске число 1? (К. Савенков)
3. На сцене стоят n человек. У одного из них, Андрюши, 1 цветок, у второго — 2, у третьего — 3, ..., у последнего n цветков. Андрюша здоровается со всеми остальными в некотором порядке по одному разу. Если у человека, с которым здоровается Андрюша, цветков меньше, чем у него, Андрюша даёт этому человеку один цветок; в противном случае забирает у него один цветок. Какое наименьшее количество цветков может оказаться у Андрюши после того, как он поздоровается со всеми остальными? (Швеция, 2007)
4. Десять депутатов сидят за круглым столом. После оживлённой дискуссии некоторые из них дали другим пощёчины. Оказалось, что если взять любых двоих депутатов, сидящих рядом за столом, то каждый из остальных восьми дал пощёчину хотя бы одному из этих двоих. Докажите, что какие-то двое из депутатов дали пощёчины друг другу. (China Girls Math Olympiad 2011, problem 4, упрощение)
5. Вася задумал трёхзначное число, а Петя хочет его угадать. Для этого Петя называет трёхзначные числа, а Вася говорит «угадал», если Петино число совпало с задуманным, или «почти угадал», если Петино число отличается от задуманного на 1. Какое наименьшее количество чисел должен назвать Петя, чтобы точно узнать задуманное Васей число? (С. Берлов)
6. На доске написаны два натуральных числа. Разрешается проделывать следующие операции: (i) увеличить оба числа на 1; (ii) если хотя бы одно из чисел — точный квадрат, извлечь из него квадратный корень. Найдите все пары начальных чисел a, b, из которых такими операциями можно получить два равных числа.  (Аргентина, 2011, национальный этап)
7. Решите в простых числах уравнение (p+3)(q+3) = 2p2q. (Жюри)
8. Даны правильные треугольники ABC и ADF. Известно, что точка D расположена на стороне BC так, что отрезки DF и AB пересекаются. Кроме того, на стороне BC отмечена такая точка E, что BD = EC. Докажите, что AB перпендикулярно EF. (А. Пастор)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Три футбольные команды сыграли по разу каждая с каждой. Узнав про каждую команду общее число забитых и общее число пропущенных ею в этих матчах мячей, барон Мюнхгаузен сказал: «Могу доказать, что ни один матч не закончился вничью». Могут ли его слова быть правдой? (Гол, забитый себе, засчитывается, как забитый противником.) (А. Шаповалов)
2. Есть 100 яблок, вес каждого из которых не меньше 50,1 г и не больше 150,1 г. Их надо разложить по 10 штук в пакет. Назовем пакет плохим, если веса каких то двух яблок в нем отличаются больше чем в 1,5 раза. Докажите, что можно разложить так, чтобы было не более двух плохих пакетов. (А. Шаповалов)
3. Саше сейчас меньше 60 лет. 5 лет ему исполнилось во вторник, 10 лет — тоже во вторник. А в какой день недели Саше исполнилось 35 лет? (А.Шаповалов)
4. В ряд слева направо лежат карточки с надписями «Один», «Два», «Три», «Четыре», «Пять», «Шесть», «Семь», «Восемь», «Девять». Петя подчеркнул 9 разных букв, по одной в каждой надписи. Затем он поменял местами пару карточек. Могли ли в результате все подчеркнутые буквы расположиться так, что каждая следующая справа будет стоять в алфавите дальше предыдущей? (А.Шаповалов)
5. Назовём натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует 91-значный палиндром, делящийся на 91. (по мотивам KoMaL)
6. На сцене стоят 33 человека. У одного из них, Андрюши, 1 цветок, у второго — 2, у третьего — 3, ..., у последнего — 33 цветка. Андрюша здоровается со всеми остальными в некотором порядке по одному разу. Если у человека, с которым здоровается Андрюша, цветков меньше, чем у него, Андрюша даёт этому человеку один цветок; в противном случае забирает у него один цветок. Какое наименьшее количество цветков может оказаться у Андрюши после того, как он поздоровается со всеми остальными? (Швеция, 2007, частный случай)
7. Прямоугольный лист бумаги перегнули по прямой так, что противоположные вершины совместились. В результате получились три треугольника: в середине один двухслойный и по краям два однослойных. Докажите, что двухслойный треугольник — равнобедренный. (А. Шаповалов)
8. Сколько существует натуральных чисел, у которых неполное частное от деления на 2012 равно остатку? (По мотивам KoMaL-2012)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Назовем натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует палиндром, делящийся на 2100. (С. Берлов по мотивам KoMaL-2012)
2. На доске написано число 120. За одну операцию число на доске можно либо умножить на простое число, либо разделить на квадрат натурального числа (если делится нацело). За какое наименьшее количество операций можно получить на доске число 1? (К. Савенков)
3. Квадрат 10(10 разбит на 100 единичных квадратных клеток. В каждой из этих клеток проведена одна из диагоналей. При каком наименьшем k все вершины клеток можно (независимо от того, как проведены диагонали) раскрасить в k цветов таким образом, чтобы любой маленький треугольничек разбиения имел разноцветные вершины? (С. Берлов)
4. Сколько существует натуральных чисел, у которых неполное частное от деления на 2012 равно остатку? (По мотивам KoMaL-2012)
5. В клетках квадрата 3(3 расставлены нули. За одну операцию можно выбрать любую клетку и прибавить к стоящему в ней числу целое число, при этом одновременно это число прибавляется и ко всем числам, стоящим в клетках, соседних с выбранной по стороне. Можно ли несколькими такими операциями сделать все числа в таблице равными 2012? (Baltic Way-2012, упрощение)
6. Три футбольные команды сыграли по разу каждая с каждой. Узнав про каждую команду общее число забитых и общее число пропущенных ею в этих матчах мячей, барон Мюнхгаузен сказал: «Могу доказать, что ни один матч не закончился вничью». Могут ли его слова быть правдой? (Гол, забитый себе, засчитывается, как забитый противником.) (А. Шаповалов)
7. Вася задумал трёхзначное число, а Петя хочет его угадать. Для этого Петя называет трёхзначные числа, а Вася говорит «угадал», если Петино число совпало с задуманных или «почти угадал», если Петино число отличается от задуманного на 1. Какое наименьшее количество чисел должен назвать Петя, чтобы точно узнать задуманное Васей число? (С. Берлов)
8. Десять депутатов сидят за круглым столом. После оживлённой дискуссии некоторые из них дали другим пощёчины. Оказалось, что если взять любых двоих депутатов, сидящих рядом за столом, то каждый из остальных восьми дал пощёчину кому-то из этих двоих. Докажите, что какие-то двое из депутатов дали пощёчины друг другу. (China Girls Math Olympiad 2011, problem 4, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Назовем натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует 101-значный палиндром, делящийся на 13. (Жюри)
2. На доске написано число 120. За одну операцию число на доске можно либо умножить на простое число, либо разделить на квадрат натурального числа (если делится нацело). За какое наименьшее количество операций можно получить на доске число 1? (К. Савенков)
3. Отец и сын измеряют прямоугольный участок земли. Для этого они идут вдоль его границ и считают число шагов. Когда сын шел по длинной стороне, а отец по короткой, они суммарно насчитали 130 шагов. Когда отец шел по длинной стороне, а сын по короткой, они суммарно насчитали 120 шагов. Длина шага отца в полтора раза больше длины шага сына, а площадь участка равна 1350 м2. Найдите стороны участка. (По мотивам задачи с литовской олимпиады 1952 года)
4. Сколько существует натуральных чисел, у которых неполное частное от деления на 2012 равно остатку? (По мотивам KoMaL-2012)
5. В клетках квадрата 3(3 расставлены нули. За одну операцию можно выбрать любую клетку и прибавить к стоящему в ней числу целое число, при этом одновременно это число прибавляется и ко всем числам, стоящим в клетках, соседних с выбранной по стороне. Можно ли несколькими операциями сделать все числа в таблице равными и ненулевыми? (Baltic Way-2012, упрощение)
6. Три футбольные команды сыграли по разу каждая с каждой. Узнав про каждую команду общее число забитых и общее число пропущенных ею в этих матчах мячей, барон Мюнхгаузен сказал: «Могу доказать, что ни один матч не закончился вничью». Могут ли его слова быть правдой? (Гол, забитый себе, засчитывается, как забитый противником.) (А. Шаповалов)
7. Вася задумал число от 1 до 999, а Петя пытается его угадать. Для этого Петя называет натуральное число, а Вася говорит «Угадал», если оно равно задуманному, «Почти угадал», если отличается на 1, и «Не совсем угадал», если отличается на 2, и «Не угадал», если отличается на 3 или больше. Помогите Пете узнать число за 200 вопросов. (С. Берлов)
8. 15 депутатов сидят за круглым столом. После оживлённой дискуссии некоторые из них дали другим пощёчины. Оказалось, что если взять любых двоих депутатов, сидящих рядом за столом, то каждый из остальных дал пощёчину кому-то из этих двоих. Обязательно ли найдутся два депутата, которые дали пощёчины друг другу? (China Girls Math Olympiad 2011, problem 4, упрощение)
XL УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. ИЖЕВСК, 30.11-06.12.2012
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 3.12.2012
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. Назовем натуральное число палиндромом, если при перестановке его цифр в обратном порядке оно не изменяется. Докажите, что существует 101-значный палиндром, делящийся на 13. (Жюри)
2. На доске написано число 120. За одну операцию число на доске можно либо умножить на простое число, либо разделить на квадрат натурального числа (если делится нацело). За какое наименьшее количество операций можно получить на доске число 1? (К. Савенков)
3. Отец и сын измеряют прямоугольный участок земли. Для этого они идут вдоль его границ и считают число шагов. Когда сын шел по длинной стороне, а отец по короткой, они суммарно насчитали 130 шагов. Когда отец шел по длинной стороне, а сын по короткой, они суммарно насчитали 120 шагов. Длина шага отца равна 75см, сына – 50 см. Найдите стороны участка. (По мотивам задачи с литовской олимпиады 1952 года)
4. Сколько существует натуральных чисел, у которых неполное частное от деления на 2012 равно остатку? (По мотивам KoMaL-2012)
5. В клетках квадрата 4(4 расставлены нули. За одну операцию можно выбрать любую клетку прибавить к стоящему в ней числу единицу, при этом одновременно единица прибавляется и к числам во всех клетках, соседних с выбранной по стороне. Можно ли несколькими такими операциями получить во всех клетках таблицы число 2012? (Baltic Way-2012, упрощение)
6. Три футбольные команды сыграли по разу каждая с каждой. Узнав про каждую команду общее число забитых и общее число пропущенных ею в этих матчах мячей, барон Мюнхгаузен сказал: «Могу доказать, что ни один матч не закончился вничью». Могут ли его слова быть правдой? (Гол, забитый себе, засчитывается, как забитый противником.) (А. Шаповалов)
7. Вася задумал число от 1 до 999, а Петя пытается его угадать. Для этого Петя называет натуральное число, а Вася говорит «Угадал», если оно равно задуманному, «Почти угадал», если отличается на 1, «Не совсем угадал», если отличается на 2, и «Не угадал», если отличается на 3 или больше. Помогите Пете узнать число за 200 вопросов. (С. Берлов)
8. 5 депутатов сидят за круглым столом. После оживлённой дискуссии некоторые из них дали другим пощёчины. Оказалось, что если взять любых двоих депутатов, сидящих рядом за столом, то каждый из остальных дал пощёчину кому-то из этих двоих. Обязательно ли найдутся два депутата, которые дали пощёчины друг другу? (China Girls Math Olympiad 2011, problem 4, упрощение)
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