XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 22.02.2013
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Для каждого натурального n > 1 обозначим Tn количество непустых подмножеств S множества {1,2, ... ,n}, у которых среднее арифметическое элементов целое. Докажите, что число Tn–n чётно. (Индия, 2013)
2. Медведь и Крокодил играют в следующую игру. На столе лежит стопка из 20122012 монет. Каждым ходом игрок может либо разделить любую стопку, содержащую чётное число монет, на две стопки, содержащие поровну монет, либо убрать со стола все стопки, содержащие нечётное число монет. Начинает Медведь. Проигрывает животное, не имеющее хода. Кто выиграет при правильной игре? (Италия, 2008)
3. Для данного натурального n найдите наибольшее m, для которого существует таблица из m строк и n столбцов, заполненная числами так, что для каждых двух разных строк [a1, a2, ..., an] и [b1, b2, ..., bn] выполнено равенство max(|a1–b1|, |a2–b2|, ... , |an–bn|) = 1. (Европейская олимпиада для девушек, 2012)
4. Игорь установил на компьютер новую версию редактора MS Word и набрал натуральное число n. Как оказалось, если набрать число, программа совершает следующие действия: выбирает нечётный делитель d этого числа и, если делитель равен 1, заменяет число n числом n+1, а если делитель больше 1, заменяет n числом n/d. После этого Word выбирает нечетный делитель нового числа и действует по тем же правилам. (Например, начав с числа 5, он может последовательно получить числа 6, 2, 3, 4, ...) Если Word получает степень числа 3 с целым неотрицательным показателем, он останавливается и позволяет пользователю набрать что–нибудь ещё. Может ли Word действовать так, чтобы Игорь больше никогда ничего не набирал? (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень A)
5. Куб с ребром 2013 составлен из единичных кубиков. Какое наименьшее количество кубов (любого размера, возможно, пересекающихся) нужно взять, чтобы все грани всех единичных кубиков содержались в гранях взятых кубов? (Олимпиада Rioplatense, 2011, уровень 2)
6. Внутри параллелограмма ABCD с углом (B = 105( расположена точка M такая, что треугольник BMC — равносторонний и (CMD = 135(. Точка K — середина стороны AB. Докажите, что (BKC = 45(. (Украина, 2011, упрощение)
7. Решите в натуральных числах уравнение (x+y)3 = (x–y–6)2. (Украина, 2011, заключительный этап, 10 класс)
8. Углы треугольника ABC удовлетворяют условию (B ( 2(C. Точка D — основание высоты, опущенной из вершины A, а точка M — середина BC. Докажите, что DM ( AB/2. (Т. Андрееску, Mathematical Reflections, 2010 No3)
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СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Докажите, что количество непустых подмножеств множества {1, 2, ... , 2013}, у которых среднее арифметическое элементов целое, нечётно. (Индия, 2013)
2. Медведь и Крокодил играют в следующую игру. На столе лежит стопка из 20122012 монет. Каждым ходом игрок может либо разделить любую стопку, содержащую чётное число монет, на две стопки, содержащие поровну монет, либо убрать со стола все стопки, содержащие нечётное число монет. Начинает Медведь. Проигрывает животное, не имеющее хода. Кто выиграет при правильной игре? (Италия, 2008)
3. Экзамен состоит из k вопросов, и в нём принимает участие n учеников. Ученик проваливается на экзамене, если он отвечает верно меньше, чем на половину вопросов. Назовём вопрос простым, если на него отвечают верно больше половины учеников. При каких парах (k, n) положительных целых чисел возможно, что ни один ученик не проваливается на экзамене,  хотя ни один вопрос не является простым? (Эстония, открытое соревнование по математике, 2006)
4. Игорь установил на компьютер новую версию редактора MS Word и набрал натуральное число n. Как оказалось, если набрать число, программа совершает следующие действия: выбирает нечётный делитель d этого числа и, если делитель равен 1, заменяет число n числом n+1, а если делитель больше 1, заменяет n числом n/d. После этого Word выбирает нечетный делитель нового числа и действует по тем же правилам. (Например, начав с числа 5, он может последовательно получить числа 6, 2, 3, 4, ...) Если Word получает степень числа 3 с целым неотрицательным показателем, он останавливается и позволяет пользователю набрать что–нибудь ещё. Может ли Word действовать так, чтобы Игорь больше никогда ничего не набирал? (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень A)
5. На клетчатое поле размером m(n выкладывают квадраты 2(2. Квадраты могут налегать друг на друга, но каждый должен закрывать ровно четыре клетки поля. При каких m и n есть возможность покрыть поле так, чтобы каждая клетка была покрыта одинаковым отличным от нуля количеством квадратов? (Эстония, 2012, финал)
6. Внутри параллелограмма ABCD с углом (B = 105( расположена точка M такая, что треугольник BMC — равносторонний и (CMD = 135(. Точка K — середина стороны AB. Докажите, что (BKC = 45(. (Украина, 2011, упрощение)
7. Решите в натуральных числах уравнение (x+y)3 = (x–y–6)2. (Украина, 2011, заключительный этап, 10 класс)
8. Углы треугольника ABC удовлетворяют условию (B ( 2(C. Точка D — основание высоты, опущенной из вершины A, а точка M — середина BC. Докажите, что DM ( AB/2. (Т. Андрееску, Mathematical Reflections, 2010 No3)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 22.02.2013
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Докажите, что количество непустых подмножеств множества {1, 2, ... , 2013}, у которых среднее арифметическое элементов целое, нечётно. (Индия, 2013)
2. Треугольная решётка составлена из n рядов шариков (в нижнем ряду n шариков, в следующем n–1, …, в самом верхнем один), образующих правильный треугольник. Сколькими способами можно разбить эту решётку на n рядов, из которых один состоит из n шариков, второй — из n–1 шарика, …, (n–1)-ый — из 2 шариков, n-ый — из 1 шарика? (Колумбия, 2007)
3. Экзамен состоит из k вопросов, и в нём принимает участие n учеников. Ученик проваливается на экзамене, если он отвечает верно меньше, чем на половину вопросов. Назовём вопрос простым, если на него отвечают верно больше половины учеников. При каких парах (k, n) положительных целых чисел возможно, что ни один ученик не проваливается на экзамене,  хотя ни один вопрос не является простым? (Эстония, открытое соревнование по математике, 2006)
4. Игорь установил на компьютер новую версию редактора MS Word и набрал натуральное число n. Как оказалось, если набрать число, программа совершает следующие действия: выбирает нечётный делитель d этого числа и, если делитель равен 1, заменяет число n числом n+1, а если делитель больше 1, заменяет n числом n/d. После этого Word выбирает нечетный делитель нового числа и действует по тем же правилам. (Например, начав с числа 5, он может последовательно получить числа 6, 2, 3, 4, ...) Если Word получает степень числа 3 с целым неотрицательным показателем, он останавливается и позволяет пользователю набрать что–нибудь ещё. Может ли Word действовать так, чтобы Игорь больше никогда ничего не набирал? (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень A)
5. На клетчатое поле размером m(n выкладывают квадраты 2(2. Квадраты могут налегать друг на друга, но каждый должен закрывать ровно четыре клетки поля. При каких m и n есть возможность покрыть поле так, чтобы каждая клетка была покрыта одинаковым отличным от нуля количеством квадратов? (Эстония, 2012, финал)
6. Вне прямоугольника ABCD с AB < BC находится точка E такая, что ABEC — равнобедренная трапеция (BE параллельно AC и BA = EC). Докажите, что если площадь треугольника BEC составляет четверть площади прямоугольника ABCD, то треугольник AED — равносторонний. (Олимпиада Rioplatense, 2011, уровень 1)
7. Решите в натуральных числах уравнение (x+y)3 = (x–y–6)2. (Украина, 2011, заключительный этап, 10 класс)
8. Углы треугольника ABC удовлетворяют условию (B ( 2(C. Точка D — основание высоты, опущенной из вершины A, а точка M — середина BC. Докажите, что DM ( AB/2. (Т. Андрееску, Mathematical Reflections, 2010 No3)
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1. Для любых двух различных нечетных простых чисел p и q докажите неравенство 
[image: image3.png]


. (Czech 2011 A60s, модификация)
2. Найдите все натуральные n, у которых существует такой положительный делитель d, что число n2+7d является точным квадратом. (А. Храбров по мотивам классики)
3. Для каждого натурального n > 1 обозначим через Tn количество непустых подмножеств S множества {1,2, ... ,n}, у которых среднее арифметическое элементов целое. Докажите, что число Tn–n чётно. (Индия, 2013)
4. Барон Мюнхгаузен разложил 10000 фруктов на две чаши весов. Далее он k раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. При каком наибольшем k его слова могут быть правдой? (А. Шаповалов)
5. Докажите, что существует пара натуральных чисел m и n, больших 10100, для которых число (m+n–1)(m+n) делится на mn. (С. Берлов по мотивам классики)
6. Внутри единичного квадрата отмечены 835 точек M1, M2, ..., M835. Докажите, что можно выбрать пару соседних вершин квадрата A и B так, чтобы сумма периметров треугольников AM1B, AM2B, ..., AM835B была больше 2013. (CONCURSUL INTERNATIONAL "ION BARBU – DAN BARBILIAN"
8 class, 2012, условие изменено)
7. Медведь и Крокодил играют в следующую игру. На столе лежит стопка из 20122012 монет. Каждым ходом игрок может либо разделить любую стопку, содержащую чётное число монет, на две стопки, содержащие поровну монет, либо убрать со стола все стопки, содержащие нечётное число монет. Начинает Медведь. Проигрывает животное, не имеющее хода. Кто выиграет при правильной игре? (Италия, 2008)
8. На медиане BD треугольника ABC отмечена такая точка E, что AE = BE. Из точки A на отрезок ED опущен перпендикуляр AF. Известно, что (AED ( 2(CED. Докажите, что 2FD ( AE. (А. Пастор по мотивам задачи из старшей высшей лиги)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 22.02.2013
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Для любых двух различных нечетных простых чисел p и q докажите неравенство 
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2. Найдите все натуральные n, у которых существует такой положительный делитель d, что число n2+7d является точным квадратом. (А. Храбров по мотивам классики)
3. Дан четырехугольник, длины сторон которого — натуральные числа. Известно, что длина каждой стороны является делителем его периметра. Докажите, что у него есть хотя бы две равные стороны. (Hrvatsko Drzavno Natjecanje iz Matematike, 2012)
4. Во всех клетках таблицы 17(17 расставлены нечётные натуральные числа. В каждой строке вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число A. В каждом столбце вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число B. Докажите, что A+B ( 1000000.  (Австрия-2007)
5. Для какого наибольшего числа n существует n последовательных натуральных чисел, у каждого из которых сумма цифр не делится на 8? (Turkey Junior National Olympiad, 2003)
6. Внутри единичного квадрата отмечены 835 точек M1, M2, ..., M835. Докажите, что можно выбрать пару соседних вершин квадрата A и B так, чтобы сумма периметров треугольников AM1B, AM2B, ..., AM835B была больше 2013. (CONCURSUL INTERNATIONAL "ION BARBU – DAN BARBILIAN"
8 class, 2012, условие изменено)
7. На конференцию приехали 100 учёных из трёх стран. Оказалось, что среди любых 25 участников есть по крайней мере двое одного возраста. Докажите, что или из какой-то страны приехали трое участников одного возраста, или из трёх разных стран приехало по одному участнику одного возраста. (С. Волчёнков, С. Берлов по мотивам классики)
8. На медиане BD треугольника ABC отмечена такая точка E, что AE = BE. Оказалось, что (AED = 2(CED. Докажите, что AB = CE. (А. Пастор по мотивам задачи из старшей высшей лиги)
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1. Для любых двух различных нечетных простых чисел p и q (p > q) докажите неравенство p4–q4 > 32pq. (Czech 2011 A60s, упрощение)
2. Барон Мюнхгаузен разложил 10 фруктов на две чаши весов. Далее он k раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. При каком наибольшем k его слова могут быть правдой? (А. Шаповалов)
3. Дан четырехугольник, длины сторон которого — натуральные числа. Известно, что длина каждой стороны является делителем его периметра. Докажите, что у него есть хотя бы две равные стороны. (Hrvatsko Drzavno Natjecanje iz Matematike, 2012)
4. Во всех клетках таблицы 17(17 расставлены нечётные натуральные числа. В каждой строке вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число A. В каждом столбце вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число B. Докажите, что A+B ( 1000000.  (Австрия-2007)
5. Для какого наибольшего числа n существует n последовательных натуральных чисел, у каждого из которых сумма цифр не делится на 8? (Turkey Junior National Olympiad, 2003)
6. В комнате находится 12 человек, среди которых некоторые рыцари, всегда говорящие правду, а остальные — лжецы, которые всегда лгут. Каждый из находящихся в комнате сказал две фразы: «Среди моих знакомых в этой комнате не более пяти рыцарей». «Среди моих знакомых в этой комнате ровно четыре лжеца». Сколько может быть лжецов и рыцарей в этой комнате? (С. Берлов)
7. На конференцию приехали 100 учёных из трёх стран. Оказалось, что среди любых 25 участников есть по крайней мере двое одного возраста. Докажите, что или из какой-то страны приехали трое участников одного возраста, или из трёх разных стран приехало по одному участнику одного возраста. (C. Волчёнков, С. Берлов по мотивам классики)
8. Петя и Вася играют, выставляя по очереди королей на клетчатую доску 2×50. Начинает Петя. За ход игрок должен выставить на свободные поля двух королей, которые бьют друг друга. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто из мальчиков может выиграть, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)
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1. Во всех клетках таблицы 17(17 расставлены нечётные натуральные числа. В каждой строке вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число A. В каждом столбце вычислили сумму чисел, полученные суммы перемножили, получили число B. Докажите, что A+B ( 1000000. (Австрия-2007)
2. На конференцию приехали 100 учёных из трёх стран. Оказалось, что среди любых 25 участников есть по крайней мере двое одного возраста. Докажите, что или из какой-то страны приехали трое участников одного возраста, или из трёх разных стран приехало по одному участнику одного возраста. (C. Волчёнков, С. Берлов по мотивам классики)
3. Докажите, что существует пара натуральных чисел m и n, больших 10100, для которых число (m+n–1)(m+n) делится на mn. (С. Берлов по мотивам классики)
4. Барон Мюнхгаузен разложил 10000 фруктов на две чаши весов. Далее он k раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. При каком наибольшем k его слова могут быть правдой? (А. Шаповалов)
5. В комнате находится 12 человек, среди которых некоторые рыцари, всегда говорящие правду, а остальные — лжецы, которые всегда лгут. Каждый из находящихся в комнате сказал две фразы: «Среди моих знакомых в этой комнате не более пяти рыцарей». «Среди моих знакомых в этой комнате ровно четыре лжеца». Сколько может быть лжецов и рыцарей в этой комнате? (С. Берлов)
6. Вася задумал число, не большее 220, все простые делители которого не превосходят тройки. Петя пытается узнать это число. Для этого он называет k натуральных чисел, а Вася называет в ответ те из них, которые делятся на задуманное им число. При каком наименьшем k Петя сможет подобрать такие k чисел, что по полученному ответу заведомо определит задуманное Васей число? (С. Берлов)
7. Какое наибольшее количество идущих подряд натуральных чисел может иметь суммы цифр, не делящиеся на 8? (Turkey Junior National Olympiad, 2003)
8. Клетчатый квадрат 18(18 разрезали по границам клеток на 18 прямоугольников. Один из них отложили, а из остальных составили прямоугольник с периметром 234. Найдите размеры отложенного прямоугольника. (А. Шаповалов)
XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 22.02.2013
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Барон Мюнхгаузен разложил 10 фруктов на чаши весов. Далее он шесть раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. Могут ли его слова быть правдой? (А. Шаповалов)
2. Какое наибольшее количество идущих подряд натуральных чисел могут иметь сумму цифр, не делящуюся на 4? (Turkey Junior National Olympiad, 2003, модификация)
3. На конференцию приехали 100 учёных из четырёх стран. Оказалось, что среди любых 13 участников есть по крайней мере двое одного возраста. Докажите, что из какой-то страны приехали двое одного возраста и одного пола. (С. Волченков)
4. В магазине есть палочки только простых длин, но зато всех: 2 см, 3 см, 5 см, 7 см, и т.д. Какое наименьшее число палочек разных длин надо купить, чтобы, сложить из них контур квадрата? (А. Шаповалов)
5. Во всех клетках доски 7(7 по одной сидят мухи. По хлопку они одновременно перелетели в соседние по диагонали клетки. На клетке при этом могло оказаться несколько мух. Какое наименьшее число клеток могли оказаться пустыми? (С. Волченков)
6. Клетчатый квадрат 18×18 разрезали по границам клеток на 18 прямоугольников. Один из них отложили в сторону, а из остальных составили прямоугольник с периметром 234. Найдите размеры отложенного прямоугольника. (А. Шаповалов)
7. В комнате находится 12 человек, среди которых некоторые рыцари, всегда говорящие правду, а остальные — лжецы, которые всегда лгут. Каждый из находящихся в комнате сказал две фразы: «Среди моих знакомых в этой комнате не более пяти рыцарей». «Среди моих знакомых в этой комнате ровно четыре лжеца». Сколько может быть лжецов и рыцарей в этой комнате? (С. Берлов)
8. Петя и Вася играют, выставляя по очереди королей на клетчатую доску 2×50. Начинает Петя. За ход игрок должен выставить на свободные поля двух королей, которые бьют друг друга. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто из мальчиков может выиграть, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)
XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №4. 22.02.2013
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. Барон Мюнхгаузен разложил 10 фруктов на чаши весов. Далее он 6 раз сделал такую операцию: поменял два фрукта с правой чаши с одним фруктом с левой. Барон утверждает, что вначале и после каждой операции весы были в равновесии. Могут ли его слова быть правдой? (А. Шаповалов)
2. Юный колдун научился превращать шарик в два шарика и пять роликов,  либо четыре шарика в три кубика и два ролика. Он зашел в комнату, где были только шарики, и через некоторое время там оказались 1500 кубиков, 1500 роликов и ни одного шарика. Сколько шариков было в комнате сначала? (Омская олимпиада им. Кукина, 2013)
3. Участникам кружка было выдано за полугодие 10 домашних заданий. Если задание очень трудное, или ученик болел, или он — лентяй, то ученик не решает ни одной задачи, иначе он решает хотя бы одну задачу. Про каждого известно, сколько задач он решил в каждом задании. Среди этих чисел 69 нулей и 131 не нуль. Известно, что очень трудными были всего два домашних задания, и каждый школьник болел не более одного раза. Какое наименьшее число лентяев может быть в кружке? (А. Шаповалов)
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4. В магазине есть палочки только простых длин, но зато всех: 2 см, 3 см, 5 см, 7 см, и т.д. Какое наименьшее число палочек разных длин можно купить, чтобы сложить из них контур квадрата? (А. Шаповалов)
5. На рисунке изображена схема дорожек парка (все стороны клеток и кружочки), в точке А — вход, в точке B — выход, а в точках 1, 2, …, 6 — главные достопримечательности. Малыш проходит сторону клеточки за 2 минуты, а каждый кружок обходит целиком за 12 минут. Может ли он так выбрать порядок обхода и путь, чтобы не больше чем за 44 минуты пройти из A в B, посетив все достопримечательности? (Омская олимпиада им. Кукина, 2013)
6. Клетчатый квадрат 18×18 разрезали на 18 прямоугольников. Один из них отложили, а из остальных составили квадрат 10×10. Найдите размеры отложенного прямоугольника.  (А. Шаповалов)
7. В комнате находится 12 человек, среди которых некоторые рыцари, всегда говорящие правду, а остальные — лжецы, которые всегда лгут. Каждый из находящихся в комнате сказал две фразы: «Среди моих знакомых в этой комнате не более пяти рыцарей». «Среди моих знакомых в этой комнате ровно четыре лжеца». Сколько может быть лжецов и рыцарей в этой комнате? (С. Берлов)
8. Петя и Вася играют, выкладывая по очереди домино на клетчатую доску 2×50. Начинает Петя. Каждое домино закрывает ровно два поля. Кто не может сделать ход — проиграл. Кто из них может выигрывать, как бы не играл соперник?  (А. Шаповалов)
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