XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 17.02.2013

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при выписывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2013 — нет). Представьте число 2013 в виде суммы двух палиндромов двумя разными способами (представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми). (С. Волчёнков)
2. В стране Непедагогии дети врут только родителям, а родители — только детям (но уж врут всегда). В семье, кроме папы и мамы, трое детей. Боря сказал Даше, показав на Галю «Но я же старше неё!», а потом Инне, показав на Ваню «Но я же старше него!». Как зовут папу и маму? (А. Шаповалов)
3. Какое наибольшее количество натуральных чисел, не превосходящих 1000 можно выбрать, чтобы ни одно из этих чисел не делилось на разность никаких двух других? (С. Берлов)
4. В Изумрудном городе 600 жителей. Каждый из жителей носит очки с разноцветными стёклами. Оказалось, что всех жителей можно разбить на 200 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть стёклышек будут разных цветов. Докажите, что всех жителей можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стёклышка в каждой паре были различных цветов. (А. Шаповалов)
5. По проволочному каркасу (из 12 рёбер) прямоугольного ящика длиной 50 см, шириной 100 см и высотой 20 см с одинаковыми скоростями бегают три муравья. Они стартовали одновременно из одной вершины. Им нельзя разворачиваться назад. Могут ли они через некоторое время оказаться на одном ребре: двое в его концах, а третий — в середине? (А. Шаповалов)
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 17.02.2013

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 7 КЛАССА

1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при выписывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2013 — нет). Представьте число 2013 в виде суммы двух палиндромов (представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми): 
а) двумя разными способами;
б) тремя разными способами. (С. Волчёнков)
2. В Изумрудном городе 600 жителей. Каждый из жителей носит очки с разноцветными стёклами. Оказалось, что всех жителей можно разбить на 200 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть стёклышек будут разных цветов. Докажите, что всех жителей можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стёклышка в каждой паре были различных цветов. (А. Шаповалов)
3. Натуральные числа b и c и простое число a удовлетворяют соотношению a2+b2 = c2. Докажите, что a < b. (Сербия, 2011, окружной тур)
4. В квалификационном турнире чемпионата Китая по настольному теннису участвовало 75 теннисистов. Каждый сыграл с каждым ровно один раз. Ничьих в теннисе не бывает. По итогам турнира нашлось по крайней мере 25 теннисистов, каждый из которых имеет не более n поражений. Найдите наименьшее возможное значение n. (Турция, олимпиада для юниоров, 2007)
5. В 2n точках окружности расставлены в некотором порядке числа 1, 2, 3, ..., 2n. Докажите, что эти 2n точек можно соединить n непересекающимися хордами так, что если для каждой хорды вычислить разность чисел, стоящих в её концах (из большего числа вычитается меньшее), то сумма полученных разностей будет равна n2. (Филиппины, 2013)
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 17.02.2013

ЗАДАНИЯ ДЛЯ 8 КЛАССА

1. Каждый из 2013 делегатов съезда — рыцарь, который всегда говорит правду, или лжец, который всегда лжёт. На заседании все делегаты по очереди поднимались на трибуну и каждый делал заявление: «Среди сделанных ранее заявлений ложных ровно на 100 больше, чем истинных.» Сколько рыцарей могло быть среди делегатов? (А. Голованов)
2. Натуральное число n равно сумме двух натуральных делителей числа n+6. Найдите наибольшее такое n. (Турция, олимпиада для юниоров, 2004)
3. На столе лежат 16 двусторонних карточек, одна сторона которых черная, а другая — красная, изначально все карточки повернуты черной стороной вверх. За один ход можно выбрать несколько (может быть, одну) подряд идущих карт, самая левая из которых черная, а все остальные — красные и все их перевернуть. Какое наибольшее количество ходов можно сделать по таким правилам? (Online Math Open Fall Contest, 2012-2013)
4. В 2n точках окружности расставлены в некотором порядке числа 1, 2, 3, ..., 2n. Докажите, что эти 2n точек можно соединить n непересекающимися хордами так, что если для каждой хорды вычислить разность чисел, стоящих в её концах (из большего числа вычитается меньшее), то сумма полученных разностей будет равна n2. (Филиппины, 2013)
5. В прямоугольной трапеции ABCD с прямыми углами A и B основание BC короче AD. На сторонах AD и BC внутрь трапеции построены правильные треугольники AMD и BNC. Оказалось, что (CND = 90° и точка N лежит внутри треугольника AMD. Прямые CN и DM пересекаются в точке P, а прямые AB и DN — в точке Q. Докажите, что прямые PQ и CD перпендикулярны. (Украина, 2003)
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Решения задач личной олимпиады 6 класса
Задача 1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при выписывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2013 — нет). Представьте число 2013 в виде суммы двух палиндромов двумя разными способами (представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми).
Решение. 2013 = 2002+11 = 1991+22.
Задача 2. В стране Непедагогии дети врут только родителям, а родители — только детям (но уж врут всегда). В семье, кроме папы и мамы, трое детей. Боря сказал Даше, показав на Галю «Но я же старше неё!», а потом Инне, показав на Ваню «Но я же старше него!». Как зовут папу и маму?
Ответ. Маму зовут Инна, папу — Ваня. Решение. Допустим, папа — Боря. Тогда Ваня — сын, и папа сказал о нем правду. Стало быть, Инна — мама. Но тогда получается, что папа сказал дочери Даше правду о дочери Гале. Противоречие. Значит, Боря — сын. Если Даша — мама, то Инна — дочь, и Боря сказал правду, что он старше Вани. Но тогда в семье нет папы. Значит, Даша — дочь, а Галя — младшая сестра. Тогда Инна и Ваня — папа и мама, и Боря соврал маме, что старше папы.
Задача 3. Какое наибольшее количество натуральных чисел, не превосходящих 1000 можно выбрать, чтобы ни одно из этих чисел не делилось на разность никаких двух других?
Ответ. 500. Решение. Пример, когда чисел 500 — все нечетные числа, меньшие 1000: все их разности четны, поэтому ни на одну из них ни одно нечетное число делиться не может. Если же мы возьмем хотя бы 501 число, то среди них обязательно найдутся два, отличающиеся на 1.
Задача 4. В Изумрудном городе 600 жителей. Каждый из жителей носит очки с разноцветными стёклами. Оказалось, что всех жителей можно разбить на 200 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть стёклышек будут разных цветов. Докажите, что всех жителей можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стёклышка в каждой паре были различных цветов.
Решение. Уберем из каждой тройки по одному жителю, а затем произвольным образом составим из убранных жителей 100 пар. Допустим, в какой-то паре у жителей совпали стеклышки: у Джека и у Джона есть по красному стеклышку. Пусть второе стеклышко у Джека синее. Тогда в тройке, где раньше был Джон, есть, скажем, Том, у которого нет синего стеклышка. Красного стеклышка у него тоже нет, потому что оно есть у Джона. Поменяем Джона с Томом местами. Образовавшаяся пара Том-Джек — нормальная. Исправив так все неподходящие пары, получим искомое разбиение.
Задача 5. По проволочному каркасу (из 12 рёбёр) прямоугольного ящика длиной 50 см, шириной 100 см и высотой 20 см с одинаковыми скоростями бегают три муравья. Они стартовали одновременно из одной вершины. Им нельзя разворачиваться назад. Могут ли они через некоторое время оказаться на одном ребре: двое в его концах, а третий — в середине?
Ответ. Нет. Решение. Поделим все ребра на отрезки длиной 10 см. Концы полученных отрезков покрасим в два цвета так, чтобы концы каждого отрезка были разноцветными (легко проверить, что такое возможно). Цвет точки, в которой оказался муравей, зависит только от длины пройденного им пути. Поэтому если один из муравьев оказался в покрашенной точке, то и два других в этот момент окажутся в точках, покрашенных в тот же цвет. Осталось заметить, что у ребра длиной 50 см концы разноцветные, а у рёбер длиной 20 и 100 см середина не того цвета, что концы.
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Решения задач личной олимпиады 7 класса
Задача 1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при выписывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2013 — нет). Представьте число 2013 в виде суммы двух палиндромов (представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми): 

а) двумя разными способами; б) тремя разными способами.
Решение. 2013 = 2002+11 = 1991+22 = 1771+242.
Задача 2. В Изумрудном городе 600 жителей. Каждый из жителей носит очки с разноцветными стёклами. Оказалось, что всех жителей можно разбить на 200 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть стёклышек будут разных цветов. Докажите, что всех жителей можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стёклышка в каждой паре были различных цветов.
Решение. Уберем из каждой тройки по одному жителю, а затем произвольным образом составим из убранных жителей 100 пар. Допустим, в какой-то паре у жителей совпали стеклышки: у Джека и у Джона есть по красному стеклышку. Пусть второе стеклышко у Джека синее. Тогда в тройке, где раньше был Джон, есть, скажем, Том, у которого нет синего стеклышка. Красного стеклышка у него тоже нет, потому что оно есть у Джона. Поменяем Джона с Томом местами. Образовавшаяся пара Том-Джек — нормальная. Исправив так все неподходящие пары, получим искомое разбиение.

Задача 3. Натуральные числа b и c и простое число a удовлетворяют соотношению a2+b2 = c2. Докажите, что a < b.
Решение. Так как a2 = c2–b2 = (c–b)(c+b) и число a — простое, c–b = 1, то есть c = b+1, откуда a2 = 2b+1. Осталось показать, что b2 > 2b+1 ( b2–2b–1 > 0 ( (b–1)2 > 2 ( b > 2. Для этого достаточно проверить, что не подходят b = 1, c = 2 и b = 2, c = 3.
Задача 4. В квалификационном турнире чемпионата Китая по настольному теннису участвовало 75 теннисистов. Каждый сыграл с каждым ровно один раз. Ничьих в теннисе не бывает. По итогам турнира нашлось по крайней мере 25 теннисистов, каждый из которых имеет не более n поражений. Найдите наименьшее возможное значение n.
Ответ. 12. Решение. Оценка. 25 теннисистов сыграли между собой 25(12 игр, и в каждой кто-то терпел поражение. Значит, кто-то из 25-ти потерпел в этих играх не меньше 12 поражений. Пример. Выстроим 25 теннисистов по кругу и положим, что каждый выиграл у 12 следующих за ним по часовой стрелке, а у остальных 50-ти теннисистов каждый из этих 25-то выиграл все игры.
Задача 5. В 2n точках окружности расставлены в некотором порядке числа 1, 2, 3, ..., 2n. Докажите, что эти 2n точек можно соединить n непересекающимися хордами так, что если для каждой хорды вычислить разность чисел, стоящих в её концах (из большего числа вычитается меньшее), то сумма полученных разностей будет равна n2.
Решение. Покрасим числа от 1 до n в красный цвет, а остальные — в синий. Найдутся два разноцветных числа, стоящие рядом. Соединим их хордой и забудем про них. Снова найдутся два разноцветных числа, стоящие рядом (забытые числа не учитываются). Снова соединим их хордой и т.д. В итоге получим n непересекающихся хорд с разноцветными концами. Сумма разностей чисел, стоящих на их концах, равна (n+1+n+2+…+n+n)–(1+2+…+n) = n2.
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Решения задач личной олимпиады 8 класса
Задача 1. Каждый из 2013 делегатов съезда — рыцарь, который всегда говорит правду, или лжец, который всегда лжёт. На заседании все делегаты по очереди поднимались на трибуну и каждый делал заявление: «Среди сделанных ранее заявлений ложных ровно на 100 больше, чем истинных.» Сколько рыцарей могло быть среди делегатов?
Ответ. 957. Решение. Очевидно, первым скажет правду 101-ый выступающий. После этого разность между числом выступавших лжецов и рыцарей станет равной 99. 102-й солжет и восстановит разность, равную 100, 103-й скажет правду и снова нарушит баланс и т.д.: по индукции легко показать, что каждый четный далее будет лгать, а нечетный — говорить правду. Поэтому рыцарей на съезде (2013–99)/2 = 957.
Задача 2. Натуральное число n равно сумме двух натуральных делителей числа n+6. Найдите наибольшее такое n.

Ответ. 30. Решение. Очевидно, ни один из этих делителей не может равняться n+6, и не может быть, чтобы они оба равнялись (n+6)/2. Поэтому их сумма не превосходит (n+6)/2+(n+6)/3 = 5(n+6)/6. Решая неравенство 5(n+6)/6 ( n, получаем n ≤ 30. n = 30 подходит: 30 = 18+12.
Задача 3. На столе лежат 16 двусторонних карточек, одна сторона которых черная, а другая — красная, изначально все карточки повернуты черной стороной вверх. За один ход можно выбрать несколько (может быть, одну) подряд идущих карт, самая левая из которых черная, а все остальные — красные и все их перевернуть. Какое наибольшее количество ходов можно сделать по таким правилам?
Ответ. 216–1. Решение. Сопоставим каждому раскладу карточек 16-значное двоичное число, где черной карточке соответствует 1, а красной — 0. Тогда описанная в условии операция соответствует вычитанию степени двойки, равной единице разряда, соответствующего последней перевернутой красной карточке. Понятно, что такую операцию нельзя провести больше, чем 216–1 раз, а ровно столько операций получится, если каждый раз вычитать 1, то есть переворачивать первую справа черную карточку и все красные за ней.

Задача 4. В 2n точках окружности расставлены в некотором порядке числа 1, 2, 3, ..., 2n. Докажите, что эти 2n точек можно соединить n непересекающимися хордами так, что если для каждой хорды вычислить разность чисел, стоящих в её концах (из большего числа вычитается меньшее), то сумма полученных разностей будет равна n2.
Решение. Покрасим числа от 1 до n в красный цвет, а остальные — в синий. Найдутся два разноцветных числа, стоящие рядом. Соединим их хордой и забудем про них. Снова найдутся два разноцветных числа, стоящие рядом (забытые числа не учитываются). Снова соединим их хордой и т.д. В итоге получим n непересекающихся хорд с разноцветными концами. Сумма разностей чисел, стоящих на их концах, равна (n+1+n+2+…+n+n)–(1+2+…+n) = n2.
Задача 5. В прямоугольной трапеции ABCD с прямыми углами A и B основание BC короче AD. На сторонах AD и BC внутрь трапеции построены правильные треугольники AMD и BNC. Оказалось, что (CND = 90° и точка N лежит внутри треугольника AMD. Прямые CN и DM пересекаются в точке P, а прямые AB и DN — в точке Q. Докажите, что прямые PQ и CD перпендикулярны.
Решение. Докажем сначала, что точка Q лежит на отрезке AB. Действительно, в противном случае (DNC+(CNB ( 180°, а эта сумма равна 150°. Теперь имеем (QBN = 90(– 60( = 30(, (QNB =( QNC–(BNC = 90(–60( = 30(, то есть BQ = NQ и треугольники QBC и QNC равны по катету и гипотенузе. Следовательно, ( BQC = ( NQC, то есть QC – биссектриса, и тем самым высота в треугольнике BQN. Так как BN параллельно DM, точка P – ортоцентр треугольника CDQ и PQ перпендикулярна CD, что и требовалось доказать.
