XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 21.02.2013
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА

1. Цветные шарики разложены по 2012 мешкам. Лёша раскладывает мешки по коробкам. Коробку, все мешки, лежащие в которой, содержат шарик одного и того же цвета, он называет интересной. Коробку, каждый мешок, лежащий в которой, содержит шарик цвета, не встречающегося в других мешках этой коробки, он называет прикольной. При каком наименьшем k эти мешки можно заведомо разложить по k коробкам так, что либо все коробки будут интересными, либо все коробки будут прикольными? (Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
2. В шеренге стоят 2n солдат, где n — положительное целое число. При каждом перестроении в начало новой шеренги встают солдаты, до этого стоявшие на нечётных местах (в том же порядке), а за ними — солдаты, до этого стоявшие на чётных местах (в том же порядке). Докажите, что по прошествии n перестроений солдаты окажутся в таком же порядке, с которого начали. (Эстония, 2012, заключительный тур)
3. На клетчатой плоскости 999 клеток закрашены чёрным. Назовём
клетчатый прямоугольник специальным, если он содержит две чёрных клетки, стоящие в его противоположных углах (ширина специального прямоугольника может быть равна 1). Для какого наименьшего k можно так расставить исходные 999 клеток, чтобы в каждом специальном прямоугольнике было не более k чёрных клеток? (Олимпиада Rioplatense, 2010, уровень 2)
4. В треугольнике ABC (ABC = 120(. Биссектриса этого угла пересекает сторону AC в точке M, а биссектриса угла, смежного с углом BCA, пересекает прямую AB в точке P. Отрезок MP пересекает сторону BC в точке K. Докажите, что (AKM = (KPC. (Украина, 2009, заключительный этап)
5. В 79 одинаковых чашках лежат 1000 бусинок. Некоторые чашки могут быть пусты, но не все бусинки находятся в одной чашке. Разрешается взять из любой чашки 13 или 66 бусинок (если в ней столько есть) и переложить все эти бусинки в любую другую чашку. Оказалось, что такими операциями невозможно собрать все бусинки в одной чашке. Сколько бусинок может быть в первой чашке? (Укажите все возможности.) (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1, — наворот на задачу с районной олимпиады Кировской области 1994/95 года; формулировка изменена)
6. Даны натуральные числа a ( 2 и n ( 3. Докажите, что одно из чисел an+1, an+1+1, ..., a2n–2+1 не имеет общего нечётного делителя, большего 1, ни с одним из остальных. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 3)
7. На сторонах AB и AD выпуклого четырёхугольника ABCD расположены точки P и Q соответственно такие, что площадь каждого из треугольников ABQ и ADP равна трети площади четырёхугольника ABCD. Отрезок PQ пересекает диагональ AC в точке R. Найдите отношение AR/RC. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1)
8. Положительные числа a и b таковы, что 1/a+1/b = 1. Докажите, что 
(a+b)n–an–bn ( 22n–2n+1. (Румыния, конкурс "Laurentiu Panaitopol", 2012, 11–12 классы)
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1. Цветные шарики разложены по 2012 мешкам. Лёша раскладывает мешки по коробкам. Коробку, все мешки, лежащие в которой, содержат шарик одного и того же цвета, он называет интересной. Коробку, каждый мешок, лежащий в которой, содержит шарик цвета, не встречающегося в других мешках этой коробки, он называет прикольной. При каком наименьшем k эти мешки можно заведомо разложить по k коробкам так, что либо все коробки будут интересными, либо все коробки будут прикольными? (Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
2. На доске в один ряд записаны по порядку числа 1, 2, ... , 200. Юра должен поставить перед каждым числом знак плюс или минус таким образом, чтобы для каждого положительного целого числа n ≤ 100 перед числом n и перед каким-либо из его кратных стояли различные знаки. Перед какими числами должен Юра поставить знак минус, чтобы значение полученного выражения оказалось как можно больше? (Эстония, открытое соревнование по математике, 2012)
3. На клетчатой плоскости 1000 клеток закрашены чёрным. Назовём
клетчатый прямоугольник специальным, если он содержит две чёрных клетки, стоящие в его противоположных углах (ширина специального прямоугольника может быть равна 1). Для какого наименьшего k можно так расставить исходные 1000 клеток, чтобы в каждом специальном прямоугольнике было не более k чёрных клеток? (Олимпиада Rioplatense, 2010, уровень 2, модификация)
4. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD углы BCD и ADB прямые. Перпендикуляр к BD, проходящий через C, и перпендикуляр к AC, проходящий через D, пересекаются на стороне AB. Докажите, что AB/AD–AD/AB = 1. (Олимпиада Rioplatense, 2004, уровень 1)
5. В 79 одинаковых чашках лежат 1000 бусинок. Некоторые чашки могут быть пусты, но не все бусинки находятся в одной чашке. Разрешается взять из любой чашки 13 или 66 бусинок (если в ней столько есть) и переложить все эти бусинки в любую другую чашку. Оказалось, что такими операциями невозможно собрать все бусинки в одной чашке. Сколько бусинок может быть в первой чашке? (Укажите все возможности.) (Укажите все возможности.) (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1, — наворот на задачу с районной олимпиады Кировской области 1994/95 года; формулировка изменена)
6. Назовём натуральное число апокалиптическим, если среди его натуральных делителей есть шесть различных чисел, сумма которых равна 3528. Например, число 2012 — апокалиптическое, так как сумма шести его делителей 1, 2, 4, 503, 1006 и 2012 равна 3528. Найдите наименьшее апокалиптическое число. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 3)
7. На сторонах AB и AD выпуклого четырёхугольника ABCD расположены точки P и Q соответственно такие, что площадь каждого из треугольников ABQ и ADP равна трети площади четырёхугольника ABCD. Отрезок PQ пересекает диагональ AC в точке R. Найдите отношение AR/RC. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1)
8. Докажите, что (a+b+c)2/3 ≤ a2+b2+c2+2(a–b+1) для любых вещественных a, b и c. (Hrvatsko Drzavno Natjecanje iz Matematike, 2012)
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1. Цветные шарики разложены по 6 мешкам. Лёша раскладывает мешки по коробкам. Коробку, все мешки, лежащие в которой, содержат шарик одного и того же цвета, он называет интересной. Коробку, каждый мешок, лежащий в которой, содержит шарик цвета, не встречающегося в других мешках этой коробки, он называет прикольной. При каком наименьшем k эти мешки можно заведомо разложить по k коробкам так, что либо все коробки будут интересными, либо все коробки будут прикольными? (Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
2. На доске в один ряд записаны по порядку числа 1, 2, ... , 200. Юра должен поставить перед каждым числом знак плюс или минус таким образом, чтобы для каждого положительного целого числа n ≤ 100 перед числом n и перед каким-либо из его кратных стояли различные знаки. Перед какими числами должен Юра поставить знак минус, чтобы значение полученного выражения оказалось как можно больше? (Эстония, открытое соревнование по математике, 2012)
3. На клетчатой плоскости 1000 клеток закрашены чёрным. Назовём
клетчатый прямоугольник специальным, если он содержит две чёрных клетки, стоящие в его противоположных углах (ширина специального прямоугольника может быть равна 1). Для какого наименьшего k можно так расставить исходные 1000 клеток, чтобы в каждом специальном прямоугольнике было не более k чёрных клеток? (Олимпиада Rioplatense, 2010, уровень 2, модификация)
4. В треугольнике ABC с углом (B = 45( сторона BC равна 1, а точка E на стороне AC такова, что EC = 1. Перпендикуляр к AC, проходящий через точку E, пересекает продолжение стороны BC за точку C в точке D такой, что CD = 2. Найдите углы треугольника ABD. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1)
5. При каких нечётных n можно разрезать доску n(n, из которой вырезана центральная клетка, на L-тетрамино? L-тетрамино — это фигура из четырех клеток в форме буквы «Г». (Эстония, 2003, заключительный тур, небольшое обобщение)
6. Назовём натуральное число апокалиптическим, если среди его натуральных делителей есть шесть различных чисел, сумма которых равна 3528. Например, число 2012 — апокалиптическое, так как сумма шести его делителей 1, 2, 4, 503, 1006 и 2012 равна 3528. Найдите наименьшее апокалиптическое число. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 3)
7. На сторонах AB и AD выпуклого четырёхугольника ABCD расположены точки P и Q соответственно такие, что площадь каждого из треугольников ABQ и ADP равна трети площади четырёхугольника ABCD. Отрезок PQ пересекает диагональ AC в точке R. Найдите отношение AR/RC. (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1)
8. Положительные числа a и b удовлетворяют условию 1/a+1/b = 1. Докажите неравенство (a+b)3–a3–b3 ( 48. (Румыния, конкурс "Laurentiu Panaitopol", 2012, 11–12 классы, частный случай)
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1. Решите в целых числах уравнение x3+y3 = (x+y)2. (Turkey Junior National Olympiad, 2005)
2. Докажите, что (a+b+c)2/3 ≤ a2+b2+c2+2(a–b+1) для любых вещественных a, b и c. (Hrvatsko Drzavno Natjecanje iz Matematike, 2012)
3. На окружности стоят 2039 точек. Можно ли каждую из них раскрасить в один из 24 цветов таким образом, чтобы для любых трёх цветов нашлись три точки этих цветов, стоящие подряд. (С. Берлов по мотивам классики)
4. В 79 одинаковых чашках лежат 1000 бусинок. Некоторые чашки могут быть пусты, но не все бусинки находятся в одной чашке. Разрешается взять из любой чашки 13 или 66 бусинок (если в ней столько есть) и переложить все эти бусинки в любую другую чашку. Оказалось, что такими операциями невозможно собрать все бусинки в одной чашке. Сколько бусинок может быть в первой чашке? (Укажите все возможности.) (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1, — наворот на задачу с районной олимпиады Кировской области 1994/95 года; формулировка изменена)
5. Докажите, что для любого натурального n и четного a среди чисел an+1, an+1+1, an+2+1, an+3+1 найдётся число, взаимно простое с остальными тремя. (C. Берлов по мотивам классики)
6. Петя и Вася играют в игру на доске 4(2013. Они по очереди (начинает Петя) ставят ладей на свободные клетки доски. При этом Петя может ставить ладей под бой чётного числа уже поставленных ладей, а Вася — под бой нечётного числа уже поставленных ладей (ладьи не бьют друг сквозь друга). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре? (А. Шаповалов)
7. У Лёши есть 2012 мешков, в каждом из которых лежат цветные шарики. Кроме того у него есть 63 больших коробки. Лёша раскладывает мешки по коробкам. Коробку, все мешки, лежащие в которой, содержат шарик одного и того же цвета, он называет интересной. Коробку, каждый мешок, лежащий в которой, содержит шарик цвета, не встречающегося в других мешках этой коробки, он называет прикольной. Докажите, что Лёша сможет разложить мешки по 63 коробкам так, что каждая коробка будет либо интересной, либо прикольной. (А. Пастор и Д. Карпов по мотивам Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны AB и CD равны. На стороне BC отмечена такая точка E, что (BAD+(CDE =(EDA. Из точки E на сторону AD опущен перпендикуляр EF. Докажите, что BC+FD ( AF. (А. Пастор)
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1. Решите в целых числах уравнение x3+y3 = (x+y)2. (Turkey Junior National Olympiad, 2005)
2. Положительные числа a и b удовлетворяют условию 1/a+1/b = 1. Докажите неравенство (a+b)3–a3–b3 ( 48. (Румыния, конкурс "Laurentiu Panaitopol", 2012, 11–12 классы, частный случай)
3. У Васи есть 19950 фишек, покрашенных в 200 разных цветов. Он их расставил на окружности. Докажите, что есть такая пара цветов, что фишки этих цветов не стоят рядом. (Фольклор)
4. В 79 одинаковых чашках лежат 1000 бусинок. Некоторые чашки могут быть пусты, но не все бусинки находятся в одной чашке. Разрешается взять из любой чашки 13 или 66 бусинок (если в ней столько есть) и переложить все эти бусинки в любую другую чашку. Оказалось, что такими операциями невозможно собрать все бусинки в одной чашке. Сколько бусинок может быть в первой чашке? (Укажите все возможности.) (Олимпиада Rioplatense, 2012, уровень 1, — наворот на задачу с районной олимпиады Кировской области 1994/95 года; формулировка изменена)
5. Докажите, что для любого четного a среди чисел a100+1, a101+1, a102+1, a103+1 найдётся число, взаимно простое с остальными тремя. (C. Берлов по мотивам классики)
6. Петя и Вася играют в игру на доске 4(2013. Они по очереди (начинает Петя) ставят ладей на свободные клетки доски. При этом Петя может ставить ладей под бой чётного числа уже поставленных ладей, а Вася — под бой нечётного числа уже поставленных ладей (ладьи не бьют друг сквозь друга). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре? (А. Шаповалов)
7. У Лёши есть 1000 мешков, в каждом из которых лежат цветные шарики. Кроме того у него есть 700 больших коробок. Лёша раскладывает мешки по коробкам. Коробку, все мешки, лежащие в которой, содержат шарик одного и того же цвета, он называет интересной. Коробку, каждый мешок, лежащий в которой, содержит шарик цвета, не встречающегося в других мешках этой коробки, он называет прикольной. Докажите, что Лёша сможет разложить мешки по 700 коробкам так, что либо все коробки будут интересными, либо все коробки будут прикольными. (Турция, олимпиада для юниоров, 2012)
8. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны AB и CD равны. На стороне BC отмечена такая точка E, что (BAD+(CDE =(EDA. Из точки E на сторону AD опущен перпендикуляр EF. Докажите, что BC+FD ( AF. (А. Пастор)
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1. Сколько существует трехзначных чисел 
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, таких, что 
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–z — точный куб. (Румыния, муниципальный этап, Бухарест, 2013, 5 класс)
2. На тараканьих бегах пять тараканов выбегают друг за другом с интервалом в 1 минуту. Каждый бежит со своей постоянной скоростью. Через минуту после своего старта каждый последующий таракан догоняет предыдущего. Через сколько секунд после своего старта последний таракан догоняет первого? (Омская олимпиада им. Кукина, 2013)
3. Петя и Вася играют в игру на доске 4(25. Они по очереди (начинает Петя) ставят коней на свободные клетки доски. Первого коня Петя ставит на любое поле, а каждый следующий конь должен побить только что выставленного коня соперника. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
4. У Васи есть 19950 фишек, покрашенных в 200 разных цветов. Он их расставил на окружности. Докажите, что есть такая пара цветов, что фишки этих цветов не стоят рядом. (фольклор)
5. Докажите, что среди чисел 10100+1, 10101+1, 10102+1, 10103+1 найдётся число, взаимно простое с остальными тремя. (C. Берлов по мотивам классики)
6. Перед Васей лежит 50 кучек с 1, 2, 3,... , 50 конфетами. За одну операцию Вася может добавить 1 конфету в одну из кучек, после чего съесть любую кучку с четным числом конфет. Если четных кучек после добавления конфеты нет, халява заканчивается. Докажите, что все конфеты Васе съесть не удастся. (С. Берлов)
7. На столе лежит 2013 шариков нескольких разных цветов и стоит 1007 пустых коробок. Докажите, что шарики можно разложить по коробкам таким образом, что либо в каждой из непустых коробок все шарики будут одного и того же цвета, либо в каждой из непустых коробок все шарики будут разных цветов. (Голованов сказал, жюри обработало)
8. В 100 одинаковых стаканов налит сок. За одну операцию повар может перелить из одного стакана в другой любое количество сока, но так, чтобы другой стакан не переполнился. У повара идеальный глазомер. Докажите, что за 99 переливаний он может уравнять количество сока во всех стаканах. (А. Шаповалов)
XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 21.02.2013
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА

1. На столе лежит 2013 шариков нескольких разных цветов и стоит 1007 пустых коробок. Докажите, что шарики можно разложить по коробкам таким образом, что либо в каждой из непустых коробок все шарики будут одного и того же цвета, либо в каждой из непустых коробок все шарики будут разных цветов. (Голованов сказал, жюри обработало)
2. Петя и Вася играют в игру на доске 4(25. Они по очереди (начинает Петя) ставят ладей на свободные клетки доски. При этом Петя может ставить ладей под бой чётного числа уже поставленных ладей, а Вася — под бой нечётного числа уже поставленных ладей (ладьи не бьют друг сквозь друга). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре? (А. Шаповалов)
3. На окружности стоят 89 точек. Можно ли каждую из них раскрасить в один из девяти цветов таким образом, чтобы для любых трёх цветов нашлись три точки этих цветов, стоящие подряд? (С. Берлов по мотивам классики)
4. Перед Васей лежит 50 кучек с 1, 2, 3,... , 50 конфетами. За одну операцию Вася может добавить 1 конфету в одну из кучек, после чего съесть любую кучку с четным числом конфет. Если четных кучек после добавления конфеты нет, халява заканчивается. Докажите, что все конфеты Васе съесть не удастся. (С. Берлов)
5. В стране 10 городов. Любая пара городов связана либо автобусным, либо железнодорожным, либо авиасообщением. Могло ли так случиться, что в стране нет трёх городов, связанных друг с другом прямыми рейсами одного и того же вида транспорта? (С. Волченков)
6. В 100 коробках, стоящих в ряд, лежит суммарно 10000 камней. За одну операцию можно переложить сколько угодно камней из любой коробки в соседнюю. Докажите, что за 99 таких операций можно сделать так, что во всех коробках камней будет поровну. (А. Шаповалов)
7. Есть ли решение у ребуса 
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, где все дроби — целые числа? (А. Шаповалов)
8. Докажите, что среди чисел 10100+1, 10101+1, 10102+1, 10103+1 найдётся число, взаимно простое с остальными тремя. (С. Берлов по мотивам классики)
XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 21.02.2013
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА

1. На столе лежит 2013 шариков нескольких разных цветов и стоит 1007 пустых коробок. Докажите, что шарики можно разложить по коробкам таким образом, что либо в каждой из непустых коробок все шарики будут одного и того же цвета, либо в каждой из непустых коробок все шарики будут разных цветов. (Голованов сказал, жюри обработало)
2. Петя и Вася играют в игру на доске 4(25. Они по очереди (начинает Петя) ставят коней на свободные клетки доски. Первого коня Петя ставит на любое поле, а каждый следующий конь должен побить только что выставленного коня соперника. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
3. На тараканьих бегах пять тараканов выбегают друг за другом с интервалом в 1 минуту. Каждый бежит со своей постоянной скоростью. Через минуту после своего старта каждый последующий таракан догоняет предыдущего. Через сколько секунд после своего старта последний таракан догоняет первого? (Омская олимпиада им. Кукина, 2013)
4. Перед Васей лежит 50 кучек с 1, 2, 3,... , 50 конфетами. За одну операцию Вася может добавить 1 конфету в одну из кучек, после чего съесть любую кучку с четным числом конфет. Если четных кучек после добавления конфеты нет, халява заканчивается. Докажите, что все конфеты Васе съесть не удастся. (С. Берлов)
5. В стране 10 городов. Любая пара городов связана либо автобусным, либо железнодорожным, либо авиасообщением. Могло ли так случиться, что в стране нет трёх городов, связанных друг с другом прямыми рейсами одного и того же вида транспорта? (С. Волченков)
6. В 100 одинаковых стаканов налит сок. За одну операцию повар может перелить из одного стакана в другой любое количество сока, но так, чтобы другой стакан не переполнился. У повара идеальный глазомер. Докажите, что за 99 переливаний он может уравнять количество сока во всех стаканах. (А. Шаповалов)
7. Есть ли решение у ребуса 
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, где все дроби — целые числа? (А. Шаповалов)
8. Нам с братом вместе 35 лет. Если бы я был в два раза старше, чем восемь лет назад, то мне было бы столько лет, сколько моему брату шесть лет назад. Сколько лет мне и сколько — брату? (С. Волченков)
XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 21.02.2013
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА

1. На столе лежит 2013 шариков нескольких разных цветов и стоит 1007 пустых коробок. Докажите, что шарики можно разложить по коробкам так, что либо в каждой из непустых коробок все шарики будут одного и того же цвета, либо в каждой из непустых коробок все шарики будут разных цветов. (Голованов сказал, жюри обработало)
2. Петя и Вася играют в игру на доске 4(25. Они по очереди (начинает Петя) ставят коней на свободные клетки доски. Первого коня Петя ставит на любое поле, а каждый следующий конь должен побить только что выставленного коня соперника. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
3. Клетчатый квадрат 6(6 разрезан на четыре равные части по границам клеток. Может ли быть, что никакая часть не вывалится при любом положении квадрата на вертикальной стенке, если остальные три части приклеены? (Турнир Кванта-2004)
4. На тараканьих бегах пять тараканов выбегают друг за другом с интервалом в 1 минуту. Каждый бежит со своей постоянной скоростью. Через минуту после своего старта каждый последующий таракан догоняет предыдущего. Через сколько секунд после своего старта последний таракан догоняет первого? (Омская олимпиада им. Кукина, 2013)
5. Дежуря последние сутки накануне Нового года, сторож Васильич всё время смотрел на часы. Они показывают часы и минуты, например 22:17. Если сторож мог это понять как дату (например, 12:31 он понимал как «12-й месяц, 31-й день», то есть 31 декабря), то в течение этой минуты он вспоминал соответствующий день текущего года. В эту минуту воры могли пройти, он их не заметил бы. Верно ли, что время, благоприятное для воров, составило больше четверти этих суток? (А. Шаповалов)
6. В 100 одинаковых стаканов налит сок. За одну операцию бармен может перелить из одного стакана в другой любое количество сока, но так, чтобы другой стакан не переполнился. Бармен безошибочно определяет, сколько сока в стакане и сколько он уже отлил. Докажите, что не более чем за 99 переливаний он может сделать, чтобы сока во всех стаканах было поровну. (А. Шаповалов)
7. Есть ли решение у ребуса 
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, где все суммы — целые? (А. Шаповалов)
8. Нам с братом вместе 35 лет. Если бы я был в два раза старше, чем восемь лет назад, то мне было бы столько лет, сколько моему брату шесть лет назад. Сколько лет мне и сколько — брату? (С. Волченков)
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