XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Числа x и y — натуральные. Число x2–4y+1 делится на (x–2y)(1–2y). Докажите, что |x–2y| — точный квадрат. (Корея, национальный этап, 2014)
2. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью — 1 очко, за поражение — 0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
3. В каждом из 120 мешков лежит по 100 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных — настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Какого наименьшего количества взвешиваний заведомо хватит, чтобы определить мешок с фальшивыми монетами? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
4. При каких натуральных n существуют 2n различных натуральных чисел таких, что сумма первых n равна сумме остальных, а произведение первых n равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009)
5. На доске написаны n  4 натуральных чисел. Разрешается стереть любые два числа a и b, ни одно из которых не делится на другое, и вместо них написать их наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное. Докажите, что таких операций удастся сделать не более n2. (А. Антропов усилил задачу конкурса "Traian Lalescu", Румыния, 2012)
6. Точки D, E, F лежат на сторонах BC, CA и AB треугольника ABC соответственно. Точки X, Y, Z — середины отрезков EF, FD и DE соответственно. Точки P, Q и R симметричны точкам X, Y и Z относительно вершин A, B и C соответственно. Докажите, что SPQR = 3SABC+SXYZ. (Qirdyk, 11.09.2001, eldyk tigizdyk)
7. В треугольнике ABC A = 110, C = 50, AH  высота, CL — биссектриса. Биссектриса угла LAH пересекает LH в точке M. Найдите AMB. (А. Якубов)
8. Найдите все тройки вещественных чисел x, y, z, для которых x(y2+2z2) = y(z2+2x2) = z(x2+2y2) и xyz = 8. (Чехия, 2013/14, 2 тур, категория A)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА

1. Решите в целых числах уравнение . (Индия)
2. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью — 1 очко, за поражение — 0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
3. В каждом из 120 мешков лежит по 100 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных — настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Какого наименьшего количества взвешиваний заведомо хватит, чтобы определить мешок с фальшивыми монетами? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
4. При каких натуральных n существуют 2n различных натуральных чисел таких, что сумма первых n равна сумме остальных, а произведение первых n равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009)
5. На доске написаны n  4 натуральных чисел. Разрешается стереть любые два числа a и b, ни одно из которых не делится на другое, и вместо них написать их наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное. Докажите, что таких операций удастся сделать не более n2. (А. Антропов усилил задачу конкурса "Traian Lalescu", Румыния, 2012)
6. На стороне AC треугольника ABC отметили точку D. Точка E  середина отрезка BD, точки P и Q симметричны точке E относительно вершин A и C соответственно. Найдите площадь треугольника BPQ, если площадь треугольника ABC равна 7. (Qirdyk, 11.09.2001, eldyk tigizdyk)
7. В треугольнике ABC A = 110, C = 50, AH  высота, CL — биссектриса. Биссектриса угла LAH пересекает LH в точке M. Найдите AMB. (А. Якубов)
8. Найдите все тройки вещественных чисел x, y, z, для которых x(y2+2z2) = y(z2+2x2) = z(x2+2y2) и xyz = 8. (Чехия, 2013/14, 2 тур, категория A)




XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА

1. Решите в целых числах уравнение . (Индия)
2. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью — 1 очко, за поражение — 0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
3. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
4. Существуют ли 200 различных натуральных чисел таких, что сумма первых ста равна сумме остальных, а произведение первых ста равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009)
5. На доске написаны n  4 натуральных чисел. Разрешается стереть любые два числа a и b, ни одно из которых не делится на другое, и вместо них написать их наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное. Докажите, что таких операций удастся сделать не более (n1)!. (Конкурс "Traian Lalescu", Румыния, 2012)
6. На стороне AC треугольника ABC отметили точку D. Точка E  середина отрезка BD, точки P и Q симметричны точке E относительно вершин A и C соответственно. Найдите площадь треугольника BPQ, если площадь треугольника ABC равна 7. (Qirdyk, 11.09.2001, eldyk tigizdyk)
7. В треугольнике ABC A = 110, C = 50, AH  высота, CL — биссектриса. Найдите LHB. (А. Якубов)
8. Найдите все тройки вещественных чисел x, y, z, для которых x(y2+2z2) = y(z2+2x2) = z(x2+2y2) и xyz = 8. (Чехия, 2013/14, 2 тур, категория A)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Решите в простых числах уравнение p2q+q2p+4 = r. (По мотивам Macedonia National Olympiad 2013)
2. Несколько учеников участвуют в чемпионате школы по игре «в Чапаева». Чемпионат проводится по следующей схеме. В каждом туре выбирают двух игроков. Проигравший выбывает, а победитель получает два очка, если у соперника было больше очков, одно, если столько же, и ноль, если меньше. Ничьих не бывает. По окончании турнира оказалось, что победитель набрал 10 очков. Какое наименьшее количество школьников могло участвовать в турнире? (А. Громов, Олимпиада СПбГУ, 2014)


3. На доске написано натуральное число. Каждую минуту с ним проделывают следующую операцию: если на доске написано число , то вместо него пишут число +4an (если число однозначное, то его просто умножают на 4). В какой-то момент на доске оказалось число 2015. Докажите, что перед этим все числа на доске были составными. (Окружно такмиченье из математике 31.01.2015. Треhи разред - Б категориjа)
4. На доске 1010 закрасили несколько клеток таким образом, что в любой фигуре, состоящей из трёх клеток, расположенных «уголком», есть хотя бы одна незакрашенная клетка. Докажите, что доску можно так разрезать на прямоугольники 12, чтобы в каждом прямоугольнике была незакрашенная клетка. (С. Берлов)
5. По кругу расставлено 100 шариков: 50 белых и 50 черных. Шарики каждого цвета пронумерованы числами от 1 до 50. Изначально шарики черного и белого цвета чередуются. Двое играют в игру по следующим правилам. За ход можно поменять местами два разноцветных шарика (не обязательно стоящих рядом), если эти шарики не менялись друг с другом раньше. Запрещается ставить подряд три шарика одного цвета. Игрок, не имеющий хода, проигрывает. Игроки ходят по очереди. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его соперник? (Д. Белов)
6. В каждом из 70 мешков лежит по 100 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 7 г, а в остальных — настоящие, весом по 8 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 125 монет. За какое наименьшее количество взвешиваний на этих весах можно определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014, модификация)
7. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют условиям a+c = b+d = 1. Докажите неравенство a2b+c2d  bd. (Из книги L.Panaitopol, V.Bandila, M.Lascu "Inegalitati", задача E2)
8. Дан прямоугольник ABCD. Биссектриса угла ABC пересекает сторону CD в точке K, а продолжение стороны AD в точке L. В треугольнике DKL проведена биссектриса DM. Отрезки AM и CD пересекаются в точке N. Прямая CM пересекает отрезок DL в точке P. Докажите, что DP=KN. (Gazeta Matematica)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА
1. Решите в простых числах уравнение p2q+q2p+4 = r. (По мотивам Macedonia National Olympiad 2013)
2. Несколько учеников участвуют в чемпионате школы по игре «в Чапаева». Чемпионат проводится по следующей схеме. В каждом туре выбирают двух игроков. Проигравший выбывает, а победитель получает два очка, если у соперника было больше очков, одно, если столько же, и ноль, если меньше. Ничьих не бывает. По окончании турнира оказалось, что победитель набрал 10 очков. Какое наименьшее количество школьников могло участвовать в турнире?  (А. Громов, Олимпиада СПбГУ, 2014)
3. Даны натуральные числа a, k и n. Известно, что при некотором натуральном n число an делится на k. Докажите, что ak делится на k. (The Philippines Mathematical Olympiad, 2013)
4. На доске 1010 закрасили несколько клеток таким образом, что в любой фигуре, состоящей из трёх клеток, расположенных «уголком», есть хотя бы одна незакрашенная клетка. Докажите, что доску можно так разрезать на прямоугольники 12, чтобы в каждом прямоугольнике была незакрашенная клетка. (С. Берлов)
5. По кругу расставлено 250 шариков: 125 белых и 125 черных. Шарики каждого цвета пронумерованы числами от 1 до 125. Изначально шарики черного и белого цвета чередуются. Двое играют в игру по следующим правилам. За ход можно поменять местами два соседних шарика, если они разных цветов и не менялись друг с другом раньше. Запрещается ставить подряд три шарика одного цвета. Игрок, не имеющий хода, проигрывает. Игроки ходят по очереди. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его соперник? (Д. Белов, упрощение)
6. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
7. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют условиям a+c = b+d = 1. Докажите неравенство a2b+c2d  bd. (Из книги L.Panaitopol, V.Bandila, M.Lascu "Inegalitati", задача E2)
8. Дан прямоугольник ABCD. Биссектриса угла ABC пересекает сторону CD в точке K, а продолжение стороны AD в точке L. В треугольнике DKL проведена биссектриса DM. Отрезки AM и CD пересекаются в точке N. Прямая CM пересекает отрезок DL в точке P. Докажите, что DP=KN. (Gazeta Matematica)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА
1. Решите в простых числах уравнение p2q+q2p+4 = r. (По мотивам Macedonia National Olympiad 2013)
2. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью — 1 очко, за поражение — 0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
3. Существуют ли 8 различных натуральных чисел таких, что сумма первых четырёх равна сумме остальных, а произведение первых четырёх равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009 частный случай)
4. На доске 1010 закрасили несколько клеток таким образом, что в любой фигуре, состоящей из трёх клеток, расположенных «уголком», есть хотя бы одна незакрашенная клетка. Докажите, что доску можно так разрезать на прямоугольники 12, чтобы в каждом прямоугольнике была незакрашенная клетка. (С. Берлов)
[bookmark: _GoBack]5. По кругу расставлено 100 шариков: 50 белых и 50 черных. Шарики каждого цвета пронумерованы числами от 1 до 50. Изначально шарики черного и белого цвета чередуются. Двое играют в игру по следующим правилам. За ход можно поменять местами два соседних шарика, если они разных цветов и не менялись друг с другом раньше. Запрещается ставить подряд три шарика одного цвета. Игрок, не имеющий хода, проигрывает. Игроки ходят по очереди. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его соперник? (Д. Белов, упрощение)
6. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
7. Аня написала на доске 2015 натуральных чисел, причем среднее арифметическое любых трех из них тоже написано на доске. Докажите, что все числа на доске равны. (Фольклор)
8. В прямоугольнике ABCD. биссектриса угла ABC пересекает сторону CD в точке K, а продолжение стороны AD в точке L. В треугольнике DKL проведена биссектриса DM. Найдите угол MCA. (Gazeta Matematica, упрощение)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Существуют ли 60 различных натуральных чисел таких, что сумма первых 30 равна сумме остальных, а произведение первых 30 равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009, упрощение)
2. Правила интересной игры в крестики-нолики следующие. По окружности, чередуясь, расположены 49 фишек в форме крестиков и 49 фишек в форме ноликов. За ход разрешается поменять местами крестик и нолик (не обязательно соседние), если только соответствующие фишки еще не менялись друг с другом местами. Если после хода игрока образовалось три одинаковых знака подряд, то он проиграл. Также проигрывает игрок, не имеющий хода. Петя и Вася играют в интересные крестики-нолики, Петя начинает. Кто выигрывает при правильной игре? (Д. Белов)
3. На доске 1010 закрасили несколько клеток таким образом, что в любой фигуре, состоящей из трёх клеток, расположенных «уголком», есть хотя бы одна незакрашенная клетка. Докажите, что доску можно разрезать на «доминошки» из двух клеток таким образом, чтобы в каждой доминошке была незакрашенная клетка. (С. Берлов)
4. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью  1 очко, за поражение  0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
5. Найдите такое натуральное число n, что для любого 100-значного числа k сумма цифр числа kn равна сумме цифр числа n. (С. Токарев)


6. На доске написано натуральное число. Каждую минуту с ним проделывают следующую операцию: если на доске написано число , то вместо него пишут число +4an (если число однозначное, то его просто умножают на 4). В какой-то момент на доске оказалось число 2015. Докажите, что перед этим все числа на доске были составными. (Окружно такмиченье из математике 31.01.2015. Треhи разред - Б категориjа)
7. Аня написала на доске 2015 натуральных чисел, причем если сумму любых трех из них разделить на три, то полученное число тоже окажется написанным на доске. Докажите, что все числа на доске равны. (Фольклор)
8. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА
1. Существуют ли 60 различных натуральных чисел таких, что сумма первых 30 равна сумме остальных, а произведение первых 30 равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009, упрощение)
2. В куче 2015 камней. За один ход можно взять из кучи от 1 до 10 камней, но не больше того, что соперник взял на предыдущем ходу. Кто вынужден взять последний камень, проигрывает. Кто выиграет при правильной игре? (Фольклор)
3. На доске 1010 закрасили несколько клеток таким образом, что в любой фигуре, состоящей из трёх клеток, расположенных «уголком», есть хотя бы одна незакрашенная клетка. Докажите, что доску можно разрезать на «доминошки» из двух клеток таким образом, чтобы в каждой доминошке была незакрашенная клетка. (С. Берлов)
4. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью  1 очко, за поражение  0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
5. Найдите такое натуральное число n, что для любого десятизначного числа k сумма цифр числа kn равна сумме цифр числа n. (С. Токарев)
6. Даны четырёхзначные числа БАКУ и КУБА (разным буквам соответствуют разные цифры, одинаковым  одинаковые) причём Б больше, чем К. Какое наименьшее значение может иметь разность БАКУКУБА? (С. Волчёнков)
7. Аня написала на доске 2015 натуральных чисел, причем если сумму любых трех из них разделить на три, то полученное число тоже окажется написанным на доске. Докажите, что все числа на доске равны. (Фольклор)
8. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №3. 25.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА
1. Существуют ли 6 различных натуральных чисел таких, что сумма первых трёх равна сумме остальных, а произведение первых трёх равно произведению остальных чисел? (Польша, 2009, упрощение)
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


2. В куче 2015 камней. За один ход можно взять из кучи 1 или 2 камня, но не больше того, что соперник взял на предыдущем ходу. Кто вынужден взять последний камень, проигрывает. Кто выиграет при правильной игре? (Фольклор)
3. Можно ли вырезать из фигурки справа одну клетку, после чего разрезать её по линиям сетки на две равные части? (С. Волченков)
4. В чемпионате по футболу участвовали десять команд. Каждые две команды сыграли между собой один матч. За победу в матче команде присуждалось 3 очка, за ничью  1 очко, за поражение  0 очков. В сумме все команды набрали в чемпионате 119 очков. Докажите, что была команда, сыгравшая вничью не менее 4 раз. (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2008, No 11)
5. Найдите наименьшее натуральное число N, которое при умножении на любое двузначное число даёт результат, сумма цифр которого такая же, как у N. (С. Токарев)
6. Даны четырёхзначные числа БАКУ и КУБА (разным буквам соответствуют разные цифры, одинаковым  одинаковые) причём Б больше, чем К. Какое наименьшее значение может иметь разность БАКУКУБА? (С. Волчёнков)
7. Аня написала на доске 2015 натуральных чисел, причем если сумму любых трех из них разделить на три, то полученное число тоже окажется написанным на доске. Докажите, что все числа на доске равны. (Фольклор)
8. В каждом из 60 мешков лежит по 20 монет: в одном мешке фальшивые, весом по 9 г, а в остальных  настоящие, весом по 10 г. В нашем распоряжении весы, показывающие вес груза в граммах. Класть на весы можно не более 100 монет. Как за два взвешивания на этих весах определить, в каком мешке фальшивые монеты? (Аргентина, отбор на Cono Sur, 2014)
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