XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Васе задали сложить две несократимые дроби a/b и c/d с натуральными числителями и знаменателями. Он разделил числа a и c на их наибольший общий делитель k, получив числа a1 и c1, а числа b и d на их наибольший общий делитель m, получив числа b1 и d1, потом записал дробь (a1d1+b1c1)/(bd1), сократил её и, наконец, умножил числитель на k. Вася говорит, что таким способом наверняка получит правильный ответ в несократимой записи. Прав ли он?  (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005)
2. Какое наименьшее количество полосок 1n можно разместить по клеточкам на доске 2n2n (n  3) так, чтобы нельзя было добавить ещё одну такую полоску, не перекрывающуюся с уже положенными? (XIII Brazilian Olympic Revenge, 2014)
3. Последовательность (xn) задана условиями x1 = 2014, x2 = 2015, xn+1 = xn(xn1)+2 при n  2. Докажите, что
(x12+1)(x22+1)…(x20142+1)1 = (x20151)2. (Камбоджа, 2004)
4. Точка D на стороне AC треугольника ABC такова, что AC = BD и A:C:CBD = 3:4:2. Найдите углы треугольника ABC. (Фольклор)
5. В ряд выписаны 2n натуральных чисел, среди которых не более n различных. Докажите, что можно найти несколько чисел, выписанных подряд, произведение которых — точный квадрат. (Фольклор)
6. 3m шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, m, m, m и разбросаны в 8 коробок так, что для любых двух коробок найдется номер, который есть в обеих. Найдите наименьшее значение m. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)


7. ABCD — выпуклый четырёхугольник. Известно, что AB+CD = AC и BC+DA = BD. Докажите, что ABCD — параллелограмм. (Фольклор)
8. Дано натуральное n. Докажите, что неравенство |x!xy|  n выполняется только для конечного числа пар натуральных чисел x > 1, y. (Фольклор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА
1. Васе задали сложить две несократимые дроби a/b и c/d с натуральными числителями и знаменателями. Он разделил числа a и c на их наибольший общий делитель k, получив числа a1 и c1, а числа b и d на их наибольший общий делитель m, получив числа b1 и d1, потом записал дробь (a1d1+b1c1)/(bd1), сократил её и, наконец, умножил числитель на k. Вася говорит, что таким способом наверняка получит правильный ответ в несократимой записи. Прав ли он?  (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005)
2. Клетчатая доска 1010 замощена фигурками вида и (фигурки можно поворачивать и переворачивать). Какое наибольшее количество фигурок могло быть использовано? (Белоруссия, областной тур, 2013/14)
3. Последовательность (xn) задана условиями x1 = 2014, x2 = 2015, xn+1 = xn(xn1)+2 при n  2. Докажите, что
(x12+1)(x22+1)…(x20142+1)1 = (x20151)2. (Камбоджа, 2004)
4. Точка D на стороне AC треугольника ABC такова, что AC = BD и A:C:CBD = 3:4:2. Найдите углы треугольника ABC. (Фольклор)
5. В ряд выписаны 2n натуральных чисел, среди которых не более n различных. Докажите, что можно найти несколько чисел, выписанных подряд, произведение которых — точный квадрат. (Фольклор)
6. 3m шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, m, m, m и разбросаны в 8 коробок так, что для любых двух коробок найдется номер, который есть в обеих. Найдите наименьшее значение m. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
7. Точка D лежит на стороне AB равностороннего треугольника ABC. На прямой, проходящей через D параллельно AC, нашлась точка E такая, что BE = CD, а точки C и E лежат по разные стороны от прямой AB. Докажите, что AD = ED. (А. Антропов)
8. Дано натуральное n. Докажите, что неравенство |x!xy|  n выполняется только для конечного числа пар натуральных чисел x > 1, y. (Фольклор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
СТАРШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА
1. Васе задали сложить две несократимые дроби a/b и c/d с натуральными числителями и знаменателями. Он разделил числа a и c на их наибольший общий делитель k, получив числа a1 и c1, а числа b и d на их наибольший общий делитель m, получив числа b1 и d1, потом записал дробь (a1d1+b1c1)/(bd1), сократил её и, наконец, умножил числитель на k. Вася говорит, что таким способом наверняка получит правильный ответ в несократимой записи. Прав ли он?  (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005)
[bookmark: _GoBack]2. Клетчатая доска 1010 замощена фигурками вида и (фигурки можно поворачивать и переворачивать). Какое наибольшее количество фигурок могло быть использовано? (Белоруссия, областной тур, 2013/14)
3. В мебельном салоне при покупке более чем на 50000 рублей полагается скидка. В свой день рождения салон объявил ещё об одной скидке. Воспользовавшись двумя последовательными скидками, покупатель приобрёл гарнитур, стоящий 69000 руб., всего за 60306 руб. На сколько процентов были скидки, если известно, что каждая составляла целое число процентов, меньшее 10? (Közepiskolai Matematikai Lapok, 2005, No 10)
4. Точка D на стороне AC треугольника ABC такова, что AC = BD и A:C:CBD = 3:4:2. Найдите углы треугольника ABC. (Фольклор)
5. Вдумчивый мальчик Тооомас выписал на бумагу всевозможные 20-значные числа, в записи которых каждая из цифр 3, 4, 5 и 6 стоит по 5 раз подряд. Докажите, что среди записанных на бумаге чисел можно выбрать два таких, разность которых будет делиться на 207. (Эстония, заключительный этап, 2014)
6. 3m шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, m, m, m и разбросаны в 7 коробок так, что для любых двух коробок найдется номер, который есть в обеих. Найдите наименьшее значение m. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
7. Точка D лежит на стороне AB равностороннего треугольника ABC. На прямой, проходящей через D параллельно AC, нашлась точка E такая, что BE = CD, а точки C и E лежат по разные стороны от прямой AB. Докажите, что AD = ED. (А. Антропов)
8. На бумагу записывают подряд числа от 1 до n. Затем стирают все числа, заканчивающиеся на 4 и 9, а между остальными записывают поочерёдно знаки – и +. В заключение после каждого знака – записывают открывающую скобку, а в конец всего выражения записывают соответствующее количество закрывающих скобок: 1–(2+3–(5+6–(7+8–(10+…)))). Найдите все числа n, при которых значение этого выражения равно 13. (Эстония, открытое соревнование по математике, 2005)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВЫСШАЯ ЛИГА
1. Найдите все такие пары простых чисел p и q, что значение выражения p2+5pq+4q2 является квадратом целого числа. (Czech, Slovensko, 2015, krajskeho kola kategorie A)
2. Имеется палочка единичной длины. От палочки отламывается кусок длины r, а оставшаяся часть разламывается на три кусочка, длины которых не больше r. Оказалось, что ни из каких трех из четырёх получившихся кусков нельзя сложить треугольник. При каком наименьшем r такое возможно? (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B)
3. Какое наименьшее количество полосок 1100 можно вырезать из доски 200200 так, чтобы из остатка нельзя было вырезать ещё одну такую полоску? (XIII Brazilian Olympic Revenge, 2014)
4. Тарик и Султан играют в следующую игру. Тарик загадывает число, большее 100. Султан называет натуральное число s, большее 1. Если число Тарика делится на s, то Султан выиграл. В противном случае Тарик уменьшает свое число на s. Затем Султан называет новое число и т.д.. Султан не может называть число, которое он называл ранее. Если число Тарика становится отрицательным, то он выиграл. Кто из игроков победит при правильной игре? (Saudi Arabia, TST, 2014)
5. У Маши есть шарики 47 цветов по 5 шариков каждого цвета. Она разложила их в 30 коробочек. Может ли оказаться так, что для любой пары коробочек найдется такой цвет, что в каждой из коробочек пары есть шарик этого цвета? (По мотивам: Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. В ряд выписаны 2n натуральных чисел, среди которых не более n различных. Докажите, что можно найти несколько чисел, выписанных подряд, произведение которых — точный квадрат. (Фольклор)
7. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют условиям a2+b2+c2+d2 = 4 и ab+cd = 1. Докажите, что какие-то два из них отличаются не менее чем на 1, а какие-то два из них отличаются не более чем на 1. (Czech, Slovensko, 2012, skolskeho kola kategorie A)
8. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL, LM — медиана треугольника ALB, а LH — высота треугольника BLC. Известно, что 3CAB = 180+ACB. Докажите, что ML+BL/2  AH. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ПЕРВАЯ ЛИГА
1. Решите в натуральных числах уравнение m!+n! = 5k. (Как обычно, n! обозначает произведение всех натуральных чисел, не превосходящих n. Например, 6! = 123456.) (Државно такмиченье из математике 15.3.2014. Други разред - Б категориjа.)
2. Имеется палочка единичной длины. От палочки отламывается кусок длины r, а оставшаяся часть разламывается на три кусочка, длины которых не больше r. Оказалось, что ни из каких трех из четырёх получившихся кусков нельзя сложить треугольник. При каком наименьшем r такое возможно? (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B)
3. Какое наименьшее количество прямоугольников 150 можно вырезать по клеточкам из доски 100100 таким образом, чтобы из остатка нельзя было бы вырезать по клеточкам прямоугольник 151? (Упрощение задачи из 8 класса)
4. Тарик и Султан играют в следующую игру. Тарик загадывает число, большее 100. Султан называет натуральное число s, большее 1. Если число Тарика делится на s, то Султан выиграл. В противном случае Тарик уменьшает свое число на s. Затем Султан называет новое число и т.д.. Султан не может называть число, которое он называл ранее. Если число Тарика становится отрицательным, то он выиграл. Кто из игроков победит при правильной игре? (Saudi Arabia, TST, 2014)
5. У Маши есть шарики 47 цветов по 5 шариков каждого цвета. Она разложила их в 30 коробочек. Может ли оказаться так, что для любой пары коробочек найдется такой цвет, что в каждой из коробочек пары есть шарик этого цвета? (По мотивам: Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. В ряд выписаны 100 букв, среди которых не более шести различных. Докажите, что можно найти несколько букв, выписанных подряд, среди которых каждая буква встречается чётное число раз. (Фольклор)
7. Вещественные числа a, b, c и d удовлетворяют условиям a2+b2+c2+d2 = 4 и ab+cd = 1. Докажите, что какие-то два из них отличаются не менее чем на 1, а какие-то два из них отличаются не более чем на 1. (Czech, Slovensko, 2012, skolskeho kola kategorie A)
8. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL, LM — медиана треугольника ALB, а LH — высота треугольника BLC. Известно, что 3CAB = 180+ACB. Докажите, что ML+BL/2  AH. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
МЛАДШАЯ ГРУППА, ВТОРАЯ ЛИГА
1. Решите в натуральных числах уравнение m!+n! = 5k. (Как обычно, n! обозначает произведение всех натуральных чисел, не превосходящих n. Например, 6! = 123456.) (Државно такмиченье из математике 15.3.2014. Други разред - Б категориjа.)
6. Имеется палочка единичной длины. От палочки отламывается кусок длины r, а оставшаяся часть разламывается на три кусочка, длины которых не больше r. Оказалось, что ни из каких трех из четырёх получившихся кусков нельзя сложить треугольник. При каком наименьшем r такое возможно? (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B)
3. Из квадрата 100100 по клеточкам вырезали 101 прямоугольник 150. Всегда ли из оставшейся части можно вырезать ещё хотя бы один? (Упрощение задачи из 8 класса)
4. Петя и Вася играют в игру на доске 99. Они по очереди ставят фишки на свободные клетки этой доски. Первую фишку Петя ставит куда угодно, а каждая из остальных фишек должна быть соседней по стороне ровно с одной из уже поставленных фишек. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
5. 96 шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, 32, 32, 32 и разбросаны в 14 коробок таким образом, что в каждой коробочке шарики с разными номерами. Докажите, что можно выбрать две коробки таким образом, чтобы на всех шариках в этих коробках были бы написаны разные номера. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. По кругу расставлено 11 натуральных чисел. Может ли случиться так, что каждое из этих чисел, кроме самого большого, равно разности своих соседей? (С. Берлов)
7. К произведению цифр двузначного натурального числа прибавили его сумму цифр и получили само это число. Найдите все такие числа. (По мотивам KoMaL-2015)
8. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL. LH — высота треугольника BLC. Известно, что 3CAB = 180+ACB. Докажите, что AB  LH. (А. Пастор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ВЫСШАЯ ЛИГА
1. К произведению цифр натурального числа прибавили его сумму цифр и получили само это число. Найдите все такие числа. (По мотивам KoMaL-2015)
2. По кругу расставлено 11 натуральных чисел. Может ли случиться так, что каждое из этих чисел, кроме самого большого, равно разности своих соседей? (С. Берлов)
3. Петя и Вася играют в игру на шахматной доске 88. Они по очереди ставят фишки на свободные клетки этой доски. Первую фишку Петя ставит куда угодно, а каждая из остальных фишек должна быть соседней по стороне ровно с одной из уже поставленных фишек. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
4. Рассмотрим все 80-значные натуральные числа, в записи которых все цифры от 0 до 7 встречаются по 10 раз, а никакие две цифры одной чётности не стоят рядом. Докажите, что сумма любых двух таких чисел  составное число. (С. Берлов)
5. 96 шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, 32, 32, 32 и разбросаны в 14 коробок таким образом, что в каждой коробочке шарики с разными номерами. Докажите, что можно выбрать две коробки таким образом, чтобы на всех шариках в этих коробках были бы написаны разные номера. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. Имеется палочка единичной длины. От палочки отламывается кусок длины r, а оставшаяся часть разламывается на три кусочка, длины которых не больше r. Оказалось, что ни из каких трех из четырёх получившихся кусков нельзя сложить треугольник. При каком наименьшем r такое возможно? (Из трёх палочек можно составить треугольник тогда и только тогда, когда сумма длин любых двух из этих палочек больше длины третьей.) (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B)
7. Из квадрата 100100 по клеточкам вырезали 101 прямоугольник 150. Всегда ли из оставшейся части можно вырезать ещё хотя бы один? (Упрощение задачи из 8 класса)
8. В ряд выписаны 210 букв, среди которых не более десяти различных. Докажите, что можно найти несколько букв, выписанных подряд, среди которых каждая буква встречается чётное число раз. (Фольклор)


XLV УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 20-26.02.2015
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ №2. 23.02.2015
ГРУППА «СТАРТ», ПЕРВАЯ ЛИГА
1. К произведению цифр двузначного натурального числа прибавили его сумму цифр и получили само это число. Найдите все такие числа. (По мотивам KoMaL-2015)
2. По кругу расставлено 11 натуральных чисел. Может ли случиться так, что каждое из этих чисел, кроме самого большого, равно разности своих соседей? (С. Берлов)
3. Петя и Вася играют в игру на шахматной доске 88. Они по очереди ставят фишки на свободные клетки этой доски. Первую фишку Петя ставит куда угодно, а каждая из остальных фишек должна быть соседней по стороне ровно с одной из уже поставленных фишек. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
4. Рассмотрим все 80-значные числа, в записи которых все цифры от 0 до 7 встречаются по 10 раз, а никакие две цифры одной чётности не стоят рядом. Докажите, что сумма любых двух таких чисел  составное число. (С. Берлов)
5. 96 шариков пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, 32, 32, 32 и разбросаны в 14 коробок таким образом, что в каждой коробочке шарики с разными номерами. Докажите, что можно выбрать две коробки таким образом, чтобы на всех шариках в этих коробках были бы написаны разные номера. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. Имеется палочка единичной длины. От палочки отламывается кусок длины r, а оставшаяся часть разламывается на три кусочка, длины которых не больше r. Оказалось, что ни из каких трех из четырёх получившихся кусков нельзя сложить треугольник. При каком наименьшем r такое возможно? (Из трёх палочек можно составить треугольник тогда и только тогда, когда сумма длин любых двух из этих палочек больше длины третьей.) (Czech, Slovensko, 2014, domaceho kola kategorie B)
7. Какое наименьшее количество прямоугольников 150 можно вырезать по клеточкам из доски 100100 таким образом, чтобы из остатка нельзя было бы вырезать по клеточкам прямоугольник 151? (Упрощение задачи из 8 класса)
8. В ряд выписаны 100 букв, среди которых не более шести различных. Докажите, что можно найти несколько букв, выписанных подряд, среди которых каждая буква встречается чётное число раз. (Фольклор)
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ГРУППА «СТАРТ», ВТОРАЯ ЛИГА
1. К произведению цифр двузначного натурального числа прибавили его сумму цифр и получили само это число. Найдите все такие числа. (По мотивам KoMaL-2015)
2. По кругу расставлено 11 натуральных чисел. Может ли случиться так, что каждое из этих чисел, кроме самого большого, равно разности своих соседей? (С. Берлов)
3. Петя и Вася играют в игру на шахматной доске 99. Они по очереди ставят фишки на свободные клетки этой доски. Первую фишку Петя ставит куда угодно, а каждая из остальных фишек должна быть соседней по стороне ровно с одной из уже поставленных фишек. Проигрывает не имеющий хода. Кто выиграет при правильной игре? (С. Берлов)
4. Рассмотрим все 60-значные числа, в записи которых все цифры от 0 до 5 встречаются по 10 раз. Докажите, что ни одно из таких чисел не делится на другое. (По мотивам Canada-2011)
5. 33 шарика пронумерованы 1, 1, 1, 2, 2, 2, …, 11, 11, 11 и разбросаны в 9 коробок таким образом, что в каждой коробочке шарики разных цветов. Докажите, что можно выбрать две коробки таким образом, чтобы на всех шариках в этих коробках были бы написаны разные номера. (Tursko, odbor na juniorsko Balkansko, 2014)
6. Имеется 4 отрезка. Самый короткий имеет длину 1, следующий – длину 1,5. Известно, что ни из каких трёх нельзя составить треугольник. Какая наименьшая возможная сумма длин двух самых длинных отрезков? (Из трёх отрезков можно составить треугольник тогда и только тогда, когда сумма длин любых двух из этих отрезков больше длины третьего.) (Жюри)
7. Какое наименьшее количество прямоугольников 150 можно вырезать по клеточкам из доски 100100 таким образом, чтобы из остатка нельзя было бы вырезать по клеточкам прямоугольник 151? (Упрощение задачи из 8 класса)
8. Клетчатая доска 1010 замощена фигурками вида и (фигурки можно поворачивать и переворачивать). Какое наибольшее количество фигурок могло быть использовано? (Белоруссия, областной тур, 2013/14)
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