
LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �2. 27.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÛÑØÀß ËÈÃÀ

1. Â êàæäîé êëåòî÷êå òàáëèöû 10× 10 íàðèñîâàíà ñòðåëêà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,
âíèç, âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n èç ëþáîé òàêîé òàáëèöû ìîæíî
âû÷åðêíóòü íå áîëåå n ñòðåëîê òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñòðåëîê íèêàêèå äâå
íå áûëè íàïðàâëåíû äðóã íà äðóãà? Ñòðåëêè ñ÷èòàþòñÿ íàïðàâëåííûìè äðóã íà
äðóãà, äàæå åñëè ìåæäó íèìè åñòü äðóãèå ñòðåëêè.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî 3n2 + 3n + 1 � òî÷íûé êâàäðàò. Äîêàæèòå,
÷òî
√
3n2 + 3n+ 1 � ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB > AC, òî÷êà D íà ñòîðîíå AB òàêîâà,
÷òî CD = BD. Òî÷êà M � ñåðåäèíà AC, òî÷êè F íà ñòîðîíå AC è E íà ëó÷å BM
òàêîâû, ÷òî òî÷êè D, E è F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà BC.
Äîêàæèòå, ÷òî CE = CF .

4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB+AC > 3BC. Âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà
îòìå÷åíû òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî ∠ABP = ∠PBQ = ∠QBC è ∠ACQ = ∠QCP =
= ∠PCB. Äîêàæèòå, ÷òî AP +AQ > 2BC.

5. Ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òàêîâî, ÷òî åñëè p, q ∈ A, òî
p/q ∈ A. Êðîìå òîãî, åñëè 100 6 p 6 101, òî p ∈ A. Äîêàæèòå, ÷òî A ñîäåðæèò âñå
ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

6. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò N ãîñòåé è N õîçÿåâ (N > 4). Äâà ãîñòÿ ðàçãîâàðè-
âàþò äðóã ñ äðóãîì, åñëè ìåæäó íèìè ñèäèò íå áîëåå îäíîãî ÷åëîâåêà, èëè åñëè
ìåæäó íèìè ñèäÿò ðîâíî äâà ÷åëîâåêà, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí õîçÿ-
èí. Äîêàæèòå, ÷òî, êàê áû ýòè 2N ÷åëîâåê íè ðàñïîëàãàëèñü çà ñòîëîì, íå ìåíåå
N ïàð ãîñòåé áóäóò ðàçãîâàðèâàòü äðóã ñ äðóãîì.

7. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû îäíîñòîðîííèìè äîðîãàìè; ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîé äîðîãè. Ïðàâèòåëüñòâî ñòðàíû õî÷åò
ïðîâåñòè ðåôîðìó, ïîìåíÿâ íàïðàâëåíèÿ íà íåêîòîðûõ äîðîãàõ, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü äâà ñâîéñòâà:
1. íåëüçÿ âûåõàòü èç ãîðîäà, è, ïðîåõàâ ïî êàêèì-òî äîðîãàì, âåðíóòüñÿ â íåãî;
2. ñàìûé äëèííûé ïðîñòîé ïóòü ïî äîðîãàì ïîñëå ðåôîðìû íå äëèííåå, ÷åì ñàìûé
äëèííûé ïðîñòîé ïóòü äî ðåôîðìû.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèòåëüñòâà ñìîæåò ýòî ñäåëàòü. Ïðîñòîé ïóòü � ýòî òàêîé ïóòü,
êîòîðûé ÷åðåç êàæäûé ãîðîä ïðîõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x, y, z > 1, òî

x|y − z|+ y|z − x|+ z|x− y|+ 4(x+ y + z) + 3xyz > 4(xy + yz + zx).



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �2. 27.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÏÅÐÂÀß ËÈÃÀ

1. Â êàæäîé êëåòî÷êå òàáëèöû 10× 10 íàðèñîâàíà ñòðåëêà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,
âíèç, âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n èç ëþáîé òàêîé òàáëèöû ìîæíî
âû÷åðêíóòü íå áîëåå n ñòðåëîê òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñòðåëîê íèêàêèå äâå
íå áûëè íàïðàâëåíû äðóã íà äðóãà? Ñòðåëêè ñ÷èòàþòñÿ íàïðàâëåííûìè äðóã íà
äðóãà, äàæå åñëè ìåæäó íèìè åñòü äðóãèå ñòðåëêè.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî 3n2 + 3n + 1 � òî÷íûé êâàäðàò. Äîêàæèòå,
÷òî
√
3n2 + 3n+ 1 � ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB > AC, òî÷êà D íà ñòîðîíå AB òàêîâà,
÷òî CD = BD. Òî÷êà M � ñåðåäèíà AC, òî÷êè F íà ñòîðîíå AC è E íà ëó÷å BM
òàêîâû, ÷òî òî÷êè D, E è F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà BC.
Äîêàæèòå, ÷òî CE = CF .

4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB+AC > 3BC. Âíóòðè ýòîãî òðåóãîëüíèêà
îòìå÷åíû òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî ∠ABP = ∠PBQ = ∠QBC è ∠ACQ = ∠QCP =
= ∠PCB. Äîêàæèòå, ÷òî AP +AQ > 2BC.

5. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2021. Ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü åãî íà ëþáîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî îò 1/2 äî 2. Âàñÿ çàäóìàë ðàöèîíàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ îïåðàöèé Âàñÿ ñìîæåò ïîëó÷èòü çàäóìàííîå
èì ÷èñëî.

6. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò N ãîñòåé è N õîçÿåâ (N > 4). Äâà ãîñòÿ ðàçãîâàðè-
âàþò äðóã ñ äðóãîì, åñëè ìåæäó íèìè ñèäèò íå áîëåå îäíîãî ÷åëîâåêà, èëè åñëè
ìåæäó íèìè ñèäÿò ðîâíî äâà ÷åëîâåêà, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí õîçÿ-
èí. Äîêàæèòå, ÷òî, êàê áû ýòè 2N ÷åëîâåê íè ðàñïîëàãàëèñü çà ñòîëîì, íå ìåíåå
N ïàð ãîñòåé áóäóò ðàçãîâàðèâàòü äðóã ñ äðóãîì.

7. n > 2 ó÷åíèêîâ ðåøàëè 2n−1 çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ çàäà÷
åñòü ó÷åíèê, êîòîðûé ðåøèë îáå ýòè çàäà÷è, è ó÷åíèê, êîòîðûé ðåøèë ðîâíî îäíó
èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøèëè âñå.

8. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òðè òàêèõ ÷èñëà a, b è c, ÷òî ab > c,
bc > a è ca > b?



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �2. 27.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÒÎÐÀß ËÈÃÀ

1. Â êàæäîé êëåòî÷êå òàáëèöû 10× 10 íàðèñîâàíà ñòðåëêà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,
âíèç, âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n èç ëþáîé òàêîé òàáëèöû ìîæíî
âû÷åðêíóòü íå áîëåå n ñòðåëîê òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñòðåëîê íèêàêèå äâå
íå áûëè íàïðàâëåíû äðóã íà äðóãà? Ñòðåëêè ñ÷èòàþòñÿ íàïðàâëåííûìè äðóã íà
äðóãà, äàæå åñëè ìåæäó íèìè åñòü äðóãèå ñòðåëêè.

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

2021− a

a
· 2021− b

b
= 2.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì AB > AC, òî÷êà D íà ñòîðîíå AB òàêîâà,
÷òî CD = BD. Òî÷êà M � ñåðåäèíà AC, òî÷êè F íà ñòîðîíå AC è E íà ëó÷å BM
òàêîâû, ÷òî òî÷êè D, E è F ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà BC.
Äîêàæèòå, ÷òî CE = CF .

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ∠A òóïîé è AB = AC. Òî÷êà M òàêîâà, ÷òî C �
ñåðåäèíà AM . Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB
â òî÷êå P . Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå PM è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî
APM � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

5. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2021. Ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü åãî íà ëþáîå ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî îò 1/2 äî 2. Âàñÿ çàäóìàë ðàöèîíàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ îïåðàöèé Âàñÿ ñìîæåò ïîëó÷èòü çàäóìàííîå
èì ÷èñëî.

6. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò N ãîñòåé è N õîçÿåâ (N > 4). Äâà ãîñòÿ ðàçãîâàðè-
âàþò äðóã ñ äðóãîì, åñëè ìåæäó íèìè ñèäèò íå áîëåå îäíîãî ÷åëîâåêà, èëè åñëè
ìåæäó íèìè ñèäÿò ðîâíî äâà ÷åëîâåêà, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí õîçÿ-
èí. Äîêàæèòå, ÷òî, êàê áû ýòè 2N ÷åëîâåê íè ðàñïîëàãàëèñü çà ñòîëîì, íå ìåíåå
N ïàð ãîñòåé áóäóò ðàçãîâàðèâàòü äðóã ñ äðóãîì.

7. n > 2 ó÷åíèêîâ ðåøàëè 2n−1 çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ çàäà÷
åñòü ó÷åíèê, êîòîðûé ðåøèë îáå ýòè çàäà÷è, è ó÷åíèê, êîòîðûé ðåøèë ðîâíî îäíó
èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøèëè âñå.

8. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òðè òàêèõ ÷èñëà a, b è c, ÷òî ab > c,
bc > a è ca > b?



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �2. 27.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÒÐÅÒÜß ËÈÃÀ

1. Â êàæäîé êëåòî÷êå òàáëèöû 10× 10 íàðèñîâàíà ñòðåëêà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ,
âíèç, âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n èç ëþáîé òàêîé òàáëèöû ìîæíî
âû÷åðêíóòü íå áîëåå n ñòðåëîê òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñòðåëîê íèêàêèå äâå
íå áûëè íàïðàâëåíû äðóã íà äðóãà? Ñòðåëêè ñ÷èòàþòñÿ íàïðàâëåííûìè äðóã íà
äðóãà, äàæå åñëè ìåæäó íèìè åñòü äðóãèå ñòðåëêè.

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

2021− a

a
· 2021− b

b
= 2.

3. Ïðî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD èçâåñòíî, ÷òî AD = AB+CD. Áèññåêòðèñû óãëîâ
BAD è ADC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî BP = CP .

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë ∠A òóïîé è AB = AC. Òî÷êà M òàêîâà, ÷òî C �
ñåðåäèíà AM . Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AB
â òî÷êå P . Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå PM è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî
APM � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

5. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1. Âàñÿ è Ïåòÿ ïî î÷åðåäè (íà÷èíàåò Âàñÿ) ìîãóò
óìíîæàòü èëè äåëèòü ýòî ÷èñëî íà 2, 3 èëè 5. Îíè çàðàíåå äîãîâîðèëèñü, ÷òî òîò,
êòî ïîëó÷èò íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 95 äî 105, áóäåò íàãðàæä¼í êîíôåòîé. Â èòîãå
÷èñëî èç òðåáóåìîãî äèàïàçîíà ïîëó÷èëîñü. Êòî ìîã ïîëó÷èòü êîíôåòó?

6. Â ãîñóäàðñòâå n ãîðîäîâ è k äîðîã, êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû íå áîëåå
÷åì îäíîé äîðîãîé. Äîñòèãàòåëü è Ñòèðàòåëü èãðàþò â èãðó. Ñíà÷àëà Ñòèðàòåëü
ïîìåùàåò â îäèí ãîðîä àâòîìîáèëü, à â äðóãîé ãîðîä � ïðèç. Õîä Äîñòèãàòåëÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí åäåò íà àâòîìîáèëå ïî äîðîãå â êàêîé-òî ãîðîä; õîä Ñòèðàòåëÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí óíè÷òîæàåò îäíó äîðîãó. Ñíà÷àëà õîäèò Äîñòèãàòåëü, ïîòîì
Ñòèðàòåëü, ïîòîì ñíîâà Äîñòèãàòåëü è ò.ä. Öåëü Äîñòèãàòåëÿ � ïîïàñòü â ãîðîä ñ
ïðèçîì, à Ñòèðàòåëü õî÷åò åìó ïîìåøàòü. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k Äîñòèãàòåëü
âñåãäà ìîæåò âûèãðàòü?

7. Êëåòêè òàáëèöû 11× 1024 (11 ñòðî÷åê, 1024 ñòîëáöà) ïîêðàøåíû â äâà öâåòà:
êðàñíûé è ñèíèé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòîëáöîâ åñòü ñòðî÷êà, êîòîðàÿ
ïåðåñåêàåò èõ ïî äâóì ñèíèì êëåòêàì, à òàêæå åñòü ñòðî÷êà, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò
èõ ïî ñèíåé è êðàñíîé êëåòêå. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ñòîëáåö, â êîòîðîì âñå êëåòêè
ñèíèå.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñ-
õîäÿùèõ 50, îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òðè òàêèõ ÷èñëà a, b è c, ÷òî ab > c, bc > a è
ca > b.


