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Ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû 8 êëàññà

1. Â òóðíèðå ïî áàäìèíòîíó ó÷àñòâîâàëî 16 ñïîðòñìåíîâ. Êàæäûå äâîå ñûãðàëè íå áîëåå îäíîé èãðû, ïðè

ýòîì íè÷üèõ íå áûëî. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî âñå èãðîêè îäåðæàëè ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî

ïîáåä. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè ïîòåðïåëè ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ïîðàæåíèé.

Ðåøåíèå. Íà òóðíèðå ìîæíî îäåðæàòü îò 0 äî 15 ïîáåä. Òàê êàê ýòî ðîâíî 16 âàðèàíòîâ, òî êàæäûé èç
ýòèõ âàðèàíòîâ âñòðåòèëñÿ ó îäíîãî èç ñïîðòñìåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî ñûãðàíî 0+1+2+. . .+15 = 15·14/2
èãð, à ýòî âñå âîçìîæíûå èãðû, êîòîðûå ìîãëè áûòü ñûãðàíû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ó÷àñòíèê ñûãðàë 15
èãð, ó âñåõ ó÷àñòíèêîâ ðàçíîå ÷èñëî ïîáåä, ïîýòîìó è ðàçíîå ÷èñëî ïîðàæåíèé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, ÷òî íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a2 + 1 è b2 + 1 ðàâåí a+ b.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ÍÎÄ(x, y) = ÍÎÄ(x− y, y), ïîëó÷àåì

ÍÎÄ(a2 + 1, b2 + 1) = ÍÎÄ((a2 + 1)− (b2 + 1), b2 + 1) = ÍÎÄ((a− b)(a+ b), b2 + 1).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü b2 + 1 = a+ b, òî åñòü âçÿòü a = b2 − b+ 1.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòìå÷åíà ñåðåäèíà M ñòîðîíû BC. Òî÷êà D íà ñòîðîíå AC òàêîâà, ÷òî DM ⊥
BC. Îòðåçêè AM è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Îêàçàëîñü, ÷òî 2BX = AC. Äîêàæèòå, ÷òî X �

ñåðåäèíà îòðåçêà AM .

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � ñåðåäèíà AC. Òîãäà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå BDC íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ BD
è CD èìåþòñÿ òàêèå òî÷êè X è S, ÷òî BX = CS. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî SX ‖ BC. Òåì ñàìûì â òðåóãîëüíèêå
CAM ïðÿìàÿ SX ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû AC è ïàðàëëåëüíà CM , òî åñòü ïðÿìàÿ SX ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà CAM , îòêóäà AX = XM .

4. Â êîðçèíàõ K1, . . . , Kn ëåæàò øàðû öâåòîâ C1, . . . , Cn. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî öâåòà ìîæíî

ðàçäåëèòü êîðçèíû íà äâå êó÷è òàê, ÷òî â êó÷àõ ïîðîâíó øàðîâ ýòîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ

òàêîå ÷èñëî m, ÷òî â êîðçèíå Km íå áîëåå ïîëîâèíû øàðîâ èìåþò öâåò Cm.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà j êîëè÷åñòâî øàðîâ öâåòà j â êîðîáêå ñ íîìåðîì
j íå áîëüøå, ÷åì ïîëîâèíà âñåõ øàðîâ öâåòà j. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç aj êîëè÷åñòâî øàðîâ
öâåòà j â êîðîáêå ñ íîìåðîì j, òî a1 + a2 + · · ·+ an 6 1

2N , ãäå N � êîëè÷åñòâî âñåõ øàðîâ.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ âñåõ j â êîðçèíå Kj áîëåå ïîëîâèíû øàðîâ èìåþò öâåò Cj (òî åñòü aj

áîëüøå ïîëîâèíû ÷èñëà øàðîâ â êîðîáêå Kj), òî áóäåò âûïîëíåãî a1 + a2 + · · ·+ an > 1
2N � ïðîòèâîðå÷èå ñ

ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå íåðàâåíñòâîì.
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


