
LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �3. 29.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÛÑØÀß ËÈÃÀ

1. ×èñëî èç îäíèõ äåâÿòîê äåëèòñÿ íà 579. Äîêàæèòå, ÷òî â çàïèñè ÷àñòíîãî íå
íàéä¼òñÿ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ öèôð, îáðàçóþùèõ ÷èñëî, êðàòíîå 19.

2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD óãëû A è C � òóïûå. Íà ñòîðîíàõ AB,
BC, CD è DA îòìå÷åíû òî÷êè K, L, M è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðè-
ìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN áîëüøå óäâîåííîé äëèíû äèàãîíàëè AC.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
k 6 2n− 1 ìîæíî óêàçàòü òàêèå n ÷èñåë, ñðåäè ñóìì êîòîðûõ (ïî îäíîìó, äâà, . . . ,
n ÷èñåë) ðîâíî k ïîëîæèòåëüíûõ.

4. Íà áîêîâîé ñòîðîíå CD òðàïåöèè ABCD íàøëàñü òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî
BM = BC. Ïóñòü ïðÿìûå BM è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ïðÿìûå DK è
BC � â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû BML è DAM ðàâíû.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå k > 1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå t, îáëàäàþùåå ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè âûáðàíû t ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî
ðàñêðàñèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà â k öâåòîâ òàê, ÷òîáû íèêàêîå èç âûáðàííûõ
÷èñåë íå áûëî ñóììîé äâóõ ðàçíûõ ÷èñåë îäíîãî öâåòà.

6. Äàíà òàáëèöà (n − 1) × (n − 1) êëåòîê. Â íåêîòîðûõ èç n2 âåðøèí êëåòîê
ñòîÿò õîðîøåíüêèå ñòðàæíèöû. Êàæäàÿ ñòðàæíèöà íàáëþäàåò âñå âåðøèíû â äâóõ
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ (â îäíó ñòîðîíó ïî ãîðèçîíòàëè è â îäíó ñòîðîíó
ïî âåðòèêàëè), â òîì ÷èñëå ñâîþ. (Ñòðàæíèöà ìîæåò ñòîÿòü â âåðøèíå íà ñòîðîíå
è ñìîòðåòü âäàëü.) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü 4n−4 ñòðàæíèöû òàê, ÷òîáû
êàæäóþ âåðøèíó êëåòêè íàáëþäàëî íå áîëåå äâóõ ñòðàæíèö.

7. Äèìà âûïèñàë íà äîñêó 1000 ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N . Îí çàìåòèë, ÷òî íè
îäíî âûïèñàííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà äðóãîå, íî åñëè âûïèñàòü íà äîñêó åù¼ õîòÿ
áû îäíî ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå N , òî ýòî ñâîéñòâî íàðóøèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
ñðåäè ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N , íå áîëåå 1000 ïðîñòûõ.

8. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî ab+bc+ca = 1. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå
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LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �3. 29.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÏÅÐÂÀß ËÈÃÀ

1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
n5 + 79 âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî åäèíèöû.

2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD óãëû A è C � òóïûå. Íà ñòîðîíàõ AB,
BC, CD è DA îòìå÷åíû òî÷êè K, L, M è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðè-
ìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KLMN áîëüøå óäâîåííîé äëèíû äèàãîíàëè AC.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
k 6 2n− 1 ìîæíî óêàçàòü òàêèå n ÷èñåë, ñðåäè ñóìì êîòîðûõ (ïî îäíîìó, äâà, . . . ,
n ÷èñåë) ðîâíî k ïîëîæèòåëüíûõ.

4. Íà áîêîâîé ñòîðîíå CD òðàïåöèè ABCD íàøëàñü òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî
BM = BC. Ïóñòü ïðÿìûå BM è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ïðÿìûå DK è
BC � â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî óãëû BML è DAM ðàâíû.

5. Â êëàññå áîëüøå øåñòè ó÷åíèêîâ. Â êàæäûé êðóæîê õîäèò 6 ÷åëîâåê. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ó÷åíèêà õîäÿò â òî÷íîñòè íà îäèí îáùèé êðóæîê. Äîêàæèòå,
÷òî â êëàññå õîòÿ áû 31 ó÷åíèê.

6. Äàíà òàáëèöà (n − 1) × (n − 1) êëåòîê. Â íåêîòîðûõ èç n2 âåðøèí êëåòîê
ñòîÿò õîðîøåíüêèå ñòðàæíèöû. Êàæäàÿ ñòðàæíèöà íàáëþäàåò âñå âåðøèíû â äâóõ
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ (â îäíó ñòîðîíó ïî ãîðèçîíòàëè è â îäíó ñòîðîíó
ïî âåðòèêàëè), â òîì ÷èñëå ñâîþ. (Ñòðàæíèöà ìîæåò ñòîÿòü â âåðøèíå íà ñòîðîíå
è ñìîòðåòü âäàëü.) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü 4n−4 ñòðàæíèöû òàê, ÷òîáû
êàæäóþ âåðøèíó êëåòêè íàáëþäàëî íå áîëåå äâóõ ñòðàæíèö.

7. Äèìà âûïèñàë íà äîñêó íåñêîëüêî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N . Îí çàìåòèë, ÷òî
íè îäíî âûïèñàííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà äðóãîå, íî åñëè âûïèñàòü íà äîñêó åù¼
õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå N , òî ýòî ñâîéñòâî íàðóøèòñÿ. Äîêàæèòå,
÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

8. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî ab+bc+ca = 1. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå
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LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �3. 29.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÒÎÐÀß ËÈÃÀ

1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
n5 + 79 âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî åäèíèöû.

2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD óãëû B è C ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
|AB − CD| < AD.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
k 6 2n− 1 ìîæíî óêàçàòü òàêèå n ÷èñåë, ñðåäè ñóìì êîòîðûõ (ïî îäíîìó, äâà, . . . ,
n ÷èñåë) ðîâíî k ïîëîæèòåëüíûõ.

4. Ïðî ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = AC) èçâåñòíî, ÷òî ∠ABC = 36◦.
Äëèíà áèññåêòðèñû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû B, ðàâíà 10. Íàéäèòå äëèíó âûñîòû,
ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû A.

5. Â êëàññå áîëüøå øåñòè ó÷åíèêîâ. Â êàæäûé êðóæîê õîäèò 6 ÷åëîâåê. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ó÷åíèêà õîäÿò â òî÷íîñòè íà îäèí îáùèé êðóæîê. Äîêàæèòå,
÷òî â êëàññå õîòÿ áû 31 ó÷åíèê.

6. Äàíà òàáëèöà 9 × 9 êëåòîê. Â íåêîòîðûõ èç 100 âåðøèí êëåòîê ñòîÿò õîðî-
øåíüêèå ñòðàæíèöû. Êàæäàÿ ñòðàæíèöà íàáëþäàåò âñå âåðøèíû â äâóõ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ (â îäíó ñòîðîíó ïî ãîðèçîíòàëè è â îäíó ñòîðîíó ïî
âåðòèêàëè), â òîì ÷èñëå ñâîþ. (Ñòðàæíèöà ìîæåò ñòîÿòü â âåðøèíå íà ñòîðîíå è
ñìîòðåòü âäàëü. Ñòðàæíèöà íàáëþäàåò ÷åðåç äðóãèõ ñòðàæíèö.) Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî ðàññòàâèòü 36 ñòðàæíèö òàê, ÷òîáû êàæäóþ âåðøèíó êëåòêè íàáëþäàëî íå
áîëåå äâóõ ñòðàæíèö.

7. Äèìà âûïèñàë íà äîñêó íåñêîëüêî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N . Îí çàìåòèë, ÷òî
íè îäíî âûïèñàííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà äðóãîå, íî åñëè âûïèñàòü íà äîñêó åù¼
õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå N , òî ýòî ñâîéñòâî íàðóøèòñÿ. Äîêàæèòå,
÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

8. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî ab+bc+ca = 1. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå
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LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �3. 29.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÒÐÅÒÜß ËÈÃÀ

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî íàéäóòñÿ òàêèå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà n > k > 1, ÷òî

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

= m · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k åäèíèö

.

2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD óãëû B è C ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
|AB − CD| < AD.

3. Ó ïðîäàâöà íà ðûíêå åñòü 11 ãèðåê ðàçëè÷íîé ìàññû. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà
èç íåñêîëüêèõ (õîòÿ áû îäíîé) ñâîèõ ãèðåê ïðîäàâåö ïîñ÷èòàë ñóììàðíóþ ìàññó
ýòîãî íàáîðà. Êîãäà îí âûïèñàë âñå ýòè ÷èñëà, ñðåäè íèõ îêàçàëàñü ðîâíî îäíà
ïàðà ðàâíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãèðè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû
ñóììû ìàññ ãèðü â ãðóïïàõ áûëè ðàâíû.

4. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó B ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC
(AB = AC) îòìå÷åíà òî÷êà P òàê, ÷òî AB = BP . Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC
çà òî÷êó C îòìå÷åíà òî÷êà Q òàê, ÷òî BC = CQ. Ïðÿìàÿ PC ïåðåñåêàåò îòðåçîê
AQ â òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî CN = NQ.

5. Äîðîòè çàäóìàëà íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 3 äî 25 âêëþ÷èòåëüíî. Àíÿ íàçâàëà
÷¼òíîå ÷èñëî n < 13 è ñïðîñèëà, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî Äîðîòè òî÷íûì êâàäðàòîì,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ïðîñòûì ÷èñëîì è äåëèòñÿ ëè îíî íà n? Äîðîòè íå îòâåòèëà íà
âîïðîñû Àíè, íî ñêàçàëà, ÷òî åñëè îíà íà íèõ îòâåòèò, òî Àíÿ òî÷íî óçíàåò ÷èñëî,
êîòîðîå çàãàäàëà Äîðîòè. Êàêîå ÷èñëî ìîãëà çàãàäàòü Äîðîòè?

6. Äàíà òàáëèöà 9 × 9 êëåòîê. Â íåêîòîðûõ èç 100 âåðøèí êëåòîê ñòîÿò õîðî-
øåíüêèå ñòðàæíèöû. Êàæäàÿ ñòðàæíèöà íàáëþäàåò âñå âåðøèíû â äâóõ ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ (â îäíó ñòîðîíó ïî ãîðèçîíòàëè è â îäíó ñòîðîíó ïî
âåðòèêàëè), â òîì ÷èñëå ñâîþ. (Ñòðàæíèöà ìîæåò ñòîÿòü â âåðøèíå íà ñòîðîíå è
ñìîòðåòü âäàëü. Ñòðàæíèöà íàáëþäàåò ÷åðåç äðóãèõ ñòðàæíèö.) Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî ðàññòàâèòü 36 ñòðàæíèö òàê, ÷òîáû êàæäóþ âåðøèíó êëåòêè íàáëþäàëî íå
áîëåå äâóõ ñòðàæíèö.

7. Äèìà âûïèñàë íà äîñêó íåñêîëüêî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ N . Îí çàìåòèë, ÷òî
íè îäíî âûïèñàííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà äðóãîå, íî åñëè âûïèñàòü íà äîñêó åù¼
õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå N , òî ýòî ñâîéñòâî íàðóøèòñÿ. Äîêàæèòå,
÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

8. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî ab+bc+ca = 1. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå
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