
LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �1. 26.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÛÑØÀß ËÈÃÀ

1. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . òàêîâà, ÷òî âñå
÷èñëà

a1
a2

,
a1 + a2

a3
,
a1 + a2 + a3

a4
, . . .

íàòóðàëüíû è íå÷¼òíû. Äîêàæèòå, ÷òî an+1 = 2an äëÿ âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî.

2. Íà ïëîñêîñòè äàíû n > 2 ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ðàçáèâàþò ïëîñ-
êîñòü íà ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, îãðàíè÷åííûõ ðîâíî 3 ïðÿìûìè,
ïî êðàéíåé ìåðå íà 4 áîëüøå êîëè÷åñòâà ÷àñòåé, îãðàíè÷åííûõ áîëåå, ÷åì 4 ïðÿ-
ìûìè.

3. Ó Àëèíû åñòü íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ êîíôåò n âèäîâ: âèäà 1, âèäà 2, . . . , âè-
äà n. Êèðèëë âçÿë íåñêîëüêî êîíôåò ó Àëèíû è âûëîæèë èõ â ðÿä. Àëèíà ìîæåò
ïðîäåëûâàòü ñ êîíôåòàìè â ðÿäó ñëåäóþùèå îïåðàöèè â ëþáîì ïîðÿäêå:
1. Ñúåñòü êîíôåòó âèäà k, à âìåñòî íå¼ íà å¼ ìåñòî ïîëîæèòü êîíôåòû âèäà k − 1
è k+ 1 èç çàïàñà èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå (íà ìåñòî âèäà 1 êëàäóòñÿ âèäû n è 2, à
íà ìåñòî âèäà n � âèäû n− 1 è 1).
2. Ñúåñòü äâå ñîñåäíèå êîíôåòû, åñëè îíè îäíîãî âèäà.
Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n Êèðèëë ìîæåò èçíà÷àëüíî âûëîæèòü êîíôåòû òàê, ÷òî-
áû Àëèíå íå óäàëîñü äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â ðÿäó íå îñòàëîñü íè îäíîé êîíôåòû?

4. Êëåòêè äîñêè 10×10 ðàñêðàøåíû â 11 öâåòîâ. Áóäåì íàçûâàòü êëåòêó ïðåêðàñ-

íîé, åñëè ñðåäè 19 êëåòîê, íàõîäÿùèõñÿ ñ íåé â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå,
âñòðå÷àþòñÿ âñå 11 öâåòîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïðåêðàñíûõ êëåòîê ìîæåò
áûòü?

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà N � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B, à òî÷êàM � ñå-
ðåäèíà ñòîðîíû AC. Íà îòðåçêå BN íàøëèñü òî÷êè A1 è C1 òàêèå, ÷òî NA = NA1

è NC = NC1. Ïðÿìûå AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ ME ïåðåñåêàåò
îòðåçîê BC â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî AB +BF = CF .

6. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a < b < c, äëÿ êîòîðûõ b− a = c− b è
a2 + b2 + c2 = b · (b− a)2.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ ∠B > 90◦ íà ñòîðîíå AC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà H, ÷òî
AH = BH è BH ⊥ BC. Ïóñòü D è E � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç H è ïàðàëëåëüíàÿ AB, ïåðåñåêàåò DE â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî ∠BCF = ∠ACD.

8. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñòðàíû Óðòóðèè ñîåäèíåíû äîðîãàìè, ïðè÷¼ì èç ëþáîãî ãî-
ðîäà ìîæíî äîåõàòü ïî äîðîãàì äî ëþáîãî äðóãîãî, è ñðåäè ëþáûõ 100 ãîðîäîâ
åñòü êàêèå-òî äâà, ñîåäèí¼ííûå äîðîãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ãîðî-
äà ïî íå áîëåå ÷åì 98 ãóáåðíèÿì òàê, ÷òîáû ãîðîäà êàæäîé ãóáåðíèè ìîæíî áûëî
îáúåõàòü ïî äîðîãàì íå ïîêèäàÿ ýòîé ãóáåðíèè è íå ïîñåùàÿ íè îäèí ãîðîä áîëåå
îäíîãî ðàçà.



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �1. 26.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÏÅÐÂÀß ËÈÃÀ

1. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . òàêîâà, ÷òî âñå
÷èñëà

a1
a2

,
a1 + a2

a3
,
a1 + a2 + a3

a4
, . . .

íàòóðàëüíû è íå÷¼òíû. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéä¼òñÿ ÷ëåí,
áîëüøèé 102021.

2.Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû 100 ïðÿìûõ, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó è íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Ýòè ïðÿìûå ðàçáèâàþò
ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Ñåð¼æà õî÷åò ïðîâåñòè åù¼ îäíó ïðÿìóþ, íå ïàðàëëåëüíóþ
íè îäíîé èç ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ, è íå ïðîõîäÿùóþ íè ÷åðåç îäíó èç òî÷åê èõ
ïåðåñå÷åíèÿ, òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà õîòÿ áû 60 òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
Ñåð¼æå ýòî íå óäàñòñÿ.

3. Ó Àëèíû åñòü íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ êîíôåò 9 âèäîâ: âèäà 1, âèäà 2, . . . , âèäà
9. Êèðèëë âçÿë íåñêîëüêî êîíôåò ó Àëèíû è âûëîæèë èõ â ðÿä. Àëèíà ìîæåò
ïðîäåëûâàòü ñ êîíôåòàìè â ðÿäó ñëåäóþùèå îïåðàöèè â ëþáîì ïîðÿäêå:
1. Ñúåñòü êîíôåòó âèäà k, à âìåñòî íå¼ íà å¼ ìåñòî ïîëîæèòü êîíôåòû âèäà k − 1
è k + 1 èç çàïàñà èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå (íà ìåñòî âèäà 1 êëàäóòñÿ âèäû 9 è 2, à
íà ìåñòî âèäà 9 � âèäû 8 è 1).
2. Ñúåñòü äâå ñîñåäíèå êîíôåòû, åñëè îíè îäíîãî âèäà.
Âåðíî ëè, ÷òî êàê áû Êèðèëë íè ðàçëîæèë èçíà÷àëüíî êîíôåòû, Àëèíà ñìîæåò
äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû â ðÿäó íå îñòàëîñü íè îäíîé êîíôåòû?

4. Êëåòêè äîñêè 10×10 ðàñêðàøåíû â 11 öâåòîâ. Áóäåì íàçûâàòü êëåòêó ïðåêðàñ-

íîé, åñëè ñðåäè 19 êëåòîê, íàõîäÿùèõñÿ ñ íåé â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå,
âñòðå÷àþòñÿ âñå 11 öâåòîâ. Ìîæåò ëè íà äîñêå áûòü áîëüøå 90 ïðåêðàñíûõ êëåòîê?

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà N � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B, à òî÷êàM � ñå-
ðåäèíà ñòîðîíû AC. Íà îòðåçêå BN íàøëèñü òî÷êè A1 è C1 òàêèå, ÷òî NA = NA1

è NC = NC1. Ïðÿìûå AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ ME ïåðåñåêàåò
îòðåçîê BC â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî AB +BF = CF .

6. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a < b < c, äëÿ êîòîðûõ b− a = c− b è
a2 + b2 + c2 = b · (b− a)2.

7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CK �
òî÷êà L òàê, ÷òî AK = KL = 1

2KB. Èçâåñòíî, ÷òî ∠CAB = 45◦ è ∠CKB = 60◦.
Äîêàæèòå, ÷òî AL = BL = CL.

8. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñòðàíû Óðòóðèè ñîåäèíåíû äîðîãàìè, ïðè÷¼ì èç ëþáîãî ãî-
ðîäà ìîæíî äîåõàòü ïî äîðîãàì äî ëþáîãî äðóãîãî, è ñðåäè ëþáûõ 100 ãîðîäîâ
åñòü êàêèå-òî äâà, ñîåäèí¼ííûå äîðîãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ãîðî-
äà ïî íå áîëåå ÷åì 98 ãóáåðíèÿì òàê, ÷òîáû ãîðîäà êàæäîé ãóáåðíèè ìîæíî áûëî
îáúåõàòü ïî äîðîãàì íå ïîêèäàÿ ýòîé ãóáåðíèè è íå ïîñåùàÿ íè îäèí ãîðîä áîëåå
îäíîãî ðàçà.



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �1. 26.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÂÒÎÐÀß ËÈÃÀ

1. Îáîçíà÷èì S(m) ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

S(3n) < S(4n) < . . . < S(33n)?

2.Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû 100 ïðÿìûõ, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó è íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Ýòè ïðÿìûå ðàçáèâàþò
ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Ñåð¼æà õî÷åò ïðîâåñòè åù¼ îäíó ïðÿìóþ, íå ïàðàëëåëüíóþ
íè îäíîé èç ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ, è íå ïðîõîäÿùóþ íè ÷åðåç îäíó èç òî÷åê èõ
ïåðåñå÷åíèÿ, òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà õîòÿ áû 60 òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
Ñåð¼æå ýòî íå óäàñòñÿ.

3. Ó Àëèíû åñòü íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ êîíôåò 10 âèäîâ: âèäà 1, âèäà 2, . . . , âèäà
10. Êèðèëë âçÿë íåñêîëüêî êîíôåò ó Àëèíû è âûëîæèë èõ â ðÿä. Àëèíà ìîæåò
ïðîäåëûâàòü ñ êîíôåòàìè â ðÿäó ñëåäóþùèå îïåðàöèè â ëþáîì ïîðÿäêå:
1. Ñúåñòü êîíôåòó âèäà k, à âìåñòî íå¼ íà å¼ ìåñòî ïîëîæèòü êîíôåòû âèäà k − 1
è k + 1 èç çàïàñà èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå (íà ìåñòî âèäà 1 êëàäóòñÿ âèäû 10 è 2,
à íà ìåñòî âèäà 10 � âèäû 9 è 1).
2. Ñúåñòü äâå ñîñåäíèå êîíôåòû, åñëè îíè îäíîãî âèäà.
Âåðíî ëè, ÷òî êàê áû Êèðèëë íè ðàçëîæèë èçíà÷àëüíî êîíôåòû, Àëèíà ñìîæåò
äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû â ðÿäó íå îñòàëîñü íè îäíîé êîíôåòû?

4. Â ðÿä ëåæèò n êó÷åê èç îäíîãî êàìíÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü äâå
êó÷êè, îáúåäèíèòü èõ â îäíó, è â îáúåäèí¼ííóþ êó÷êó äîáàâèòü åù¼ îäèí êàìåíü.
Ìîæíî ëè âûáðàòü òàêîå n è òàê ïðîäåëûâàòü îïåðàöèè, ÷òîáû â êîíöå îñòàëàñü
îäíà êó÷êà ñ 1000 êàìíÿìè (è áîëüøå íè÷åãî)?

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà N � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B, à òî÷êàM � ñå-
ðåäèíà ñòîðîíû AC. Íà îòðåçêå BN íàøëèñü òî÷êè A1 è C1 òàêèå, ÷òî NA = NA1

è NC = NC1. Ïðÿìûå AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðÿìàÿ ME ïåðåñåêàåò
îòðåçîê BC â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî AB +BF = CF .

6. Êîëÿ âûïèñàë íà äîñêó âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà N > 1 â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî íå÷¼òíûå è ÷¼òíûå äåëèòåëè ÷åðåäóþòñÿ. Ìîæåò ëè
N áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CK �
òî÷êà L òàê, ÷òî AK = KL = 1

2KB. Èçâåñòíî, ÷òî ∠CAB = 45◦ è ∠CKB = 60◦.
Äîêàæèòå, ÷òî AL = BL = CL.

8. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñòðàíû Óðòóðèè ñîåäèíåíû äîðîãàìè, ïðè÷¼ì èç ëþáîãî ãî-
ðîäà ìîæíî äîåõàòü ïî äîðîãàì äî ëþáîãî äðóãîãî, è ñðåäè ëþáûõ 100 ãîðîäîâ
åñòü êàêèå-òî äâà, ñîåäèí¼ííûå äîðîãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ãîðî-
äà ïî íå áîëåå ÷åì 99 ãóáåðíèÿì òàê, ÷òîáû ãîðîäà êàæäîé ãóáåðíèè ìîæíî áûëî
îáúåõàòü ïî äîðîãàì íå ïîêèäàÿ ýòîé ãóáåðíèè è íå ïîñåùàÿ íè îäèí ãîðîä áîëåå
îäíîãî ðàçà.



LVII ÓÐÀËÜÑÊÈÉ ÒÓÐÍÈÐ ÞÍÛÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÂ. ÑÈÐÈÓÑ, 24.10 � 30.10.2021

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÁÎÉ �1. 26.10.2021
ÑÒÀÐØÀß ÃÐÓÏÏÀ, ÒÐÅÒÜß ËÈÃÀ

1. Îáîçíà÷èì S(m) ñóììó öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

S(3n) < S(4n) < . . . < S(33n)?

2.Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû 100 ïðÿìûõ, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó è íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Ýòè ïðÿìûå ðàçáèâàþò
ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Ñåð¼æà õî÷åò ïðîâåñòè åù¼ îäíó ïðÿìóþ, íå ïàðàëëåëüíóþ
íè îäíîé èç ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ, è íå ïðîõîäÿùóþ íè ÷åðåç îäíó èç òî÷åê èõ
ïåðåñå÷åíèÿ, òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà õîòÿ áû 60 òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
Ñåð¼æå ýòî íå óäàñòñÿ.

3. Ó Âàñè åñòü ôèøêè òðåõ öâåòîâ: êðàñíûå (Ê), çåë¼íûå (Ç) è ñèíèå (Ñ). Îí
ïîñòàâèë â ðÿä 9 ôèøåê: ÊÇÊÇÊÇÊÇÊ. Çà îäèí õîä îí ìîæåò âûáðàòü äâå ëþáûå
ôèøêè è çàìåíèòü èõ è âñå ôèøêè ìåæäó íèìè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êðàñíûå
ìåíÿþòñÿ íà çåë¼íûå, çåë¼íûå � íà ñèíèå, ñèíèå � íà êðàñíûå. Ìîæåò ëè îí çà 7
õîäîâ ñäåëàòü âñå ôèøêè ñèíèìè?

4. Â ðÿä ëåæèò n êó÷åê èç îäíîãî êàìíÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü äâå
êó÷êè, îáúåäèíèòü èõ â îäíó, è â îáúåäèí¼ííóþ êó÷êó äîáàâèòü åù¼ îäèí êàìåíü.
Ìîæíî ëè âûáðàòü òàêîå n è òàê ïðîäåëûâàòü îïåðàöèè, ÷òîáû â êîíöå îñòàëàñü
îäíà êó÷êà ñ 1000 êàìíÿìè (è áîëüøå íè÷åãî)?

5. Íà ñòîðîíàõ AC è AB òðåóãîëüíèêà ABC íàøëèñü òî÷êè D è E ñîîòâåòñòâåííî
òàêèå, ÷òî AD = BD è CE = BC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ECA = ∠CBD.

6. Êîëÿ âûïèñàë íà äîñêó âñå íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà N > 1 â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî íå÷¼òíûå è ÷¼òíûå äåëèòåëè ÷åðåäóþòñÿ. Ìîæåò ëè
N áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CK �
òî÷êà L òàê, ÷òî AK = KL = 1

2KB. Èçâåñòíî, ÷òî ∠CAB = 45◦ è ∠CKB = 60◦.
Äîêàæèòå, ÷òî AL = BL = CL.

8. Â êëàññå ó÷àòñÿ 30 ÷åëîâåê. Ó÷èòåëü çíàåò, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 7 èç íèõ åñòü ïî
êðàéíåé ìåðå 2 äðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî ó÷èòåëü ìîæåò èõ âûñòàâèòü íå áîëåå ÷åì â
6 øåðåíã òàê, ÷òîáû êàæäûå äâà ÷åëîâåêà èç îäíîé øåðåíãè, ñòîÿùèå ðÿäîì, áûëè
äðóçüÿìè. Â øåðåíãå ìîæåò ñòîÿòü âñåãî îäèí ÷åëîâåê.


