LXI YVPAJIBCKUM TYPHUP IOHBIX MATEMATUKOB. 9THOMUNP, 25.10-31.10.2023
MATEMATUYECKUM BOM Nel1. 27.10.2023
CTAPIITIA Y I'PVYIIIIA, BBICIIIA S JIUTA

1. Harypanbubie gucia a, b, ¢ u r, S, t TAKOBBI, YTO
ab+1=7% ac+1=s% be+1=1t

Hokaxkure, ato cpeju auces rt/s, rs/t, st/r xors Obl OJIHO HEIeJIoe.

2. Ha oxnom Oepery peku Hesm pacmosiozkeno 7 céi, a Ha apyrom — 57. Mexay
KaXKJIBIMIA JIByMsI CEJTaMU, PACIOJIOKEHHBIMI Ha Pa3HbIX Oeperax, KypCHUpPyeT MOTOPKA
omuoit m3 dupMm «Crmmray wimn «Xapubmas. Jlokarkure, 970 MOXKHO BBIOpATh JIMOO IO
JIBa ceJia Ha KaKJIO0M Oepery Tak, 9TO BCe YeTbIpe JIMHUHU MEXKJy HUMU OOCJIYKHUBaeT
dupma «Cruinias, 100 10 MeCTh CE Ha KaXKI0M Oepery Tak, 9To Bce 36 JIMHII MeXK Iy
HUMU 00CTyKuBaeT pupma «XapubdJias.

3. B semykimom uerwipéxyrombanke ABCD /ABC = ZBCD. Jlyau DA u CB 1e-
pecekatorcs B Touke P. Ilpsimasi, mpoxossiias depe3 P napasienbao AB, miepecekaer
upsimyio BD B Touke T'. Hokaxkure, uro LACB = ZPCT.

4. Jlan Habop m3 2n HATYPAJbHBIX YHCEJI, CyMMa KOTOPBIX KpaTHa n. Pa3peraercs
BLIOpATh N YHCEJ U TPUOABUTH KO BCEM OJHO U TO K€ HaTypaJibHOe ducjo. Jokaxkure,
YTO MOXKHO CJIeJIaTh BCE YMCJIa PABHBIMH, BBHITIOJHUB He OoJsiee 2n — 1 TaKUX onepariuii.

5. Ilosio3KUTeIbHBIE BEIeCTBEHHbIE YHCJIA I, Y, 2 TAaKOBBI, uTo x* — 23x2 + 1 = 0,
y* —223y%2 +1 =0, 2% — 202322 + 1 = 0. JlokazKkuTe, 4TO JJIsi HEKOTOPOTO IIEJIOTO 7

v?y?2? —nwyz + 1= (zy + 1) (yz + 1)(zz + 1).

6. IIycts n, m — HarypasbHble dncaa, n < m. Kocrs B3saa 2™ KapTO4eK U BBLIIUCAJ
BCe MOJMHOXKeCTBa MHOXKecTBa {1,2,...,m}, Kaxjg0e — Ha JMIEBON CTOPOHE OTJIE/b-
HOIT KapTouku. OKa3aJIoch, 9TO KaK HU PA3JIOXKHM TH KAPTOYKHU Ha, JIBe Ky4Hd, BCErIa
yJIaeTcs BBIOpATh B OJHON U3 Kyd 2" KapTO4eK U BBIINCATHL HA UX OOPATHBIX CTOPOHAX
Bce nojMuoxkecTBa {1,2,...,n} (110 oJHOMY Ha KapTO4Ke) TaK, 9TO 3aIllUCH Ha BCEX BbI-
OpaHHBIX KAPTOYKAX OKAXKYTCS CO2AACOSAHHBLMU: JJIst JIIOObIX NBYX Kaprodek (A, a),
(B,b) (rme A, B — MHOXeCTBa Ha JIUIEBBIX CTOPOHAX, ¢, b — Ha 0OPATHBIX) BEPHO, UTO
eciimi a C b, To A C B. Jlokazkute, 9410 m > 2n.

7. B tpeyronbauke ABC Touka K — cepeanna croponbl AB, a Todka L Ha CTOpOHE
AC TakoBa, uro AL = LC + CB. Hokaxwnure, urto ZK LB = 90° Torma u TOJbKO TOTA,
korna AC = 3CB.

8. O Bo3pacTarommx M0CJIeI0BaATEILHOCTSIX HATYPAJIbHBIX YUCEI a1, A9, ... 1 by, bo, ...
M3BECTHO, YTO B IIEPBOU IOCJIEIOBATEJILHOCTA BCE YHCJIa IIOHNAPHO B3aHMMHO IIPOCTHI,
U ITPU KaXKJIOM HaTypPaJIbHOM K YUCJIO0

1 1 1
H+E+ +E
1 1 1
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nestoe. /lokaxkure, 4To ar = br IpH BCeX HATYpPaJIbHBIX k.



LXI YVPAJIBCKUM TYPHUP IOHBIX MATEMATUKOB. 9THOMUNP, 25.10-31.10.2023
MATEMATNUYECKUM BOM Nel. 27.10.2023
CTAPIITAY I'PVIIIIA, IIEPBAS JIUTA

1. Harypanbubie yucia a, b, ¢ u r, S, t TAKOBBI, YTO
ab+1=7% ac+1=s> be+1=1t.

Hokaxkure, ato cpeju auces rt/s, rs/t, st/r xors ObI OJIHO HeEIeJIoe.

2. Ha oxnom OGepery peku Hesm pacmosiozkeno 7 céi, a Ha apyrom — 57. Mexuay
KaXKJIBIMI JIByMsI CEJTaMU, PACIOJIOKEHHBIMI Ha Pa3HbIX Oeperax, KypCHUpPyeT MOTOPKA
omuoit m3 pupM «Crmnmay wimm «Xapubmas. Jlokarkure, 970 MOXKHO BBIOpATh JIMOO IO
JIBa ceJia Ha KaKJIOM Oepery Tak, 9TO BCe YeTbIpe JIMHUHU MEXKJIy HUMU OOCIIYKHUBaeT
dupma «Cruiniasy, 10O 10 MeCTh CEI Ha KaxXKI0M Oepery Tak, 9To Bce 36 JIUMHII MeXK Iy
HUMH 00CTyKuBaeT pupma «XapubdJias.

3. B semykiaom uerwipéxyrombanke ABCD /ABC = ZBCD. Jlyau DA u CB 1e-
pecekarorcss B Touke P. Ilpsamasi, mpoxogsimas depe3 P mnapaJuienbao AB, mepecekaer
upsimyio BD B Touke 1. Hokaxkure, uro LZACB = ZPCT.

4. Jlan Habop m3 2n HATYPAJbHBIX YHCEJI, CyMMa KOTOPBIX KpaTHa n. Pa3peraercs
BLIOpATh N YHCEJ U TPUOABUTH KO BCEM OJHO U TO K€ HaTypaJibHOe Jucjo. Jlokaxkure,
YTO MOXKHO CJeJIaTh BCE YHCJIa PABHBIMH, BBITTOJHUB He Oojee 61 TaKUX OTepaItnii.

5. Ilosio3KUTeIbHBIE BEIECTBEHHbIE YHCJIA X, Y, Z TAKOBBI, uTo x* — 23x2 + 1 = 0,
y* —223y%2 +1 =0, 2% — 202322 + 1 = 0. JlokazKkuTe, 4TO JJjIsi HEKOTOPOTO II€JIONO 7

v?y?2? —nwyz + 1= (zy + 1)(yz + 1)(zz + 1).

6. Ilycts n, m — HarypasbHble yncaa, n < m. Kocrs B3saa 2™ KapTO4eK U BBLIIUCAJ
BCe MOJMHOXKeCTBa MHOXKecTBa {1,2,...,m}, Kaxjg0e — Ha JMIEBON CTOPOHE OTJIE/b-
HOIT KapTouku. OKa3aJIoch, 9TO KaK HU PA3JIOXKHM TH KAPTOYKU Ha, JIBe Ky4Hd, BCErIa
yIaeTcs BBIOpATh B OJHON 13 Kyd 2" KapTO4eK U BBIINCATHL HA UX OOPATHLIX CTOPOHAX
Bce nojMuoxkecTBa {1,2,...,n} (110 oJHOMY Ha KapTO4YKe) TaK, 9TO 3aIlIUCH HA BCEX BbI-
OpaHHBIX KAPTOYKAX OKAXKYTCS CO2AACOSAHHBLMU: st JIIOObIX NBYX Kaprodek (A, a),
(B,b) (rme A, B — MHO»XeCTBa Ha JIUIEBBIX CTOPOHAX, ¢, b — Ha 0OPATHBIX) BEPHO, UTO
ecii a C b, to A C B. okazkure, 9410 m > 2n.

7. B tpeyronpuuke ABC Touka K — cepeanna croponbl AB, a Todka L Ha CTOpOHE
AC TakoBa, uro AL = LC + CB. Hokaxwure, uro ZK LB = 90° Torma u TOJbKO TOTA,
korna AC = 3CB.

8. Cpean mecTU3HAYHBIX YHUCET HAILIOCh Takoe N, 4TO cpejiHee apudMeTHIecKoe
mdp unciaa N4 pasao 5. YeMy MoKeT paBHATHCA cyMMa nudp gmuciaa N7



LXI YVPAJIBCKUM TYPHUP IOHBIX MATEMATUKOB. 9THOMMNP, 25.10-31.10.2023
MATEMATNUYECKUM BOM Nel1. 27.10.2023
CTAPIIIAY I'PVIIIIA, BTOPAS JIUTA

1. JIokasKnTe, 9TO HU IIPU KAKOM HATYPAJIBHOM 7 9UCI0 12 +n-+ 1 HeIb3s IpeICTaBUTh
B BUJIe IIPOU3BEJIEHNS JABYX HATYPAJbHBIX YUCE], PA3HOCTH KOTOPBIX MEHbIIE 24/M.

2. Ha oxnom Gepery peku Hesmm pacmonoxkeno 4 cena, a Ha apyrom — 15. Mexay
KaXKJIBIMU JIBYMsI CEJTAMU, HAXOAAIINMUCA Ha PA3HbIX Oeperax, KypCupyeT MOTOPKa OJl-
ot u3 pupm «Crmmnay min «Xapubaas. Jlokazkure, 9T0 MOXKHO BEIOpaTh JIOO IO IBa
ceJia Ha KaXKJOM Oepery Tak, 9ToO BCe YeThbIpe JIMHUU MEXK,Iy HUMHU OOCJTyKUBaeT (pupma,
«Crmiiiay, aubO 1Mo TPU cejla Ha KaxKJ0M Oepery Tak, YTO BCE JIEBATH JIMHUNU MEXKLy
HUMU OOCJTy2KUBaeT pupma «XapubdJias.

3. Ha cropone BC' b6ymazkuoro kBajpara BC' BbiOpana Touka P. KBajapar ciaoxuim
BJIOJIb IpsiMoit AP Tak, 4ro Touka B nomaja B TOuky B’, paBHOymaJeHHYIO OT TOYEK
C u D. Yemy moxer ObiTh pasen yrog C B’ D?

4. lan Habop n3 2023 HaTypaJIbHBIX 9UCesI. 3a OJHY OIePAaIliio Pa3peIaeTcs BEIOpaTh
JIFOOBIE JIBA YUCJIA U OJHOBPEMEHHO YBEJIUYUTH WM OJTHOBPEMEHHO yMEHBIIUTH 00a Ha,
OJIHO U TO XK€ HATypPaJIbHOE YHUCJIO TaK, UYTOOBI YMCJIa BCE eIllle OCTaBAJIUCh HATYPaJb-
HBIMH. JloKaKuTe, 9T0 MOXKHO CJIe/IaTh BCE YHCJIa PABHBIMU, BBITIOJHUB He Oojee 2025
TaKUX OIlCpaIUil.

5. Ilojo:KuTe/IbHBIE BEIeCTBEHHbIE 4HCiaa @ W b TakoBbl, 4To a* — 23a? + 1 = 0,
b* — 223b% + 1 = 0. JlokazKkuTe, 4TO

(a+b)* +20ab = (a +b)(b+1)(a+1).

6. Ilycts n — HaTypasbHoe uncio. Kocrs B3sn 2271 kapTodek n BBIIHCAT BCe IIOJ-
MHOXKeCTBa MHOXKecTBa {1,2,...,2n — 1}, Kaxj0e — Ha JIUIEBON CTOPOHE OT/EJbHOI
KapTOYKM. BEpPHO JIM, 9TO KaK HU PA3JI0KU 9T KAPTOYKHU Ha ABE KydH, BCETIa YIACTCS
BLIOpATh B OJHOM 13 Kyd 2" KapTO4YeK U BBIIKCATHL HA UX OOPATHBIX CTOPOHAX BCE IOJI-
mHOKecTBa {1,2,...,n} (110 OjHOMY Ha KapTOYKe) TaK, YTO 3AIUCH HA BCEX BHIOPDAHHBIX
KapTOYKAX OKAXKYTCS CO2AACOBAHHbLMUY: JIJIst JTIOOBIX BYX Kaprodek (A, a), (B,b) (rme
A, B — 3amnmcu Ha JIMIEBBIX CTOPOHAX, @, b — HA OOPATHBIX) BBIIOJHIETCS TPABUIIO:
ecit a C b, o A C B.

7. B tpeyronbuuke ABC Touka K — cepeanna cropoubl AB, a Touka L Ha CTOpOHE
AC TakoBa, uro AL = LC' + CB. Hokaxure, uto ZK LB = 90° Torma u TOJbKO TOT/IA,
korna AC = 3CB.

8. Cpemu mecTU3HAYHBIX YHCEJ HAILIOCh Takoe N, U4TO cpelHee apudMEeTHIECKOe
mmdp uncaa N4 pasro 5. Uemy MoxkeT paBHATHCH cyMMa mudp uncaa N47?



LXI YVPAJIBCKUM TYPHUP IOHBIX MATEMATUKOB. 9THOMUNP, 25.10-31.10.2023
MATEMATNUYECKUM BOM Nel1. 27.10.2023
CTAPIIIAY I'PVIIIIA, TPEThSA JIUTA

1. JIokasKnTe, 9TO HU IIPU KAaKOM HATYPAJIBHOM 7 9UCI0 1 +n-+1 HeIb3s IpeICTaBUTh
B BUJIe IIPOU3BEJIEHNS JABYX HATYPAJbHBIX YUCE], PA3HOCTH KOTOPBIX MEHbIIE 24/M.

2. Ha oxnom Gepery peku Hesmm pacmonoxkeno 3 cema, a Ha apyrom — 25. Mexay
KaXKJIBIMU JIByMs CEJTaMU, PACIOJIOXKEHHBIMI Ha Pa3HbIX Oeperax, KypCHUpPyeT MOTOPKA
omuoit n3 dupm «Crmray mim «Xapudgas. JJokaxkure, 970 MOXKHO BbIOPATh BHIOPATH
JIBa cejia Ha OHOM Oepery u 5 CEJl Ha JIPYyroM TakK, 9TO BCE JECSITh JIMHUN MKy HUMHI
obcJTyKUBaeT OJIHa U Ta Ke pupmMma.

3. Ha croporne B(C' b6ymazkuoro kBajpara BC' BeiOpana Touka P. KBaapar ciaoxuim
BJIOJIb IpsaMoii AP Tak, 4ro Touka B nomaja B Touky B’, paBHOymaJeHHYIO OT TOYEK
C u D. Yemy moxer 6bITh pased yroa C B’ D?

4. JTan vabop n3 2023 HaTypaJbHbIX YUCeJ. 3a OJIHY OIIEPAIUI0 Pa3penraeTcs BbIOPaTh
JIFOOBIE JIBa YKCJIa W OJHOBPEMEHHO YBEJMYIUTDH WM OJHOBPEMEHHO YMEHBIIUTH 00a Ha
OJTHO M TO K€ HaTypaJIbHOE YUCJIO0 TaK, YTOObI YHUCJIA BCE €Ie OCTABAJNCh HATYpPaJib-
HBIMH. JIOKaKuTe, 9T0 MOXKHO CJIeJIaTh BCE UHCJIa PABHBIMU, BBIIIOJIHUB He Oojee 2025
TaKUX OIlePaIlnii.

5. IlosioyKUTe/IbHBIE BeIeCTBEHHbIE Ynucia ¢ u b Takosbl, 4To a* — 23a?> + 1 = 0,
b* — 223b% + 1 = 0. JlokazKuTe, 9TO

(a+b)? +20ab = (a +b)(b+ 1)(a + 1).

6. Anuca u Bob urparor B urpy Ha gocke 8 X 8. XoAsaT 110 odepean, HaunHaeT AJm-
ca. IlepBonadaJibHO j10CcKa IrycTa. CBOMM XOJIOM UI'DOK BBIOMPAET IejI0e YUCjao oT 1 10
64, KoTOpoe eIlle He 3aIlCaHO Ha JIOCKE, U BIIMCHIBAET €ro B JIIOOYIO IIYCTYIO KJIETKY.
Korma mycTbix KaeToK He ocraercst, AJnca BBIUUCASIET CYMMY YHCET B KarxKJ0M CTPO-
Ke, U ee Pe3yJbTaT PaBeH MaKCHUMaJIbHOMY U3 3THX 8 4ucesl. BoO BBIYHCIISAET CyMMY
qrCesl B KaKJIOM CTOJIOIE, U ero pe3yJsibTaT PaBeH MAaKCUMAaJbHOMY U3 TUX 8 THUCEJI.
BrmrpeiBaer ToT, deit pe3yibraT 60sbine. ECTh i y KOro-TO U3 UT'POKOB BBIMTPBIIITHAS
crparerusi?

7. B tpeyronpauke ABC Touka K — cepeanna croponbl AB, a Todka L Ha CTOpOHE
AC rakoBa, uro AL = LC + CB. Hokaxwure, uro ZK LB = 90° Torma u TOJbKO TOTIA,
korna AC = 3CB.

8. Cpean 1mecTU3HAYHBIX YHCEJ HAILIOCh Takoe N, 94TO cpelHee apudMeTHIECKOoe
mdp unciaa N4 pasao 5. UeMy MozKeT paBHATHCA cyMMa nudp guciaa N7



